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ÖZET
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1 GİRİŞ

S2 üzerinde sabit iki noktaya yay uzunlukları toplamı sabit olan noktaların
cümlesi küresel elips, sabit iki noktaya yay uzunlukları mutlak farkı sabit olan
noktaların cümlesi küresel hiperbol ve sabit bir noktaya ve sabit bir doğrultuya
uzaklıkları eşit olan noktaların cümlesi küresel parabol olarak tanımlanmaktadır-
lar [15]. Ayrıca Küresel konikler, birim küre ile tepe noktası kürenin merkezinde
olan eliptik koninin arakesiti olarak tanımlanmaktadır [19].

Ayrıca, küresel elips, küresel hiperbol ve küresel parabol düzlemdekinin
aksine küre üzerinde denk olarak ifade edilmektedirler [14].

Küresel koniklerin denklemi ile ilgili çeşitli çalışmalar yapılmış ve bazı
parametrik denklemler verilmiştir [1, 2, 5].

Bu çalışmada küresel konikler temel alınmaktadır ve teğetler göstergesi,
normaller göstergesi ve binormaller göstergeleri küresel konik olan eğriler üzerine
çalışılmıştır. Yani "T-konik", "B-konik" ve "N-konik" eğri aileleri tanımlanmış,
bu yeni eğri ailelerinin özellikleri üzerine çalışılmış ve çeşitli karakterizasyonlar
elde edilmiştir. Ayrıca bu sonuçlarla birlikte genel helislerin "T-konik" eğri aile-
sine ait olduğu ve slant helislerin "N-konik" eğri ailesine ait olduğu gösterilmiştir.
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2 TEMEL KAVRAMLAR

Tanım 2.1 R reel sayılar cismini göstermek üzere,

Rn = {(x1, x2, ..., xn) : xi ∈ R}

vektör uzayında, x = (x1, x2, ..., xn) ve y = (y1, y2, ..., yn) ∈ Rn olmak üzere,

〈x, y〉 =
n∑
i=1

xiyi

eşitliği ile tanımlanan,

〈 , 〉 : Rn × Rn −→ R

(x, y) −→ 〈x, y〉

fonksiyonu, Rn uzayında bir iç çarpımdır. Bu iç çarpıma, Rn uzayının doğal iç
çarpımı veya Öklid iç çarpımı denir.

x ∈ Rn için,

‖x‖ =
√
〈x, x〉

olmak üzere,

‖ , ‖ : Rn −→ R

x −→
√
〈x, x〉

fonksiyonu, Rn uzayında bir normdur. Buna göre, Rn uzayına normlu vektör
uzayı denir.

d (x, y) = ‖x− y‖

biçiminde tanımlanan d : Rn×Rn −→ R fonksiyonu, Rn uzayında bir metriktir.
Bu durumda, bu metrik ile, Rn bir metrik uzay olur. Bu uzaya Öklid uzayı
denir ve genellikle En ile gösterilir [18].

Tanım 2.2 I, R nin bir açık aralığı olmak üzere,

α : I ⊂ R −→ Rn

biçiminde diferensiyellenebilir bir α dönüşümüne, Rn uzayı içinde bir eğri denir
[18].
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Tanım 2.3 α : I ⊂ R −→ Rn eğrisi verilsin. I aralığının bir u noktasındaki
teğet uzayı olan Tu (R1) uzayı 1-boyutlu bir vektör uzayıdır. R1 deki koordinat
fonksiyonu x olmak üzere, Tu (R1) uzayının doğal tabanı{

d

dx
(u)

}
kümesidir. d

dx
, R1 uzayının her bir u noktasına d

dx
(u) vektörünü karşılık getiren

vektör alanıdır.

α∗u : Tu (R) −→ Tα(u) (Rn) dönüşümünde, α∗u
(
d
dx

(u)
)
vektörüne, α

eğrisinin α (u) noktasındaki hız vektörü denir ve kısaca α′ (u) ile gösterilir [18].

Tanım 2.4 Bir

α : I ⊂ R −→ R3

s −→ α (s)

eğrisi için,

‖α′ (s) ‖ = 1, ∀s ∈ I

ise α eğrisine birim hızlı eğri denir. Bu durumda eğrinin s ∈ I parametresine
yay parametresi adı verilir [8, 18].

Tanım 2.5 R3 uzayında birim hızlı α : I ⊂ R→ R3 eğrisi için

T (s) = α
′
(s)

eşitliğiyle belirli T (s) vektörüne, α eğrisinin α (s) noktasındaki birim teğet
vektörü denir. T vektör alanına, α eğrisinin teğet vektör alanı adı verilir
[18].

Tanım 2.6 R3 uzayında birim hızlı α : I ⊂ R→ R3 eğrisi için

κ : I → R, κ (s) = ‖T ′ (s) ‖

fonksiyonuna α eğrisinin eğrilik fonksiyonu denir. κ (s) sayısına eğrinin α (s)

noktasındaki eğriliği denir [18].

Tanım 2.7 R3 uzayında birim hızlı α : I ⊂ R→ R3 eğrisi için

N (s) =
1

κ (s)
T
′
(s)

eşitliğiyle belirli N (s) vektörüne, α eğrisinin α (s) noktasındaki birinci dik vek-
törü (asli normali) denir. N vektör alanına, α eğrisinin birinci dik vektör
alanı (asli normal vektör alanı) adı verilir [18].
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Tanım 2.8 R3 uzayında birim hızlı α : I ⊂ R→ R3 eğrisi için

B (s) = T (s)×N (s)

eşitliği ile tanımlı B (s) vektörüne, α eğrisinin α (s) noktasındaki ikinci dik vek-
törü (binormali) denir. B vektör alanına, α eğrisinin ikinci dik vektör alanı
(binormal vektör alanı) adı verilir [18].

Tanım 2.9 T (s), N (s), B (s) vektörlerine, α : I ⊂ R → R3 eğrisinin α (s)

noktasındaki Frenet vektörleri denir.

{T (s) , N (s) , B (s)}

kümesine, α eğrisinin α (s) noktasındaki Frenet çatısı ve T , N , B vektör alan-
larına, α eğrisi üstünde Frenet vektör alanları adı verilir [18].

Tanım 2.10 α : I ⊂ R −→ R3 birim hızlı eğrisinin Frenet vektör alanları T , N ,
B olmak üzere,

τ : I −→ R, τ (s) = −〈B′ (s) , N (s)〉

fonksiyonuna, α eğrisinin burulma fonksiyonu denir. τ (s) sayısına eğrinin α (s)

noktasındaki torsionu (burulması) denir [18].

Teorem 2.1 R3 uzayındaki birim hızlı α : I ⊂ R −→ R3 eğrisini göz önüne
alalım. Frenet vektör alanları T , N , B ve bu eğrinin eğrilik ve torsionu sırasıyla
κ, τ olmak üzere,

T
′
= κN

N
′
= −κT + τB

B
′
= τN

dir [18].

Teorem 2.2 Birim hızlı olmayan,

α : I ⊂ R −→ R3

u −→ α (u)

eğrisini göz önüne alalım. Frenet vektör alanları T , N , B ve bu eğrinin eğrilik ve
torsionu, sırasıyla, κ, τ olmak üzere,

T =
α
′

‖α′‖
, N = B × T, B =

α
′ × α′′

‖α′ × α′′‖
, κ =

‖α′ × α′′‖
‖α′‖3

ve τ =
〈α′ × α′′ , α′′′〉
‖α′ × α′′‖2

dir [18].
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Teorem 2.3 Birim hızlı olmayan,

α : I ⊂ R −→ R3

u −→ α (u)

eğrisini göz önüne alalım. Frenet vektör alanları T , N , B ve bu eğrinin eğrilik ve
torsionu (burulması), sırasıyla, κ, τ olsun. ‖α′ (u) ‖ = ν olmak üzere,

T
′
= νκN

N
′
= ν (−κT + τB)

B
′
= ντN

dir [18].

Tanım 2.11 R3 uzayındaki birim hızlı α : I → R3 eğrisinin Frenet vektör alanları
T , N , B olsun.

{T (s), N(s)} kümesinin gerdiği düzleme, α(s) noktasındaki dokunum düz-
lemi veya oskülatör düzlem denir.

{T (s), B(s)} kümesinin gerdiği düzleme, α(s) noktasındaki doğrultma düz-
lemi veya rektifiyan düzlem denir.

{N(s), B(s)} kümesinin gerdiği düzleme, α(s) noktasındaki dik düzlem
veya normal düzlem denir [18].

Tanım 2.12 Eğer bir eğrinin bütün noktaları bir düzlem tarafından içeriliyorsa
bu eğriye düzlemseldir denir [10].

Tanım 2.13

α : I ⊂ R −→ R3

s −→ α (s)

birim hızlı bir eğri olsun. κ (s) 6= 0 olacak şekilde α eğrisinin, teğet vektörü sabit
bir doğrultu ile sabit açı yapıyorsa bu α eğrisine genel helis adı verilir. κ(s) 6= 0

ve τ(s) ikisi birden sabit ise α eğrisine dairesel helis denir [7].

Teorem 2.4

α : I ⊂ R −→ R3

s −→ α (s)
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birim hızlı bir eğri olsun. α eğrisinin, genel helis olması için gerek ve yeter şart,(τ
κ

)
(s) = sbt, ∀s ∈ I

olmasıdır [18].

Teorem 2.5 α eğrisinin teğetler göstergesinin geodezik eğriliği, τ
κ
oranıdır [8].

Tanım 2.14

α : I ⊂ R −→ R3

s −→ α (s)

birim hızlı bir eğri olsun. κ (s) 6= 0 olacak şekilde α eğrisinin, asli normal vektörü
sabit bir doğrultu ile sabit açı yapıyorsa bu α eğrisine slant helis adı verilir [6].

Teorem 2.6 Eğriliği sıfırdan farklı olan bir birim hızlı α eğrisinin slant helis
olması için gerek ve yeter şart,

σ (s) =

(
κ2

(τ 2 + κ2)
3
2

(τ
κ

)′)
(s)

fonksiyonunun sabit olmasıdır [6].

Tanım 2.15 α : I → R3 birim hızlı eğrisi ve S2 küresi verilsin. Eğer α ⊂ S2 ise
α eğrisine küresel eğri denir [8].

Teorem 2.7 α : I → R3 eğrisi verilsin. Aşağıdaki denklemler denktir:

1. α bir küresel eğridir.

2.
(
1
κ

)2
+
(

1
ντ

(
1
κ

)′)2
= r2.

3. 1
ν

(
1
ντ

(
1
κ

)′)′
+ τ

κ
= 0.

4. 1
κ
= A cos

(∫
ντds

)
+B sin

(∫
ντds

)
burada, A, B sabitler ve

√
A2 +B2 = r dir [21].

Tanım 2.16 Antipodal nokta, küre yüzeyindeki bir noktaya diametrik olarak
karşıt olan noktaya denir [12].

Tanım 2.17 Uzayda bir dairesel koni yüzeyi ile bir düzlemin arakesitlerinden
elde edilen eğrilere konik eğrileri adı verilir [17].
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Tanım 2.18 Düzlemde, sabit iki noktaya uzaklıkları toplamı sabit olan nokta-
ların geometrik yerine elips denir, sabit olan iki noktaya elipsin odakları adı verilir,
yani,

E = {P | |f1P |+ |f2P | = 2a, f1, f2 ∈ R2, a ∈ R+}

dir. Burada f1 = (c, 0), f2 = (−c, 0) elipsin odakları ve a2 = b2 + c2 dir. Elipsin
parametrik ve kartezyen koordinatlardaki denklemleri sırasıyla,

x = a cos t,

y = b sin t,

ve
x2

a2
+
y2

b2
= 1

dir. Burada a, b ∈ R dir [4].

Şekil 2.1: Elips

Tanım 2.19 Düzlemde, sabit iki noktaya olan uzaklıkları mutlak farkı sabit olan
noktaların geometrik yerine hiperbol denir, sabit olan iki noktaya hiperbolün
odakları adı verilir, yani,

E = {P | ||f1P | − |f2P || = 2a, f1, f2 ∈ R2, a ∈ R+}

dir. Burada f1 = (c, 0), f2 = (−c, 0) elipsin odakları ve c2 = a2 + b2 dir. Hiper-
bolün parametrik ve kartezyen koordinatlardaki denklemleri sırasıyla,

x = a sec t,

y = b tan t,

ve
x2

a2
− y2

b2
= 1

dir. Burada a, b ∈ R dir [4].
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Şekil 2.2: Hiperbol

Tanım 2.20 Düzlemde, sabit bir doğruya uzaklığı, doğru üzerinde bulunmayan
sabit bir noktaya olan uzaklığına eşit olan noktaların geometrik yerine Parabol
denir. Sabit noktaya parabolün odağı ve sabit doğruya da parabolün doğrultmanı
adı verilir. Parabolün standart denklemi, doğrultmanı x = −p

2
alınırsa,

x− x0 =
1

2p
t2, (2.1)

y − y0 = t (2.2)

ya da
x− x0 =

1

2p
(y − y0)2

dir. Burada p, x0, y0 ∈ R dir [4].

Şekil 2.3: Parabol

Tanım 2.21 Düzlemde, 4. dereceden cebirsel eğriye kuartik düzlem eğrisi denir
ve aşağıdaki 2 değişkenli kuartik denklem formunda verilebilir:

Ax4 + By4 + Cx3y +Dx2y2 + Exy3 + Fx3 +Gy3 +Hx2y + Ixy2

+ Jx2 +Ky2 + Lxy +Mx+Ny + P = 0.

Burada A, B, C, D, E sabitlerinden en az biri sıfırdan farklıdır [11].
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Tanım 2.22 Düzlemde,

Ax4 + By4 +Dx2y2 + Jx2 +Ky2 = 0

denklemi ile verilen eğriye özel kuartik düzlem eğrisi adı verilir. Burada A, B, D
en az biri sıfırdan farklı sabitlerdir.

Özel olarak

A = cos2 b

B = cos2 a csc2 b sin2 a

D = cos2 a+ cot2 b sin2 a

J = − cos2 b

K = − cos2 a csc2 b sin2 a

olarak seçilirse elde edilen özel kuartik düzlem eğrisinin grafiği Şekil 2.4 de ki
gibidir.

(a) (b) (c)

Şekil 2.4: Sırasıyla, a = π/3, b = π/4; a = π/3, b = π/8; a = π/3, b = π/12 değerleri için özel
kuartik düzlem eğrileri

Tanım 2.23 Uzayda bir α : I → R3 eğrisi ile bir u vektörü verilsin. Burada
I, R nin bir alt aralığıdır. Eğrinin her bir α(t) noktasında, u vektörüne paralel
olan bir ve yalnız bir L(t) doğrusu vardır. Bu L(t) doğrularının birleşimi olan
yüzeye silindir yüzeyi adı verilir. α eğrisine silindir yüzeyinin dayanak eğrisi, u
vektörüne silindir yüzeyinin doğrultman vektörü denir. L(t) doğrusuna, silindir
yüzeyinin, α(t) noktasındaki ana doğrusu adı verilir [17].

Tanım 2.24 Uzayda bir α : I → R3 eğrisi ile bu eğri üstünde bulunmayan bir H
noktası verilsin. Burada I, R nin bir alt aralığıdır. Eğrinin her bir α(t) noktası
için α(t) ve H noktası bit L(t) doğrusu belirler. Bu L(t) doğrularının birleşimi
olan yüzeye koni yüzeyi adı verilir. α eğrisine koni yüzeyinin dayanak eğrisi, H
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noktasına koni yüzeyinin tepe noktası denir. L(t) doğrusuna, koni yüzeyinin, α(t)
noktasındaki ana doğrusu adı verilir [17].

Tanım 2.25 Dayanak eğrisi kuartik düzlem eğrisi olan silindir yüzeyine kuartik
silindir yüzeyi adı verilir.

Tanım 2.26 Dayanak eğrisi kuartik düzlem eğrisi olan koni yüzeyine kuartik
koni yüzeyi denir.
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3 KÜRESEL KONİKLER

Bu bölümde, küresel koniklerle ilgili literatür taraması yapılmış ve bulunan
çalışmalar ile ilgili bilgi verilmiştir. Ayrıca bu bölüm boyunca farklı küresel iki
X ve Y noktaları arasındaki yay uzunluğu |

_

XY | = |X̂OY | ile gösterilecektir.

Geometride konikler çok önemli bir yer tutmaktadır. 1877’de Sykes, küre-
sel konikleri "Küresel konikler küre ile tepe noktası kürenin merkezi olan eliptik
koninin arakesitidir" olarak tanımlamıştır [19].

1959’da, Namikawa küresel elips ve hiperbolleri aşağıdaki şekilde tanım-
lamıştır: F1 ve F2, küre üzerinde sabit iki nokta olsun.

|
_

F1P |+ |
_

F2P | = sbt, F1 6= F2 (3.1)

olacak şekilde küre üzerindeki P noktalarının kümesine küresel elips adı verilir
[15].

Benzer şekilde

||
_

F1P
′| − |

_

F2P
′|| = sbt, F1 6= F2 (3.2)

olacak şekilde küre üzerindeki P ′ noktalarının kümesine küresel hiperbol adı veri-
lir [15].

Dirnbock, 1999 yılında Sykes’in vermiş olduğu tanım ve teoremler yardımıyla
küresel konikler için

x(t) =
1

R
tan a cos t,

y(t) =
1

R
tan b sin t,

z(t) = ± 1

R
,

parametrik denklemini vermiştir. Burada R =
√
(tan a cos t)2 + (tan b sin t)2 + 1

dir. Ayrıca bu küresel konik için küresel evolüt eğrisinin parametrik denklemini

x(t) =
m

R1

cos3 t,

y(t) =
n

R1

sin3 t,

z(t) = ± 1

R1

,
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biçiminde elde etmiştir. Burada

m =
sin2 a− sin2 b

sin a cos a
,

n =
sin2 b− sin2 a

sin b cos b
,

R1 =
√

(m2 cos6 t) + (n2 sin6 t) + 1,

ve 0 < b < a < π
2
dir [5].

(a) (b)

Şekil 3.1: Dirnbock tarafından verilen küresel elips ve evolütü

2004 yılında Xiong, küresel eğrilerin geometrisi isimli doktora tez çalış-
masını yayınlamış ve küresel eğriler için gerçek açı ve yansıma açısının eşit olduğunu
ispatlamıştır [20].

2005 yılında Maeda, Sykes’in çalışmalarını derlemiş, tanım ve teoremlerini
kullanıp aşağıdaki teorem ve sonuca ulaşmıştır:

Teorem 3.1 Küresel elipsler, S2 birim küre ile tepe noktası kürenin merkezi olan

x2

tan2 a
+

y2

tan2 b
= z2 (z > 0) (3.3)

eliptik konisinin arakesitidir.

İspat. P (x, y, z) küresel elips üzerinde bir nokta ve C(sin c, 0, cos c), C ′(− sin c, 0, cos c)

küresel elipsin odak noktaları olsun. Böylece

cos(|ĈOP |) = x sin c+ z cos c, sin(|ĈOP |) =
√

1− (x sin c+ z cos c)2

cos(|Ĉ ′OP |) = −x sin c+ z cos c, sin(|Ĉ ′OP |) =
√
1− (−x sin c+ z cos c)2

dir. cos(|ĈOP |+ |Ĉ ′OP |) = cos(2a) olduğundan gerekli işlemler yapılırsa

z2 cos2 c−x2 sin2 c−cos(2a) =
√
(1− (x sin c+ z cos c)2)(1− (−x sin c+ z cos c)2)
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olarak bulunur. Her iki tarafın karesi alınırsa

−2 cos(2a)(z2 cos2 c− x2 sin2 c) + cos2(2a) = 1− 2(x2 sin2 c+ z2 cos2 c)

bulunur. Sonuç olarak

x2

sin2 a/ sin2 c
+

y2

cos2 a/ cos2 c
= 1 (3.4)

elde edilir. cos a = cos b cos c ve x2 + y2 + z2 = 1 eşitlikleri kullanılırsa

x2

sin2 a/ sin2 c
+

z2

cos2 b
= x2 + y2 + z2 (3.5)

elde edilir. Böylece
x2

tan2 a
+

y2

tan2 b
= z2 (3.6)

olarak bulunur [13].

Şekil 3.2: Eliptik koni ile kürenin arakesiti olan küresel elips

Maeda, yukarıdaki teoremin bir sonucu olarak küresel elipslerin küre ile
eliptik silindirin arakesiti olarak da verilebileceğini aşağıdaki sonuçta vermiştir.

Sonuç 3.1 Küresel elips, S2 birim küresi ile aşağıda denklemleri verilen üç eliptik
silindirin herhangi birinin arakesiti olarak belirlenir:

x2

sin2 a
+

y2

sin2 b
= 1 (z > 0), (3.7)

x2

sin2 a
sin2 c

+
z2

cos2 b
= 1 (z > 0), (3.8)

− y2

cos2 a tan2 b
sin2 c

+
z2

cos2 a
= 1 (z > 0), (3.9)
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(a) (b) (c)

Şekil 3.3: a = π
3 , b = π

4 ve c = π
4 değerleri için, (3.7) denklemi ile verilen silindirin küre ile

arakesiti(a), (3.8) denklemi ile verilen silindirin küre ile arakesiti(b) ve (3.9) denklemi ile verilen
silindirin küre ile arakesiti(c)

[13].

Maeda, 2006’da küresel konik tanımının düzlemdeki konik tanımından
odak noktalarına olan uzaklığın yay uzunluğu olmasından dolayı oldukça farklı
olduğunu belirtmiş ve aşağıdaki önerme, uyarıyı ve bunlara ek olarak bir sonuç
vermiştir:

Önerme 3.1 F1 = (sin c, 0, cos c), F2 = (− sin c, 0, cos c), S2 de iki nokta olsun.
Küresel elips, |

_

F1P | + |
_

F2P | = 2a koşulunu sağlayan S2 üzerindeki P noktaları
tarafından belirlenir. Buradan bu küresel elips, S2 ile

x2

tan2 a
+

y2

tan2 b
= z2

denklemiyle verilen eliptik koninin arakesitidir. Burada 0 < c < π
2
ve cos a =

cos b cos c dir [14].

Uyarı 3.1 F1 = (sin c, 0, cos c) ve F2 = (− sin c, 0, cos c), küresel elipsin odak
noktaları olsun. 0 < b < a için F ′1 = (sin a, 0, cos a) noktası, küresel elipsin
asal ekseninin uç noktası ve F ′2 = (0, sin b, cos b) noktası, küresel elipsin yedek
ekseninin uç noktasıdır [14].

Sonuç 3.2 S2 üzerindeki herhangi bir C küresel koniği için S2 üzerinde F1, F2

noktaları ve a < π
2
pozitif sayısı vardır öyle ki,

C = {P | |
_

PF1|+ |
_

PF2| = 2a} ∪ {P | |
_

PF ∗1 |+ |
_

PF ∗2 | = 2a},

= {P | |
_

PF ∗2 | − |
_

PF1| = π − 2a} ∪ {P | |
_

PF1| − |
_

PF ∗2 | = π − 2a},

burada F ∗1 ve F ∗2 , sırasıyla, F1 ve F2 nin antipodal noktalarıdır [14].
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(a) (b)

Şekil 3.4: a = π
3 , b =

π
4 ve c = π

4 değerleri için, küresel elipsin asal (a) ve yedek (b) ekseni

2012 de Kopacz ([16]), Maeda ([14]) ya ek olarak, küresel parabol için
aşağıdaki eşitliği vermiştir.

||
_

PF1| − |
_

PF ∗2 || =
π

2
= sbt.

2012 de Altunkaya, Yaylı, Hacısalihoğlu ve Arslan ([2]), sırasıyla, aşağıda
verilen tek parametreli küresel elips, hiperbol ve parabol denklemlerini elde etmiş
ve bununla ilgili örnekler vermiştir:

~F1, ~F2, ~F3 =
~F1× ~F2

‖ ~F1× ~F2‖
lineer bağımsız vektörler ve θ, ~F3 ile konikler üze-

rindeki keyfi bir P noktası arasındaki açı olmak üzere

X(t) =
cos t− cos 2c cos(2b− t)

sin2 2c
~F1 +

− cos 2c cos t+ cos(2b− t)
sin2 2c

~F2 + cos θ ~F3,

Y (t) =
cos t− cos 2c cosφ

sin2 2c
~F1 +

− cos 2c cos t+ cosφ

sin2 2c
~F2 + cos θ ~F3,

Z(t) =
cos t+ cos 2c sin t

sin2 2c
~F1 +

− cos 2c cos t− sin t

sin2 2c
~F2 + cos θ ~F3

dir. Burada |t− φ| = 2b ve b, c sabittir [2].
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4 T-konik, B-konik ve N-konik Eğriler ve Karakterizasyonları

Bu bölümde, T-konik, B-konik ve N-konik eğri aileleri tanımlanacak ve
bu eğri aileleri için karakterizasyonlara ulaşılacak. Elde edilen karakterizasyonlar
ışığında bazı sonuçlar verilecektir.

4.1 T-konik Eğri

β bir uzay eğrisi, β eğrisinin Frenet çatısı {T,N,B}, eğriliği κ ve torsionu
τ olsun.

Ayrıca, L1, L2 fonksiyonları aşağıdaki gibi verilsin:

L1 : I ⊂ R→ (0, π)

L1(t) = arccos〈T (t), F1〉

ve

L2 : I ⊂ R→ (0, π).

L2(t) = arccos〈T (t), F2〉

Burada F1, F2 ∈ S2 farklı sabit iki noktadır.

Tanım 4.1 Teğetler göstergesi F1, F2 odaklı küresel elips olan eğriye T-konik
eğri denir.

Yani β bir T-konik eğri ise

L1 + L2 = 2a (4.1)

dir. Burada 〈F1, F2〉 = cos(2c) ve 0 < c < a < π
2
.

T-konik eğriler için aşağıdaki teoremleri verebiliriz.

Teorem 4.1 β, T-konik bir eğridir gerek ve yeter koşul

〈N,F1〉
〈N,F2〉

= −sinL1

sinL2

(4.2)

dir.
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İspat. β, T-konik bir eğri olsun. Dolayısıyla

arccos〈T, F1〉+ arccos〈T, F2〉 = 2a (4.3)

dir. (4.3) eşitliğinin her iki tarafının türevi alınırsa

−κ〈N,F1〉√
1− 〈T, F1〉2

+
−κ〈N,F2〉√
1− 〈T, F2〉2

= 0 (4.4)

olarak bulunur. (4.4) düzenlenirse (4.2) elde edilmiş olur.

İspatın tersi kolayca gösterilebilir.

Teorem 4.2 β : I ∈ R → R3 bir uzay eğrisi olsun. β bir T-konik eğridir gerek
ve yeter koşul

F1 = cosL1 T − λ1 sinL1 N + µ1 sinL1 B,

F2 = cos(2a− L1) T + λ1 sin(2a− L1) N + µ1 sin(2a− L1) B, (4.5)

ve
τ

κ
=

√
cos(2c)− cos(2a)

(cos(2L1 − 2a)− cos(2a))
3
2

sin(2a) (4.6)

dir. Burada λ1 =
√

cos(2L1−2a)−cos(2c)
cos(2L1−2a)−cos(2a) , µ1 =

√
cos(2c)−cos(2a)

cos(2L1−2a)−cos(2a) dir.

İspat. β T-konik eğri olsun. Dolayısıyla

F1 = 〈T, F1〉 T + 〈N,F1〉 N + 〈B,F1〉 B,

F2 = 〈T, F2〉 T + 〈N,F2〉 N + 〈B,F2〉 B (4.7)

biçiminde yazılabilir. Burada cosL1 = 〈T, F1〉 eşitliğinin türevi alınır ve 〈T, F1〉2+
〈N,F1〉2 + 〈B,F1〉2 = 1 eşitliği kullanılır ise

〈N,F1〉 = − sin(L1)
L′1
νκ
,

〈B,F1〉 = sin(L1)

√
1− (

L′1
νκ

)2

olarak bulunur. (4.1) denklemi kullanılırsa, benzer şekilde

〈T, F2〉 = cos(2a− L1),

〈N,F2〉 = sin(2a− L1)
L′1
νκ
,

〈B,F2〉 = sin(2a− L1)

√
1− (

L′1
νκ

)2
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elde edilir. Böylece

F1 = cosL1 T − sin(L1)
L′1
νκ

N + sin(L1)

√
1− (

L′1
νκ

)2B,

F2 = cos(2a− L1) T + sin(2a− L1)
L′1
νκ

N (4.8)

+ sin(2a− L1)

√
1− (

L′1
νκ

)2B

dir. Buradan F1 ve F2 iç çarpılırsa

〈F1, F2〉 = cosL1 cos(2a− L1)−
(L′1)

2

(νκ)2
sinL1 sin(2a− L1)

+
sinL1 sin(2a− L1)

(νκ)2
(νκ)2 − (L′1)

2)

= cos(2L1 − 2a)− 2 sinL1 sin(2a− L1) (L
′
1)

2

(νκ)2
(4.9)

dir. Burada 〈F1, F2〉 = cos(2c) olduğundan

(L′1)
2

(νκ)2
=

cos(2L1 − 2a)− cos(2c)

cos(2L1 − 2a)− cos(2a)
(4.10)

bulunur. Böylece λ1 =
L′1
νκ

ve µ1 =
√

1− λ21 seçilir ve (4.8) denklemlerinde
kullanılırsa

F1 = cosL1 T − λ1 sin(L1) N + µ1 sin(L1)B,

F2 = cos(2a− L1) T + λ1 sin(2a− L1) N + µ1 sin(2a− L1)B

olarak bulunur.

Ayrıca F1, F2 sabit olduklarından F1 in türevi alınırsa

F ′1 = (−(L′1) sinL1 + λ1νκ sinL1)T

+ (−λ′1 sinL1 − λ1(L′1) cosL1 + νκ cosL1 −
√

1− λ21 sinL1 ντ)N

+ (− λ1λ
′
1√

1− λ21
sinL1 +

√
1− λ21L′1 cosL1 − λ1ντ sinL1)B

olarak elde edilir. F ′1 = 0 ve L′1 = νκλ1 olduğundan

−λ′1 sinL1 − λ21νκ cosL1 + νκ cosL1 − ντ
√

1− λ21 sinL1 = 0 (4.11)

denklemi elde edilir. O halde (4.10) denkleminden türev alınırsa

λ′1 =
−νκ(1− λ21) sin(2L1 − 2a)

cos(2L1 − 2a)− cos 2a
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dir ve (4.11) eşitliğinde yerine yazılırsa

τ

κ
=

√
1− λ21 sin 2a

cos(2L1 − 2a)− cos 2a
=

√
cos 2c− cos 2a sin 2a

(cos(2L1 − 2a)− cos 2a)
3
2

sonucuna ulaşılır. Benzer olarak F ′2 = 0 olduğundan aynı sonuç elde edilir.

Tersine (4.5) ve (4.6) denklemleri sağlansın. Buradan (4.5) den

arccos〈T, F1〉+ arccos〈T, F2〉 = arccos(cosL1) + arccos(cos(2a− L1))

= 2a

dir. Ayrıca L1 = arccos〈T, F1〉 olduğundan

L′1 =
−νκ〈N,F1〉√
1− 〈T, F1〉2

= νκλ1 (4.12)

dir. Bu son eşitlik kullanılarak

〈F1, F2〉 = cosL1 cos(2a− L1)− sinL1 sin(2a− L1) λ
2
1 + sinL1 sin(2a− L1) µ

2
1

= cos(2a− 2L1)− 2 sinL1 sin(2a− L1) λ
2
1

= cos(2c)

bulunur. Böylece F1, F2 ∈ S2 nin sabit oldukları gösterilirse, β eğrisinin teğetler
göstergesinin F1, F2 odaklı küresel elips olduğu gösterilmiş olur. F1 in türevi alınır
ise

F ′1 = (−(L′1) sinL1 + λ1νκ sinL1)T

+ (−λ′1 sinL1 − λ1(L′1) cosL1 + νκ cosL1 −
√
1− λ21 sinL1 ντ)N

+ (− λ1λ
′
1√

1− λ21
sinL1 +

√
1− λ21L′1 cosL1 − λ1ντ sinL1)B

denklemi elde edilir. (4.12) ve (4.6) eşitlikleri kullanılırsa

F ′1 = 0

bulunur. Benzer şekilde F ′2 = 0 dir. O halde ispat tamamlanmış olur.

Teorem 4.3 β : I ∈ R → R3 bir uzay eğrisi olsun. β bir T-konik eğridir gerek
ve yeter koşul

(sinL2)F1 + (sinL1)F2 = sin 2a T +
κ

τ
sin 2a

(
1− (L′1)

2

ν2κ2

)
B (4.13)

dir.
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İspat. β bir T-konik eğri olsun. (4.1) eşitliğinden

arccos〈T, F1〉+ arccos〈T, F2〉 = 2a

dir. Buradan eşitliğin her iki tarafının türevi alınır ve sinL1 =
√

1− 〈T, F1〉2,
sinL2 =

√
1− 〈T, F2〉2 eşitlikleri kullanılırsa aşağıdaki denklemler elde edilir:

(sinL2)〈T, F1〉+ (sinL1)〈T, F2〉 = sin 2a,

(sinL2)〈N,F1〉+ (sinL1)〈N,F2〉 = 0, (4.14)

(sinL2)〈B,F1〉+ (sinL1)〈B,F2〉 =
κ

τ
sin 2a

(
1− (L′1)

2

ν2κ2

)
.

(4.14) eşitlikleri kullanılırsa

(sinL2)F1 + (sinL1)F2 = sin 2aT +
κ

τ
sin 2a

(
1− (L′1)

2

ν2κ2

)
B

dir.

Tersine, (4.13) eşitliği sağlansın. F1 ve F2 birim olduklarından

F1 = cos(L1) T − sin(L1)
L′1
νκ

N + sin(L1)

√
1− (

L′1
νκ

)2B,

F2 = cos(L2) T − sin(L2)
L′2
νκ

N + sin(L2)

√
1− (

L′2
νκ

)2B (4.15)

dir. Burada (4.15) eşitlikleri kullanılırsa

(sinL2)F1+(sinL2)F2 = sin(L1+L2) T−sin(L1) sin(L2)[
L′1
νκ

+
L′2
νκ

]N

+ sin(L1) sin(L2)[

(
1− (L′1)

2

ν2κ2

) 1
2
+

(
1− (L′2)

2

ν2κ2

) 1
2
]B (4.16)

elde edilir. (4.13) ve (4.16) eşitliklerinin sol taraflarının eşitliğinden

L1 + L2 = 2a

bulunur. Böylece

(sinL2)F1 + (sinL2)F2 = sin(2a) T + 2 sin(L1) sin(L2)

(
1− (L′1)

2

ν2κ2

)
B (4.17)

olur. (4.13) ve (4.17) eşitliklerinin sol taraflarının eşitliği kullanılırsa

(sinL2)F1 + (sinL2)F2 = sin(2a) T +
τ

κ

4 sin2(L1) sin
2(L2)

sin(2a)
B. (4.18)

Buradan (4.18) eşitliğinin normu alınırsa

sin2 L1 + sin2 L2 + 2 sin(2c) = sin2(2a) +
τ 2

κ2
16 sin4 L1 sin4 L2

sin2(2a)

= sin2 L1 cos2 L2 + sin2 L2 cos2 L1

+ 2 sinL1 cosL2 sinL2 cosL1

+
τ 2

κ2
16 sin4 L1 sin4 L2

sin2(2a)
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dir. Böylece gerekli sadeleştirmeler yapılırsa

τ

κ
=

√
cos(2c)− cos(2a)

(cos(2L1 − 2a)− cos(2a))
3
2

sin(2a) (4.19)

olarak bulunur. L1 + L2 = 2a, (4.15), (4.19) eşitlikleri kullanılırsa

F1 = cosL1 T − λ1 sinL1 N + µ1 sinL1 B,

F2 = cos(2a− L1) T − λ1 sin(2a− L1) N + µ1 sin(2a− L1) B, (4.20)

elde edilir. O halde Teorem 4.2 gereği β bir T-konik eğridir.

Teorem 4.3 ve Teorem 4.2 un bir sonucu olarak aşağıdaki teorem veri-
lebilir.

Teorem 4.4 Teorem 4.3 de F1 = F2 = F olması durumunda β eğrisi, ekseni F
olan bir genel helistir.

İspat. Teorem 4.3 de F1 = F2 = F olsun. Böylece

F = cos a T + cos a
κ

τ
B

elde edilir. F , β eğrisinin teğetler göstergesi ile iç çarpılırsa

〈F, T 〉 = cos a = sbt

dir. β eğrisinin teğetler göstergesi sabit bir doğrultu ile sabit açı yapar. Bunun
anlamı ise β eğrisi, ekseni F olan bir genel helistir.

Sonuç 4.1 Genel helisler özel T-konik eğrilerdir.

Sonuç 4.2 β bir T-konik eğri ise

τ

κ
=

√
cos(2c)− cos(2a)

(cos(2L1 − 2a)− cos(2a))
3
2

sin(2a)

veya
τ

κ
=

√
cos(2c)− cos(2a)

(cos(2a− 2L2)− cos(2a))
3
2

sin(2a)

dir.

Sonuç 4.3 β eğrisinin teğetler göstergesinin geodezik eğriliği, (4.6) ile verilen τ
κ

oranına eşittir [8].
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Teorem 4.5 β : I → R3 eğri olsun. β bir T-konik eğri ise

d

dL1

d (κτ ) 2
3

dL1

+ 4

[(κ
τ

) 2
3

]
= sbt (4.21)

dir.

İspat. β bir T-konik eğri olsun. Burada

τ

κ
=

√
cos(2c)− cos(2a)

(cos(2L1 − 2a)− cos(2a))
3
2

sin(2a)

dir. Buradan κ
τ
eşitliği (4.21) denkleminde yerine yazılırsa

d

dL1

d (κτ ) 2
3

dL1

+ 4

[(κ
τ

) 2
3

]
=

−4 cos(2L1 − 2a)

((cos(2c)− cos(2a)) sin2(2a))
1
3

+
cos(2L1 − 2a)− cos(2a)

((cos(2c)− cos(2a)) sin2(2a))
1
3

=
− cos(2a)

((cos(2c)− cos(2a)) sin2(2a))
1
3

= sabit

elde edilir. Bu ise ispatı tamamlar.

Theorem 4.5 aşağıdaki teoremde olduğu gibi de verilebilir.

Teorem 4.6 β : I → R3 eğri olsun. β bir T-konik eğri ise

1

(νκλ)2

[(κ
τ

) 2
3

]′′
− (νκλ)

′

(νκλ)2

[(κ
τ

) 2
3

]′
+ 4

(κ
τ

) 2
3
= sbt (4.22)

dir.

4.2 B-konik Eğri

ζ bir uzay eğrisi, ζ eğrisinin Frenet çatısı {T,N,B}, eğriliği κ ve torsionu
τ olsun.

Ayrıca, K1, K2 fonksiyonları aşağıdaki gibi verilsin:

K1 : I ⊂ R→ (0, π)

K1(t) = arccos〈B(t), E1〉
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ve

K2 : I ⊂ R→ (0, π).

K2(t) = arccos〈B(t), E2〉

Burada E1, E2 ∈ S2 sabit iki noktadır.

Tanım 4.2 Binormaller göstergesi E1, E2 odaklı küresel elips olan eğriye B-konik
eğri denir.

Yani ζ bir B-konik eğri ise

K1 +K2 = 2b (4.23)

dir. Burada 〈E1, E2〉 = cos(2d) ve 0 < d < b < π
2
.

B-konik eğriler için aşağıdaki teoremleri verebiliriz. Ayrıca B-konik eğriler
için verilecek teoremler, T-konik eğriler için verilen teoremler ile benzer şekilde
ispatlanabileceği için ispatsız olarak verilecektir.

Teorem 4.7 ζ bir B-konik eğridir gerek ve yeter koşul

〈N,E1〉
〈N,E2〉

= −sinK1

sinK2

(4.24)

dir.

Teorem 4.8 ζ : I ∈ R→ R3 bir uzay eğrisi olsun. ζ bir B-konik eğridir gerek ve
yeter koşul

E1 = µ2 sinK1 T − λ2 sinK1 N + cosK1 B,

E2 = µ2 sin(2b−K1) T − λ2 sin(2b−K1) N + cos(2b−K1) B,

ve
κ

τ
=

√
cos(2d)− cos(2b)

(cos(2K1 − 2b)− cos(2b))
3
2

sin(2b) (4.25)

dir. Burada λ2 =
√

cos(2K1−2b)−cos(2d)
cos(2K1−2b)−cos(2b) , µ2 =

√
cos(2d)−cos(2b)

cos(2K1−2b)−cos(2b) dir.

Teorem 4.9 ζ : I ∈ R→ R3 bir uzay eğrisi olsun. ζ bir B-konik eğridir gerek ve
yeter koşul

(sinK2)E1 + (sinK2)E2 =
τ

κ
sin 2b

(
1− (L′1)

2

ν2κ2

)
T + sin 2b B (4.26)

dir.
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Teorem 4.9 nin bir sonucu olarak aşağıdaki teorem verilebilir.

Teorem 4.10 Teorem 4.9 de E1 = E2 = E olması durumunda ζ eğrisi ekseni E
olan bir genel helistir.

Sonuç 4.4 ζ bir B-konik eğri ise

κ

τ
=

√
cos(2d)− cos(2b)

(cos(2K1 − 2b)− cos(2b))
3
2

sin(2b)

veya
κ

τ
=

√
cos(2d)− cos(2b)

(cos(2b− 2K2)− cos(2b))
3
2

sin(2b)

dir.

Sonuç 4.5 ζ nin binormaller göstergesinin geodezik eğriliği, (4.25) ile verilen τ
κ

oranına eşittir [8].

Teorem 4.11 β bir T-konik eğridir gerek ve yeter koşul β bir B-konik eğridir.
Ayrıca,

E1 =
cos b tan c

sin a
Aπ

2
[F1] +O(t)

E2 =
cos b tan c

sin a
Aπ

2
[F2] +O(t) (4.27)

ve

K1 = b− arccos

[
sin c sin b cos(a− L1)√
sin(2a− L1) sinL1

]
(4.28)

dir. Burada Aπ
2
, F1+F2

||F1+F2|| etrafında
π
2
radyanlık dönme matrisi,

O(t) = (
cos b sin b tan c

√
sin(2a− L1) sinL1 − sin2 b sin2 c cos2(L1 − a)
cos a

√
sin(2a− L1) sinL1

+
cos b sin b sin c cos(L1 − a)
cos a

√
sin(2a− L1) sinL1

)B (4.29)

dir.

İspat. β T-konik eğri olsun. F1 in F1+F2

||F1+F2|| etrafında
π
2
kadarlık dönme matrisi

Aπ
2
[F1] =

1

2

(
(F1 + F2) +

1

cos c
(F1 ∧ F2)

)
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dir. Böylece (4.27), (4.28) ve (4.29) denklemleri kullanılırsa

cos b tan c

sin a
Aπ

2
[F1] +O(t) =

√
2 cos b

2
√

cos(2b)− cos(2a)

(
(F1 + F2) +

1

cos c
(F1 ∧ F2)

)
+ O(t))

= µ2 sin

(
b− arccos

[
sin c sin b cos(a− L1)√
sin(2a− L1) sinL1

])

+ λ2 sin

(
b− arccos

[
sin c sin b cos(a− L1)√
sin(2a− L1) sinL1

])

+ cos

(
b− arccos

[
sin c sin b cos(a− L1)√
sin(2a− L1) sinL1

])

dir. Burada µ2 =
cot a sin b√

cos2 b+cos2(L1−a) sin2 b sin2 c csc(2a−L1) cscL1

, µ2
2+λ

2
2 = 1 dir. (4.30)

da (4.28) denklemi, cos a = cos b cos c ve sin b = sin a sin d eşitlikleri kullanılırsa

cos b tan c

sin a
Aπ

2
[F1] +O(t) =

√
cos(2d)− cos(2b)√

cos(2K1 − 2b)− cos(2a)
sinK1 T

−
√
cos(2K1 − 2b)− cos(2d)√
cos(2K1 − 2b)− cos(2a)

sinK1 N

+ cosK1 B

= E1

elde edilir. Benzer şekilde E2 bulunabilir. Ayrıca, (4.28), cos a = cos b cos c ve
sin b = sin a sin d eşitlikleri (4.6) denkleminde kullanılırsa

κ

τ
=

√
cos(2d)− cos(2b)

(cos(2K1 − 2b)− cos(2b))
3
2

sin(2b)

elde edilir. O halde Teorem 4.8 gereği β eğrisinin binormaller göstergesi E1, E2

odaklı küresel elipstir. Yani, B-konik eğridir.

Tersine (4.27) F1+F2

||F1+F2|| =
E1+E2

||E1+E2|| ve F1 =
sin a

cos b tan c
A−π

2
[F1−O(t)] eşitlikleri

ile ispat ilk bölüme benzer şekilde yapılabilir.

4.3 N-konik Eğri

ψ birim hızlı bir uzay eğrisi, ψ eğrisinin Frenet çatısı {T,N,B}, eğriliği κ
ve torsionu τ olsun.
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Ayrıca, M1, M2 fonksiyonları aşağıdaki gibi verilsin:

M1 : I ⊂ R→ (0, π)

M1(t) = arccos〈N(t), R1〉

ve

M2 : I ⊂ R→ (0, π).

M2(t) = arccos〈N(t), R2〉

Burada R1, R2 ∈ S2 sabit iki noktadır.

Tanım 4.3 Normaller göstergesi R1, R2 odaklı küresel elips olan eğriye N-konik
eğri denir.

Yani ζ bir N-konik eğri ise

M1 +M2 = 2f (4.30)

dir. Burada 〈R1, R2〉 = cos(2e), 0 < e < f < π
2
.

N-konik eğriler için aşağıdaki teoremleri verebiliriz. Ayrıca N-konik eğriler
için verilecek bazı teoremler, N-konik eğriler için verilen teoremler ile benzer şek-
ilde ispatlanabileceği için ispatsız olarak verilecektir.

Teorem 4.12 ψ : I ∈ R→ R3 bir uzay eğrisi olsun. ψ bir N-konik eğridir gerek
ve yeter koşul

R1 = − 1√
κ2 + τ 2

sinM1(κ λ3 ∓ τ µ3) T − cosM1 N

+ sinM1

(
1− 1

κ2 + τ 2
(κ λ3 ∓ τ µ3)

2

) 1
2

B,

R2 = − 1√
κ2 + τ 2

sin(2f −M1)(κ λ3 ∓ τ µ3) T − cos(2f −M1) N

+ sin(2f −M1)

(
1− 1

κ2 + τ 2
(κ λ3 ∓ τ µ3)

2

) 1
2

B, (4.31)

ve

κ2

(κ2 + τ 2)
3
2

(τ
κ

)′
= cotM1

(
κ

κµ3 − λ3τ
− λ3(λ3κ+ µ3τ)

κµ3 − λ3τ

)
− sin(2f − 2M1)

2 sinM1 sin(2f −M1)
(4.32)

dir. Burada λ3 =
√

cos(2M1−2f)−cos(2e)
cos(2M1−2f)−cos(2f) , µ3 =

√
cos(2e)−cos(2f)

cos(2M1−2f)−cos(2f) dir.
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İspat. ψ bir N-konik eğri olsun.

R1 = 〈T,R1〉 T + 〈N,R1〉 N + 〈B,R1〉 B,

R2 = 〈T,R2〉 T + 〈N,R2〉 N + 〈B,R2〉 B (4.33)

olarak alınabilir. Burada cosM1 = 〈T,R1〉 eşitliğinin türevi alınır ve 〈T,R1〉2 +
〈N,R1〉2 + 〈B,R1〉2 = 1 kullanılır ise

R1 = sinM1

κM ′
1 ∓ τ

√
κ2 + τ 2 − (M ′

1)
2

κ2 + τ 2
T cos(M1) N (4.34)

+ sin(M1)

√
1− (

κM ′
1 ∓ τ

√
κ2 + τ 2 − (M ′

1)
2

κ2 + τ 2
)2B,

R2 = sin(2f −M1)
κM ′

1 ∓ τ
√
κ2 + τ 2 − (M ′

1)
2

κ2 + τ 2
T cos(2f −M1) N (4.35)

+ sin(2f − L1)

√
1− (

κM ′
1 ∓ τ

√
κ2 + τ 2 − (M ′

1)
2

κ2 + τ 2
)2B,

(4.36)

bulunur. R1 ve R2 iç çarpılırsa

〈R1, R2〉 = cosM1 cos(2f −M1)

+ sinM1 sin(2f −M1)(
−κM ′

1 ∓ τ
√
κ2 + τ 2 − (M ′

1)
2

κ2 + τ 2
)

(
κM ′

1 ∓ τ
√
κ2 + τ 2 − (M ′

1)
2

κ2 + τ 2
)

+ sinM1 sin(2f −M1)[(1− (
κM ′

1 ∓ τ
√
κ2 + τ 2 − (M ′

1)
2

κ2 + τ 2
)2)

(1− (
−κM ′

1 ∓ τ
√
κ2 + τ 2 − (M ′

1)
2

κ2 + τ 2
)2)]

1
2

= cos(2M1 − 2f)− 2 sinM1 sin(2f −M1)

(
(M ′

1)
2

κ2 + τ 2

)
elde edilir. Buradan 〈R1, R2〉 = cos(2e) eşitliği kullanılırsa

(L′1)
2

κ2 + τ 2
=

cos(2M1 − 2f)− cos(2e)

cos(2M1 − 2f)− cos(2f)
(4.37)

bulunur. Burada λ23 =
(M ′1)

2

κ2+τ2
ve µ3 =

√
1− λ23 seçilir ve (4.34) denklemlerinde
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kullanılırsa

R1 = − 1√
κ2 + τ 2

sinM1(κ λ3 ∓ τ µ3) T − cosM1 N

+ sinM1

(
1− 1

κ2 + τ 2
(κ λ3 ∓ τ µ3)

2

) 1
2

B,

R2 = − 1√
κ2 + τ 2

sin(2f −M2)(κ λ3 ∓ τ µ3) T − cos(2f −M2) N

+ sin(2f −M2)

(
1− 1

κ2 + τ 2
(κ λ3 ∓ τ µ3)

2

) 1
2

B,

olarak bulunur.

Ayrıca R1, R2 sabit olduklarından R1 in türevi alınır ve (L′1)2 = (κ2+τ 2)λ3

eşitliği kullanılırsa(
sinM1√
κ2 + τ 2

(λ3κ∓
√
1− λ2τ)

)′
= κ cosM1

bulunur. Buradan gerekli düzenlemeler yapılırsa

κ2

(κ2 + τ 2)
3
2

(τ
κ

)′
= cotM1

(
κ

κµ3 − λ3τ
− λ3(λ3κ+ µ3τ)

κµ3 − λ3τ

)
− sin(2f − 2M1)

2 sinM1 sin(2f −M1)

dir.

Tersine, (4.38) ve (4.32) denklemleri sağlansın. Buradan (4.38) den

arccos〈T,R1〉+ arccos〈T,R2〉 = 2f

bulunur. Böylece R1 ve R2 vektörlerinin sabit oldukları gösterilirse, ψ eğrisinin
normaller göstergesinin R2, R2 odaklı küresel elips olduğu gösterilmiş olur. R1 in
türevi alınır, (L′1)2 = (κ2 + τ 2)λ3 ve (4.32) eşitlikleri kullanılırsa

R′1 = 0

dir. Benzer şekilde R2 = 0 dır. O halde ispat tamamlanmış olur.

Teorem 4.13 Teorem 4.12 de R1 = R2 olması durumunda, ψ bir slant helistir.

İspat. Teorem 4.12 de R1 = R2 seçilirse M1 =M2 = f bulunur. Böylece λ3 = 0,
µ3 = 1 olur (4.32) denklemi

κ2

(κ2 + τ 2)
3
2

(τ
κ

)′
= cot f
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olarak bulunur. Yani ψ eğrisinin normaller göstergesinin geodezik eğriliği sabittir.
O halde ψ bir slant helisdir.

Sonuç 4.6 Slant helisler özel N-konik eğrilerdir.

Sonuç 4.7 ψ bir N-konik eğri ise

κ2

(κ2 + τ 2)
3
2

(τ
κ

)′
= cotM1

(
κ

κµ3 − λ3τ
− λ3(λ3κ+ µ3τ)

κµ3 − λ3τ

)
− sin(2f − 2M1)

2 sinM1 sin(2f −M1)

veya

κ2

(κ2 + τ 2)
3
2

(τ
κ

)′
= cot(2a−M2)

(
κ

κµ3 − λ3τ
− λ3(λ3κ+ µ3τ)

κµ3 − λ3τ

)
− sin(2M2 − 2f)

2 sinM2 sin(2f −M2)

dir.

Önerme 4.1 ψ bir N-konik eğridir gerek ve yeter koşul ψ eğrisinin T teğetler
göstergesi T-konik eğri ve B binormaller göstergesi B-konik eğridir.

İspat. ψ eğrisi bir N-konik eğri, ψ nin teğetler gösterges ψT ve ψT nin Frenet
çatısı {TT , NT , BT} olsun. Buradan

arccos〈N,R1〉+ arccos〈N,R2〉 = 2f

dir. Böylece

ψT = T,

ψ′T = κN,

||ψ′T ||TT = κN

ve

||ψ′T || = κ

elde edilir. Sonuç olarak

arccos〈TT , R1〉+ arccos〈TT , R2〉 = 2f

dir. Yani ψ eğrisinin ψT teğetler göstergesi, odakları R1, R2 olan küresel elipstir.
Benzer şekilde ψB binormaller göstergesinin B-konik eğri olduğu gösterilebilir.

Sonuç 4.8 (4.32) eşitliği, ψ eğrisinin normaller göstergesinin geodezik eğriliğini
ifade eder [8].
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4.4 T-konik Eğri Ailesi

Önceki bölümde gösterdik ki T-konik eğriler aynı zamanda B-konik eğril-
erdir. Böylece T-konik eğri ailesi ele alındığın da B-konik eğri ailesi de ele alınmış
olmaktadır.

Bu bölümde, T-konik eğri ailesi için Parametrik denklemler verilecek ve
bu eğri ailesinin özellikleri incelenecektir.

Teorem 4.14 αa,b : I ∈ R→ R3,

αa,b(t) = (
1

3
(cos(2a)− cos(2b)) sin a cos3 t,

1

3
(− cos(2a) + cos(2b)) sin b sin3 t

1

3
√
2
(1 + cos(2a) cos2 t+ cos(2b) sin2 t)

3
2 )

parametrik denklemiyle verilen bir eğri ailesi olsun. αa,b bir T-konik eğridir. Bu-
rada F T

1 = (sin c, 0, cos c), F T
2 = (− sin c, 0, cos c), 0 < c < a < π

2
ve cos c cos b =

cos a dir.

İspat. αa,b eğrisinin küresel göstergeleri T , N , B, sırasıyla,

T (t) = (sin a cos t, sin b sin t,
1√
2

√
1 + cos(2a) cos2 t+ cos(2b) sin2 t),

N(t) =

√
1 + cos(2a) cos2 t+ cos(2b) sin2 t√

1− cos(2b) cos(2t) + cos(2a)(− cos(2b) + cos(2t))
(
√
2 sin a sin t,

−
√
2 sin b cos t),

1√
2

(cos(2a)− cos(2b)) sin(2t)√
1 + cos(2a) cos2 t+ cos(2b) sin2 t

),

B(t) =
1√

1− cos(2b) cos(2t) + cos(2a)(− cos(2b) + cos(2t))
(−2 cos2 a sin b cos t,

− 2 cos2 b sin a sin t,
2√
2
sin a sin b

√
1 + cos(2a) cos2 t+ cos(2b) sin2 t).

olarak elde edilir.

Şimdi αa,b eğrisinin teğetler göstergesi T nin herhangi bir P noktasının
F T
1 = (sin c, 0, cos c) ve F T

2 = (− sin c, 0, cos c) noktalarına yay uzaklıkları toplamı
2a olduğunu göstereceğiz.

αa,b eğrisinin T teğetler göstergesinin herhangi bir P noktası için

〈 ~F T
1 , ~OP 〉 = cos(F̂ T

1 OP ) = cos(|
_

F T
1 P |),

〈 ~F T
2 , ~OP 〉 = cos(F̂ T

2 OP ) = cos(|
_

F T
2 P |),
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ve

sin(F̂ T
1 OP ) =

√
1− 〈 ~F T

1 , ~OP 〉2,

sin(F̂ T
2 OP ) =

√
1− 〈 ~F T

2 , ~OP 〉2

dir. Böylece

cos(|
_

F T
1 P |+ |

_

F T
2 P |) = cos(|

_

F T
1 P |) cos(|

_

F T
2 P |)− sin(|

_

F T
1 P |) sin(|

_

F T
2 P |)

= 〈(sin c,0,cos c),(− sin a cos t0,− sin b sin t0,
1√
2

√
1+cos(2a) cos2 t0+cos(2b) sin2 t0)〉

〈(− sin c,0,cos c),(− sin a cos t0,− sin b sin t0,
1√
2

√
1+cos(2a) cos2 t0+cos(2b) sin2 t0)〉

−
√

1−〈(sin c,0,cos c),(− sin a cos t0,− sin b sin t0,
1√
2

√
1+cos(2a) cos2 t0+cos(2b) sin2 t0)〉2√

1−〈(− sin c,0,cos c),(− sin a cos t0,− sin b sin t0,
1√
2

√
1+cos(2a) cos2 t0+cos(2b) sin2 t0)〉2

= (− sin c sin a cos t0+
1√
2
cos c
√

1+cos(2a) cos2 t0+cos(2b) sin2 t0)

(sin c sin a cos t0+
1√
2
cos c
√

1+cos(2a) cos2 t0+cos(2b) sin2 t0)

−
√

1−(− sin c sin a cos t0+
1√
2
cos c
√

1+cos(2a) cos2 t0+cos(2b) sin2 t0)2√
1−(sin c sin a cos t0+ 1√

2
cos c
√

1+cos(2a) cos2 t0+cos(2b) sin2 t0)2

bulunur. Burada cos a = cos b cos c eşitliği kullanılır ve gerekli sadeleştirmeler
yapılırsa

cos(|
_

F T
1 P |+ |

_

F T
2 P |) = cos(|

_

F T
1 P |) cos(|

_

F T
2 P |)− sin(|

_

F T
1 P |) sin(|

_

F T
2 P |)

= cos2 a+ sin2 c cos2 t− sin2 a− sin2 c cos2 t

= cos2 a− sin2 a

= cos(2a)

olarak elde edilir. O halde T teğetler göstergesi, odakları F T
1 ve F T

2 olan bir
küresel elipstir.

Teorem 4.15 αa,b eğrisinin T teğetler göstergesi, S2 ile

x2

tan2 a
+

y2

tan2 b
= z2, z > 0 (4.38)

eliptik konisinin arakesit eğrisidir.

İspat. P (x, y, z), αa,b nin T teğetler göstergesi üzerinde bir nokta ve
F T
1 = (sin c, 0, cos c), F T

2 = (− sin c, 0, cos c), T nin odak noktaları olsun. Böylece

cos(|
_

F T
1 P |) = x sin c+ z cos c, sin(|

_

F T
1 P |) =

√
1− (x sin c+ z cos c)2

cos(|
_

F T
2 P |) = −x sin c+ z cos c, sin(|

_

F T
2 P |) =

√
1− (−x sin c+ z cos c)2
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dir. cos(|
_

F T
1 P |+ |

_

F T
2 P |) = cos(2a) olduğu dikkate alınırsa

z2 cos2 c−x2 sin2 c−cos(2a) =
√
(1− (x sin c+ z cos c)2)(1− (−x sin c+ z cos c)2)

biçiminde bulunur. Son eşitliğin her iki tarafın karesi alınır ve düzenlenirse

−2 cos(2a)(z2 cos2 c− x2 sin2 c) + cos2(2a) = 1− 2(x2 sin2 c+ z2 cos2 c)

bulunur. Böylece
x2

sin2 a/ sin2 c
+

y2

cos2 a/ cos2 c
= 1 (4.39)

dir. cos a = cos b cos c ve x2 + y2 + z2 = 1 eşitlikleri kullanılırsa

x2

sin2 a/ sin2 c
+

y2

cos2 b
= x2 + y2 + z2 (4.40)

elde edilir. Sonuç olarak
x2

tan2 a
+

y2

tan2 b
= z2 (4.41)

bulunur.

αa,b eğrisinin T teğetler göstergesi a = π/3, b = π/4 değerleri için Şekil
4.1(a) da gösterilmiştir.

Teorem 4.16 αa,b eğrisinin B binormaller göstergesi, odak noktaları
FB
1 = (0, cos d, sin d), FB

2 = (0,− cos d, sin d) olan bir elipstir. Burada 0 < d <

b < π
2
, sin b = sin a sin d dir.

İspat. αa,b eğrisinin B binormaller göstergesinin herhangi bir P noktası için

〈 ~FB
1 , ~OP 〉 = cos(F̂B

1 OP ) = cos(|
_

FB
1 P |),

〈 ~FB
2 , ~OP 〉 = cos(F̂B

2 OP ) = cos(|
_

FB
2 P |),

ve

sin(F̂B
1 OP ) =

√
1− 〈 ~FB

1 , ~OP 〉2,

sin(F̂B
1 OP ) =

√
1− 〈 ~FB

1 , ~OP 〉2

dir. Böylece sin b = sin a sin d eşitliği kullanılırsa

cos(|
_

FB
1 P |+ |

_

FB
2 P |) = cos(|

_

FB
1 P |) cos(|

_

FB
2 P |)− sin(|

_

FB
1 P |) sin(|

_

FB
2 P |)

= cos2 b+ sin2 d cos2 t− sin2 b− sin2 d cos2 t

= cos2 b− sin2 b

= cos(2b)
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olarak elde edilir. O halde B binormaller göstergesi, odakları FB
1 ve FB

2 olan bir
küresel elipstir.

Sonuç 4.9 αa,b eğrisi için a+ b = π
2
ise c+d = π

2
olduğundan binormaller göster-

gesinin odakları FB
1 = (0, sin c, cos c) ve FB

2 = (0,− sin c, cos c) olacak şekilde
yazılabilir.

Teorem 4.17 αa,b eğrisinin B binormaller göstergesi, S2 ile

x2

cot2 a
+

y2

cot2 b
= z2, z > 0 (4.42)

eliptik konisinin arakesit eğrisidir.

İspat. Teorem 4.16 ün ispatı Teorem 4.14 in ispatına benzer olarak yapılabilir.

αa,b eğrisinin B binormaller göstergesi a = π/3, b = π/4 değerleri için
Şekil 4.1(b) de gösterilmiştir.

(a) (b)

Şekil 4.1: a = π
3 , b =

π
4 değerleri için αa,b eğrisinin teğetler göstergesi(a), αa,b eğrisinin binor-

maller göstergesi(b)

Teorem 4.18 αa,b eğrisinin N normaller göstergesi, S2 ile tepe noktası orijin olan

z = − xy(cos(2a)− cos(2b))√
2(y2 sin2 a+ x2 sin2 b)(1 + cos(2b) sin2 b

sin2 a+sin2 b
+ y2 cos(2a)

y2+x2 csc2 a+sin2 b
)

kuartik koni yüzeyinin arakesit eğrisidir.

İspat. Teorem 4.18 in ispatı, Teorem 4.14 in ispatına benzer olarak yapılabilir.

αa,b eğrisinin normaller göstergesi a = π/3, b = π/4 değerleri için Şekil 4.2
de gösterilmiştir.
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Şekil 4.2: αa,b eğrisinin asli normaller göstergesi (tepe noktası orijin olan kuartik koni ile kürenin
arakesiti)

Teorem 4.19 αa,b eğrisinin N normaller göstergesi, S2−{(0, 0, 1)} ile tepe nok-
tası (0, 0, 1) olan

z−1= (x2y(cos(2a)−cos(2b))−
√
x2+y2−y2 cos(2a)−x2 cos(2b)

√
x2+y2+y2 cos(2a)+x2 cos(2b))

√
2
√
x2(2y2 cos2 a sin2 a+(x2+y2 cos(2b)) sin2 b)

kuartik koni yüzeyinin arakesit eğrisidir.

İspat. Teorem 4.19 in ispatı, Teorem 4.14 in ispatına benzer olarak yapılabilir.

αa,b eğrisinin normaller göstergesi a = π/3, b = π/4 değerleri için Şekil 4.3
de gösterilmiştir.

Şekil 4.3: αa,b eğrisinin asli normaller göstergesi (tepe noktası z = (0, 0, 1) olan kuartik koni ile
kürenin arakesiti)
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Teorem 4.20 αa,b eğrisinin N normaller göstergesi, S2 ile

cos2 b x4 − cos2 b x2 + cos2 a csc2 b sin2 a y4 − cos2 a csc2 b sin2 a y2

(cos2 a+ cot2 b sin2 a)x2y2 = 0, xyz < 0

kuartik silindir yüzeyinin arakesit eğrisidir.

İspat. Teorem 4.20 in ispatı, Teorem 4.14 in ispatına benzer olarak yapılabilir.

αa,b eğrisinin normaller göstergesi a = π/3, b = π/4 değerleri için Şekil 4.4
de gösterilmiştir.

Şekil 4.4: αa,b eğrisinin asli normaller göstergesi (kuartik silindir ile kürenin arakesiti)

Teorem 4.21 αa,b : I ∈ R→ R3,

αa,b(t) = (ln[tan2( t2)

+
2(− cos(2a)+cos(2b)) cos t sec2( t2) tan2( t2)

1+cos(2a) cos t sec2( t2)+(1+2 cos(2b)) tan2( t2)+cos a

√
2(cos(2a) cos2 t) sec4( t2)+8 cos(2b) tan2( t2)

] tan a,

ln[cos b(2 cos b tan t+
√
2
√

1+cos(2a)+2 cos2 b tan2 t)] tan b

2
√

2
,
ln[tan t]

2
√
2

)

parametrik denklemiyle verilen bir eğri ailesi olsun. αa,b bir T-konik eğridir. Bu-
rada F T

1 = (sin c, 0, cos c), F T
2 = (− sin c, 0, cos c), 0 < c < a < π

2
ve cos c cos b =

cos a dir.

İspat. Teorem 4.21 nın ispatı, Teorem 4.14 nin ispatına benzer olarak yapılabilir.

Teorem 4.21 in bir sonucu olarak aşağıdaki teorem verilebilir:

Teorem 4.22 Teorem 4.21 da verilen αa,b eğrisi için a = b alınırsa αa,b eğrisi bir
genel helistir.
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İspat. Teorem 4.21 da verilen αa,b eğrisi için a = b olsun. Böylece αa,b eğrisinin
denklemi

αa,b(t) = (
ln[tan2

(
t
2

)
] tan a

4
√
2

,
ln[2 cos2 a(tan t+ sec t)] tan a

2
√
2

,
ln[tan t]

2
√
2

)

olarak bulunur. Buradan gerekli hesaplamalar yapılırsa αa,b eğrisinin eğrilikleri

κ =
√
2 cos a sin a sin(2t),

τ =
√
2 cos2 a sin(2t)

dir. Dolayısıyla
τ

κ
= cot a = sbt

elde edilir. O halde αa,b eğrisi bir genel helistir.

Teorem 4.23 αa,b ve αa,b eğrileri aşağıdaki diferansiyel denklemi sağlar:[(κ
τ

) 2
3

]′′
+ 4

[(κ
τ

) 2
3

]
= C1. (4.43)

Burada C1 = (1− cos(2a) cos(2b))(csc2 a csc2 b sec4 a sec4 b)
1
3 sabitidir.

İspat. αa,b eğrisinin eğriliği ve torsionu,

κ(t) =

√
1− cos(2b) cos(2t) + cos(2a)(− cos(2b) + cos(2t)) csc t sec t
√
2(cos(2a)− cos(2b))

√
1 + cos(2a) cos2 t+ cos(2b) sin2 t

,

τ(t) =

√
1 + cos(2a) cos2 t+ cos(2b) sin2 t

8
√
2 cos2 a cos2 b sin a sin b csc t sec t

((cos(2a)− cos(2b))(−2 cos[2(a− b)]

+ cos[2(a+ b)] + 2(− cos(2a) + cos(2b)) cos(2t)))

olarak elde edilir. Buradan[(κ
τ

) 2
3

]′′
+ 4

[(κ
τ

) 2
3

]
= (− cos(2a) + cos(2b))(csc2 a csc2 b sec4 a sec4 b)

1
3 cos(2t)

− 1

2
((csc2 a csc2 b sec4 a sec4 b)

1
3 (2− cos[2(a− b)]

− cos[2(a+ b)] + 2(cos(2a)− cos(2b)) cos(2t)))

= (1− cos(2a) cos(2b))(csc2 a csc2 b sec4 a sec4 b)
1
3

= C1

elde edilir. a ve b sabit olduğundan C1 sabittir. Ayrıca, κ
τ
= κ

τ
olduğundan αa,b

eğrisi için de differansiyel denklem aynı C1 e eşittir.

Aşağıdaki teoremler ispatsız olarak verilecektir.

36



Teorem 4.24 α̂a,b : I ∈ R→ R3,

α̂a,b(t) = (a cos t, b sin t, ct)

parametrik denklemiyle verilen bir eğri ailesi olsun. α̂a,b T-konik eğridir. Burada

F T
1 = (

√
(a−b)(a+b)
√
a2+c2

, 0,
√
b2+c2√
a2+c2

), F T
2 = (−

√
(a−b)(a+b)
√
a2+c2

, 0,
√
b2+c2√
a2+c2

), 0 < b < a ve 0 < c

dir.

Teorem 4.25 α̂a,b eğrisinin T teğetler göstergesi, S2 ile

x2

(a/c)
+

y2

(b/c)
= z2, (z > 0) (4.44)

eliptik konisinin arakesit eğrisidir.

α̂a,b eğrisinin T teğetler göstergesi a = 4, b = 3, c = 1 değerleri için Şekil
4.5(a) da gösterilmiştir.

Teorem 4.26 α̂a,b eğrisinin B binormaller göstergesi, odak noktaları
FB
1 = (0, c

√
a2−b2

a
√
b2+c2

, b
√
a2+c2

a
√
b2+c2

), FB
2 = (0,− c

√
a2−b2

a
√
b2+c2

, b
√
a2+c2

a
√
b2+c2

) olan bir elipstir. Burada
0 < b < a ve 0 < c dir.

Teorem 4.27 α̂a,b eğrisinin B binormaller göstergesi, S2 ile

x2

(c/a)
+

y2

(c/b)
= z2, (z > 0) (4.45)

eliptik konisinin arakesit eğrisidir.

α̂a,b eğrisinin B binormaller göstergesi a = 4, b = 3, c = 1 değerleri için
Şekil 4.5(b) de gösterilmiştir.

Teorem 4.28 Teorem 4.24 de a = b seçilirse, α̂a,b eğrisi silindirik helisdir.

İspat. Teorem 4.24 de a = b olsun. Böylece α̂a,b T-konik eğrisinin denklemi

α̂a,b(t) = (a cos t, a sin t, ct)

dir. Buradan α̂a,b T-konik eğrisinin eğriliği ve torsionu

κ̂ =
a

a2 + c2
,

τ̂ = − c

a2 + c2

sabitleri olarak bulunur. Bu durumda α̂a,b T-konik eğrisi bir silindirik helisdir.
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(a) (b)

Şekil 4.5: a = 4, b = 3, c = 1 değerleri için α̂a,b eğrisinin teğetler göstergesi(a), α̂a,b eğrisinin
binormaller göstergesi(b)

5 TH-konik, BH-konik ve NH-konik Eğriler ve Karakterizasyonları

Önceki bölümde, T-konik eğri ailesinin teğetler göstergelerinin küresel elips
ve N-konik eğri ailesinin normaller göstergelerinin küresel elips olması durumları
incelendi. Küre üzerinde yatan elips, hiperbol ve parabol eğrileri denk olduğundan
([14]), bu bölümde incelenecek olan TH-konik, BH-konik ve NH-konik eğrileri için
karakterizasyonlar ispatsız olarak verilecektir.

5.1 TH-konik Eğri

β̃ bir uzay eğrisi, β̃ eğrisinin Frenet çatısı {T,N,B}, eğriliği κ ve torsionu
τ olsun.

Ayrıca, L̃1, L̃2 fonksiyonları aşağıdaki gibi verilsin:

L̃1 : I ⊂ R→ (0, π)

L̃1(t) = arccos〈T (t), F̃1〉

ve

L̃2 : I ⊂ R→ (0, π).

L̃2(t) = arccos〈T (t), F̃2〉

Burada F̃1, F̃2 ∈ S2 sabit iki noktadır.

Tanım 5.1 Teğetler göstergesi F̃1, F̃2 odaklı küresel hiperbol olan eğriye TH-
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konik eğri denir.

Yani β̃ bir TH-konik eğri ise

|L̃1 − L̃2| = 2a (5.1)

dir. Burada 〈F̃1, F̃2〉 = cos(2c), 0 < c < a < π
2
.

TH-konik eğriler için aşağıdaki teoremleri verebiliriz.

Teorem 5.1 β̃ bir TH-konik eğridir gerek ve yeter koşul

〈N,F1〉
〈N,F2〉

=
sin L̃1

sin L̃2

(5.2)

dir.

İspat. β̃ bir TH-konik bir eğri ve β̃ eğrisinin küresel göstergeleri T , N , B olsun.
Yani

| arccos〈T, F̃1〉 − arccos〈T, F̃2〉| = sbt (5.3)

dir. Burada eşitliğin her iki tarafının türevi alınırsa

−κ̃〈N, F̃1〉√
1− 〈T, F̃1〉2

− −κ̃〈N, F̃2〉√
1− 〈T, F̃2〉2

= 0 (5.4)

olarak bulunur. (5.4) düzenlenirse (5.2) elde edilir. Böylece ispat tamamlanmış
olur.

Teorem 5.2 β̃ : I ∈ R → R3 bir uzay eğrisi olsun. β̃ bir TH-konik bir eğridir
gerek ve yeter koşul

F̃1 = cos L̃1 T − λ1 sin L̃1 N + µ sin L̃1 B,

F̃2 = cos(2a+ L̃1) T − λ1 sin(2a+ L̃1) N + µ sin(2a+ L̃1) B, (5.5)

ve
τ̃

κ̃
=

√
cos(2c)− cos(2a)

(cos(2L̃1 − 2a)− cos(2a))
3
2

sin(2a) (5.6)

dir. Burada λ̃1 =
√

cos(2L̃1−2a)−cos(2c)
cos(2L̃1−2a)−cos(2a)

, µ̃1 =
√

cos(2c)−cos(2a)
cos(2L̃1−2a)−cos(2a)

dir.

İspat. Teorem 5.2 nin ispatı, Teorem 4.2 nin ispatına benzer olarak yapılabilir.
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Teorem 5.3 β̃ bir uzay eğrisi olsun. β̃ bir TH-konik bir eğridir gerek ve yeter
koşul

(sin L̃2)F̃1 − (sin L̃1)F̃2 = sin 2a T +
κ̃

τ̃
sin 2a

(
1− (L′1)

2

ν̃2κ̃2

)
B

dir.

İspat. Teorem 4.3 ün ispatına benzer şekilde kolayca ispatlanabilir.

Teorem 5.3 ün bir sonucu olarak aşağıdaki teorem verilebilir.

Teorem 5.4 Teorem 5.3 de F̃1 = F̃2 = F olması durumunda β̃ eğrisi ekseni F
olan bir genel helistir.

İspat. Teorem 5.3 de F̃1 = F̃2 = F alınsın. Böylece

F = cos a T − cos a
κ̃

τ̃
B

elde edilir. F , β̃ eğrisinin teğetler göstergesi ile iç çarpılırsa

〈F, T 〉 = cos a = sbt

dir. β̃ eğrisinin teğetler göstergesi, sabit bir doğrultu ile sabit açı yapar. Bunun
anlamı ise β̃ eğrisi, ekseni F olan bir genel helistir.

Sonuç 5.1 β bir TH-konik bir eğri ise

τ̃

κ̃
=

√
cos(2c)− cos(2a)

(cos(2L̃1 − 2a)− cos(2a))
3
2

sin(2a)

veya
τ̃

κ̃
=

√
cos(2c)− cos(2a)

(cos(2a+ 2L̃2)− cos(2a))
3
2

sin(2a)

dir.

Sonuç 5.2 β̃ nın teğetler göstergesinin geodezik eğriliği, (5.6) ile verilen τ̃
κ̃
oranına

eşittir [8].

Teorem 5.5 β̃ : I → R3 eğri olsun. β̃ bir TH-konik eğri ise

d

dL̃1

d ( κ̃τ̃ ) 2
3

dL1

+ 4

[(
κ̃

τ̃

) 2
3

]
= sbt (5.7)

dir.
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5.2 BH-konik Eğri

ζ̃ bir uzay eğrisi, ζ̃ eğrisinin Frenet vektörleri {T,N,B}, eğriliği κ ve tor-
sionu τ olsun.

Ayrıca, K̃1, K̃2 fonksiyonları aşağıdaki gibi verilsin:

K̃1 : I ⊂ R→ (0, π)

K̃1(t) = arccos〈B(t), Ẽ1〉

ve

K̃2 : I ⊂ R→ (0, π).

K̃2(t) = arccos〈B(t), Ẽ2〉

Burada Ẽ1, Ẽ2 ∈ S2 sabit iki noktadır.

Tanım 5.2 Binormaller göstergesi Ẽ1, Ẽ2 odaklı küresel hiperbol olan eğriye
BH-konik eğri denir.

yani ζ̃ bir BH-konik eğri ise

|K̃1 − K̃2| = 2b (5.8)

dir. Burada 〈Ẽ1, Ẽ2〉 = cos(2d), 0 < d < b < π
2
.

BH-konik eğriler için aşağıdaki teoremleri verebiliriz. Ayrıca BH-konik
eğri için verilecek teoremler, TH-konik eğriler için verilen teoremler ile benzer
şekilde ispatlanabileceği için ispatsız olarak verilecektir.

Teorem 5.6 ζ̃ bir BH-konik bir eğridir gerek ve yeter koşul

〈N, Ẽ1〉
〈N, Ẽ2〉

=
sin K̃1

sin K̃2

(5.9)

dir.

Teorem 5.7 ζ̃ : I ∈ R → R3 bir uzay eğrisi olsun. ζ̃ bir BH-konik bir eğridir
gerek ve yeter koşul

Ẽ1 = µ̃2 sin K̃1 T − λ̃2 sin K̃1 N + cos K̃1 B,

Ẽ2 = µ̃2 sin(2b+ K̃1) T − λ̃2 sin(2b+ K̃1) N + cos(2b+ K̃1) B,
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ve
κ̃

τ̃
=

√
cos(2d)− cos(2b)

(cos(2K̃1 − 2b)− cos(2b))
3
2

sin(2b) (5.10)

dir. Burada λ̃2 =
√

cos(2K̃1−2b)−cos(2d)
cos(2K̃1−2b)−cos(2b)

, µ̃2 =
√

cos(2d)−cos(2b)
cos(2K̃1−2b)−cos(2b)

dir.

Teorem 5.8 ζ̃ : I ∈ R → R3 bir uzay eğrisi olsun. ζ̃ bir BH-konik bir eğridir
gerek ve yeter koşul

(sin K̃2)Ẽ1 − (sin K̃1)Ẽ2 =
τ̃

κ̃
sin 2b

(
1− (L′1)

2

ν̃2κ̃2

)
T + sin 2b B (5.11)

dir.

Teorem 5.8 in bir sonucu olarak aşağıdaki teorem verilebilir.

Teorem 5.9 Teorem 5.8 de Ẽ1 = Ẽ2 = E olması durumunda ζ̃ eğrisi ekseni E
olan bir genel helistir.

Sonuç 5.3 ζ̃ bir BH-konik bir eğri ise

κ̃

τ̃
=

√
cos(2d)− cos(2b)

(cos(2K̃1 − 2b)− cos(2b))
3
2

sin(2b)

veya
κ̃

τ̃
=

√
cos(2d)− cos(2b)

(cos(2b+ 2K̃2)− cos(2b))
3
2

sin(2b)

dir.

Sonuç 5.4 ζ̃ nın binormaller göstergesinin geodezik eğriliği, (5.10) ile verilen κ̃
τ̃

oranına eşittir [8].

Teorem 5.10 β̃ bir TH-konik bir eğridir gerek ve yeter koşul β̃ bir BH-konik
eğridir. Ayrıca,

Ẽ1 =
cos b tan c

sin a
Ãπ

2
[F̃1] + Õ(t)

Ẽ2 =
cos b tan c

sin a
Ãπ

2
[F̃2] + Õ(t) (5.12)

ve

K̃1 = b− arccos

 sin c sin b cos(a− L̃1)√
sin(2a− L̃1) sin L̃1

 (5.13)
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dir. Burada Ãπ
2
, F̃1+F̃2

||F̃1+F̃2||
etrafında π

2
radyanlık dönme matrisi,

Õ(t) = (
cos b sin b tan c

√
sin(2a− L̃1) sin L̃1 − sin2 b sin2 c cos2(L̃1 − a)

cos a
√
sin(2a− L̃1) sin L̃1

+
cos b sin b sin c cos(L̃1 − a)

cos a
√

sin(2a− L̃1) sin L̃1

)B (5.14)

dir.

5.3 NH-konik Eğri

ψ̃ bir uzay eğrisi, ψ̃ eğrisinin Frenet vektörleri {T,N,B}, eğriliği κ ve
torsionu τ olsun.

Ayrıca, R̃1, R̃2 fonksiyonları aşağıdaki gibi verilsin:

M̃1 : I ⊂ R→ (0, π)

M̃1(t) = arccos〈N(t), R̃1〉

ve

M̃2 : I ⊂ R→ (0, π).

M̃2(t) = arccos〈N(t), R̃2〉

Burada R̃1, R̃2 ∈ S2 sabit iki noktadır.

Tanım 5.3 Normaller göstergesi M̃1, M̃2 odaklı küresel hiperbol olan eğriye NH-
konik eğri denir.

Yani ψ̃ bir NH-konik eğri ise

|M̃1 − M̃2| = 2f (5.15)

dir. 〈R̃1, R̃2〉 = 2e, 0 < e < f < π
2
.

NH-konik eğriler için aşağıdaki teoremleri verebiliriz. Ayrıca NH-konik
eğri için verilecek teoremler, TH-konik eğriler için verilen teoremler ile benzer
şekilde ispatlanabileceği için ispatsız olarak verilecektir.
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Teorem 5.11 ψ̃ : I ∈ R → R3 bir uzay eğrisi olsun. ψ̃ bir NH-konik eğridir
gerek ve yeter koşul

R̃1 = − 1√
κ̃2 + τ̃ 2

sin M̃1(κ̃ λ̃3 ∓ τ̃ µ̃3) T − cos M̃1 N

+ sin M̃1

(
1− 1

κ̃2 + τ̃ 2
(κ̃ λ̃3 ∓ τ̃ µ̃3)

2

) 1
2

B,

R̃2 = − 1√
κ̃2 + τ̃ 2

sin(2f + M̃2)(κ̃ λ̃3 ∓ τ̃ µ̃3) T − cos(2f + M̃2) N

+ sin(2f + M̃2)

(
1− 1

κ̃2 + τ̃ 2
(κ̃ λ̃3 ∓ τ̃ µ̃3)

2

) 1
2

B,

ve

κ̃2

(κ̃2 + τ̃ 2)
3
2

(τ
κ

)′
= cos M̃1

(
κ̃

κ̃µ̃3 − λ̃3τ̃
− λ̃3(κ̃µ̃3 + λ̃3τ̃)

κ̃µ̃3 − λ̃3τ̃

)

− sin(2f − 2M̃1)

2 sin M̃1 sin(2f − M̃1)
(5.16)

dir. Burada λ̃3 =
√

cos(2M̃1−2f)−cos(2e)
cos(2M̃1−2f)−cos(2f)

, µ̃3 =
√

cos(2e)−cos(2f)
cos(2M̃1−2f)−cos(2f)

, λ̃3
2
+ µ̃3

2 = 1

dir.

Teorem 5.12 Teorem 5.11 de R̃1 = R̃2 olması durumunda ψ̃ slant helistir.

Sonuç 5.5 ψ̃ bir NH-konik eğridir ise

κ̃2

(κ̃2 + τ̃ 2)
3
2

= cos M̃1

(
κ̃

κ̃µ̃3 − λ̃3τ̃
− λ̃3(κ̃µ̃3 + λ̃3τ̃)

κ̃µ̃3 − λ̃3τ̃

)

− sin(2f − 2M̃1)

2 sin M̃1 sin(2f − M̃1)

veya

κ̃2

(κ̃2 + τ̃ 2)
3
2

= cos(2a+ M̃2)

(
κ̃

κ̃µ̃3 − λ̃3τ̃
− λ̃3(κ̃µ̃3 + λ̃3τ̃)

κ̃µ̃3 − λ̃3τ̃

)

+
sin(2M̃2 + 2f)

2 sin M̃1 sin(2f − M̃1)

dir.

Önerme 5.1 ψ̃ bir NH-konik eğridir gerek ve yeter koşul ψ̃ eğrisinin ψ̃T teğetler
göstergesi bir TH-konik eğridir.

Sonuç 5.6 (4.32) eşitliği, ψ̃ eğrisinin normaller göstergesinin geodezik eğriliğini
verir.
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5.4 TH-konik Eğri Ailesi

Bu bölümde, TH-konik egri ailesi için Parametrik denklemler verilecek ve
bu egri ailesinin özellikleri incelenecektir.

Teorem 5.13 α̃a,b : I ∈ R→ R3 bir bir eğri ailesi

α̃a,b(t) = (
2(cos2 b− cos2 a sec(2a)) sin a sin3 a)

3
√

sin2(2a)− cos2(2a)
,
2√
3
sin b(cos2 b− cos2 a sec(2a)) cos3 t,

− 2√
3
(cos2 b cos t+ cos2 a sec(2b) sin2 t)

3
2 )

parametrik denklemiyle verilsin. α̃a,b bir TH-konik eğridir. Burada F T
1 = (sin c, 0, cos c),

F T
2 = (− sin c, 0, cos c) , π

4
< c < a < π

2
ve cos c cos b = cos a dir.

İspat. α̃a,b eğrisinin küresel göstergeleri T, N, B, sırasıyla,

T(t) = (
sin a sin t√

sin2 a− cos2 a
, sin b cos t,

√
cos2 b cos2 t+ cos2 a sec(2a) sin2 t),

N(t) =
1√

1 + cos(2b) cos(2t)− (cos(2b) + cos(2t)) sec(2a)
(2 cos2 a sec(2a) sin b sin t,

2 cos2 b cos t sin a√
sin2(2a)− cos2(2a)

,
2 sin a sin b

√
cos2 b cos2 t+ cos2 a sec(2a) sin2 t√
sin2(2a)− cos2(2a)

),

B(t) =
1√

1 + cos(2b) cos(2t)− (cos(2b) + cos(2t)) sec(2a)

(
2 sin a cos t

√
cos2 b cos2 t+ cos2 a sec(2a) sin2 t√
sin2(2a)− cos2(2a)

,

− 2 sin b sin t
√

cos2 b cos2 t+ cos2 a sec(2a) sin2 t,

1

2
(cos(2b) + sec(2a)) sin(2t))

olarak bulunur.

α̃a,b eğrisinin T teğetler göstergesinin herhangi bir P noktası için

〈 ~F T
1 , ~OP 〉 = cos(F̂ T

1 OP ) = cos(|
_

F T
1 P |),

〈 ~F T
2 , ~OP 〉 = cos(F̂ T

2 OP ) = cos(|
_

F T
2 P |),

ve

sin(F̂ T
1 OP ) =

√
1− 〈 ~F T

1 , ~OP 〉2,

sin(F̂ T
2 OP ) =

√
1− 〈 ~F T

2 , ~OP 〉2
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dir. Böylece kolayca gösterebiliriz ki,

cos(|
_

F T
1 P | − |

_

F T
2 P |) = cos(|

_

F T
1 P |) cos(|

_

F T
2 P |) + sin(|

_

F T
1 P ) sin(|

_

F T
2 P |)

= cos(2a)

dir. O haldeT teğetler göstergesi, odakları F T
1 ve F T

2 olan bir küresel hiperboldür.
Yani α̃a,b TH-konik eğridir.

Teorem 5.14 α̃a,b eğrisinin T teğetler göstergesi, S2 ile

x2

tan2 b
− y2

tan2 a
= z2, z > 0 (5.17)

eliptik konisinin arakesit eğrisidir.

İspat. Teorem 5.14 nın ispatı, Teorem 4.15 nin ispatına benzer olarak yapılabilir.

α̃a,b eğrisinin T teğetler göstergesi a = π/3, b = π/4 değerleri için Şekil
4.5(a) da gösterilmiştir.

Teorem 5.15 α̃a,b eğrisinin B binormaller göstergesi, odak noktaları
FB
1 = (0, cos d, sin d), FB

2 = (0,− cos d, sin d) olan bir hiperboldür. Burada 0 <

d < b < π
2
, sin b = sin a sin d dir.

İspat. Teorem 5.15 in ispatı, Teorem 5.13 in ispatına benzer olarak yapılabilir.

Sonuç 5.7 α eğrisi için a+ b = π
2
ise a+ b = π

2
olacağından binormaller göster-

gesinin odakları, FB
1 = (0, sin c, cos c) ve FB

2 = (0,− sin c, cos c) şeklinde yazıla-
bilir.

Teorem 5.16 α̃a,b eğrisinin B binormaller göstergesi, S2 ile

x2

cot2 b
− y2

cot2 a
= z2, z > 0 (5.18)

eliptik konisinin arakesit eğrisidir.

İspat. Teorem 5.16 nin ispatı, Teorem 4.15 nin ispatına benzer olarak yapılabilir.

α̃a,b eğrisinin B binormaller göstergesi a = π/3, b = π/4 değerleri için
Şekil 4.5(b) de gösterilmiştir.
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(a) (b)

Şekil 5.1: a = π
3 , b = π

4 değerleri için, α̃a,b eğrisinin teğetler göstergesi(a), α̃a,b eğrisinin
binormallerler göstergesi(b)

Teorem 5.5 nin özel hali olarak aşağıdaki teorem verilebilir.

Teorem 5.17 α̃a,b : I → R3 TH-konik eğrisi,[(
κ̃

τ̃

) 2
3

]′′
+ 4

[(
κ̃

τ̃

) 2
3

]
= sbt. (5.19)

denklemini sağlar.
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6 TEĞETLER GÖSTERGESİ KÜRESEL PARABOL OLAN
EĞRİLER

Bu bölümde Küresel göstergeleri parabol olan T P -konik eğri ailesi için
parametrik denklem verildi.

Tanım 6.1 P : I ∈ R → S2 bir eğri olsun. P eğrisinin herbir noktasının
F1 noktasına ve C büyük çemberine yay uzaklıkları eşit ise P eğrisine küresel
parabol denir. Burada F1 noktasına P eğrisinin odağı ve C büyük çemberine de
P eğrisinin ekseni adı verilir [19].

Şekil 6.1: Küresel parabol

Teorem 6.1 δc : I ∈ R→ R3,

δc(t) = −(
√
2

3
tan2 c, cos3 t,

√
2

3
tan2 c,

√
cos(2c) sec c tan3 c sin3 t,

1

6
(1 + sec2 c− tan2 c cos(2t))

3
2 ).

parametrik denklemiyle verilen bir uzay eğri ailesi olsun. δc bir T P -konik eğridir.
Burada F T

1 = (sin c, 0, cos c), C(t) = (cos c sin t, cos t, sin c sin t), 0 < c < π
4
dir.
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İspat. δc eğrisinin küresel göstergeleri olan T, N, B sırasıyla,

T(t) = (
1√
2
cos t,

1√
2

√
cos(2c) sec c sin t,

1

2

√
1 + sec2 c− tan2 c cos(2t)),

N(t) =

√
3 + cos(2c)− 2 sin2 c cos(2t)√

1 + cos(2c) cot2 t
(
1√
2
sin t,

− 1

2

√
cos(2c) sec c cot t,

1

2
√
2

cot2 c csc t csc(2t)√
1 + sec2 c− tan2 c cos(2t)

),

B(t) =
1√

2− 2 tan2 c cos(2t)
(−
√
cos(2c) sec c cos t,

− sec2 c sin t,
1

2

√
cos(2c) sec2 c

√
3 + cos(2c)− 2 sin2 c cos(2t))

olarak elde edilir.

Şimdi δc eğrisinin teğetler göstergesi T nin herhangi bir P noktasının F T
1 =

(sin c, 0, cos c) noktasına ve C(t) = (cos c sin t, cos t, sin c sin t) büyük çemberine
yay uzaklıklarının eşit olduğu gösterilecektir.

P noktasının C çemberine uzaklığı demek, C çemberinin yattığı düzlemin
normal vektörü olan F T

2 = (− sin c, 0, cos c) noktasına uzaklığının tümleyeni de-
mektir. Yani

|
_

CP | = π

2
− |

_

F T
2 P |.

dir ve buradan

|
_

F T
1 P | =

π

2
− |

_

F T
2 P |.

bulunur.

Herhangi bir P noktası için

〈 ~F T
1 , ~OP 〉 = cos(F̂ T

1 OP ) = cos(|
_

F T
1 P |),

〈 ~F T
2 , ~OP 〉 = cos(F̂ T

2 OP ) = cos(|
_

F T
2 P |),

ve

sin(F̂ T
1 OP ) =

√
1− 〈 ~F T

1 , ~OP 〉2,

sin(F̂ T
1 OP ) =

√
1− 〈 ~F T

1 , ~OP 〉2

dir. Böylece kolayca görülür ki,
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cos(|
_

F T
1 P |+ |

_

F T
2 P |) = cos(|

_

F T
1 P |) cos(|

_

F T
2 P |)− sin(|

_

F T
1 P |) sin(|

_

F T
2 P |)

= 0

dir. O halde T teğetler göstergesi, odağı F T
1 ve ekseni C büyük çemberi olan bir

küresel paraboldür.

Teorem 6.2 δc eğrisinin T teğetler göstergesi, S2 ile

x2 +
y2

cos 2c
= z2, z > 0 (6.1)

eliptik konisinin arakesit eğrisidir ve c = π/3 değerleri için Şekil 6.2 de göste-
rilmiştir.

Şekil 6.2: c = π
3 için δc eğrisinin teğetler göstergesi

Teorem 6.3 δc eğrisinin B binormaller göstergesi, odak noktası FB
1 = (0, cos d, sin d)

ve ekseni C1 = (cos t, sin d sin t, cos d sin t) büyük çemberi olan bir paraboldür.
Burada 0 < d < π

4
dir.

İspat. Teorem 6.1 nın ispatına benzer olarak yapılabilir.

Teorem 6.4 δc eğrisinin B binormaller göstergesi, S2 ile

x2 +
y2

sin 2c
= z2, z > 0 (6.2)

eliptik konisinin arakesit eğrisidir ve c = π/3 değerleri için Şekil 6.3 da göste-
rilmiştir.
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Şekil 6.3: c = π
3 için δc eğrisinin binormaller göstergesi

Teorem 6.5 δc : I → R3 T P -konik eğrisi[(κ
τ

) 2
3

]′′
+ 4

[(κ
τ

) 2
3

]
= sbt (6.3)

denklemini sağlar.

51



7 ÖRNEKLER

Bu bölümde, küresel göstergeleri konik olan eğrilere örnekler verilmiştir ve
bu örnekler Matematica 9 programı ile çizilmiştir.

Örnek 7.1 a = π
3
ve b = π

4
değerleri için Teorem 4.14 de verilen αa,b eğrisinin

denklemi

α(t) =

(
− 1

4
√
2
cos3 t,

1

6
√
2
sin3 t,

1

24
√
2
(3− cos(2t))

3
2

)
dir ve Şekil 7.1 de gösterilmiştir.

Şekil 7.1: a = π
3 ve b = π

4 için αa,b eğrisi

Ayrıca, αa,b eğrisinin teğetler göstergesi (bkz. Şekil 7.2(a)), normaller göstergesi
(bkz. Şekil 7.2(b)) ve binormaller göstergesi (bkz. Şekil 7.2(c)) aşağıda, sırasıyla,
verilmiştir:

T (t) =

(√
3

2
cos t,

1√
2
sin t,

1

2
√
2

√
3− cos(2t)

)
,

N(t) =
1√

2− cos(2t)

(
−
√
3

2
sin t

√
3− cos(2t),

1√
2
cos t

√
3− cos(2t),

1

2
√
2
sin(2t)

)
,

B(t) =
1√

2− cos(2t)

(
−1

2
cos t,

√
3√
2
sin t,

√
3

2
√
2

√
3− cos(2t)

)
.
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(a) (b) (c)

Şekil 7.2: a = π
3 ve b = π

4 , αa,b eğrisinin teğetler göstergesi(a), αa,b eğrisinin asli normaller
göstergesi(b) ve αa,b eğrisinin binormaller göstergesi(c)

Örnek 7.2 a = π
3
ve b = π

4
değerleri için Teorem 4.21 da verilen αa,b eğrisinin

denklemi

α(t) = (

√
3

4
√
2
ln[

4 + 2 cos t+
√
6− 2 cos(2t) tan2

(
t
2

)
4− 2 cos t+

√
6− 2 cos(2t)

],

1

2
√
2
ln[tan t

√
1

2
+ tan2 t],

1

2
√
2
ln[tan t])

dir ve Şekil 7.3 de gösterilmiştir.
-2.0

-1.5

-1.0

-0.5

0.0

0.0

0.5

1.0

1.5

-1

0

1

Şekil 7.3: a = π
3 ve b = π

4 için αa,b eğrisi

Ayrıca, αa,b eğrisinin teğetler göstergesi (bkz. Şekil 7.4(a)), normaller göstergesi
(bkz. Şekil 7.4(b)) ve binormaller göstergesi (bkz. Şekil 7.4(c)) aşağıda, sırasıyla,
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verilmiştir:

T (t) =

(√
3

2
cos t,

1√
2
sin t,

1

2
√
2

√
3− cos(2t)

)
,

N(t) =
1√

2− cos(2t)

(
−
√
3

2
sin t

√
3− cos(2t),

1√
2
cos t

√
3− cos(2t),

1

2
√
2
sin(2t)

)
,

B(t) =
1√

2− cos(2t)

(
−1

2
cos t,

√
3√
2
sin t,

√
3

2
√
2

√
3− cos(2t)

)
.

(a) (b) (c)

Şekil 7.4: a = π
3 ve b = π

4 , αa,b eğrisinin teğetler göstergesi(a), αa,b eğrisinin asli normaller
göstergesi(b) ve αa,b eğrisinin binormaller göstergesi(c)

Örnek 7.3 a = b = π
4
değerleri için Teorem 4.22 da verilen αa,b eğrisinin denklemi

α(t) = (

√
6

8
ln[tan2

(
t

2

)
],
1

2
ln[

1

2
tan t+ sec t],

1

2
√
2
ln[tan t])

dir ve Şekil 7.5 de gösterilmiştir.
Ayrıca, αa,b eğrisinin teğetler göstergesi (bkz. Şekil 7.6(a)), normaller göstergesi
(bkz. Şekil 7.6(b)) ve binormaller göstergesi (bkz. Şekil 7.6(c)) aşağıda, sırasıyla,
verilmiştir:

T (t) =

(√
3

2
cos t,

1
√
3

2
sin t,

1

2

)
,

N(t) = (− sin t, cos t, 0),

B(t) =

(
−1

2
cos t,−1

2
sin t,

√
3

2

)
.
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-2

-1

0

0

1

2

-1

0

1

Şekil 7.5: a = b = π
4 için αa,b eğrisi

(a) (b) (c)

Şekil 7.6: a = b = π
4 , αa,b eğrisinin teğetler göstergesi(a), αa,b eğrisinin asli normaller göster-

gesi(b) ve αa,b eğrisinin binormaller göstergesi(c)

Örnek 7.4 a = π
3
ve b = π

4
değerleri için Teorem 5.13 de verilen α̃a,b eğrisinin

denklemi

α̃(t) =

(√
3

3
sin3 t,−

√
2

3
cos3 t,−2

3
(
cos(2t)

2
)
3
2

)
dir ve Şekil 7.7 de gösterilmiştir. Ayrıca, α̃a,b eğrisinin teğetler göstergesi (bkz.
Şekil 7.8(a)), normaller göstergesi (bkz. Şekil 7.8(b)) ve binormaller göstergesi
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Şekil 7.7: a = π
3 ve b = π

4 için α̃a,b eğrisi

(bkz. Şekil 7.8(c)) aşağıda verilmiştir:

T(t) =

(√
3√
2
sin t,

1√
2
cos t,

1√
2

√
cos(2t)

)
,

N(t) =
1√

1 + 2 cos(2t)

(√
3 cos t

√
cos(2t),− sin t

√
cos(2t),− sin(2t)

)
,

B(t) =

(
− sin t√

2 + 4 cos(2t)
,

√
3 cos t√

2 + 4 cos(2t)
,−

√
3√

4 + 2 sec(2t)

)
.

(a) (b) (c)

Şekil 7.8: a = π
3 ve b = π

4 , α̃a,b eğrisinin teğetler göstergesi(a), α̃a,b eğrisinin asli normaller
göstergesi(b) ve α̃a,b eğrisinin binormaller göstergesi(c)
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Örnek 7.5 c = π
3
değeri için Teorem 6.1 da verilen δc eğrisinin denklemi

δ(t) =

(
−8
√
2√
3

cos3 t,− 2

3
√
3
(−3 + 4 sin2 t)

3
2 ,−8

√
2

3
√
3
sin3 t

)
dir ve Şekil 7.9 da gösterilmiştir. Ayrıca, δc eğrisinin teğetler göstergesi (bkz.

Şekil 7.9: c = π
5 için δc eğrisi

Şekil 7.10(a)), normaller göstergesi (bkz. Şekil 7.10(b)) ve binormaller göstergesi
(bkz. Şekil 7.10(c)) aşağıda verilmiştir:

T(t) =

(
√
2 cos t,

√
−1 + 4 cos2 t

3
,

√
2√
3
sin t

)
,

N(t) =

(
−
√

2 + sec(2t) sin t,

√
−2

3
sin(2t) tan(2t),− 1√

3

√
2 + sec(2t)

)
,

B(t) =

(
− cos t

√
sec(2t),

√
2√
3

√
2 + sec(2t),

1√
3

√
sec(2t) sin t

)
.

(a) (b) (c)

Şekil 7.10: c = π
5 için δc eğrisinin teğetler göstergesi(a), δc eğrisinin asli normaller göstergesi(b)

ve δc eğrisinin binormaller göstergesi(c)
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Örnek 7.6 a = π
3

ve b = π
6

değerleri için teğetler göstergesi elips olan αa,b

eğrisinin denklemi

α(t) =

√
3

4
√
2
ln

(
1 +

4 cos t

3− 2 cos t+ cos
(
t
2

)
+
√

2− cos(2t)
tan2

(
t

2

))
,

1

2
√
6
ln

(
1

2
(3 tan t+

√
3 + tan2 t)

)
,

1

2
√
2
ln (tan t)

dir ve Şekil 7.11 de gösterilmiştir.
-2.0

-1.5

-1.0

-0.5

0.00.0

0.5

1.0

-1

0

1

Şekil 7.11: a = π
3 ve b = π

6 için αa,b eğrisi

Ayrıca, αa,b eğrisinin teğetler göstergesi (bkz. Şekil 7.12(a)), normaller göster-
gesi (bkz. Şekil 7.12(b)) ve binormaller göstergesi (bkz. Şekil 7.12(c)) aşağıda,
sırasıyla, verilmiştir:

T (t) =

(√
3

2
cos t,

1

2
sin t,

1

2
√
2

√
2− cos(2t)

)
,

N(t) =
1√

5− 4 cos(2t)

(
−
√
3 sin t

√
2− cos(2t), cos t

√
2− cos(2t), sin(2t)

)
,

B(t) =
1√

5− 4 cos(2t)

(
−1

2
cos t, − 3

√
3

3
sin t,

√
3

2

√
2− cos(2t)

)
.
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(a) (b) (c)

Şekil 7.12: a = π
3 ve b = π

6 için αa,b eğrisinin teğetler göstergesi(a), αa,b eğrisinin asli normaller
göstergesi(b) ve αa,b eğrisinin binormaller göstergesi(c)

Örnek 7.7 a = 4, b = 3 ve c = 1 değerleri için, α̂a,b T-konik eğrisinin denklemi

α̂(t) = (4 cos t, 3 sin t, t)

dir. α̂a,b eğrisinin grafiği şekil 7.13 de gösterilmektedir.

Şekil 7.13: a = 4, b = 3 and c = 1 değerleri için α̂a,b T-konik eğrisi

Sırasıyla, α̂a,b eğrisinin T teğetler göstergesi, N normaller göstergesi ve B
binormaller göstergesinin denklemi

T (t) =
1√

27− 7 cos(2t)

(
−4
√
2 sin t, 3

√
2 cos t,

√
2
)
,

N(t) =
1√

313 + 7 cos(2t)
√
27− 7 cos(2t)

(80 cos t, 102 sin t, 7 sin(2t)) ,

B(t) =
1√

313 + 7 cos(2t)

(
3
√
2 sin t, 4

√
2 cos t, 12

√
2
)
.

dir ve T teğetler göstergesi Şekil 7.14(a) da, N normaller göstergesi Şekil 7.14(b)
de, B binormaller göstergesi Şekil 7.14(c) de gösterilmektedir.
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(a) (b) (c)

Şekil 7.14: a = 4, b = 3 and c = 1 değerleri için α̃a,b eğrisinin teğetler göstergesi(a), α̃a,b
eğrisinin normaller göstergesi(b) ve α̃a,b eğrisinin binormaller göstergesi(c)

Örnek 7.8 a = b = 3 ve c = 1 değerleri için, α̂a,b T-konik eğrisinin denklemi

α̃(t) = (3 cos t, 3 sin t, t)

dir. α̂a,b eğrisinin grafiği şekil 7.15 de gösterilmektedir.

Şekil 7.15: a = b = 3 and c = 1 değerleri için α̂a,b T-konik eğrisi

Sırasıyla, α̂a,b eğrisinin T teğetler göstergesi, N normaller göstergesi ve B
binormaller göstergesinin denklemi

T (t) =
1√
10

(−3 sin t, 3 cos t, 1) ,

N(t) = (− cos t,− sin t, 0),

B(t) =
1√
10

(sin t,− cos t, 3) .

dir ve T teğetler göstergesi Şekil 7.16(a) da, N normaller göstergesi Şekil 7.16(b)
de, B binormaller göstergesi Şekil 7.16(c) de gösterilmektedir.

60



(a) (b) (c)

Şekil 7.16: a = b = 3 and c = 1 değerleri için α̃a,b eğrisinin teğetler göstergesi(a), α̃a,b eğrisinin
normaller göstergesi(b) ve α̃a,b eğrisinin binormaller göstergesi(c)
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