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1 GIRIS

S? {izerinde sabit iki noktaya yay uzunluklar: toplami sabit olan noktalarm
ctimlesi kiiresel elips, sabit iki noktaya yay uzunluklari mutlak farki sabit olan
noktalarin ctimlesi kiiresel hiperbol ve sabit bir noktaya ve sabit bir dogrultuya
uzakliklar egit olan noktalarin ciimlesi kiiresel parabol olarak tanimlanmaktadir-
lar [15]. Ayrica Kiiresel konikler, birim kiire ile tepe noktasi kiirenin merkezinde

olan eliptik koninin arakesiti olarak tanimlanmaktadir [19].

Ayrica, kiiresel elips, kiiresel hiperbol ve kiiresel parabol diizlemdekinin

aksine kiire tizerinde denk olarak ifade edilmektedirler [14].

Kiiresel koniklerin denklemi ile ilgili ¢esitli ¢aligmalar yapilmig ve bazi

parametrik denklemler verilmistir [1, 2, 5].

Bu calismada kiiresel konikler temel alinmaktadir ve tegetler gostergesi,
normaller gostergesi ve binormaller gostergeleri kiiresel konik olan egriler iizerine
calistlmistir. Yani "T-konik", "B-konik" ve "N-konik" egri aileleri tanimlanmis,
bu yeni egri ailelerinin 6zellikleri tizerine caligilmig ve cesitli karakterizasyonlar
elde edilmistir. Ayrica bu sonuclarla birlikte genel helislerin "T-konik" egri aile-

sine ait oldugu ve slant helislerin "N-konik" egri ailesine ait oldugu gosterilmigtir.



2 TEMEL KAVRAMLAR

Tanim 2.1 R reel sayilar cismini gostermek {izere,
R™ = {(x1, 22, ..., zy) : ; € R}

vektor uzayinda, © = (1, 2, ..., T,) ve y = (y1, Y2, ..., Yn) € R™ olmak iizere,

<.CE, y> = Z TilYi
=1

esitligi ile tanimlanan,
(,):R"xR" — R
(l’, y) — <CL’, y>

fonksiyonu, R™ uzayinda bir i¢ ¢arpimdir. Bu i¢ carpima, R™ uzayinin dogal ig

carpimi veya Oklid i¢ carpimi denir.

x € R™ i¢in,
z]] = vz, z)
olmak tizere,

I IR — R

x — /(z,x)

fonksiyonu, R™ uzayinda bir normdur. Buna gore, R" uzayina normlu vektor

uzay1 denir.

d(z,y) = llz -y

bigiminde tanimlanan d : R” x R® — R fonksiyonu, R" uzayinda bir metriktir.
Bu durumda, bu metrik ile, R" bir metrik uzay olur. Bu uzaya Oklid uzay:

denir ve genellikle E" ile gosterilir [18].
Tanim 2.2 7, R nin bir acik araligi olmak tizere,
a:ICR—R"

bi¢iminde diferensiyellenebilir bir o doniisiimiine, R™ uzay1 i¢inde bir egri denir

18].



Tanim 2.3 o : I C R — R" egrisi verilsin. [ araliginin bir u noktasindaki
teget uzay1 olan T, (R') uzay1 1-boyutlu bir vektor uzayidir. R! deki koordinat

fonksiyonu z olmak iizere, T, (R') uzaymm dogal taban

L)

, R! uzaymin her bir u noktasma o= (u) vektoriinii karsihk getiren

da
dx

vektor alanidir.

kiimesidir.

0 Ty (R) — Ty (R™) doniigiimiinde, oy, (£ (u)) vektoriine, a

egrisinin « (u) noktasindaki hiz vektorii denir ve kisaca o (u) ile gosterilir [18].

Tanim 2.4 Bir

a:IcCR—R?

s — a(s)
egrisi icin,
o' (s)[| =1, Vsel

ise o egrisine birim hizli egri denir. Bu durumda egrinin s € I parametresine

yay parametresi adi verilir [8, 18|.

Tamim 2.5 R3 uzaymda birim hizh o : I € R — R3 egrisi icin

T (s)=a (s)

esitligiyle belirli 7' (s) vektoriine, a egrisinin « (s) noktasindaki birim teget
vektorii denir. 7T vektor alanina, o egrisinin teget vektor alami adi verilir
[18].

Tanim 2.6 R3 uzayimnda birim hizli o : I C R — R3 egrisi icin
kI >R, k(s)=|T (s)]

fonksiyonuna « egrisinin egrilik fonksiyonu denir. « (s) sayisina egrinin « (s)

noktasindaki egriligi denir [18].
Tamim 2.7 R3 uzaymda birim hizli o : I C R — R3 egrisi icin
N (s) =

esitligiyle belirli IV (s) vektoriine, «v egrisinin « (s) noktasindaki birinci dik vek-

torii (asli normali) denir. N vektoér alanina, a egrisinin birinci dik vektor

alam (asli normal vektor alani) adi verilir [18].



Tanim 2.8 R3 uzayimnda birim hizhi o : I C R — R3 egrisi icin
B(s) =T (s) x N (s)

esitligi ile tamimlh B (s) vektoriine, « egrisinin « (s) noktasindaki ikinci dik vek-
torii (binormali) denir. B vektor alanina, « egrisinin ikinci dik vektor alani

(binormal vektor alani) adi verilir [18].

Tanim 2.9 T (s), N (s), B(s) vektorlerine, o : I C R — R? egrisinin « (s)

noktasindaki Frenet vektorleri denir.

{T'(s),N(s), B(s)}

kiimesine, « egrisinin « (s) noktasindaki Frenet gatisi ve 7', N, B vektor alan-

larina, « egrisi iistiinde Frenet vektor alanlar: adi verilir [18].

Tanim 2.10 o : [ C R — R3 birim hizli egrisinin Frenet vektor alanlart T, N,
B olmak iizere,

7: I —R, 7(s)=—(B (s),N(s))
fonksiyonuna, « egrisinin burulma fonksiyonu denir. 7 (s) sayisina egrinin « (s)

noktasindaki torsionu (burulmasi) denir [18].

Teorem 2.1 R? uzaymdaki birim hizh o : I € R — R? egrisini géz oniine
alalim. Frenet vektor alanlar1 T, N, B ve bu egrinin egrilik ve torsionu sirasiyla

Kk, T olmak tizere,

T = kN
N = kT +7B
B = 1N

dir [18].
Teorem 2.2 Birim hizli olmayan,
a:ICR—R?
u — a(u)

egrisini géz Oniine alalim. Frenet vektor alanlar1 7', N, B ve bu egrinin egrilik ve

torsionu, sirasiyla, s, 7 olmak iizere,

/

« Oé/ X Oé” ||Oé/ % OéHH <O/ x a// O/N>
T=vi—5 N=BxT, B=-———= K=""—m— Ve T=———— 5"

HOé H Ha X o H Ha H ||a N H
dir [18].



Teorem 2.3 Birim hizh olmayan,

a:ICR—R?

u — a(u)

egrisini goz Oniline alalim. Frenet vektor alanlar1 7', N, B ve bu egrinin egrilik ve

torsionu (burulmasi), sirasiyla, #, 7 olsun. || (u) || = v olmak iizere,
T = vkN
N' = v (—kT +7B)
B =vrN

dir [18].

Tanim 2.11 R? uzaymdaki birim hizli v : I — R3 egrisinin Frenet vektor alanlar:
T, N, B olsun.

{T'(s), N(s)} kiimesinin gerdigi diizleme, a(s) noktasindaki dokunum diiz-

lemi veya oskiilator diizlem denir.

{T'(s), B(s)} kiimesinin gerdigi diizleme, «(s) noktasindaki dogrultma diiz-

lemi veya rektifiyan diizlem denir.

{N(s),B(s)} kiimesinin gerdigi diizleme, «a(s) noktasindaki dik diizlem

veya normal diizlem denir [18|.

Tanim 2.12 Eger bir egrinin biitiin noktalar1 bir diizlem tarafindan igeriliyorsa

bu egriye diizlemseldir denir [10].

Tanim 2.13

a:ICcCR—R3

s — a(s)

birim hizli bir egri olsun. x (s) # 0 olacak sekilde « egrisinin, teget vektorii sabit
bir dogrultu ile sabit ag1 yapiyorsa bu « egrisine genel helis adi verilir. x(s) # 0

ve 7(s) ikisi birden sabit ise « egrisine dairesel helis denir |7].

Teorem 2.4

a:ICcCR—R?

s — a(s)



birim hizli bir egri olsun. « egrisinin, genel helis olmasi icin gerek ve yeter sart,

<£) (s) =sbt, Vs e I

olmasidir [18].
Teorem 2.5 o egrisinin tegetler gostergesinin geodezik egriligi, = oramdir [8].
Tanim 2.14

a:ICR— R

s — a(s)

birim hizli bir egri olsun. « (s) # 0 olacak sekilde « egrisinin, asli normal vektorii

sabit bir dogrultu ile sabit ag1 yapiyorsa bu « egrisine slant helis adi verilir [6].

Teorem 2.6 Egriligi sifirdan farkli olan bir birim hizli « egrisinin slant helis

olmasi i¢in gerek ve yeter sart,

o(s)= (m(g) ) (s)

fonksiyonunun sabit olmasidir [6].

Tanim 2.15 « : [ — R? birim hizh egrisi ve S? kiiresi verilsin. Eger o C S? ise

« egrisine kiiresel egri denir [8].

Teorem 2.7 « : I — R? egrisi verilsin. Asagidaki denklemler denktir:

1. « bir kiiresel egridir.

2 N 2
2 () (=) =
<L (l)’)l +T—0.

= Acos (f VTds) + Bsin (f m'ds)

3.

X =

4.

burada, A, B sabitler ve v/ A2 + B? = r dir [21].

Tanim 2.16 Antipodal nokta, kiire yilizeyindeki bir noktaya diametrik olarak
kargit olan noktaya denir [12].

Tanim 2.17 Uzayda bir dairesel koni yiizeyi ile bir diizlemin arakesitlerinden

elde edilen egrilere konik egrileri ad1 verilir [17].



Tanim 2.18 Diizlemde, sabit iki noktaya uzakliklar1 toplami sabit olan nokta-
larin geometrik yerine elips denir, sabit olan iki noktaya elipsin odaklar1 ad: verilir,
yani,

E={P||AiP|+ |f2P| =2a, fi, fo € R*,a € R"}
dir. Burada f; = (c,0), fo = (—¢,0) elipsin odaklar1 ve a® = b* + ¢* dir. Elipsin

parametrik ve kartezyen koordinatlardaki denklemleri sirasiyla,

T = acost,

= bsint,
ve ) )
z )

;—i— 2 =1

dir. Burada a,b € R dir [4].

Sekil 2.1: Elips

Tanim 2.19 Diizlemde, sabit iki noktaya olan uzakliklar1 mutlak fark: sabit olan
noktalarin geometrik yerine hiperbol denir, sabit olan iki noktaya hiperboliin

odaklar1 ad1 verilir, yani,
E= {P | ||f1P| - |f2P|| - 2@, f17 f2 € RQaa € R+}

dir. Burada f; = (¢,0), fo = (—c,0) elipsin odaklar ve ¢* = a® + b? dir. Hiper-

boliin parametrik ve kartezyen koordinatlardaki denklemleri sirasiyla,

T = asect,
y = btant,
ve ) )
N
az b

dir. Burada a,b € R dir [4].



Sekil 2.2: Hiperbol

Tanim 2.20 Diizlemde, sabit bir dogruya uzakligi, dogru iizerinde bulunmayan
sabit bir noktaya olan uzakligina egit olan noktalarin geometrik yerine Parabol

denir. Sabit noktaya paraboliin odag: ve sabit dogruya da paraboliin dogrultmani

ad1 verilir. Paraboliin standart denklemi, dogrultmam » = —% alinirsa,
L (2.1)
T —Tg= — )
0 2p 3

Yy—Y =1t (2.2)

ya da
> ( )?
r—x9=—(y—
0 2% Y—%

dir. Burada p, zg,yo € R dir [4].

Sekil 2.3: Parabol

Tanim 2.21 Diizlemde, 4. dereceden cebirsel egriye kuartik diizlem egrisi denir

ve agsagidaki 2 degiskenli kuartik denklem formunda verilebilir:

Az* + By' + C2®y + Da*y® + Exy® + Fa® + Gy* + Ha y + Tay?
+ Ja? + Ky* + Loy + Mx + Ny + P = 0.

Burada A, B, C, D, E sabitlerinden en az biri sifirdan farkhidir [11].



Tanim 2.22 Diizlemde,
Az* + By + Da*y* + J2 + Ky* =0

denklemi ile verilen egriye 6zel kuartik diizlem egrisi adi verilir. Burada A, B, D

en az biri sifirdan farkl sabitlerdir.

Ozel olarak

A = cos®b
= cos?acsc® bsin®a
= cos?a + cot? bsin®a
= —cos’b
= —cos?acsc?bsin?a
olarak segilirse elde edilen 6zel kuartik diizlem egrisinin grafigi Sekil 2.4 de ki

gibidir.

oF T T T 2| i

| VRN A VAN A
N \ N\

™
/

00 | |— oot H 00
\

/

ANAN 7/

(a) (b) (c)

Sekil 2.4: Swrasiyla, a = 7/3,b = 7/4; a = 7/3,b = 7/8; a = 7/3,b = 7/12 degerleri i¢in 6zel

kuartik diizlem egrileri

Tanim 2.23 Uzayda bir o : I — R? egrisi ile bir u vektorii verilsin. Burada
I, R nin bir alt arahgdir. Egrinin her bir a(¢) noktasinda, u vektoriine paralel
olan bir ve yalmz bir L(t) dogrusu vardir. Bu L(t) dogrularmin birlesimi olan
ylzeye silindir yiizeyi adi verilir. « egrisine silindir yiizeyinin dayanak egrisi, u
vektoriine silindir yiizeyinin dogrultman vektorii denir. L(t) dogrusuna, silindir

yiizeyinin, «(t) noktasindaki ana dogrusu adi verilir [17].

Tamim 2.24 Uzayda bir o : I — R? egrisi ile bu egri iistiinde bulunmayan bir H
noktasi verilsin. Burada I, R nin bir alt araligidir. Egrinin her bir «(¢) noktasi
icin a(t) ve H noktasi bit L(t) dogrusu belirler. Bu L(¢) dogrularmm birlegimi

olan yiizeye koni ylizeyi adi verilir. « egrisine koni yiizeyinin dayanak egrisi, H



noktasina koni yiizeyinin tepe noktasi denir. L(t) dogrusuna, koni yiizeyinin, o(t)

noktasindaki ana dogrusu adi verilir [17].

Tanim 2.25 Dayanak egrisi kuartik diizlem egrisi olan silindir yiizeyine kuartik

silindir ytizeyi adi verilir.

Tanim 2.26 Dayanak egrisi kuartik diizlem egrisi olan koni ylizeyine kuartik

koni yiizeyi denir.

10



3 KURESEL KONIKLER

Bu boliimde, kiiresel koniklerle ilgili literatiir taramasi yapilmis ve bulunan
calismalar ile ilgili bilgi verilmigtir. Ayrica bu boliim boyunca farkl kiiresel iki

X ve Y noktalar1 arasindaki yay uzunlugu |XA Y| = |)?O\Y | ile gosterilecektir.

Geometride konikler ¢cok 6nemli bir yer tutmaktadir. 1877’de Sykes, kiire-
sel konikleri "Kiiresel konikler kiire ile tepe noktasi kiirenin merkezi olan eliptik

koninin arakesitidir" olarak tanmimlamigtir [19].

1959’da, Namikawa kiiresel elips ve hiperbolleri agagidaki sekilde tanim-

lamigtir: £} ve Fb, kiire {izerinde sabit iki nokta olsun.
’F1P’ S ’ng‘ = Sbt, Fl 7& FQ (31)

olacak sekilde kiire iizerindeki P noktalarimin kiimesine kiiresel elips adi verilir
[15].

Benzer gekilde
|FLP| = [ B Pl = sbt,  Fy# Py (3.2)

olacak sekilde kiire {izerindeki P’ noktalariin kiimesine kiiresel hiperbol ad1 veri-
lir [15].

Dirnbock, 1999 yilinda Sykes’in vermis oldugu tanim ve teoremler yardimiyla

kiiresel konikler i¢in
(t) L t
z(t) = —= tanacos
R )

y(t) = % tan bsint,

1
) = £—=
(1) R’

parametrik denklemini vermistir. Burada R = /(tanacost)? + (tanbsint)? + 1

dir. Ayrica bu kiiresel konik i¢in kiiresel evoliit egrisinin parametrik denklemini

Ry
y(t) = Rﬂlsm?’ t,
1
£) = £—
(1) = 4o

11



bi¢giminde elde etmigtir. Burada

sin?a — sin?b

m= ————
sin a cos a

sin?b — sin’a

)

sinbcos b

Ry = \/(m2 cosbt) + (n2sin®t) + 1,

ve 0 < b<a< % dir 5]

(a) (b)

Sekil 3.1: Dirnbock tarafindan verilen kiiresel elips ve evoliitii

2004 yilinda Xiong, kiiresel egrilerin geometrisi isimli doktora tez c¢alig-
masini yayinlamig ve kiiresel egriler icin gergek aci ve yansima agisinin esit oldugunu

ispatlamigtir [20].

2005 yilinda Maeda, Sykes’in calismalarini derlemis, tanim ve teoremlerini

kullanip asagidaki teorem ve sonuca ulagmigtir:

Teorem 3.1 Kiiresel elipsler, S? birim kiire ile tepe noktas: kiirenin merkezi olan

22 2 )
tana | tanlb & (2>0) (3.3)

eliptik konisinin arakesitidir.

Ispat. P(z,y, z) kiiresel elips iizerinde bir nokta ve C(sin ¢, 0, cos ¢), C(—sin ¢, 0, cos ¢)

kiiresel elipsin odak noktalar1 olsun. Boylece

cos(|@]) = xsinc+ zcosc, sin(]@| =/1-— :1csimc-|-zcosc)2

cos(|CTO\P]) = —xsinc+ zcosc,  sin |C”OP\ /1 — (—zsinc+ zcosc)?

dir. cos(|C/'O\P | + |C/”-O73 |) = cos(2a) oldugundan gerekli iglemler yapilirsa

2% cos® c—2? sin? c—cos(2a) = /(1 — (zsinc + zcosc)?)(1 — (—zsinc + z cos ¢)?)

12



olarak bulunur. Her iki tarafin karesi alinirsa

—2cos(2a)(2? cos® ¢ — 2 sin® ¢) + cos?(2a) = 1 — 2(z*sin® ¢ + 2% cos® ¢)

bulunur. Sonug olarak
2
(3.4)

2
y —1

x
cos?a/ cos? ¢

sin a/ sin® ¢

elde edilir. cosa = cosbcosc ve 2% + y? + 2? = 1 esitlikleri kullanilirsa

- - Py’ + 2 (3.5)
= ya .
sina/sin*c  cos?b Y
elde edilir. Boylece
2 2
z Y 2
= 3.6

tan’a | tanlb (36)
olarak bulunur [13]. m

e z? y?

~ tan?a  tan®b

:1:2+y2+22:1

Sekil 3.2: Eliptik koni ile kiirenin arakesiti olan kiiresel elips

Maeda, yukaridaki teoremin bir sonucu olarak kiiresel elipslerin kiire ile

eliptik silindirin arakesiti olarak da verilebilecegini agagidaki sonuc¢ta vermigtir.

Sonug 3.1 Kiiresel elips, S? birim kiiresi ile agagida denklemleri verilen ii¢ eliptik

silindirin herhangi birinin arakesiti olarak belirlenir:
2 y?
oot =1 > 0), 3.7
sina * sin? b (>0) (3.7)
x? 22
=1 >0 3.8
sin’a * cos?b (2 ) (3.8)
2 2
Yy z
o COS2a;an2b cos2 a =1 (Z > O)a (39)
sin” ¢

13



(a) (b) (c)

Sekil 3.3: a = £, b = § ve ¢ = § degerleri igin, (3.7) denklemi ile verilen silindirin kiire ile
arakesiti(a), (3.8) denklemi ile verilen silindirin kiire ile arakesiti(b) ve (3.9) denklemi ile verilen

silindirin kiire ile arakesiti(c)
[13].

Maeda, 2006’da kiiresel konik taniminin diizlemdeki konik tanimindan
odak noktalarina olan uzakligin yay uzunlugu olmasindan dolay1 oldukga farklh
oldugunu belirtmis ve agagidaki énerme, uyariy1 ve bunlara ek olarak bir sonug

vermigtir:

Onerme 3.1 F; = (sin¢,0,cosc), Fy = (—sinc,0,cosc), S? de iki nokta olsun.
Kiiresel elips, |F; P| + |F»P| = 2a kosulunu saglayan S? iizerindeki P noktalar:

tarafindan belirlenir. Buradan bu kiiresel elips, S? ile

2 2
x Y 2

=z
tan2a  tan®b

denklemiyle verilen eliptik koninin arakesitidir. Burada 0 < ¢ < £ ve cosa =

2
cosbcos ¢ dir [14].

Uyar1 3.1 F; = (sinc,0,cosc) ve Fy = (—sinc, 0, cosc), kiiresel elipsin odak
noktalar1 olsun. 0 < b < a i¢in F| = (sina,0,cosa) noktasi, kiiresel elipsin
asal ekseninin u¢ noktasi ve Fj = (0,sinb, cosb) noktasi, kiiresel elipsin yedek

ekseninin u¢ noktasidir [14].

Sonug 3.2 S? iizerindeki herhangi bir C kiiresel konigi icin S? iizerinde F;, F;

noktalar1 ve a < 5 pozitif sayis1 vardir dyle ki,

C = {P | |PR| + |PE)| = 2a} U{P | |PF{| + |PE;| = 2a},
={P | |PF;|—|PF|=m—2a}U{P | |PF\|—|PF;| =7 —2a},

burada Fy ve Fj, sirasiyla, Fy ve Fy nin antipodal noktalaridir [14].

14



asal eksen

o

kiresel elips

kiresel elips

(a) (b)

Sekil 3.4: a = %, b= 7 ve c = 7 degerleri i¢in, kiiresel elipsin asal (a) ve yedek (b) ekseni

2012 de Kopacz ([16]), Maeda ([14]) ya ek olarak, kiiresel parabol i¢in

agagidaki esitligi vermistir.

—~ /‘\* T
IPF| = [PES|| = 5 = sbt.

2012 de Altunkaya, Yayh, Hacisalihoglu ve Arslan ([|2]), sirasiyla, asagida
verilen tek parametreli kiiresel elips, hiperbol ve parabol denklemlerini elde etmis
ve bununla ilgili 6rnekler vermigtir:

Fy, Fy F3 = % lineer bagimsiz vektorler ve 6, Fj ile konikler iize-
1 2

rindeki keyfi bir P noktasi arasindaki ac¢1 olmak iizere

cost —cos2ccos(2b —t) =  —cos2ccost + cos(2b —t) = -
X(t) = - 20 ( )F1—|— ¢ — ( )F2+COS(9F3,
sin“ 2¢ sin” 2¢
cost — cos2ccos @ = —cos2ccost + cos¢ - -
Y(t) = — ¢F1~|- — ¢F2+C089F3,
sin” 2c¢ sin“ 2¢
cost + cos2csint = —cos2ccost —sint = -
Z(t) = — R+ - 5 “'Fy + cosOF,
sin“ 2¢ sin” 2¢

dir. Burada |t — ¢| = 2b ve b, ¢ sabittir [2].
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4 T-konik, B-konik ve N-konik Egriler ve Karakterizasyonlari

Bu boliimde, T-konik, B-konik ve N-konik egri aileleri tanimlanacak ve
bu egri aileleri i¢in karakterizasyonlara ulagilacak. Elde edilen karakterizasyonlar

1s1g81inda bazi sonuclar verilecektir.

4.1 T-konik Egri

S bir uzay egrisi, £ egrisinin Frenet gatist {7, N, B}, egriligi x ve torsionu

T olsun.
Ayrica, Ly, Lo fonksiyonlar1 agagidaki gibi verilsin:

Ly : I CR—(0,nm)
Ly(t) = arccos(T'(t), F})

ve

Ly : I CR—(0,m).
Lo(t) = arccos(T'(t), F3)

Burada Fy, F, € S? farkl sabit iki noktadir.

Tanim 4.1 Tegetler gostergesi Fy, F, odakli kiiresel elips olan egriye T-konik

egri denir.
Yani 3 bir T-konik egri ise
L1 + LQ = 2a (41)

dir. Burada (F, Fy) = cos(2c) ve 0 < c<a < 3.

T-konik egriler i¢in agagidaki teoremleri verebiliriz.

Teorem 4.1 3, T-konik bir egridir gerek ve yeter kosul

<N, F1> . SiHLl (4 2)
(N,F,)  sinLs '

dir.

16



ispat. B, T-konik bir egri olsun. Dolayisiyla
arccos(T', ) + arccos(T, Fp) = 2a (4.3)

dir. (4.3) esitliginin her iki tarafinin tiirevi alinirsa
—I{<N, F1> —Ii<N, FQ) .
\/1 — (T, F})? \/1 — (T, F,)?

olarak bulunur. (4.4) diizenlenirse (4.2) elde edilmig olur.

Ispatin tersi kolayca gosterilebilir. m

Teorem 4.2 3 : 1 € R — R? bir uzay egrisi olsun. 3 bir T-konik egridir gerek
ve yeter kogul

F1 = COSL1 T — )\1 sinL1 N + M1 SinLl B,

Fy = cos(2a — Ly) T+ A\isin(2a — Ly) N + pysin(2a — Ly) B, (4.5)

ve
J@F— 2
T _ _ /eos(20) — cos(20) _ sin(2a) (4.6)
K (cos(2Ly — 2a) — cos(2a))?
. _ cos(2L1—2a)—cos(2c) r cos(2¢)—cos(2a) .
dir. Burada A; = \/cos(?Li—Qa)—cos(?a)’ o — \/cos(2L1—2a)—cos(2a) dir.

Ispat. 8 T-konik egri olsun. Dolayisiyla

Fy=(T,F) T+ (N,F) N+ (B,Fy)
Fy = (T, F5) T+ (N,Fy) N+ (B, Fy)

B,
B (4.7)

bigiminde yazilabilir. Burada cos L, = (T, F}) esitliginin tiirevi alinir ve (T', F})?+
(N, F1)? + (B, F;)? = 1 egitligi kullanihir ise

(N, Fy) = —sin(Ll)f—i7
(B, Fy) = sin(Ly)4/1 — (L_I1)2

VK

olarak bulunur. (4.1) denklemi kullanilirsa, benzer gekilde

(T, Fy) = cos(2a — Ly),
L/
N, F,) = sin(2a — L) =
(N, Fy) = sin(2a 1)1/%,
Ly
B, ) = sin(2a — L 1—(—)2
(B, o) = sin(20 — L)y 1= (1)

17



elde edilir. Boylece

L L

Fy =cosL, T — sin(Ll)y—; N +sin(L;)y/1 — (E)QB,
Fy = cos(2a — Ly) T + sin(2a — Ll)f—i N (4.8)
+ sin(2a — Ly)y/1 — (L—/I)QB
VK

dir. Buradan F} ve F; i¢ ¢carpilirsa

L 2
(F1, Fy) = cos Ly cos(2a — Ly) — % sin Ly sin(2a — Ly)
VK

sin Ly sin(2a — Ly)

= — (147
_ cos(2L; — 2a) — 2sin Ly sin(2a — Ly) (L})? (4.9)
(V)
dir. Burada (F1, F3) = cos(2¢) oldugundan
(LY)*  cos(2Ly — 2a) — cos(2c) (4.10)

(vk)2  cos(2L; — 2a) — cos(2a)

bulunur. Boylece \; = 2L ve py = /1— A? segilir ve (4.8) denklemlerinde

VK

kullanilirsa

Fy =cosLy T — Aysin(Ly) N + py sin(Ly)B,
Fy = cos(2a — Ly) T+ Ay sin(2a — Ly) N + pysin(2a — Ly)B

olarak bulunur.

Ayrica Fy, Fy sabit olduklarindan Fj in tiirevi alinirsa
F{ = (—(L})sin Ly + \vesin Ly)T
+ (=A{sin Ly — A\ (L)) cos Ly + vkcos Ly — /1 — A3sin Ly vT)N

A
+ (—# sin Ly 4+ 4/1 — ML} cos Ly — \jv7sin L;)B

V=2
olarak elde edilir. F| =0 ve L} = vx\; oldugundan
— N sin Ly — Mvkcos Ly + vkcos Ly — vry/1 — A2sin Ly = 0 (4.11)
denklemi elde edilir. O halde (4.10) denkleminden tiirev alinirsa

—vi(1 — A})sin(2L; — 2a)
cos(2L; — 2a) — cos 2a

=
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dir ve (4.11) esitliginde yerine yazilirsa

T V1 — A¥sin2a _ \/cos2c — cos2asin2a

K cos(2L, — 2a) — cos2a (cos(2Ly — 2a) — cos 2a)3

sonucuna ulagilir. Benzer olarak Fj = 0 oldugundan ayni sonug elde edilir.

Tersine (4.5) ve (4.6) denklemleri saglansin. Buradan (4.5) den

arccos(T', Fy) + arccos(T, F») = arccos(cos Ly) + arccos(cos(2a — L))

= 2a

dir. Ayrica Ly = arccos(T, F}) oldugundan

,  —vK(N, F)
: 1— (T, F)2
= VKA (4.12)

dir. Bu son egitlik kullanilarak
(F\, Fy) = cos Ly cos(2a — Ly) —sin Ly sin(2a — Ly) A2 +sin L; sin(2a — Ly) 2

= cos(2a — 2Ly) — 2sin L; sin(2a — Ly) A}

= cos(2c¢)
bulunur. Béylece Fy, F, € S? nin sabit olduklar gosterilirse, 3 egrisinin tegetler
gostergesinin Fi, Fy odakl kiiresel elips oldugu gosterilmis olur. F} in tiirevi alinir
ise

F| = (—(L})sin Ly + \yvksin L) T
+ (=Aysin Ly — A\ (L}) cos Ly + vkcos Ly — /1 — A2 sin Ly vT)N

AN,
+ (——=Lsin Ly 4 /1 — X2} cos Ly — \ywrsin Ly) B

NGy

denklemi elde edilir. (4.12) ve (4.6) esitlikleri kullanilirsa
F =0
bulunur. Benzer gekilde Fj = 0 dir. O halde ispat tamamlanmig olur. =

Teorem 4.3 3 : 1 € R — R3 bir uzay egrisi olsun. 3 bir T-konik egridir gerek

ve yeter kogul

L 2
(sin Lo)Fy 4 (sin L) Fy = sin2a T + Zsin2a(1- (1)
T V2K2

) B (4.13)
dir.
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Ispat. 3 bir T-konik egri olsun. (4.1) esitliginden
arccos(T, Fy) + arccos(T, F») = 2a

dir. Buradan esitligin her iki tarafinin tiirevi alimr ve sin Ly = /1 — (T, F})2,
sin Ly = /1 — (T, F,)? esitlikleri kullanilirsa agagidaki denklemler elde edilir:
(sin Ly)(T, Fy) + (sin Ly )(T, F») = sin 2a,
(sinLg)(N, F1> + (sinL1)<N, F2> == O, (414)

—~

sin L B, 1 4+ (sin L B, 1 Sin za .
2 y 41 1 y 472 V2:‘€2

(4.14) esitlikleri kullanilirsa

L)
(sin Lo) Fy + (sin L1) Fy = sin 2aT + £ sin2a (1 — (L) ) B
T

V2K2

dir.

Tersine, (4.13) esitligi saglansin. F; ve Fy birim olduklarimdan

L L

Fy = cos(L,) T — sin(Ly)=* N + sin(L —(Z2)2B

1 = cos(Ly) sin( 1)wi + sin(Lq) (w{) ,
L L

Fy = cos(Ly) T — sin(Ly)—2 N +sin(Ly)y/1 — (=2)2B (4.15)
VK VKR

dir. Burada (4.15) esitlikleri kullanilirsa
(sin Lo) F1+(sin L2) F» = sin(L1+L2) T—sin(Ll)sin(Lg)[];—i—i-f—%]N
1 Lol
+ sin(Ll)sin(Lg)[(lf i@lﬁf) : +(17 ‘;2;22) 1B (4.16)

elde edilir. (4.13) ve (4.16) egitliklerinin sol taraflarinin esitliginden

Ll + L2 = 2a
bulunur. Béylece
(Ly)?

V2K2

(sin Lo) Fy + (sin Lg) Fy = sin(2a) T + 2sin(Ly ) sin(Ls) (1 — ) B (4.17)

olur. (4.13) ve (4.17) esitliklerinin sol taraflarinin egitligi kullanihirsa
7 4sin?(Ly) sin®(Ls)

(sin Lo) Fy + (sin Lo) Fy = sin(2a) T + - sin(2a)

(4.18)

Buradan (4.18) esitliginin normu alinirsa
72 16sin* Ly sin* Ly
K? sin?(2a)

= sin? Ly cos® Ly + sin® Ly cos® Ly

sin? L; + sin® Ly + 2sin(2c¢) = sin®*(2a) +

+ 2sin Ly cos Ly sin Ly cos Ly
72 16sin* L, sin? L,

K2 sin?(2a)
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dir. Boylece gerekli sadelestirmeler yapilirsa

T \/cos(2¢) — cos(2a) “in(%a 419
K (cos(2L, — 2a) — cos(2a))? (22) (4.19)

olarak bulunur. L; + Ly = 2a, (4.15), (4.19) esitlikleri kullanilirsa

Fy =cosLy T—M\sinly N + pysinly B,
Fy =cos(2a— L) T — A\ysin(2a — L) N + pysin(2a — Ly) B, (4.20)

elde edilir. O halde Teorem 4.2 geregi 8 bir T-konik egridir. m

Teorem 4.3 ve Teorem 4.2 un bir sonucu olarak agagidaki teorem veri-
lebilir.

Teorem 4.4 Teorem 4.3 de F| = F, = F olmasi durumunda f egrisi, ekseni F
olan bir genel helistir.
Ispat. Teorem 4.3 de F; = Fy = F olsun. Boylece
K
F =cosal +cosa — B
T
elde edilir. F', § egrisinin tegetler gostergesi ile i¢ carpilirsa

(F,T) = cosa = sbt

dir. (8 egrisinin tegetler gostergesi sabit bir dogrultu ile sabit a¢i yapar. Bunun

anlami ise [ egrisi, ekseni F' olan bir genel helistir. m
Sonug 4.1 Genel helisler 6zel T-konik egrilerdir.

Sonug 4.2 3 bir T-konik egri ise

T _ \/cos(2¢) — cos(2a)  sin(20)
K (cos(2Ly — 2a) — cos(2a))>

veya
T _ \/cos(2¢) — cos(2a)  sin(20)
Kk (cos(2a — 2Ls) — cos(2a))?z

dir.

Sonug 4.3 3 egrisinin tegetler gostergesinin geodezik egriligi, (4.6) ile verilen *

oranina esittir [8].
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Teorem 4.5 3 : 1 — R3 egri olsun. 3 bir T-konik egri ise

wlno

2

d |d(%) +4{(E>3]:Sbt (4.21)

T

dL, | dIL,

T

dir.

Ispat. 8 bir T-konik egri olsun. Burada

T \/cos(2¢) — cos(2a) _ sin(20)
K (cos(2Ly — 2a) — cos(2a))?

dir. Buradan £ esitligi (4.21) denkleminde yerine yazilirsa

K\ 3 —4cos(2L; — 2a)

iL, | iz | Kr) } ~ ((cos(2¢) — cos(2a)) sin?(2a))s
cos(2Ly — 2a) — cos(2a)
((cos(2¢) — cos(2a)) sin®(2a))3
— cos(2a)

((cos(2¢) — cos(2a)) sin®(2a))3

= sabit

elde edilir. Bu ise ispat1 tamamlar. m
Theorem 4.5 asagidaki teoremde oldugu gibi de verilebilir.

Teorem 4.6 3 : 1 — R3 egri olsun. 8 bir T-konik egri ise

’

= (Ol I = (O RE O R

dir.

4.2 B-konik Egri

¢ bir uzay egrisi, ¢ egrisinin Frenet gatis1 {T', N, B}, egriligi x ve torsionu

7 olsun.
Ayrica, Ky, K, fonksiyonlar1 asagidaki gibi verilsin:

K : I CR—(0,7)
K, (t) = arccos(B(t), Ey)
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ve

Ky : I CR—(0,7).
K5 (t) = arccos(B(t), Es)

Burada E;, Ey € S? sabit iki noktadur.

Tanim 4.2 Binormaller gostergesi Fy, F5 odakl kiiresel elips olan egriye B-konik

egri denir.
Yani ¢ bir B-konik egri ise
Ki+Ky=2b (4.23)

dir. Burada (E, Fs) = cos(2d) ve 0 < d < b < 7.

B-konik egriler i¢in agagidaki teoremleri verebiliriz. Ayrica B-konik egriler
i¢in verilecek teoremler, T-konik egriler i¢in verilen teoremler ile benzer sekilde

ispatlanabilecegi i¢in ispatsiz olarak verilecektir.

Teorem 4.7 ( bir B-konik egridir gerek ve yeter kogul

<N, E1> . sin Kl (4 24)
(N,E,)  sinK, ‘

dir.

Teorem 4.8 ( : I € R — R3 bir uzay egrisi olsun. ¢ bir B-konik egridir gerek ve
yeter kosul

El = ILLQSiHKl T — )\QSinKl N + COSKl B,

EQ = U2 Sln(2b — K1> T — )\2 sm(2b — Kl) N + COS(Qb — Kl) B,

ve
2d) — 20
K V/eos(2d) — cos(2h) - sin(20) (4.25)
T (cos(2K; — 2b) — cos(2b))2
. o cos(2K1—2b)—cos(2d) o cos(2d)—cos(2b) .
dir. Burada A, = \/cos(2K172b)fcos(2b)7 H2 = \/cos(2K172b)fcos(2b) dir.

Teorem 4.9 ( : I € R — R3 bir uzay egrisi olsun. ¢ bir B-konik egridir gerek ve
yeter kogul
(L5)?

V2K2

(sin K) Ey + (sin K) By = — sin 2b (1 - > T + sin2 B (4.26)
K
dir.
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Teorem 4.9 nin bir sonucu olarak agagidaki teorem verilebilir.

Teorem 4.10 Teorem 4.9 de Fy = E5 = F olmas1 durumunda ¢ egrisi ekseni F

olan bir genel helistir.

Sonug 4.4 ¢ bir B-konik egri ise

\/cos(2d) — cos(2b)

T - sin(2b)
T (cos(2K; — 2b) — cos(20))2

veya
K \/cos(2d) — cos(2b) sin(2b)
T (cos(2b — 2K) — cos(2b))2

dir.

Sonug 4.5 ¢ nin binormaller géstergesinin geodezik egriligi, (4.25) ile verilen ~

oranina esittir [8].

Teorem 4.11 S bir T-konik egridir gerek ve yeter kosul § bir B-konik egridir.

Ayrica,
bt
jo= MAg [F)] +0(t)
sin a
cosb tanc
E,=—"—"— " " A:[F 4.2
! e sl +00) (4.27)
ve

sinesinbcos(a — Ly)

V/sin(2a — Ly) sin L,

K, = b — arccos (4.28)

dir. Burada Ag, % etrafinda 7 radyanhk donme matrisi,

cos bsin btan cy/sin(2a — L) sin L, — sin®b sin® ccos?(L; — a)
o(t) = ( : :
cosa /sin(2a — Ly) sin L,
cosb sinb sinc cos(L; — a)
cosa \/sin(2a — Ly) sin L;

(4.29)

dir.

Ispat. 8 T-konik egri olsun. F; in mt22- etrafinda 5 kadarhik donme matrisi

F1+F:
[|[F1+F2||

Az[F1] =

DO | —

((Fl + F3) (F1 A F2)>

_|_ JE—
COSsC
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dir. Boylece (4.27), (4.28) ve (4.29) denklemleri kullanilirsa

- tanCA% [Fi] +00) = 2\/(:05\(/251?)00—S ios(Qa) <(F1 )

+0(1))

(F1 A FQ))

: +—
sina COS €

[ sincsinbcos(a — Ly) ]
_\/sin(Qa — Ly) sin Ly |
[ sincsinbcos(a — Ly) ]
_\/Sin(Qa — Ly) sin Ly |

)

dir. Burada i, = cola_sinb 3423 = 1dir. (4.30
2 \/c052 b+cos2(L1—a) sin2bsin?c csc(2a—Ly) csc Ly’ M2 2 ( )

da (4.28) denklemi, cosa = cosbcos ¢ ve sinb = sinasin d esitlikleri kullanilirsa

= l9 Sin (b — arccos

+ A9 sin (b — arccos

sincsinbcos(a — L)
+ cos | b — arccos
V/sin(2a — Ly) sin L,

bt 2d) — 2b
cosb tane i 4 oty = —YBS@D —cos@) e p
sina 2 \/cos(2K; — 2b) — cos(2a)
2K, —2b) — 2
4 V/cos 2K, b) — cos(2d) sin K1 N
\V/cos(2K; — 2b) — cos(2a)
+cosK; B

elde edilir. Benzer gekilde Ey bulunabilir. Ayrica, (4.28), cosa = cosbcosc ve

sinb = sinasin d esitlikleri (4.6) denkleminde kullanilirsa

K \/cos(2d) — cos(2b) sin(20)
T (cos(2K; — 2b) — cos(2b))2

elde edilir. O halde Teorem 4.8 geregi [ egrisinin binormaller gostergesi Ey, Fs

odakli kiiresel elipstir. Yani, B-konik egridir.

Tersine (4.27) HQL%H = Hgiigzn ve Fy = SRe_ A - [F} —O(t)] esitlikleri

ile ispat ilk boliime benzer gekilde yapilabilir. m

4.3 N-konik Egri

1 birim hizli bir uzay egrisi, ¢ egrisinin Frenet gatis1 {T', N, B}, egriligi &

ve torsionu 7 olsun.

25



Ayrica, My, M, fonksiyonlar: agagidaki gibi verilsin:

M, - I CR-—(0,7)
M, (t) = arccos(N(t), Ry)

ve

My : I CR—(0,7).
Ms(t) = arccos(N(t), Rs)

Burada R;, Ry € S? sabit iki noktadir.

Tanim 4.3 Normaller gostergesi Ry, Rs odakl kiiresel elips olan egriye N-konik

egri denir.
Yani ¢ bir N-konik egri ise
My, + M, =2f (4.30)
dir. Burada (R;, Ry) = cos(2e), 0 <e < f < 7.
N-konik egriler i¢in agsagidaki teoremleri verebiliriz. Ayrica N-konik egriler

i¢in verilecek baz1 teoremler, N-konik egriler i¢in verilen teoremler ile benzer gek-

ilde ispatlanabilecegi icin ispatsiz olarak verilecektir.

Teorem 4.12 1) : I € R — R? bir uzay egrisi olsun. ¢ bir N-konik egridir gerek

ve yeter kogul

1 :
R, = _\/ﬁ sin Mi(k A3 F7 u3) T —cosM; N
2
. 2
+ Slan (1—m(/€ )\3:FT[L3) ) B,
1
Ry=——— 51n(2f — Ml)(li )\3 + 7 /Lg) T— COS(Qf — Ml) N
K2 + T2
| 1 )\ ?
+ sm(2f — Ml) (1 — m(/{ >\3 FT ,ug) > B, (431)
ve
KJQ 3 (Z)I _ COtMl < K _ )\3()\3/'14’/137’))
(k2 +712)2 \K Kit3 — A3T Kji3 — A3T

sin(2f — 2M;)
2sin My sin(2f — M)

. o cos(2M1—2f)—cos(2¢) - cos(2e)—cos(2f) .
dir. Burada )\3 o \/cos(2M1172f)7cos(2f)’ H3 = \/cos(2M172f)fcos(2f) dir.

(4.32)
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ispat. 1 bir N-konik egri olsun.

Rl — <T,R1> T—|— <N,R1> N"— <B,R1>
R2 — <T,R2> T—|— <N,R2> N+ <B,R2>

B,
B (4.33)
olarak alinabilir. Burada cos M; = (T, Ry) esitliginin tiirevi almir ve (T, R;)? +

(N, R1)* + (B, Ry)* = 1 kullanilir ise

kM| F 7'\//{2 + 72 — (M])?

R, = sin M, P T cos(My) N (4.34)
, kM| F 7/K2+ 72 — (M])?
+ 81n(M1)\/1 — ( R 2B,
M! 2172 (M2
Ry = sin(2f — M) :FT\/’;:Z ML 1 eos(2f — My) N (4.35)
K2+ T

kM| F T\//€2 + 72 — (M])?
K2 + 72

+ sin(2f — Ll)\/l — )2B,

(4.36)

bulunur. Ry ve Ry i¢ carpilirsa

(Ry, Ro) = cos M cos(2f — M)

—kM| F T\/liQ + 72— (M])?

K2+ 72

+ sin My sin(2f — My)( )

kM| F T\/Ii2 + 72 — (M])?

K2 + 72

(

)
kM| F 7'\//<L2 + 72— (M])?

K2+ 712
(1 . <_"{M{ + T\/HZ + 72— (M{)2)2)]%
K2 4 72

= cos(2M,; — 2f) — 2sin M, sin(2f — M) ( (M7)? >

K2+ 712

+ sin My sin(2f — My)[(1 — ( )?)

elde edilir. Buradan (R, Rs) = cos(2e) esitligi kullanilirsa

(LY)?  cos(2M; — 2f) — cos(2e)
K24 72 cos(2M) — 2f) — cos(2f) (4:37)

bulunur. Burada A3 = % ve g = /1 — A} secilir ve (4.34) denklemlerinde
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kullanilirsa
1

1 2
+ SiIlMl (1—m(ff )\3:FTM3>2) B,

R = — sin My(k A3 F7 pu3) T —cosM; N

1 .
Ry = —— g si(2f = Mo)(k Xy F 7 ps) T = cos(2f = Mz) N

1
in(2f —My) |1 — ———=
e (1!

T2

(/ﬂ? )\3 FT7 M3)2> B,

olarak bulunur.

Ayrica Ry, R, sabit olduklarmdan Ry in tiirevi ahnir ve (L})? = (k% +72) 3

esitligi kullanilirsa

!

in M
<\/S%(/\3m FV1-— /\27')> = Kk cos M

bulunur. Buradan gerekli diizenlemeler yapilirsa
K2 3 (Z)I :COtMl < K b )\3()\3:%4—[1137'))
(k2 +72)3 \k K3 — A3T Kz — A3T
sin(2f — 2M;)
2sin My sin(2f — M)

dir.

Tersine, (4.38) ve (4.32) denklemleri saglansm. Buradan (4.38) den
arccos(T, Ry) + arccos(T, Ry) = 2f

bulunur. Boylece R; ve Ry vektorlerinin sabit olduklari gosterilirse, 1 egrisinin
normaller gostergesinin Ry, Ry odakli kiiresel elips oldugu gosterilmis olur. R; in

tiirevi alinir, (L))? = (k% + 72)\3 ve (4.32) esitlikleri kullamlirsa
R, =0
dir. Benzer gekilde Ry = 0 dir. O halde ispat tamamlanmig olur. m

Teorem 4.13 Teorem 4.12 de R; = R, olmasi durumunda, 1) bir slant helistir.

ispat. Teorem 4.12 de Ry = R5 secilirse My, = My = f bulunur. Béylece A3 = 0,
ps = 1 olur (4.32) denklemi

2 /

“—%(Z> — cot f

K



olarak bulunur. Yani v egrisinin normaller gostergesinin geodezik egriligi sabittir.
O halde v bir slant helisdir. =

Sonug 4.6 Slant helisler 6zel N-konik egrilerdir.

Sonug 4.7 i bir N-konik egri ise

K2 (Z)l ot U K B )\3()\3I£+M37)
(k2 + 7-2)% K ! Kjtg — A3T Kllg — A3T

sin(2f — 2M;)
2sin My sin(2f — M)

veya
K2 ™/ K A3( A3k + p3T)
m <E) = cot(2a — M) (ﬁug — A3T B Kty — A3T )
sin(2Ms — 2f)
2sin My sin(2f — Ms)
dir.

Onerme 4.1 9 bir N-konik egridir gerek ve yeter kogul ) egrisinin 7' tegetler

gostergesi T-konik egri ve B binormaller gdstergesi B-konik egridir.
Ispat. ¢ egrisi bir N-konik egri, ¢ nin tegetler gosterges 1 ve 1 nin Frenet
catist {Tr, Ny, By} olsun. Buradan

arccos(N, Ry) + arccos(N, Ry) = 2f

dir. Boylece

?/JT = T7
Y = KN,
|[p||Tr = kN
ve
[l = &

elde edilir. Sonug olarak
arccos(Tr, Ry) + arccos(Tr, Re) = 2f

dir. Yani ® egrisinin ¢ tegetler gostergesi, odaklar1 R;, Ry olan kiiresel elipstir.

Benzer gsekilde ¢ binormaller gostergesinin B-konik egri oldugu gosterilebilir. m

Sonug 4.8 (4.32) esitligi, 1 egrisinin normaller gostergesinin geodezik egriligini
ifade eder [8].
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4.4 T-konik Egri Ailesi

Onceki boliimde gosterdik ki T-konik egriler ayni zamanda B-konik egril-
erdir. Boylece T-konik egri ailesi ele alindigin da B-konik egri ailesi de ele alinmig

olmaktadir.

Bu boliimde, T-konik egri ailesi i¢in Parametrik denklemler verilecek ve

bu egri ailesinin 6zellikleri incelenecektir.
Teorem 4.14 o, : [ € R — R,
1 1
Qap(t) = (g(cos(Qa) — cos(2b))sina cos® t, g(— cos(2a) + cos(2b)) sin bsin® ¢
1 3
——(1 4 cos(2a) cos® t + cos(2b) sin® t)2
. \/5( (2a) (2b) sin”t)2)
parametrik denklemiyle verilen bir egri ailesi olsun. «,y bir T-konik egridir. Bu-

rada F{' = (sinc,0,cosc), F§ = (—sine¢,0,cos¢), 0 < ¢ <a < % ve cosccosb =

cos a dir.

Ispat. 0y,p egrisinin kiiresel gostergeleri T, N, B, sirasiyla,

1
T(t) = (sinacost,sinbsint, 7 \/1 + cos(2a) cos? t + cos(2b) sin?t),

/1 + cos(2a) cos? t + cos(2b) sin’ t

N(t) = \/isinasint,
Q /1 — cos(2b) cos(2t) + cos(2a)(— cos(2b) + cos(2t)) (
— Vasinbeost) 1 (cos(2a) — cos(2b)) sin(2t)
V2 1/1 + cos(2a) cos? t + cos(2b) sin® "
B(t) ! (—2cos® asin bcost,

- /1 — cos(2b) cos(2t) + cos(2a)(— cos(2b) + cos(2t))

2
— 2cos? bsin asint, — sin a sin b\/l + cos(2a) cos? t + cos(2b) sin t).

V2

olarak elde edilir.

Simdi g egrisinin tegetler gostergesi T nin herhangi bir P noktasimnin
Fl' = (sin¢, 0,cosc) ve Ff = (—sinc, 0, cos ¢) noktalara yay uzakliklar1 toplam

2a oldugunu gosterecegiz.

0y egrisinin T tegetler gostergesinin herhangi bir PP noktasi icin

(FI",OP) = cos(Ff OP) = cos(|FT P|),
(FI',OP) = cos(F} OP) = cos(|F P|),
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ve

sin(FfOP) = /1~ (F].OP)2,

sin(FfOP) = \/1— (I, 0P):
dir. Boylece

cos(|Fy P| +|Fy P|) = cos(|F{' P|) cos(|F; P|) — sin(| F{' P|) sin(|F; P|)

= {(sin¢,0,cos ¢),(—sina cos tg,— sin bsin to,% \/1+cos(2a) cos? to+cos(2b) sin? ¢g))

((—sin ¢,0,cos ¢),(— sin a cos to,— sin bsin to,% \/1+cos(2a) cos? tg+cos(2b) sin? tp))

— \/1—((sin ¢,0,cos c¢),(— sin a cos tg,— sin bsin to,% \/1+cos(2a) cos? tg+cos(2b) sin? t))2

\/1—((— sin ¢,0,cos ¢),(— sin a cos tg,— sin bsin to,% \/1+cos(2a) cos? tg+cos(2b) sin? tg))2

= (—sincsinacosty+ % cos C\/1+COS(2G,) cos? tg+cos(2b) sin? tp)

sin c¢sin a cos t0+i cos cq/ 14+cos(2a) cos? tg+cos(2b sin? to
V2

— \/1—(— sin ¢sin a cos t0+% cos C\/1+cos(2a) cos? tg+cos(2b) sin? t9)2

\/lf(sin csinacostp+ % cos C\/1+cos(2a) cos? tg+cos(2b) sin? tg)?2

bulunur. Burada cosa = cosbcosc esitligi kullanilir ve gerekli sadelegtirmeler

yapilirsa

cos(|FY' P| + |Fy P|) = cos(|F) P|) cos(|Fy P|) — sin(| F)' P|) sin(|F; P))

2 2 2

= cos?a +sin® ccos®t — sin® a — sin? ccos® ¢
= cos’a — sin®a

= cos(2a)

olarak elde edilir. O halde T tegetler gostergesi, odaklar1 F ve FJ olan bir

kiiresel elipstir. m

Teorem 4.15 «,; egrisinin T tegetler gostergesi, S? ile

22 2
e Ty = 22 2>0 (4.38)

eliptik konisinin arakesit egrisidir.

Ispat. P(z,y,2), agp nin T tegetler gostergesi tizerinde bir nokta ve

Fl' = (sin¢,0,cosc), Ff = (—sinc, 0, cosc), T nin odak noktalar: olsun. Béylece

cos(|F'P|) = asinc+ zcosc,  sin(|FLP|) = /1 — (zsinc + zcosc)?

—~

cos(|FTP|) = —xzsinc+ zcose,  sin(|FLP|) = /1 — (—zsinc+ zcosc)?
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dir. cos(|FLP|+ |F{ P|) = cos(2a) oldugu dikkate alinirsa

2% cos® c—2? sin® c—cos(2a) = /(1 — (zsinc + zcosc)?)(1 — (—zsinc + z cos ¢)?)

bi¢giminde bulunur. Son egitligin her iki tarafin karesi alinir ve diizenlenirse
—2cos(2a)(2? cos® ¢ — 2 sin® ¢) + cos?(2a) = 1 — 2(z*sin” ¢ + 2% cos® ¢)

bulunur. Béylece

1’2 y2

sin?a/sin’c  cos?a/ cos?c

=1 (4.39)

dir. cosa = cosbcosc ve 22 + y? + 22 = 1 egitlikleri kullamlirsa,

ZE2 y2

sina/sinc  cos? b

2 4y 4 22 (4.40)

elde edilir. Sonug olarak

2 2
z Y
52

tanZa | tanib

(4.41)

bulunur. =

Qg egrisinin T tegetler gostergesi a = w/3, b = /4 degerleri i¢in Sekil
4.1(a) da gosterilmigtir.

Teorem 4.16 «,, egrisinin B binormaller gostergesi, odak noktalari
FP = (0,cosd,sind), FP = (0,— cosd,sind) olan bir elipstir. Burada 0 < d <

b < 7, sinb=sinasind dir.

Ispat. 0y p egrisinin B binormaller gostergesinin herhangi bir P noktasi icin
(FB,OP) = cos(FPOP) = cos(|F2P|),
<F;B, OP) = cos(FEOP) = cos(|FPP|),

ve

sin( FBOP \/1 FlB,OP

sin(FlBOP) = \/1 - (FlB,OP)2
dir. Boylece sinb = sin a sin d egitligi kullanilirsa
cos(|[F’P| +|Fy P|) = cos(|F{ P|) cos(|Fy’ P|) — sin(|F" P|) sin(| Fy P))
= cos? b +sin®dcos? t — sin? b — sin d cos? t
= cos’b —sin’b

= cos(2b)
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olarak elde edilir. O halde B binormaller gistergesi, odaklar1 F¥ ve FP olan bir

kiiresel elipstir. m

Sonug 4.9 «,p egrisi i¢in a+b = 7 ise c+d = § oldugundan binormaller géster-

50
2
gesinin odaklar1 FZ = (0,sinc,cosc) ve FP = (0, —sine, cosc) olacak sekilde

yazilabilir.

Teorem 4.17 «,; egrisinin B binormaller gostergesi, S? ile
2 2

x Yy 2
= >0 4.42
cot? a + cot? b Zy 2 ( )

eliptik konisinin arakesit egrisidir.

Ispat. Teorem 4.16 iin ispat1 Teorem 4.14 in ispatina benzer olarak yapilabilir.

Qg egrisinin B binormaller géstergesi a = /3, b = w/4 degerleri i¢in
Sekil 4.1(b) de gosterilmigtir.

(a) (b)

Sekil 4.1: a = %, b = § degerleri igin o, ; egrisinin tegetler gostergesi(a), aq, egrisinin binor-

maller gostergesi(b)

Teorem 4.18 a, egrisinin N normaller gostergesi, 5% ile tepe noktast orijin olan
= xy(cos(2a) — cos(2b))
\/2(y2 Sin2 a + l‘2 Sin2 b)(l + cos(2b) sin2 b + y2 cos(2a) )

sin? a+sin? b y24x2 csc? a+sin? b

z

kuartik koni yiizeyinin arakesit egrisidir.

ispat. Teorem 4.18 in ispati, Teorem 4.14 in ispatina benzer olarak yapilabilir.

Qi p egrisinin normaller gostergesi a = 7/3, b = 7/4 degerleri igin Jekil 4.2

de gosterilmistir.
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Sekil 4.2: g egrisinin asli normaller gostergesi (tepe noktasi orijin olan kuartik koni ile kiirenin

arakesiti)

Teorem 4.19 «,; egrisinin N normaller gostergesi, S* — {(0,0,1)} ile tepe nok-
tas1 (0,0, 1) olan

1= (3923;(005(20.)—cos(2b))—\/9:2-9—312—1,42 cos(2a) —z2 cos(2b)\/x2+y2+y2 cos(2a)+z2 cos(2b))
\/§\/3:2(2y2 cos? asin? a+(x2+y2 cos(2b)) sin? b)

kuartik koni yiizeyinin arakesit egrisidir.

Ispat. Teorem 4.19 in ispati, Teorem 4.14 in ispatina benzer olarak yapilabilir.

Qg p egrisinin normaller gostergesi a = 7/3, b = 7/4 degerleri i¢in Jekil 4.3

de gosterilmistir.

Sekil 4.3: g 5 egrisinin asli normaller gostergesi (tepe noktasi z = (0,0, 1) olan kuartik koni ile

kiirenin arakesiti)
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Teorem 4.20 «,; egrisinin N normaller gostergesi, S? ile

cos?b xt — cos? b 2% + cos® acsc? bsin® a y* — cos? a csc? bsin? a ?
(cos? a + cot? bsin® a)x*y®> =0, xyz <0

kuartik silindir yiizeyinin arakesit egrisidir.

Ispat. Teorem 4.20 in ispati, Teorem 4.14 in ispatina benzer olarak yapilabilir.

Qg p egrisinin normaller gostergesi a = 7/3, b = 7/4 degerleri igin Sekil 4.4

de gosterilmigtir.

Sekil 4.4: ay p, egrisinin asli normaller gostergesi (kuartik silindir ile kiirenin arakesiti)
Teorem 4.21 a,;,: [ € R — R?,

Tap(t) = (nftan(2)

2(— cos(2a)+cos(2b)) cos t sec? (%) tan2(%)
| tana,

14-cos(2a) cos t sec? ( %)4—(1-&-2 cos(2b)) tan2 ( % ) +cos a\/2(cos(2a) cos? t) sect ( % ) +8 cos(2b) tan? (%)

In[cos b(2 cos b tan t+\/§\/1+cos(2a)+2 cos2 b tan? t)]tanb In[tant] )
2v2 T 2v2

parametrik denklemiyle verilen bir egri ailesi olsun. @, bir T-konik egridir. Bu-
rada F{' = (sinc,0,cosc), F§ = (—sine¢,0,cosc), 0 < ¢ <a < 5 ve cosccosb =

cos a dir.

ispat. Teorem 4.21 nin ispati, Teorem 4.14 nin ispatina benzer olarak yapilabilir.

Teorem 4.21 in bir sonucu olarak agagidaki teorem verilebilir:

Teorem 4.22 Teorem 4.21 da verilen o, egrisi i¢in a = b alinirsa @, egrisi bir

genel helistir.
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denklemi
3uo(t) = (ln[tan2 (4)]tana In[2cos?a(tant + sect)] tana In[tant] )
a,b 4\/5 ) 2\/§ , 2\/5

olarak bulunur. Buradan gerekli hesaplamalar yapilirsa o, egrisinin egrilikleri

% = V2cosasinasin(2t),
7 = V2 cos? asin(2t)

dir. Dolayisiyla

?
— =cota = sbt
R

elde edilir. O halde @, egrisi bir genel helistir. =

Teorem 4.23 «,y ve @y, egrileri asagidaki diferansiyel denklemi saglar:

&+ )] -e =

Burada C; = (1 — cos(2a) cos(2b))(csc? a csc? bsect asect b)3 sabitidir.

ispat. 0y,p egrisinin egriligi ve torsionu,
a(t) = /1 — cos(2b) cos(2t) + cos(2a)(— cos(2b) + cos(2t)) csc t sect
V2(cos(2a) — cos(2b))/1 4 cos(2a) cos® t + cos(2b) sin? t
V/1 4 cos(2a) cos? t + cos(2b) sin® ¢
- 8v/2 cos? a cos? bsin a sin b esc t sec t
((cos(2a) — cos(2b))(—2cos[2(a — b)]
+ cos[2(a + b)] + 2(— cos(2a) + cos(2b)) cos(2t)))

7(t)

olarak elde edilir. Buradan

{(E) ] ’ 14 {(E> ] = (= cos(2a) + cos(2b))(csc? a csc? bsec? asect b)F cos(2t)

— %((0802 acsc? bsect asect b)% (2 — cos[2(a — b)]
— cos[2(a + b)] + 2(cos(2a) — cos(2b)) cos(2t)))
= (1 — cos(2a) cos(2b))(csc? a csc® bsec* asect b)

:Cl

W=

K

elde edilir. a ve b sabit oldugundan C; sabittir. Ayrica, % =

RIIEA

oldugundan @,

egrisi i¢in de differansiyel denklem ayni C e egittir. m
Asagidaki teoremler ispatsiz olarak verilecektir.
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Teorem 4.24 @, : [ € R — R,
Qo p(t) = (acost,bsint, ct)
parametrik denklemiyle verilen bir egri ailesi olsun. @,; T-konik egridir. Burada

(a—b)(a+b) 2 o2 (a—b)(a+b) N
Fl = (Ym0 0, Y55), I = (Y mr 0.9 5), 0<b<ave0<c
dir.

Teorem 4.25 @, egrisinin T tegetler gostergesi, S? ile

x? Y2 . )
(a/0)+(b/0)_ , (2>0) (4.44)

eliptik konisinin arakesit egrisidir.

Qp egrisinin T tegetler gostergesi a = 4, b = 3, ¢ = 1 degerleri igin Sekil

4.5(a) da gosterilmistir.

Teorem 4.26 0, egrisinin B binormaller gostergesi, odak noktalar:
FB _ (0 cva?—b2 b\/a2+c2) FB _ (0 _cvVa?-b2 bVa?+4c?

T\ avb24e27 avb24c2/7 72 T N o242 a2 Hc?
0<b<ave0<cdir.

) olan bir elipstir. Burada

Teorem 4.27 @, egrisinin B binormaller gostergesi, S? ile

x? y? . )
(C/a)+(c/b)_ , (2>0) (4.45)

eliptik konisinin arakesit egrisidir.

O egrisinin B binormaller gostergesi a = 4, b = 3, ¢ = 1 degerleri i¢in
Sekil 4.5(b) de gosterilmistir.

Teorem 4.28 Teorem 4.24 de a = b segilirse, oy, egrisi silindirik helisdir.

Ispat. Teorem 4.24 de a = b olsun. Béylece Qqp T-konik egrisinin denklemi
Qo p(t) = (acost,asint, ct)

dir. Buradan &, ; T-konik egrisinin egriligi ve torsionu

~ a
A= ——
a? + c2’
R c
T=——
a? + 2

sabitleri olarak bulunur. Bu durumda @, ; T-konik egrisi bir silindirik helisdir. m
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(a) (b)

Sekil 4.5: a =4, b =3, ¢ = 1 degerleri i¢in @, egrisinin tegetler gostergesi(a), @4, egrisinin

binormaller gostergesi(b)

5 TH-konik, B”-konik ve N¥-konik Egriler ve Karakterizasyonlari

Onceki boliimde, T-konik egri ailesinin tegetler gostergelerinin kiiresel elips
ve N-konik egri ailesinin normaller gostergelerinin kiiresel elips olmasi durumlar:
incelendi. Kiire iizerinde yatan elips, hiperbol ve parabol egrileri denk oldugundan

(|14]), bu béliimde incelenecek olan T#-konik, B -konik ve N -konik egrileri igin

karakterizasyonlar ispatsiz olarak verilecektir.

5.1 TH"-konik Egri

[ bir uzay egrisi, 8 egrisinin Frenet gatis1 {7, N, B}, egriligi x ve torsionu

T olsun.

Ayrica, Ly, Lo fonksiyonlan asagidaki gibi verilsin:

Ly : I CR—(0,m)
Ly(t) = arccos(T'(t), )
ve

Ly : I CR—(0,m).
Ly(t) = arccos(T'(t), F)
Burada Fy, Fy € S? sabit iki noktadur.

Tanmm 5.1 Tegetler gostergesi Fy, F» odakh kiiresel hiperbol olan egriye 7%-
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konik egri denir.
Yani § bir TH-konik egri ise
|E1 — E2| = 2a (51)

dir. Burada (Fy, F5) = cos(2¢), 0 < ¢ < a < 5.

TH konik egriler icin agagidaki teoremleri verebiliriz.

Teorem 5.1 /3 bir TH-konik egridir gerek ve yeter kosul

<N,F1> . sinEl
(N, Fy) B sinEQ

(5.2)

dir.

ispat. B bir TH-konik bir egri ve B egrisinin kiiresel gostergeleri T, N, B olsun.
Yani
| arccos(T, F}) — arccos(T, Fy)| = sbt (5.3)

dir. Burada esitligin her iki tarafinin tiirevi alinirsa
—R&(N, Fy) —R(N, Fy)

V1 (T, F)? \/1—TF2

olarak bulunur. (5.4) diizenlenirse (5.2) elde edilir. Boylece ispat tamamlanmig

=0 (5.4)

olur. m

Teorem 5.2 3 : I € R — R® bir uzay egrisi olsun. 3 bir T#-konik bir egridir

gerek ve yeter kogul

F,=cosL; T—\sinl; N + ,usinEI B,
Fy =cos(2a+ L) T —A\sin(2a+Ly) N + psin(2a+Ly) B, (5.5)

ve

_ \/cos(2¢) — cos(2a) (% »
(cos(2Ly — 2a) — cos(2a))% (2a) (5.6)

dir. Burada, ):1 _ \/cos(2L1 2a)—cos(2¢) ~ \/ cos(2¢)—cos(2a) dir.

cos(2L1—2a)—cos(2a)’ cos(2L1 —2a)—cos(2a)

=T

ispat. Teorem 5.2 nin ispati, Teorem 4.2 nin ispatina benzer olarak yapilabilir.
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Teorem 5.3 3 bir uzay egrisi olsun. § bir T"-konik bir egridir gerek ve yeter

kogul

R R R B ~ Ll 2
(sin L) Fy — (sin [;)Fy = sin2a T+ —sin2a (1 — (L) g
T 2R3

dir.

ispat. Teorem 4.3 iin ispatina benzer sekilde kolayca ispatlanabilir. m
Teorem 5.3 iin bir sonucu olarak asagidaki teorem verilebilir.

Teorem 5.4 Teorem 5.3 de F; = I, = F olmasi durumunda (3 egrisi ekseni F

olan bir genel helistir.

Ispat. Teorem 5.3 de F} = Fy = F almsimn. Boylece
K

F=cosal —cosa— B
T

elde edilir. F, 3 egrisinin tegetler gostergesi ile i¢ carpilirsa
(F,T) = cosa = sbt

dir. egrisinin tegetler gostergesi, sabit bir dogrultu ile sabit a¢i yapar. Bunun

anlami ise B egrisi, ekseni F' olan bir genel helistir. m

Sonug 5.1 3 bir T7-konik bir egri ise

i _ \/C?S(QC) — cos(2a) sin(20)
K (cos(2L; — 2a) — cos(2a))?

veya )
T_ \/cos(20~) — cos(2a)  sin(20)
& (cos(2a + 2L) — cos(2a))}

dir.

Sonug 5.2 /3 nin tegetler gostergesinin geodezik egriligi, (5.6) ile verilen % oranina

esittir [§].

Teorem 5.5 3 : I — R3 egri olsun. 3 bir TH-konik egri ise

(;) ] — bt (5.7)

2

o [a)f

7

— +4
dL1 dLl

dir.
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5.2 BH-konik Egri

¢ bir uzay egrisi, ¢ egrisinin Frenet vektorleri {T', N, B}, egriligi « ve tor-

sionu T olsun.

Ayrica, K, K, fonksiyonlan asagidaki gibi verilsin:

Ki: I CR-(0,m)
K, (t) = arccos(B(t), E;)

ve

Ky : I CR-—(0,7).
K, (t) = arccos(B(t), Es)

Burada E,, E, € 52 sabit iki noktadir.

Tanmm 5.2 Binormaller gostergesi By, E» odakh kiiresel hiperbol olan egriye
BH _konik egri denir.
yani ¢ bir B¥-konik egri ise
|y — K| = 2b (5.8)

dir. Burada (F, E») = cos(2d), 0 < d < b < z.

BH konik egriler icin asagidaki teoremleri verebiliriz. Ayrica Bf-konik
egri icin verilecek teoremler, T-konik egriler icin verilen teoremler ile benzer

sekilde ispatlanabilecegi i¢in ispatsiz olarak verilecektir.

Teorem 5.6 ¢ bir B¥-konik bir egridir gerek ve yeter kogul

<N, E1> N sinf%l (5 9)
<N, E2> sin [%2 .

dir.

Teorem 5.7 ( : I € R — R? bir uzay egrisi olsun. ¢ bir B¥-konik bir egridir
gerek ve yeter kosul

ElzﬂgsinK1 T—XgSiHKlN + COSKl B,
Ey = [ipsin(2b4+ K1) T — Xpsin(2b+ K;) N + cos(2b+ K;) B,
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ve

_ \/C?S(Qd) — cos(2b) sin(20) (5.10)
(cos(2K; — 2b) — cos(2b))2

: \ cos(2K1—2b)—cos(2d) ~ __ cos(2d)—cos(2b) :
dir. Burada A; = \/cos(21€1—2b)—cos(2b)’ H2 = \/cos(2]€1—2b)—cos(2b) dir.

N I

Teorem 5.8 ( : I € R — R? bir uzay egrisi olsun. ¢ bir B¥-konik bir egridir
gerek ve yeter kosul

(SiHKQ)El - (SinKl)Eg =

1\2
sin 2b (1 _ @)

2R?

I N

)T + sin2b B (5.11)

dir.

Teorem 5.8 in bir sonucu olarak agagidaki teorem verilebilir.

Teorem 5.9 Teorem 5.8 de F, = E» = E olmasi durumunda <~ egrisi ekseni F

olan bir genel helistir.

Sonug 5.3 ¢ bir B -konik bir egri ise

i y \/c?s(2d) — cos(2b) cin(2h)
T (cos(2K; — 2b) — cos(20))2

veya
i _ \/cos(2d~) — cos(2b) cin(2h)
T (cos(2b + 2K3) — cos(2b))?

dir.

Sonug 5.4 ¢ nin binormaller gdstergesinin geodezik egriligi, (5.10) ile verilen

SHER

oranina esittir [8].

Teorem 5.10 (3 bir T7-konik bir egridir gerek ve yeter kosul 3 bir B¥-konik
egridir. Ayrica,

5 bt o 3
b = MAg[Fﬂ_‘_O(t)
sina
~ cosb tanc ; | -~ ~
E, = " " A:[F 12
> e sl +0@) (5.12)

ve

sin ¢sin b cos(a — I~/1)

\/sin(Za — L) sinL,

K| = b — arccos (5.13)
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dir. Burada A%, H?igzll etrafinda 7 radyanhk donme matrisi,
1 2

cos bsin b tan C\/sin(Qa — Ly)sin Ly — sin?b sin?ccos?(Ly — a)

O(t) = (

cos a \/Sin(Za — L) sinL,
cosb sinb sinc cos(L; — a)

cosa \/sin(2a — L) sinL,

)B (5.14)

dir.

5.3 NH.konik Egri

Y bir uzay egrisi, ¢ egrisinin Frenet vektorleri {T, N, B}, egriligi k ve

torsionu 7 olsun.

Ayrica, Ry, R, fonksiyonlar: asagidaki gibi verilsin:

My : I CR=(0,7)
M, (t) = arccos(N (t), Ry)

ve

M, - I CcR—(0,m).
M,(t) = arccos(N (t), R,)
Burada ]%1, R, € 52 sabit iki noktadur.

Tanim 5.3 Normaller gostergesi M,, M, odakh kiiresel hiperbol olan egriye NH-

konik egri denir.
Yani 12 bir N*-konik egri ise
M — | = 2f (5.15)
dir. (R, Ry) =2¢,0<e< f<Z
NH konik egriler icin asagidaki teoremleri verebiliriz. Ayrica N*-konik

egri icin verilecek teoremler, T -konik egriler icin verilen teoremler ile benzer

sekilde ispatlanabilecegi i¢in ispatsiz olarak verilecektir.
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Teorem 5.11 ¢ : [ € R — R?® bir uzay egrisi olsun. ¢ bir N¥-konik egridir

gerek ve yeter kogul

- 1 - - -
Ry = ————=sinMj(k A3 F 7 pi3) T —cosM; N
1 N (R A3 F 7 yi3) 1
~ 1 ~ 2
+ Sian (]. - m(ff )\3 + T /13)2) Ba

- 1 ~
R2 = _—W Sln(2f + MZ)(R )\3 + T /1’3) T— COS(2f + M2) N

1
- 1 ~ 2
—+ sm(2f -+ Mg) (1 - —~(/~<v )\3 + T /l3)2> B>

K2+ 72

ve
~9 / 5 T )’\“ ~ ~ X ~
SN PN (L S 1S 252
(INi2 + %2)5 K K3 — )\37’ K3 — )\37’
B sin(2f — 2M;) (5.16)
2sin M, sin(2f — M) '
. v cos(2M1—2f)—cos(2e) ~ cos(2e)—cos(2f) o
dir. Burada )\3 F \/cos(2M1 —2f)—cos(2f)’ \/cos 2M1 —2f)—cos(2f)’ )\3 + HJS =1
dir.

Teorem 5.12 Teorem 5.11 de }%1 = ]%2 olmasi durumunda @/; slant helistir.

Sonug 5.5 ¢ bir N7 -konik egridir ise

/%2

~ X ~ o~ X ~
= cos My | - 3EK~M3 i §T>
(k2 4+ 72)2 Rli3 — A3T Riz — \3T
sin(2f — 2M;)
2sin M, sin(2f — M)

veya
9 . T
(%“’f—ﬂ)g = cos(2a + Ms) <I~iﬂ3 i i )\3;/;/:3_+/\~Z\;7')>
sin(2Ms + 2f)
2sin My sin(2f — M)
dir.

Onerme 5.1 1/; bir N*-konik egridir gerek ve yeter kosul 1; egrisinin 1/;T tegetler
gostergesi bir TH-konik egridir.

Sonug 5.6 (4.32) esitligi, ¥ egrisinin normaller gostergesinin geodezik egriligini

verir.
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5.4 TH -konik Egri Ailesi

Bu béliimde, TH-konik egri ailesi icin Parametrik denklemler verilecek ve

bu egri ailesinin 6zellikleri incelenecektir.

Teorem 5.13 &, : I € R — R? bir bir egri ailesi

2(cos? b — cos® 2a))sinasin®a) 2
(cos cos”asec(2a))sinasin” a) — sin b(cos® b — cos® asec(2a)) cos® t,

34/sin?(2a) — cos?(2a) V3
?)

Gap(t) = (

2
— ——(cos? bcost + cos® asec(2b) sin” t)

V3

parametrik denklemiyle verilsin. &, bir T7-konik egridir. Burada FT = (sinc, 0, cos c),

Ff = (—sine, 0, cosc) , T<c<a<7fvecosccosb= cosa dir.

ispat. 0y egrisinin kiiresel gostergeleri T, N, B, sirasiyla,

sinasint
T(t) = ( ,sinbcost, \/cos2 bcos? t + cos? asec(2a) sin® t),
Vsin?a — cos? a
1
N(t) = (2 cos? asec(2a) sin bsin t,

/1 + cos(2b) cos(2t) — (cos(2b) + cos(2t)) sec(2a)
2cos?beostsina  2sinasinby/cos? bcos?t + cos? asec(2a) sin® ¢
V/sin%(2a) — cos?(2a)’ \/sin?(2a) — cos?(2a)
1
v/ 1+ cos(2b) cos(2t) — (cos(2b) + cos(2t)) sec(2a)
25sin a cos ty/cos? bcos? t 4 cos? asec(2a) sin’ t
( \V/sin?(2a) — cos?(2a)

),
B(t) =

)

— 2sinbsin t\/cos2 bcos? t + cos? asec(2a) sin’ t,
%(cos(?b) + sec(2a)) sin(2t))
olarak bulunur.
0y egrisinin T tegetler gostergesinin herhangi bir P noktasi icin
(FFOP) = cos(F{ OP) = cos(|{ P)),
(FFOP) = cos(F{OP) = cos(| P,

ve

sin(FTOP) = \/1 — (FI, 0P,

sin( FTOP \/1 FQT, OP
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dir. Boylece kolayca gosterebiliriz ki,

cos(|F1TP| — \FZTP|) = cos(]FlTPDcos(|F2TP|) +sin(|F1TP) sin(]FgPD

= cos(2a)

dir. O halde T tegetler gistergesi, odaklar1 F'I ve Fif olan bir kiiresel hiperboldiir.

Yani cgp TH_konik egridir. m

Teorem 5.14 @, egrisinin T tegetler gostergesi, S? ile

22 2 ,
T tan?a =2, z>0 (5.17)

eliptik konisinin arakesit egrisidir.

ispat. Teorem 5.14 nin ispati, Teorem 4.15 nin ispatina benzer olarak yapilabilir.

Qg p egrisinin T tegetler gostergesi a = 7/3, b = m/4 degerleri i¢in Sekil

4.5(a) da gosterilmistir.

Teorem 5.15 &,y egrisinin B binormaller gostergesi, odak noktalar:
FP = (0,cosd,sind), Ff = (0, — cosd,sind) olan bir hiperboldiir. Burada 0 <

d<b< 7, sinb=sinasind dir.

Ispat. Teorem 5.15 in ispati, Teorem 5.13 in ispatina benzer olarak yapilabilir.

Sonug 5.7 « egrisi i¢in a + b = 7 ise a + b = 7 olacagindan binormaller goster-

gesinin odaklari, FP = (0,sinc, cosc) ve Ff = (0, —sinc, cosc) seklinde yazla-
bilir.

Teorem 5.16 @, egrisinin B binormaller gostergesi, S? ile

22 2 )
cot?s  cot?a 2>0 (5.18)

eliptik konisinin arakesit egrisidir.

ispat. Teorem 5.16 nin ispati, Teorem 4.15 nin ispatina benzer olarak yapilabilir.

Qg p egrisinin B binormaller géstergesi a = 7/3, b = w/4 degerleri igin
Sekil 4.5(b) de gosterilmigtir.
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(a) (b)

Sekil 5.1: a = %, b = % degerleri i¢in, G, egrisinin tegetler gostergesi(a), Gq,p egrisinin

binormallerler gostergesi(b)

Teorem 5.5 nin 6zel hali olarak agagidaki teorem verilebilir.

Teorem 5.17 &,y : I — R? TH-konik egrisi,

(g) ] _ it (5.19)

"

+4

denklemini saglar.
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6 TEGETLER GOSTERGESI KURESEL PARABOL OLAN
EGRILER

Bu béliimde Kiiresel gostergeleri parabol olan T-konik egri ailesi icin

parametrik denklem verildi.

Tamim 6.1 P : I € R — S? bir egri olsun. P egrisinin herbir noktasinin
F7 noktasma ve C' biiyiik cemberine yay uzakliklari esit ise P egrisine kiiresel
parabol denir. Burada F; noktasina P egrisinin odagi ve C' biiyiik ¢cemberine de

P egrisinin ekseni ad1 verilir [19].

Sekil 6.1: Kiiresel parabol

Teorem 6.1 §.: [ € R — R3,

2 2
dc(t) = —(\/?— tan? ¢, cos® t, 3 tan? ¢, /cos(2c¢) sec ctan® csin® ¢,
1
6(1 + sec? ¢ — tan® ccos(2t))%).

parametrik denklemiyle verilen bir uzay egri ailesi olsun. d, bir 7F-konik egridir.

Burada FY" = (sinc,0,cosc), C(t) = (coscsint, cost,sincsint), 0 < ¢ < § dir,
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ispat. 0. egrisinin kiiresel gostergeleri olan T, N, B sirasiyla,

1
T(t) = (\/_ cost, \/_\/COS(2C) sec csint, —\/1 + sec? ¢ — tan? c cos(2t)),
/3 + cos(2¢) — 2sin? ccos(2t)

N(t —=sint,
t) = /1 + cos(2¢) cot?t (\/§
1 1 t? cesct ese(2t
— —4/cos(2¢) sec ccot t, cot” ccse esc(21) ,
2 2v/2 /1 + sec? ¢ — tan? ¢ cos(2t)
1
B(t) = (—+/cos(2¢) sec ccost,

/2 — 2tan? ccos(2t)

1
— sec” csint, 5\/@03(20) sec? C\/3 + cos(2c¢) — 2sin? ccos(2t))

olarak elde edilir.

Simdi d,. egrisinin tegetler gostergesi T nin herhangi bir P noktasinin F =
(sinc, 0, cosc) noktasima ve C(t) = (coscsint, cost,sincsint) bilyiik gemberine

yay uzakliklarinin egit oldugu gosterilecektir.

P noktasinin C' gemberine uzakligi demek, C' cemberinin yattigi diizlemin
normal vektorii olan F] = (—sinec, 0, cos ¢) noktasina uzakhiginin tiimleyeni de-

mektir. Yani

|CP| — - |FTP|
dir ve buradan
—~ - —
FTP| =2~ |FF P
bulunur.

Herhangi bir P noktasi i¢in

(FI', OP) = cos(FTOP) = cos(|FL P)),
(FI',0P) = cos(Ff OP) = cos(|FL P|),

ve

sin(FTOP) = \/1— (FF, 0Py,

—

sin(FTOP) = J 1— (FT,0P)?2
dir. Boylece kolayca goriiliir ki,
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cos(|Fy P| +|Fy P|) = cos(|F{ P|) cos(|Fy P|) — sin(| F{' P|) sin(|F; P|)
=0

dir. O halde T tegetler gostergesi, odagi F{l' ve ekseni C biiyiik gemberi olan bir

kiiresel paraboldiir. m

Teorem 6.2 ¢, egrisinin T tegetler gostergesi, S? ile

2
2 Y 2

= >0 6.1
x+00520 £y # (6.1)

eliptik konisinin arakesit egrisidir ve ¢ = m/3 degerleri i¢in Sekil 6.2 de goste-

rilmigtir.

Sekil 6.2: ¢ = % icin d. egrisinin tegetler gostergesi

Teorem 6.3 6, egrisinin B binormaller gostergesi, odak noktasi F'Z = (0, cos d, sin d)
ve ekseni C; = (cost,sindsint,cosdsint) biiyiikk ¢gemberi olan bir paraboldiir.
Burada 0 < d < 7 dir.

Ispat. Teorem 6.1 nin ispatina benzer olarak yapilabilir. m
Teorem 6.4 . egrisinin B binormaller gostergesi, S? ile

2
2 Y 2

— = >0 6.2

v sm2e 0 ° (62)

eliptik konisinin arakesit egrisidir ve ¢ = 7/3 degerleri i¢in Sekil 6.3 da goste-

rilmigtir.

50



Sekil 6.3: ¢ = % icin . egrisinin binormaller gostergesi

Teorem 6.5 6. : I — R3 TP -konik egrisi

(GRS (ONES "

denklemini saglar.
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7 ORNEKLER

Bu boliimde, kiiresel gostergeleri konik olan egrilere érnekler verilmistir ve

bu ornekler Matematica 9 programi ile ¢izilmigtir.

Ornek 7.1 a = 7 ve b = 7 degerleri i¢in Teorem 4.14 de verilen o, egrisinin

denklemi

1 1 3
at) = (—F cos® t, Wsm t, 24\@( cos(2t))2)

dir ve Sekil 7.1 de gosterilmistir.

Sekil 7.1: a = Z

7 ve b= 7 i¢in agp egrisi

Ayrica, oy egrisinin tegetler gostergesi (bkz. Sekil 7.2(a)), normaller gostergesi
(bkz. Sekil 7.2(b)) ve binormaller gostergesi (bkz. Sekil 7.2(c)) asagida, sirasiyla,

verilmigtir:

T(t) = <\/7§ cost, % sint, % 3— COS(Qt)> ,

N(t) = m (—? sinty/3 — cos(2t), % costy/3 — cos(2t), % sin(2t)> :

B 1 1 V3 . V3
B(t) = m (—5 cost, Esmt, WG 3— Cos(2t)> :
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(a) (b) (c)

Sekil 7.2: a = § ve b = J, aqp egrisinin tegetler gostergesi(a), aqp egrisinin asli normaller

gostergesi(b) ve oy egrisinin binormaller gdstergesi(c)

Ornek 7.2 a = Z ve b = 7 degerleri igin Teorem 4.21 da verilen @, egrisinin

denklemi

\/gl 4+ 2cost + /6 — 2cos(2t) tan® (L)

o) = (M st & /6 —2cos(2t)

L Inftanty/% + tan?f], —— Inftan )
—— Inftantq/ = n%t], ——=1In
22 2 22

dir ve Sekil 7.3 de gosterilmigtir.

]

Sekil 7.3: a = § ve b= 7 i¢in @, egrisi

Ayrica, @, egrisinin tegetler gostergesi (bkz. Sekil 7.4(a)), normaller gostergesi
(bkz. Sekil 7.4(b)) ve binormaller gostergesi (bkz. Sekil 7.4(c)) asagida, sirasiyla,
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verilmigtir:

T(t) = (? cost, % sint, %\/3 — COS(Zt)> ,

1 1 1
N(t) = ——— (—? sinty/3 — cos(2t), — costy/3 — cos(2t), —= sin(2t)> :

\/2 — cos(2t) V2 2v/2

B 1 1 V3 . V3
B(t) = m (—5 cost, Esmt,ﬁ\/i’) — Cos(2t)> :

© 0O

(a) (b) (c)

Sekil 7.4: a = § ve b = 7,

gostergesi(b) ve @, egrisinin binormaller gostergesi(c)

@, efrisinin tegetler gostergesi(a), @, egrisinin asli normaller

Ornek 7.3 a =b = 7 degerleri i¢in Teorem 4.22 da verilen @, egrisinin denklemi

at) = (g In[tan? (E)], % ln[% tant + sect], 1 In[tant])

2 2\/§

dir ve Sekil 7.5 de gosterilmigtir.
Ayrica, @, egrisinin tegetler gostergesi (bkz. Sekil 7.6(a)), normaller gostergesi
(bkz. Sekil 7.6(b)) ve binormaller gostergesi (bkz. Sekil 7.6(c)) asagida, sirasiyla,

verilmigtir:

2 2
N(t) = (—sint,cost,0),

1 1
B(t) = (——cost,——sint, ﬁ) :

2 2 2

1v3 1
T(t) = (ﬁ cost, —\/_ sin t, 5) ,
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Sekil 7.5: a = b= 7 icin @ p egrisi

(a) (b) (c)

Sekil 7.6: a =b =%

T, @q,p egrisinin tegetler gostergesi(a), @, egrisinin asli normaller goster-

gesi(b) ve @, egrisinin binormaller géstergesi(c)

Ornek 7.4 a = 3 ve b = 7 degerleri igin Teorem 5.13 de verilen da,y egrisinin

denklemi
2 2 2t
at) = (? sin%,—% cos?’t,—g(cosé ))§>

dir ve Sekil 7.7 de gosterilmistir. Ayrica, @, egrisinin tegetler gostergesi (bkz.

Sekil 7.8(a)), normaller gostergesi (bkz. Sekil 7.8(b)) ve binormaller gostergesi
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(.00

.05

010

Sekil 7.7: a = § ve b= 7 i¢in &, egrisi

(bkz. Sekil 7.8(c)) asagida verilmistir:

/3
T(t) = (\/_Slnt \/_COSt\/_ Cos(2t)>,

1
N(t) = ( 3 costy/cos(2t), — sintr/cos(2t), —sin(2t)> ,

1+ 2cos(2t)

( sint \/5 cost \/5 )

V24 4cos(2t)’ \/2 + 4cos(2t)’ \/4 + 2sec(2t)

B(t) =

(a) (b) (c)

Sekil 7.8: a = § ve b = J, Qg egrisinin tegetler gostergesi(a), dq,p egrisinin asli normaller

gostergesi(b) ve Gy egrisinin binormaller gdstergesi(c)
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Ornek 7.5 ¢ = % degeri igin Teorem 6.1 da verilen d. egrisinin denklemi

8v/2 2 s 82
5(t) = | == cos®t, ———(—3 + 4sin’t)2, ——— sin’ ¢
(t) ( 7 cos 3\/3( sin” t) 3\/§sm

dir ve Sekil 7.9 da gosterilmigtir. Ayrica, J. egrisinin tegetler gostergesi (bkz.

Sekil 7.9: ¢ = £ igin . egrisi

Sekil 7.10(a)), normaller gostergesi (bkz. Sekil 7.10(b)) ve binormaller gostergesi
(bkz. Sekil 7.10(c)) asagida verilmistir:

4cos2t /2
T(t) = \/§c0st, -1+ ———, —=sint |,
®) V 3 V3 )

N(t) = [ /2 + sec(2) sint, \/ ~2 sin(20) tan(21), —%\/z 7 sec(2t)> ,

B(t) = | —costy/sec(2t), \/7?\/2 + sec(2t), %\/sec(%) sint) :

R=

(a) (b) (c)

Sekil 7.10: ¢ = % igin . egrisinin tegetler gostergesi(a), d. egrisinin asli normaller gostergesi(b)

ve 0. egrisinin binormaller gostergesi(c)
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Ornek 7.6 ¢ = Z ve b = % degerleri igin tegetler gostergesi elips olan gy

egrisinin denklemi

a(t) = ﬁln 1+ dcost tan? <z> ,
44/2 3 —2cost + cos (§) + /2 — cos(2t) 2

1 1 1
——1In <§(3tant + V3 + tan? t)) ,mln (tant)

dir ve Sekil 7.11 de gosterilmistir.

1.0 2.0

Sekil 7.11: a = § ve b= ¢ icin @, p egrisi

Ayrica, @,y egrisinin tegetler gostergesi (bkz. Sekil 7.12(a)), normaller goster-
gesi (bkz. Sekil 7.12(b)) ve binormaller gostergesi (bkz. Sekil 7.12(c)) asagida,

sirasiyla, verilmistir:

T(t) = (? cos t,%sint, ﬁxﬂ — cos(2t)> ,

1 . .
N(t) = NEETen] (—\/§SIHt\/2 — cos(2t), cost /2 — cos(2t), sm(2t)) ,

_ 1 1 3v3 . V3
B(t) = 5= Teos) (—5 cost, — Tsmt, 7\/2 - cos(2t)) .
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2

(a) (b) (©)

Sekil 7.12: a = § ve b = ¥ igin @, egrisinin tegetler gostergesi(a), @, p egrisinin asli normaller

gostergesi(b) ve @, egrisinin binormaller gdstergesi(c)
Ornek 7.7 a =4, b =3 ve ¢ = 1 degerleri icin, Q4 T-konik egrisinin denklemi
a(t) = (4cost,3sint,t)

dir. @, egrisinin grafigi sekil 7.13 de gosterilmektedir.

Sekil 7.13: a =4, b =3 and ¢ = 1 degerleri i¢in &, T-konik egrisi

Sirasiyla, @, egrisinin T tegetler gostergesi, N normaller gostergesi ve B

binormaller gostergesinin denklemi

1 .
T(t) = \/m (—4\/§smt,3\/§cost, \/§> ,

1
N(t) = /313 + Tcos(2t)\/27 — T cos(2t)

1
B(t) = (3\/§sint, 42 cost, 12\/5) .
/313 + 7 cos(2t)

(80 cost, 102sint, 7sin(2t)),

dir ve T tegetler gostergesi Sekil 7.14(a) da, N normaller gostergesi Sekil 7.14(b)
de, B binormaller gostergesi Sekil 7.14(c) de gosterilmektedir.
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(a) (b) (c)

Sekil 7.14: @ = 4, b = 3 and ¢ = 1 degerleri igin &, egrisinin tegetler gostergesi(a), b

egrisinin normaller gostergesi(b) ve &, egrisinin binormaller gdstergesi(c)

Ornek 7.8 a = b =3 ve ¢ = 1 degerleri icin, Qg T-konik egrisinin denklemi
a(t) = (3cost, 3sint,t)

dir. @, egrisinin grafigi sekil 7.15 de gosterilmektedir.

Sekil 7.15: a = b =3 and ¢ = 1 degerleri icin &, T-konik egrisi

Sirasiyla, ., egrisinin T tegetler gostergesi, N normaller gostergesi ve B

binormaller gostergesinin denklemi

1
T(t) = o (—3sint, 3cost, 1),

N(t) = (—cost,—sint,0),
1
B(t) = — (sint, — cost, 3) .

V10
dir ve T tegetler gostergesi Sekil 7.16(a) da, N normaller gostergesi Sekil 7.16(b)
de, B binormaller gostergesi Sekil 7.16(c) de gosterilmektedir.
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(a) (b) (©)

Sekil 7.16: a = b =3 and ¢ = 1 degerleri i¢in &, ; egrisinin tegetler gostergesi(a), ay,, egrisinin

normaller gostergesi(b) ve &g p egrisinin binormaller gostergesi(c)
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