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OZET

Bu tez dort boliimden olusmaktadir.
Birinci boliim giris kismindan olusmaktadir

Ikinci boliimde Oklid uzayinda egriler teorisiyle ilgili temel tamim ve kavramlara yer

verilmistir.

Ucgiincii  boliimde 3-boyutlu Oklid uzayinda Frenet catisina gére Mannheim
egrilerinin ve Mannheim egri ¢iftlerinin tanimlar1 verilip, bu tip egrilerin egrilik ve
torsiyonlar1 yardimiyla ¢esitli karakterizasyonlarina yer verilmistir. Ayrica bazi 6zel

egrilerin Mannheim egri ve Mannheim egri ¢ifti olmasi durumlari incelenmistir.

Dérdiincii boliimde 4-boyutlu Oklid uzayinda Frenet gatisina gére genellestirilmis
Mannheim egrilerinin ve Mannheim egri ¢iftlerinin tanimlar1 verilip,  egrilik

fonksiyonlar1 yardimiyla bu tip egrilerin ¢esitli karakterizasyonlarina yer verilmistir.
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SIMGELER VE KISALTMALAR

IR : Reel Sayilar Ciimlesi

E" : n-boyutlu Oklid uzay1
E? : 3-boyutlu Oklid uzay1
E* : 4-boyutlu Oklid uzay1

Il : Oklid uzaymda norm

(,) : Oklid uzayinda i¢ carpim

X : Oklid uzayinda vektorel ¢arpim
K : Egrinin egriligi

T : Egrinin burulmasi
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1. GIRIS

Diferensiyel geometride, en ¢ok calisilan konulardan biri de egriler teorisidir.
Egriler teorisinde 6zellikle geodezikler, ¢gemberler, genel helisler, slant helisler ve
rektifiyan egriler gibi 6zel egriler calisilmaktadir. Oklid uzayinda en ¢ok arastirilan
problemlerden biri de regiiler bir egrinin karakterizasyonudur. Bu problemin

¢Oziimiinde «k (egrinin egriligi) ve t (egrinin burulmasi) nun énemli bir roli vardir.

Egrilerin egrilikleri ve torsiyonlari1 arasindaki iligkilerden faydalanarak bazi
ozel egriler belirlenebilir. Ornegin; k =t =0 ise egri bir geodeziktir. Eger
K sifirdan farkli bir sabit ve 7 = 0 ise egri bir cemberdir. Egrilik ve torsiyonun her
ikisi de sifirdan farkli sabit ise egri bir dairesel helistir. Eger k ve 7 egrilikleri sabit
degil fakat - =sbtise efri bir genel helistir. Eger ~ = as + b seklinde sabitten
farkli ve yay parametresine bagli lineer bir fonksiyon seklinde yazilabiliyorsa egri bir
rektifiyan egridir. Ayrica egriligi sabit ve torsiyonu degisken olan egriye Salkowski,
egriligi degisken ve torsiyonu sabit olan egriye ise anti-Salkowski egri ad1 verilir. Bu
sekilde 3- boyutlu Oklid uzayinda egrilik ve burulma fonksiyonlar1 yardimiyla bazi
0zel egrilerin karakterizasyonlart mevcuttur.

Egriler teorisinde bir baska yaklasim da iki egrinin Frenet vektorleri
arasindaki iliskiyi ele alarak egrilerin karakterizasyonlarimi belirlemektir. Ornegin I
egrisinin asli normal dogrultusu /7 egrisinin asli normal dogrultusu ile ¢akisir ise /7~
egrisine Bertrand egri, /7 egrisine ise [/ egrisinin Bertrand egri ¢ifti denir. Eger iki
egrinin tegetleri birbirine dik ise bu egrilere involute-evolute egri ¢ifti ad1 verilir.
Eger 7" egrisinin asli normal dogrultusu /7 egrisinin binormal dogrultusu ile ¢akigir
ise /" egrisine Mannheim egri, /; egrisine de / egrisinin Mannheim egri ¢ifti adi
verilir. Bu calisma, egri ¢iftlerinin bir ¢esidi olan Mannheim egrileri ve ¢iftleriyle

ilgilidir.

Mannheim egrileri ilk olarak 1878 yilinda Mannheim tarafindan bulunmustur
[1]. 1966 yilinda 3-boyutlu Oklid uzayinda Riccati denklemleri yardimiyla
Mannheim egrileri ile ilgili olarak bazi teoremler verildi [2]. Son yillarda Liu ve

Wang tarafindan 3-boyutlu Oklid uzaymnda Mannheim egri ciftleri ve bu egri



ciftleriyle ilgili bagintilar ¢alisildi [3]. Daha sonraki yillarda ise Matsuda ve Yorozu
tarafindan Mannheim egrileri 4-boyutlu Oklid uzayma genellestirildi [4].

Bu ¢alismada ilk olarak [1] ve [3] nolu ¢alismalarda yer alan 3 boyutlu Oklid
uzayindaki Mannheim egrilerinin ve Mannheim egri ciftlerinin karakterizasyonlar1
verilecek ve bazi ozel egrilerin Mannheim egrisi ve Mannheim egri ¢ifti olmasi
durumlar1 incelenecektir. Daha sonra [4] nolu ¢alismada yer alan 4-boyutlu Oklid
uzaymndaki Genellestirilmis Mannheim egrilerinin  karakterizasyonlarina yer

verilecektir.



2. TEMEL TANIM VE KAVRAMLAR
Bu boliimde egriler teorisi ile ilgili temel tanim ve kavramlara yer verilecektir.
2.1. OKLID UZAYINDA TEMEL TANIM VE KAVRAMLAR

Bu alt baghkta, Oklid uzayinda egriler teorisi ile ilgili baz1 temel tamm ve

kavramlara yer verilecektir.

Tamm 2.1.1. A4 bos olmayan bir climle ve bir K cismi iizerindeki vektor uzay1 V
olsun. Asagidaki dnermeleri dogrulayan bir f: A X A = V fonksiyonu varsa, 4 ya V'

ile birlestirilmis afin uzay denir.

i.VP,QREA icinf(P,Q)+ f(Q,R) = f(P,R)
il.VP € Ave a € Vigin f(P,Q) = a olacak sekilde bir tek Q € A noktas1 vardir [5].

Tamm 2.1.2. A4 bir reel afin uzay ve V ise 4 ile birlesen bir vektor uzay olsun. V de;
<,>:VXV - IR

xX; = (X9, X2, ) Xp)

x,Y) =< x,y>=Y" x; {
*x.7) Y iz X1 Vi = V1, Y25 s V)

seklinde bir i¢c carpim tanimlamirsa, 4 afin uzayma Oklid uzay:r denir.
A = IR™ (noktalar ciimlesi) ve VV = IR"™(n — boyutlu standart reel vektor uzay1)

olarak secilirse, 4 standart reel Oklid Uzay1 adin1 alir ve E™ ile gésterilir [5].
Tamm 2.1.3.

d: E"xE™ - IR

(y) - dxy) =Xyl =

olarak tanimlanan d fonksiyonuna E™ Oklid uzayinda uzaklik fonksiyonu ve



d(x,y) reel sayisma da x,y € E" noktalar1 arasindaki uzaklik denir [5].
Tamm 2.1.4.
d:E"xXE"— IR
(,y) = d(x,y) =[xyl
bi¢iminde tanimlanan d fonksiyonuna E™ de Oklid metrigi denir [5].

Tamm 2.1.5. n-boyutlu Oklid uzayinda ¥ € E™ igin x vektdriiniin normu

IX]] = /< x,x >
bigiminde tanimlanir [5].

Tanmmm 2.1.6. [ € IR bir agik aralik olmak tizere (I, @) koordinat komsulugu ile
tanimlanan a : I - E™ diferensiyellenebilen fonksiyona E™ de bir egri adi1 verilir.
Burada I € IR araligina a egrisinin parametre araligi, s € [ degiskenine a egrisinin

parametresi denir [5].

Tamim 2.1.7. E™ de bir M egrisi (I, @) ve (J,f) gibi iki koordinat komsulugu ile

verilsin.
h=alop:J -1

diferensiyellenebilir fonksiyonuna M nin bir parametre degisimi (M nin [ daki

parametresinin J deki parametre ile degisimi) denir [5].

Tanim 2.1.8. E™ de bir M egrisi (I, «) koordinat komsulugu ile verilsin. a : [ - E™

fonksiyonunun Oklid koordinat fonksiyonlar1 a;, a5, ..., a, olmak iizere

s (G day,
a'(s) = (E"“'E)

dir.
(a(s), a' (s))eTEn (s)



teget vektoriine M egrisinin s € I parametre degerine karsilik gelen a(s) noktasinda

(1, @) koordinat komsuluguna gore hiz vektorii denir [5].
Tamm 2.1.9. E" de bir M egrisi (I , a) koordinat komsulugu ile verilsin.

lla’||: I — IR fonksiyonuna M egrisinin (I, @) koordinat komsuluguna gore skaler hiz

fonksiyonu ve ||a’(s)]|| reel sayisina da a(s) noktasindaki skaler hiz1 denir [5].

Tanim 2.1.10.Eger ||a’(s)|| = 1 ise M egrisine (I, a) koordinat komsuluguna gére

birim hizli egri, s € I parametresine de yay parametresi denir [5].
Tamm 2.1.11. Her noktasindaki hiz vektorii sifirdan farkli olan egriye
(vani Vs € I igin @'(s) # 0 ) regiiler egri denir [5].

Tamm 2.1.12. E" de bir M egrisi (I, a) koordinat komsulugu ile verilsin. Bu

durumda, ¥ = {a’,a", ..., a™"} sistemi lineer bagimsiz ve Va® € Sp{¥},k > r i¢in;

olmak iizere, a® € Sp{¥} den elde edilen {e,,e,, ..., e,} ortonormal sistemine, M
egrisinin Serret-Frenet r-ayakli alani ve s € M igin {e;(s), €;(5), ..., e-(s)} ye ise s €

M noktasindaki Serret-Frenet r-ayaklisi denir [5].

Tamm 2.1.13. E™ de bir M egrisi (I, @) koordinat komsulugu ile verilsin. sel yay
parametresi olmak uizere a(s) noktasindaki Serret-Frenet ~ r-ayaklisi

{e1(s),e5(5), ..., e-(s)} olsun. Buna gore
ki:I->1IR, 1<i<r
5= ki(s) =< €;'(s), e141(s) >

seklinde tanimli k; fonksiyonuna M egrisinin i-yinci egrilik fonksiyonu ve sel igin

k;(s) sayisia da a(s) noktasinda M 'nin i-yinci egriligi denir [5].

Teorem 2.1.1. E" de bir M egrisi (I, a) koordinat komsulugu ile verilsin. sel yay
parametresi olmak tizere, a(s) noktasindaki AM’nin i-yinci egriligi ve Frenet r-

ayaklisi {e,(s), e;(5), ..., e,(s)} olmak iizere



i. e1(s) = ki(s) ex(s)
ii. /() = —ki_1(s)ei_1(s) + ki(s)ejz1(s), I<i<r
iii. e;(s) = —ky_1(5) ey_1(5)

dir. n = 3 6zel halinde, 3-boyutlu Oklid uzayinda a(s) noktasinda bir M egrisinin

Frenet 3-ayakli alani,

B=TXN .

Burada 1-inci egrilik k1 (s) = x(s) degerine sadece egrilik, 2-nci egrilik
k,(s) = 7(s) degerine de burulma (torsiyon) denir. 7, N ve B vektorlerine de,
strastyla egrinin teget vektor alani, asli normal vektor alant ve binormal vektor alant
denir. Frenet vektorleri ile tiirevleri arasindaki iligki matris formunda asagidaki gibi

verilebilir [5].

T' 0 k O1[T
N|=|-«x 0 <||N
B’ 0 -t O0lLB

Tanim 2.1.14. Bir egrinin teget vektorii sabit bir dogrultu ile sabit a¢1 yaparsa bu

egriye helis egrisi ad1 verilir. E> de bir egrinin genel helis olmasi igin gerek ve yeter
sart egrinin burulmasi ve egriligi orani (%) nin sifirdan farkli bir sabite esit olmasidir

[6].

Tamm 2.1.15. E® de bir egrinin rektifiyan egri olmasi icin gerek ve yeter sart
egriligi x>0 ve (i) oraninin yay parametresine bagli sabit olmayan lineer

fonksiyona esit olmasidir [6].



Tammm 2.1.16. Bir egrinin egriligi sabit ve torsiyonu sabit degilse bu egriye

Salkowski egri denir [7].

Tamm 2.1.17. Bir egrinin egriligi sabit degilse ve torsiyonu sabitse bu egriye anti-

Salkowski egri denir [8].



3. 3-BOYUTLU OKLIiD UZAYINDA MANNHEIM EGRILERi VE
MANNHEIM EGRI CiFTLERI

Tamm 3.1. E°, standart i¢ garpim <> ile tammli 3-boyutlu Oklidyen uzay:
olsun. /" ve I3 uzaysal egrilerinin karsilikli noktalarinda, 7 egrisinin asli normal
dogrultusu ile 73 egrisinin binormal dogrultusu cakistyorsa /7 egrisine bir Mannheim
egri, I3 egrisine ise I egrisinin Mannheim egri ¢ifti ad1 verilir. {7, 77} ikilisine de

Mannheim ¢ifti ad1 verilir [3].

I:x(s), s yay parametresine bagli bir Mannheim egri olsun. 7": x(s)
egrisinin Frenet catis1 {T'(s), N(s),B(s)} olmak iizere burada T(s) teget vektor
alani, N(s) normal vektor alani, B(s) binormal vektor alanidir. 7°: x(s), Mannheim

egrisinin egrilik fonksiyonu «(s), burulma fonsiyonu t(s) dir [3].

I7 : x1(s1), s; yay parametresine bagli 7~ Mannheim egrisinin ¢ifti
olsun. 77 : x,(s;), egrisinin Frenet ¢atis1 {T;(s;), N;(s1), B1(s1)} seklinde verilsin.
Burada T,(s;) teget vektor alani, N;(s;) normal vektor alani, B;(s;) binormal
vektor alamidir. 773 : x;(s;), Mannheim egri ¢iftinin egrilik fonksiyonu ;(s;),

burulma fonsiyonu t,(s;) dir [3].
3.1.3-BOYUTLU OKLID UZAYINDA MANNHEIM EGRILERI

Bu alt baslikta ilk olarak 1878 yilinda Mannheim tarafindan bulunan ve bir
cok diferensiyel geometri kitabinda ispatt olan Mannheim egrisinin
karakterizasyonuna yer verilecek [1, 9, 10, 11, 12] ve baz1 6zel egrilerin Mannheim

egrisi olmas1 durumlar1 incelenecektir.

Teorem 3.1.1. Oklid uzaymnda bir egrinin Mannheim egrisi olmas! icin gerek ve

yeter sart A sifirdan farkli sabit olmak {izere egrinin egriligi ¥ ve torsiyonu T nun
k= A(x2 + 12) 3.1

denklemini saglamasidir [1].



Ispat. x(s) egrisi Mannheim egri, x; (s) egrisi Mannheim egri ¢ifti olsun. Tanim 3.1.

den x,(s) egrisi
x,(s) = x(s) + A(s)N(s) (3.2)
olarak yazilabilir.

(3.2) denkleminin tiirevi alinip Frenet denklemleri kullanilirsa

dx,(s) _
ds

(1 — A(s) K(S))T(s) + A'(s)N(s) + A(s)t(s)B(s) (3.3)

elde edilir. (3.3) denkleminin her iki tarafi N(s) vektori ile i¢ ¢arpilirsa

dx;(s)
< ds '

N(s) >=21(s)

elde edilir. N ile B; aynmi dogrultuda oldugundan A'(s) = 0 elde edilir. Bu ise A nin

stfirdan farkli sabit oldugu anlamina gelir. Bu durumda (3.3) denklemi

dx; (s) _
ds

(1 — Ax(s))T(s) + 2z(s)B(s)
seklinde yeniden yazilabilir. Buradan

_dxy ds
17 ds ds,

d
= (1= 2)T() + 20 (BES)) 7 (3.4)

yazilabilir. (3.4) denkleminin s;’e gore tiirevi almip ve Frenet denklemleri

kullanilirsa,
dT, d
Ml (=K T () + (5) = ()’ = A(2())”) Ns)
dZ
+ ((1 — Ax(s))T(s) + AT(S)B(S)) dslsz



(3.5) denkleminin her iki tarafinin N(s) vektorii ile i¢ ¢arpimi alinirsa,

dT; ds

ds
—— ,N(s) >=< (k= K*A—122)N(s)— ,N(s) >=0
ds ds; ds;

k= A + 12)
elde edilir.
3.1.1. 3-Boyutlu Oklid Uzayinda Mannheim Egrilerine Ornekler

Mannheim egrilerinin parametrik bir ifadesi yoktur fakat [4] nolu c¢alismada

Eisenhart’s kitabinda yer alan

-a f h(u) sinu du-

x(u) = ajh(u)cosudu ,ueUcCIR

_af h(u) g(u) du_

parametrik ifadesiyle verilen egrinin a pozitif sabit olmak iizere g :U — IR diizgiin

fonksiyonlar1 ve

h:U-> IR

(14 (9a)" + (6a)*} +{1+ (9@)?} 5w + gaw)y?
{1 + (g(u))z}s/z {1 N (g(u))z N (g(u))Z}S/Z

h(u) =

fonksiyonu i¢in bir Mannheim egri oldugu gosterilmistir. Burada u ya gore tiirev
() olarak gosterilmistir. C egrisinin her bir x(u) noktasinda egrinin egrilik

fonksiyonu k ve torsiyonu 7 asagidaki esitligi saglarlar [9].

k(w) = a{(ic(u))z +(z (u))z}

Ornek 3.1.1.1. Eger g(u) = c(sabit) ise h(u) = 1 olarak bulunur. Bu da C egrisinin

dairesel helis oldugunu gosterir [4].

10



Ornek 3.1.1.2. Eger g(u) = tanu, (—g <u< %) ise

(5 + 3cos?u) cosu

h(w) = (1 + cos?u)>/2

olarak bulunur. C egrisi ise

" [ (5 + 3cos?u) cosusinu
(1 + cos?u)s/2
=] « (5 + 3cos?u)cos?u "
(1 + cos?u)>/2
(5 + 3cos?u) sinu

(1 + cos?u)>/2

du

u

olarak elde edilir [4].
Ornek 3.1.1.3. Eger g(u) = sinhu ise

(1 + cosh?u)

h(w) = cosh?u

olarak bulunur. C egrisi ise

[ a [ (1+ cosh?u)sinu
V2 cosh?u ¢
(@) = if (1 + cosh?u) cosu "
V2 cosh?u
a ( (1+ cosh?u)sinhu
V2 cosh?u ¢

olarak elde edilir [4].
3.1.2. 3-Boyutlu Oklid Uzayinda Baz1 Ozel Egriler ve Mannheim Egrileri

Bu alt baglikta bazi 6zel egrilerin Mannheim egrisi olmast durumlar1 incelenerek

egrilerin egrilikleri ve torsiyonlar1 karakterize edilecektir.

Onerme 3.1.2.1. Eger x Mannheim egrisi bir genel helis ise o zaman x bir dairesel

helistir ve egriligi, torsiyonu
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1

S TCR
_ C
S TEEr)

olarak elde edilir.

Ispat. x egrisi bir genel helis olsun. Bu durumda x in egriligi x ve torsiyonu T olmak

uzere Tanim 2.1.14. den

=c (3.6)

x|l =

esitligini saglar. (3.6) denklemi

T=CK (3.7)

seklinde yazilabilir. x egrisi ayn1 zamanda bir Mannheim egrisi de oldugundan (3.1)

denklemini saglar. (3.7) denklemi (3.1) denkleminde yerine yazilip diizenlenirse

1
=1+
_ C
S TEEwr)

olarak bulunur. x ve t sabit oldugundan x bir dairesel helis olur.

Onerme 3.1.2.2. Eger x Mannheim egrisi bir rektifiyan egri ise o zaman x in egriligi

ve torsiyonu

1
T2+ (as + b)?)
as+b
T

~2(1 + (as + b)?)
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olarak elde edilir.

Ispat. x egrisinin bir rektifiyan egri oldugunu kabul edelim. Bu durumda Tanim

2.1.15. den

=as+b (3.8)

esitligi vardir. (3.8) esitligi
7 = x(as + b) (3.9)
olarak diizenlenip (3.1) denkleminde yerine yazilirsa

1
~2(1 + (as + b)?)

K

olarak elde edilir. (3.9) dan

_ as+b
~ A(1 + (as + b)?)

T

olarak bulunur.
Onerme 3.1.2.3. Mannheim Salkowski egrisi yoktur.

Ispat. Kabul edelim ki x egrisi bir Salkowski egrisi olsun. Bu durumda Tanim

2.1.16. geregince
K=sht=c, T =1(5) (3.10)

dir. (3.10) ve (3.1) birlikte ele alinirsa x in torsiyonu sabit olarak bulunur. Bu ise bir

celigkidir.
Onerme 3.1.2.4. Mannheim anti-Salkowski egrisi yoktur.

Ispat. Kabul edelim ki x egrisi bir anti-Salkowski egrisi olsun. Bu durumda Tanim

2.1.17. geregince

13



k= «k(s),T=sbt=c (3.11)

dir. (3.11) ve (3.1) denklemleri birlikte ele alinirsa x in egrilik fonksiyonu sabit

olarak bulunur. Bu ise bir ¢eligkidir.

Uyan 3.1.2.1. x egrisi bir Mannheim egri ise x in egrilik fonksiyonlarinin ya her ikisi
sabittir ya da her ikisi degiskendir. Aksi takdirde Onerme 3.1.2.3. ve Onerme
3.1.2.4. de goriildigli gibi birinin sabit digerinin degisken olmasi durumunda

Mannheim egrisi yoktur.
3.2.3-BOYUTLU OKLID UZAYINDA MANNHEIM EGRI CIFTLERI

Bu alt baglikta [3] nolu ¢alismada Huili Liu ve Fan Wang tarafindan verilen
Mannheim egri ¢iftlerinin karakterizasyonlarina yer verilecektir. Ayrica baz1 6zel

egrilerin Mannheim egri ¢ifti olmasi1 durumlari incelenecektir.
Teorem 3.2.1. 7": x(s), s yay parametresine bagli bir Mannheim egri olsun.

I7 : x;(s;) egrisinin [ egrisinin Mannheim ¢ifti olmasi i¢in gerek ve yeter sart
sifirdan farkli herhangi bir A reel sabiti i¢in /7 egrisinin egriligi x; ve torsiyonu 74

fonksiyonlarinin

. dty
T =—"=
ds,

% (1 + 21,2 (3.12)
denklemini saglamasidir [3].
Ispat. ": x(s) bir Mannheim egrisi olsun. Tanim 3.1. den x(s;) egrisi

x(81) = x1(51) + A(s1)B; (51) (3.13)

olarak yazilabilir.

(3.13) iin s;’e gore tiirevi alinir ve Frenet formiilleri kullanilirsa,

ds .
T_ = Tl - ATlNl + /1B1 (3.14)
ds,
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elde edilir. (3.14) denkleminin her iki tarafi B; vektorii ile i¢ ¢arpilirsa,

ds
(T —

'Bl) =< Tl - /’1.T1N1 + iBl, Bl > = A
ds;

elde edilir. N ile B; aym dogrultuda oldugu i¢in A = 0 olarak bulunur. Bu ise A nin

stfirdan farkli sabit oldugu anlamina gelir.
Buradan (3.14) denklemi

ds
Td_51 == Tl _/’11-1N1 (3.15)
olarak diizenlenebilir. Tanim 3.1. den x(s) egrisinin asli normal dogrultusu N(s) ile
x1(s;) egrisinin binormal dogrultusu B, (s;) cakistigindan, x(s) egrisinin Sp{T, B}

diizlemi ile x;(s;) egrisinin Sp{T;, N;} dizlemleri de ¢akisir. Bu yiizden
T =cosOT; +sinf N; (3.16)

seklinde yazilabilir. Burada 8, /" ve /7 egrilerinin karsilik gelen noktalarindaki T ve

T, teget vektorleri arasindaki agidir. (3.16) denkleminin s; 'e gore tiirevi alinirsa

ds L . _
KN o= —(xk1 4+ 0)sin@T, + (& +6) cos@ Ny + 7, sin6 By (3.17)
1

elde edilir. N ile B, ayni dogrultuda oldugu i¢in (3.17) denkleminden

ds
(kN —

d51,T1) = _(Kl + 9) Sln9 )

ds .
(kN —,N;) = (k; + 6) cos 6
ds,

Ve

{(Kl +6)sinf =0
(k,+6)cos@ =0
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elde edilir. Buradan
0 =—i (3.18)

bulunur. (3.16) denklemi (3.15) te yerine yazilirsa,

ds ] ds
T, (cos@d—Sl— 1) + N, <51n9d—51+/111> =0

elde edilir.

T; ve N; lineer bagimsiz oldugu i¢in

ds
cosd——-1=0 ,

ds;
6L 2, =0
sin fiE, 7,=0,
da 1  An
ds; cos@®  sinf °
Buradan
Aty = —tané (3.19)
bulunur.

(3.19) esitliginin tiirevi alinp (3.18) kullanilirsa,
K
7.:1 = 71(1 + AZTIZ)
elde edilir.

Tersine /3 egrisinin egriligi x; ve torsiyonu 7, sifirdan farkli herhangi bir A degeri

igin

K
7':1 = 71(1 + Azflz)
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denklemini saglasin. Bu durumda (3.13) denklemi ile verilen /7 egrisinin bir

Mannheim egri ve /3 egrisinin de /” nin Mannheim egri ¢ifti oldugu gosterilecektir.

(3.13) denkleminin s; e gore iki kez tlirevi alinirsa sirasiyla

ds
Td_81 = Tl _/17_-1N1 ,

ds \> d?s _ 5
kN (E) + Tp = Ayt Ty + (K1 - /1T1)N1 — At1°By
1 1

denklemleri elde edilir.

(3.20) denkleminin (3.21) denklemi ile vektdrel ¢arpimi yapilirsa,

ds\’
1

elde edilir. x; — AT; = —A%7,%K;  esitligi (3.22) de kullanilirsa,
ds\?
KB (E) = /12‘[13’111 + /1‘[12N1
1

elde edilir.

(3.23) denkleminin (3.20) denklemi ile vektdrel ¢carpimi yapilirsa,
ds\*
KN (—) = _a1,2(1 + 221,%)B,
ds,

elde edilir.

(3.20)

(3.21)

(3.22)

(3.23)

Bu ise 7": x(s) egrisinin asli normal dogrultusu N ile 77 : x;(s;) egrisinin binormal

dogrultusunun B; ayni dogrultuda oldugu anlamina gelir. Boylece 7/ : x(s) egrisi bir

Mannheim egri ve 77 : x;(s;) egrisi de bir Mannheim egri ¢ifti olur.

Uyari 3.2.1. Aty = u doniisiimii ile (3.12) esitligi
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du

To2= K ds, (3.24)

olarak elde edilir. (3.24) esitliginin her iki tarafi integre edilirse,

du
J.l_l_uz:f’(ldsll

arctanu = <f Kds, + c0>

elde edilir. Buradan

1
Ty = ztan (f K ds, + Co)

olarak bulunur [3].

Her bir Mannheim egrisi i¢in, bir tek Mannheim egri ¢ifti vardir.

Onerme 3.2.1. ": x(s), s yay parametresine bagl bir Mannheim egri ve

I7 : x,(s;) egrisi s; yay parametresine bagli bir Mannheim egri ¢ifti olsun. Eger
I: x(s) bir genel helis ise 0 zaman 77 : x;(s;) bir dogrudur [3].

Ispat. T,N,B x(s) egrisinin teget, aslinormal ve binormal vektdr alanlari olsun.
Tanim 2.1.14. ten x(s) egrisinin teget vektorii T, sabit birim bir dogrultu p ile sabit

ac1 yapar. Yani
(T,p) =cosHO (3.25)
yazilabilir. (3.25) denkleminin tiirevi alinirsa,
(N,p) =0 (3.26)

elde edilir. Tanim 3.1. den, herhangi bir sabit p vektorii i¢in (3.26) denklemi
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(By,p) =0 (3.27)

seklinde yazilabilir. (3.27) denkleminden p sabit vektoriinin B; vektoriine dik
oldugu goriilmektedir. Bu yiizden p sabit vektorii T; ve N; vektorlerinin gerdigi

diizlemde yatmaktadir. Bu durumda p sabit vektorti,
p =coséT, +siné N, (3.28)

seklinde yazilabilir. (3.28) denkleminin bir kez tiirevi alinir ve Frenet vektorleri

kullanilirsa
0 =—siné (x; + &NTy + cosé (kg + E)N; + (sinéty)B, (3.29)

elde edilir. (3.29) denkleminde T;, N;, B; vektor alanlar1 lineer bagimsiz oldugu i¢in

cosé(k; +€&)=0 , (3.30)
siné (ki +&) =0 , (3.31)
sinét; =0 (3.32)

elde edilir. (3.30) ve (3.31) denkleminden

K +E =0, x=- (3.33)

dir. Diger taraftan (3.32) denkleminden sin ¢ = 0 veya t; = 0 elde edilir.

Eger siné = 0 ise { = mk =sbt tir. Bu ise (3.33) den x; = 0 oldugu anlamina gelir
ve I3 egrisi bir dogru olur. Eger 7; = 0 ise (3.12) denkleminden x; = 0 bulunur ve

I egrisi bir dogru olur.

ise sifirdan farkli herhangi c; ve c, sabitleri i¢in x(s) egrisinin egriligi ve burulmasi

arasindaki bagint1 agagidaki sekilde verilebilir.
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¢, = C, = 1 olursa
1 2

elde edilir [3].

Ispat. T,N,B x(s) egrisinin tanjant, aslinormal ve binormal vektdr alanlari olsun.

Tanim 2.1.14. den
<T;,p>=cosu (3.34)
yazilabilir. (3.34) denkleminin tiirevi alinirsa,
< N;,p>=0 (3.35)

bulunur. (3.35) denkleminden p sabit vektoriiniin N; vektoriine dik oldugu
goriilmektedir. Bu yiizden p sabit vektorii T; ve B; vektorlerinin gerdigi diizlemde

yatmaktadir. Bu ifadeden p sabit vektort,
p =T, cosu+ B;sinu (3.36)
seklinde yazilabilir. (3.36) denkleminin her iki tarafi B; vektorii ile i¢ ¢arpilirsa,
< B;,p>=sinu (3.37)
elde edilir. Tanim 3.1. den
< B;,p>=<N,p >=sinu (3.38)
olur. 6, gibi sabit bir ag1 i¢in (3.38) denklemi

< N,p >=cos0, (3.39)
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seklinde yazilabilir. Onerme 3.2.1. den biliyoruz ki x(s) bir helis ise x;(s;) bir
dogrudur. Diger taraftan x;(s;) bir dogru degilse x(s) bir helis degildir. x(s) dogru
secilmedigi i¢in helis secildigi i¢in cos 8, # 0 ve ’E( # sbt dir. (3.39) denkleminin s

ye gore iki kez tlirevi alinirsa
—«(T,p)+t(B,p) =0 , (3.40)
—(T,p) +T(B,p) = (x* + %) cos b, (3.41)

denklemleri elde edilir. (3.1) denklemi ve (3.40) denklemleri (3.41) denkleminde

yerine yazilirsa,

T
<T,p)=MTZi/K)cos90 ) (3.42)
S
1
(B,p) = NI 6, (3.43)
A ds

bulunur. (3.42) ve (3.43) denklemlerinin tiirevi alinirsa,

N

_1\1 _—K(@)Z/ , (3.44)
S
ctgs
r= @ (3.45)
S

elde edilir. (3.44) ve (3.45) denklemlerinden T ve x oranlanirsa
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d?(z/ %)
T_ ds® (3.46)
K (d(r/x)) d’(r/0)

ds K ds?

elde edilir.

(3.46) denkleminde 7/x = y(s) ifadesi yerine yazilirsa,

2

=0

a+y) 22y (D)

ds? 7 \ds

elde edilir. Bu diferensiyel denklem bagimsiz degisken icermeyen ikinci mertebeden

lineer olmayan bir diferensiyel denklemdir. y' = p doniisiimii yapilirsa,

= = dy (3.47)

elde edilir. (3.47) denkleminin her iki tarafi integre edilirse,

[~
p 1+ y? Y

olup

In(p/c) =In\/1+ y? (3.48)

elde edilir. (3.48) denkleminden

dy

i+

= 1ds (3.49)

degiskenlerine ayrilabilir diferensiyel denklemi elde edilir. (3.49) denkleminin her iki

tarafi integre edilirse,
sinh 'y =¢;s + ¢, (3.50)
elde edilir. (3.50) denkleminden
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y(s) = (o
y(s) = C_Zecls — ie_ €18
2 2¢,
olarak bulunur.

3.2.1. 3-Boyutlu Oklid Uzayinda Bazi1 Ozel Egriler ve Mannheim Egri Ciftleri

Bu alt baglikta baz1 6zel egrilerin Mannheim egri ¢ifti olmasi durumlar incelenerek

egrilerin egrilikleri ve torsiyonlar1 karakterize edilecektir.

Onerme 3.2.1.1. x; Mannheim egri cifti bir genel helis ise egrilik ve torsiyonlar1

51
eAic
Kl = ]
251
—eAcA2c2 +d
S1
ceic
Tl ==

251
—eAcA2c2+d
olarak elde edilir. Burada c, d integral sabitleridir.

Ispat. x; egrisi bir genel helis olsun. Bu durumda x; in egriligi x; ve torsiyonu T,

olmak tizere Tanim 2.1.14. den

T
P c (3.51)
esitligini saglar. (3.51) denklemi
Tl = CKl (3.52)

seklinde yazilabilir. x; egrisi ayn1 zamanda bir Mannheim egrisi ¢ifti de oldugundan

(3.12) denklemini saglar. (3.52) esitligi (3.12) denkleminde yerine yazilirsa
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. Ky 3
K =—+ Acky
cA

diferensiyel denklemi elde edilir. Bu diferensiyel denklem bir Bernoulli diferensiyel

denklemidir. z = x; 2 degisken degistirmesi yapilirsa

2 g
VA AC_ C

lineer diferensiyel denklemi elde edilir. Bu diferensiyel denklem ¢6ziiliirse

bulunur. (3.52) denkleminden

ceic

T1:

254
—eAc A2¢2 +d
elde edilir.

Onerme 3.2.1.2. x; Mannheim egri cifti bir rektifiyan egri ise egrilik ve torsiyonlari

1
Kl = )
d
—A%(as; +b )% + >
(as; + b )(E_Z)
(as; +b)
Tl =

d
(as; +b )(/12_a_2)

\/—Az(asl +b)%+

olarak elde edilir. Burada d integral sabitidir.

Ispat. x; egrisi bir rektifiyan egri olsun. Bu durumda x; in egriligi x; ve torsiyonu

7, olmak {izere Tanim 2.1.15. den
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T _
o as; +b (3.53)

esitligini saglar. (3.53) denklemi
T, = k1(as; +b) (3.54)

seklinde yazilabilir. x; egrisi ayn1 zamanda bir Mannheim egri ¢ifti de oldugundan

(3.12) denklemini saglar. (3.54) esitligi (3.12) denkleminde yerine yazilirsa

) 1 a
Kl_Kl(xl(a51+b)_(a51+b)

) + Alas; + b))y 3

diferensiyel denklemi elde edilir. Bu diferensiyel denklem bir Bernoulli diferensiyel

denklemidir. z = x; =2 degisken degistirmesi yapilirsa

. 2 2a
£t (A(asl +b)_ (as; +b)>Z = —2A(as, +b)

lineer diferensiyel denklemi elde edilir. Bu diferensiyel denklem ¢oziiliirse

1

\/—/’lz(asl +b)?+

K]_:

d
(as; +b )(%_2)

bulunur. (3.54) denkleminden

(as;+b)

\/—Az(asl +b)?+

T1 =

d
(as; +b )(/12_a_2)

elde edilir.

Onerme 3.2.1.3. x; Mannheim egri cifti bir Salkowski egri ise burulma fonksiyonu

tan (cs1 + %)
A

T]_:
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olarak elde edilir. Burada c, d integral sabitleridir.

Ispat. x; egrisi bir Salkowski egrisi olsun. Bu durumda x; in egriligi x; ve

torsiyonu 7, olmak iizere Tanim 2.1.16. dan
Ky =c ve 1, =1,(5;) (3.55)

esitligini saglar. x; egrisi aynt zamanda bir Mannheim egri ¢ifti de oldugundan

(3.12) denklemini saglar. (3.55) esitligi (3.12) denklemleri birlikte ele alinirsa

Cc

) + cAt,?

T'1=

diferensiyel denklemi elde edilmis olur. Bu diferensiyel denklemde degiskenlerine

ayirma metodu uygulanirsa

tan (051 + %)
Ty, &
bulunur.

Onerme 3.2.1.4. Anti-Salkowski Mannheim egri cifti yoktur.

Ispat. Kabul edelim ki x; egrisi bir anti-Salkowski egrisi olsun. Bu durumda Tanim

2.1.17. geregince

K = K1 (s1), T1=¢ (3.56)

dir. (3.56) ve (3.12) birlikte ele alinirsa x; in egrilik fonksiyonu sabit olarak bulunur.

Bu ise bir geligkidir.
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4. 4-BOYUTLU OKLID UZAYINDA GENELLESTIRILMIS
MANNHEIM EGRILERIi

Bu boliimde Matsuda ve Yorozu tarafindan tanimlanan [4] nolu ¢alismadaki

genellestirilmis Mannheim egrilerinin karakterizasyonlarina yer verilecektir.

Tamm 4.1. C egrisi x : L € IR > E* regiiler, diferensiyellenebilir birim hizli bir
egri olsun. Eger C egrisi iizerindeki k4, k,, k3 diferensiyellenebilir fonksiyonlar1 ve C
egrisi boyunca tanimli {e;, e,, e3, e, } cat1 alan1 asagidaki 6zelliklerini saglar ise C ye

0zel Frenet egrisi ad1 verilir.

i) Her s € L igin k4, k,, k5 fonksiyonlar1 ve {e;, e,, e3, €,} cat1 alan1 Teorem
2.1.1. ile verilen Frenet denklemlerini saglar.

i) {e;, ey, es, €4} catis1 ortonormal pozitif yonlii ¢at1 alanidir.

ii1) k4, k, fonksiyonlar pozitif, k3 # 0 dir.

iv) {ky, k,, k3} fonksiyonlar1 sirasiyla C egrisinin birinci, ikinci ve tiglincii
egrilik fonksiyonlar1 olarak adlandirilir. {e;, e,, e;3, e,} cati alam C

tizerinde Frenet cat1 alan1 olarak adlandirilir [4].

Uyann 41. x:LcIR— E* s yay parametresiyle verilmis bir egri igin
{ei, e, e3,e,} Frenet gatisi ve {kq, k,, k3} egrilik fonksiyonlar1 asagidaki adimlar

yardimiyla bulunur.
AdimT e (s) :=x'(s)
Adim II k4 (s) :=|le;(s)]| > 0

1
ki (s)

e (s)

ey(s) =

Adim IIT k,(s) := |leg(s) + k. (s)e;(s)|| > 0

1

ea(8) 1= kz(s)

(eé (s) + ki(s)ey (S))
Adim IV k3(s) := |lez(s) + ko (s)ex ()l
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e4(s) = (e3(5) + ka(8)ex(s)), (e =%1)

“Nes® + ke ®eO)

Pozitif yonlendirilmis {eq, e,, e3,e,} ortonormal ¢ati alan1 yardimiyla &€ nun isareti

belirlenir [4].
4.1. E* TE GENELLESTIRILMIS MANNHEIM EGRILERI

Tamm 4.1.1. C ve C egrileri E* te 6zel Frenet egrileri ve ®:C — C, C nin her bir
noktasim1 C nin her bir noktasiyla esleyen birebir ve érten bir fonksiyon olsun. Eger
C egrisinin her bir noktasindaki birinci normal dogrusu, C egrisinin ® déniisiimii
altinda karsilik gelen noktasindaki ikinci ve {iglincli normal dogrularmin gerdigi
diizlemde yatiyorsa, C egrisine genellestirilmis Mannheim egri, C egrisine de C nin

genellestirilmis Mannheim egri ¢ifti ad1 verilir [4].

C eprisi x:LcIR— E* s yay parametresiyle verilmis bir genellestirilmis
Mannheim egrisi olsun. Bu durumda Tanim 4.1.1. den £ : L » E* doniisiimiiyle

verilen genellestirilmis Mannheim egri cifti C,
R(s) = x(s) + a(s)e,(s),s €L

seklinde yazilabilir. Burada a, L iizerinde tanimh reel degerli, diferensiyellenebilir

bir fonksiyondur. C egrisinin yay parametresi §,

S1ldx(s)

ds

(4.1)

fo=3=|

0

olarak bulunur. f(s) = § ile verilen f:L — L diferensiyellenebilir fonksiyonu ele

alinsin. Bu durumda (4.1) esitliginden

f'(s) = V{1 — a()ky(8)}2 + (@' ()} + {a(s)kz(s))?
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elde edili. @ :C—>C, @ (x(s)) =R(f(s)) olmak iizere § yay parametresiyle
verilen Cegrisi ®:L » E* ile gosterilsin. C egrisinin kendi yay parametresi
cinsinden yazilirken kolaylik olmasi agisindan yine "&" notasyonu kullanilacaktir.

Baylece C egrisi
R(f(9)) = x(s) + a(s)ex(s) (4.2)
olarak yazilabilir. (4.2) denkleminin s’e gore tiirevi alinirsa,

dx(f(s)) _ dx(f(s))ds _ dR(8)
ds ~ds§ ds  d§

f'(s) = f'®eE(f ()
esitligi elde edilir [4].

Teorem 4.1.1. E* te 6zel bir Frenet egrisi olan C egrisi genellestirilmis bir
Mannheim egrisi ise, a pozitif sabit olmak iizere, C egrisinin birinci egriligi k, ve

ikinci egriligi olan k, asagidaki esitligi saglar [4].
2 2
ka(8) = a{(ky ()" + (ko()°} s € L

Ispat. E* te C egrisi genellestirilmis bir Mannheim egrisi ve C egrisi de C egrisinin

genellestirilmis Mannheim egri ¢ifti olsun. Tanim 4.1.1.den
X(s) = x(s) + a(s)ey(s)

olarak yazilir. Burada a : L — IR diferensiyellenebilir bir fonksiyondur. f:L — L

diferensiyellenebilir fonksiyonu

S|ldx(s)

s ds=3§

£(s) = fo

seklinde tamimlanir. Tanim 4.1.1.den e,(s) vektori é3(f(s)) ve é4(f(s))

vektorlerinin lineer kombinasyonlari olarak yazilabilir.
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g ve h diizgiin fonksiyonlar i¢in,
e2(s) = g(s)&;(f(s)) + h(s)es(f(s))

olarak yazilabilir. )?(f (s)) = x(s) + a(s)e,(s) esitliginin her iki tarafinin s’ ¢ gore

tirevi alinirsa,

f'(9)81(f(s)) = e1(s) + a'(s)e,(s)
+ a(s)(_k1(3)e1 (s) + k2(5)93(5)) (4.3)
= (1 — a(s)k1(s))es(s) + a'(s)ez(s) + a(s)ky(s)ez(s)

elde edilir.

< &,(£(9)), g(s)83(f(s)) + h(s)é4(f(s)) >= 0 oldugundan (4.3) esitliginin her iki

tarafi e, (s) vektorii ile i¢ ¢arpilirsa,

a'(s) =< f'(s)&;(f(s)), ex(s) >=0

elde edilir. Buradan a'(s) = 0 bulunur. Bu ise a(s) in sabit oldugu anlamina gelir.

Boylece (4.3) denklemi

f'()&(f(5)) = (1 — aky(s))er(s) + aky(s)es(s)

1— ak,(s) ak,(s)
7o O FE

é1(f(s)) = e3(s) 4.4)

seklinde yazilabilir.

f'(s) = \/ (1 — akl(s))2 + (akz (S))2 dir. (4.4) denkleminin her iki tarafinin s e

gore tiirevi alinirsa,
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(ki (f())e,(f(s))
_ <1 - akl(s)>' e\(s)

f'(s)
N (1—ak1(s))k}(s) — a(ky(s))” o) (4.5)
f'(s)
ak,(s) , ak,(s)ks(s)
+ ( f/(s) > 63(5) + < f’(S) >e4(s)

elde edilir. (4.5) denkleminin her iki tarafi e, (s) vektori ile i¢ ¢arpilirsa
(1 - akl(s))kl(s) — a(kz(s))2 =0 ,s€eL
elde edilir.
k() = a{(ka ()" + (k2()°}
olarak bulunur.

Teorem 4.1.2. E* te 6zel bir Frenet egrisi olan C egrisinin egrilik fonksiyonlar k;

ve k,, a pozitif sabiti i¢in
ki(9) = a{(ky ()" + (ko()"} (4.6)
esitligini saglasin. Eger C 6zel Frenet egrisi
R(s) = x(s) + ae,(s) 4.7)

esitligi ile verilirse, o zaman C egrisi bir genellestirilmis Mannheim egri ve C egrisi

de C egrisinin genellestirilmis Mannheim egri ¢ifti olur [4].

Ispat. C egrisinin yay parametresi § olsun. § , her birs € L igin asagidaki gibi

tanimlanir.
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dx(s)

I ds

JS
0

f:L-1L,s— f(s)=3§ diizgiin bir fonksiyon olsun. Her birs € L icin k; ve k,

egrilik fonksiyonlar1 (4.6) denkleminin sagladigindan

f@)=J@rﬂ%ﬁ@f+{ab®D2=J1—ah6) (4.8)

esitligi elde edilir. § yay parametresiyle verilen C egrisinin temsili ®(3) ile

gosterilirse

() = )?(f(s)) = x(s) + ae,(s) 4.9)

esitligi kolayca yazilir. (4.9) denkleminin tiirevi alinirsa

dx(8) _ dR(S)

e f(s) = f'()8,(f(s)

f'($)81(f () = ex(s) + a{—k1(s)es (5) + ka(s)es(s)}

(4.10)
= (1 — aky(s))es(s) + aky(s)es(s)
elde edilir. (4.8) esitligi (4.10) denkleminde yerine yazilirsa,
R ak,(s)
& (f(s)) = V1 — aky(s)ey (s) + ———=e¢;(5) (4.11)

v1i—-«a ki (s)

elde edilir. (4.11) esitliginin her iki tarafinin s’e gore tilirevi alinirsa,
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o
Fi(s B0

= (VI=ak(3)) ex(s) +1— aky (ks (s)ex(s)

N ( ak,(s) ) © (4.12)
—————— | é3\S
J1—ak,(s) ’

ak;(s)

" J1—ak,(s)

elde edilir.

(—k2(s)ez(s) + kz(s)es(s))

C egrisi 6zel Frenet egrisi oldugu icin

dé; (¥
ds

= E1(f(5))éz(f(s)) (4.13)

dir. (4.13) denklemi (4.12) denkleminde yerine yazilip gerekli diizenlemeler

yapilirsa,

&k (f(5))e2(f ()

= (wll — akl(s))’ e;(s)
2
+ (\/ 1 — ak,(s)k,(s) — M) e (s) 414)
1— ak,(s)
ak,(s) )I <ak2 (S)ks (5)>
* (,/1 — ak,(s) es(s) ¥ V1—aky(s) ()

elde edilir. (4.6) esitligi ile verilen kabulden dolay1 (4.14) denklemindeki e;(s)

Frenet vektoriinilin katsayisi

ak,(s)
V1—aki(s)k,(s) + 1= ok (s) ( kz(s))
~ #k(s)(k1 (8) — a(ks(9))” — akey(s)) ") = 0
- 1
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elde edilir. Bu durumda (4.14) denkleminden her bir s € L i¢in &, (f (s)) vektori

e1(s), es(s) ve e,(s) vektorlerinin lineer bilesimi olarak yazilir. Bu durumda
&,(f(s)) = A(s)es(s) + B(s)ez(s) + C(s)e(s)

esitligi vardir. Ayrica (4.11) denkleminden her bir s € L i¢in él(f (s)) vektori

e1(s), es(s) vektorlerinin lineer bilesimi olarak yazildigindan
& (f(s)) = D(s)es(s) + E(s)es(s)

esitligi vardir.

C egrisi 6zel bir Frenet egrisi oldugu icin e, (s) vektorii

e2(s) = F()&(f(5)) + G(s)&,(f(5)) + H(s)&;(f ()
+K(s)8,(f(s))

seklinde yazilabilir. Yukaridaki esitliklerden
<&,(f(s)), ex(s) >=0=F(s)

veE

< &,(f(9)) ex(s) >=0=G(s)

elde edilir. Boylece e,(s) vektorii &5(f(s)) ve &,(f(s)) vektorlerinin gerdigi

diizlemde yatar. Bu ise ispat1 tamamlar.

Teorem 4.1.3. C egrisi E* te iigiincii egrilik fonksiyonu k; sifirdan farkli 6zel bir
Frenet egrisi olsun. C egrisinin k; ve k, egrilik fonksiyonlarmin sabit olmasi i¢in
gerek ve yeter sart C egrisinin her bir noktasindaki birinci normal dogrusunun C
egrisinin ®:C — C doniisiimii altinda karsilik gelen noktasindaki iigiincii normal

dogrusu olmasidir [4].
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ispat. i) C egrisi E* te Frenet cati alam {e;, e, es,e,} ve egrilik fonksiyonlari
kq,k,, ks olan 6zel bir Frenet egrisi olsun. C egrisinin birinci ve ikinci egrilik

fonksiyonlar1 k; ve k, pozitif sabitler oldugundan

kq

G2+ G2 “ (4-15)

bir pozitif sayidir. Bu & pozitif sayis1 yardimiyla C regiiler diferensiyellenebilir egrisi

asagidaki gibi verilsin.
R(s) = x(s) + ae,(s) (4.16)

C egrisinin yay parametresi S olsun.

f:L->L,s— f(s) =3 fonksiyonu

S=f(s) = \/(1 —ak,)? + (ak,)?s = /1 — ak;s

seklinde tanimlanir. Buradan

fl(s) — m (417)

elde edilir. (4.16) esitliginin her iki tarafinin s” e gore tiirevi alimip f'(s) ifadesi

kullanilirsa

f'($)&1(f(5)) = er(s) + ae;'(s) = (1 — aky)ey (s) + akaes(s) ,

k
8,(f(s)) = yT— akyey(s) + J%eg s) 4.18)

elde edilir. (4.18) esitliginin her iki tarafinin s’ e gore tiirevi alinirsa,
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de1 (5)

f'(s) =41 —akie,'(s) + ——=

e3'(s)
1

m

a(kz) ) akzkg
=|kiJ1—aky ——————) e,(s) + ———=¢4(s) 4.19
< WA T ) Y T Tk &1
akyks
= ———=04(5)
J1—ak; !
elde edilir. k5 sifirdan farkli oldugundan
" ak,k
ki(f(9)):= = SLgn(k3) Zalj >0 (4.20)
1

elde edilir. Burada sign(ks) , k5 fonksiyonunun igaretini temsil etmektedir. Eger ks
fonksiyonu pozitifse sign(ks;) = +1, negatifse sign(k;) = —1 dir.
Yani her bir s € L igin sign(ks)ks(s) ifadesi pozitiftir.

Frenet denklemlerinden

1 d&®)

6,(8) == — 4.21
O =5 a (4.21)
esitligi mevcuttur. (4.19), (4.20) ve (4.21) denklemleri birlikte diigiiniiliirse,
éz(f(s)) = sign(ks;)e,(s) (4.22)

(4.22) denkleminin her iki tarafinin tlirevi alinirsa,

o
P T2 = sign(o ks s )
elde edilir ve
d&(8) - o
2k (F©)e ()

ak;ks(s)

= sign(ks) \/1——aklel(8) — sign(ks)ks (S)\/ 1—akqes(s)
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dir. Her bir s € L igin sign(k;)k5(s) ifadesi pozitif oldugundan

+ (1 - ak)(ks(s)" = [ (ks())” (4.23)

~ dé,(8)
B(f©) = H 28 B (©)a(F®)

jaZkzz(l@(s))z

1 - 0{k1
= sign(k;)ks;(s) >0

deé, (8
&5 (f(9) = = (e(s)

AOLEE +’?1(f<s>>é1(f<s>))

k
= 1“_ jzk e, (s) — \/1——ak1e3 (s)

(4.24)

esitligi elde edilir. (4.24) denkleminin tiirevi alinirsa

;) ky

f8)—5 —mez(S)—\/1—ak1k3(5)e4(5) (4.25)

elde edilir. (4.25) , (4.23) ve (4.22) birlikte diisiiniiliirse,

dé; (%)
ds

ka
4.26
1— ak, ex(s) (4.26)

+ Ez(f(s))éz(f(s)) =

elde edilir.

Uyar1 4.1. deki Adim IV den
1 N
8,(f(s)) = sm(és’(f(s)) + ks (F(9))2,(£(5))) (4.27)

esitligi vardir. (4.26) esitligi (4.27) denkleminde yerine yazilirsa,

&4(f(5)) = eey(s)
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elde edilir.

€ un isareti {él, é,, € 3,é4} Frenet ¢atisinin determinant1 hesaplanarak bulunur.
{él, é,, é3lé4} Frenet ¢atis1 pozitif yonlii oldugundan

det{e;(s),e,(s), e5(s),e,(s)} = 1 dir.

det[é1(f(5)): é, (f(s))' és(f(s)); é4(f(5))]
= det[,/l — akyei(s), sign(ks)e,(s), —/1 — akie;(s), eez(s)]

+ det

ak, ak,
—————e3(5), sign(ksz)e,(s), ———=e;(s), ee;(s)
’—1—ak1 3 gniks)e, '—1—ak1 1 2

2 2

= sign(ks)e| (1 — aky) + <

2 >
T—ak, |~ sign(ks)e

det[8,(£(s)), 8,(F(5)), 85(F(s)), &4(f(s))] = 1 oldugundan
¢ = sign(ks) bulunur. Béylece her bir s € L igin

&4(f () = sign(ks)e,(s)
ve

dé; (%)
ds

k,
1—ak,’

k() = (—52,8,(£(5))) = sign(ks) sEL

mevcuttur. Yukaridaki durumlardan C egrisinin birinci normali ile C egrisinin ii¢lincii

normali ¢akistig1 goriilmektedir.

ii) C egrisi E* te Frenet catis1 {e,, e,, €5, e,} ve egrilik fonksiyonlan ky, k,, k5 olan

Ozel bir Frenet egrisi olsun.C egrisi de Frenet catisi {él, éz,é3lé4} ve egrilik

fonksiyonlar1 k;,k,, ks olan 6zel bir Frenet egrisi olsun. C egrisinin her bir

noktasindaki birinci normalinin ®@ doniisiimii altinda C egrisinin karsilik gelen

noktasindaki ii¢iincii normali ile ¢akistig1 kabul edilsin. C egrisi
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R(s) = x(s) + a(s)e,(s),s € L (4.28)
ile verilsin.

C egrisinin yay parametresi §

s=f6) = | (1= a@k©) + @©) + (k)
0

dir. Burada f : L = L,s — f(s) = § birebir ve érten doniistimii dD(X(s)) = )“((f(s))
ile verilsin.

(4.28) denkleminin tiirevi alinirsa
f'(®)81(f(s)) = (1 = als)ki(s))es(5) + a'(s)ex(s) + a(s)ka(s)es(s) (4.29)

elde edilir. (4.29) denkleminin her iki tarafi &,(f(s)) vektorii ile i¢ garpilirsa,

(f'(9)81(f(9), e(f()) =0

bulunur. Diger taraftan &,(f(s)) = te,(s) oldugundan

(f'(8)8:(f(s)), 84 (f()))
= ((1 - a(S)k1(S))el(5) + a’(s)e,(s)
+ a(s)ky(s)es(s), tey(s)) = ta'(s)

elde edilir. @'(s) = 0 olur. Bu ise a(s) in sabit oldugunu gosterir. Bundan sonraki

kisimlarda a(s) = a olarak alinabilir.

f'(s) = \/(1 — o:kl(s))2 + (akz(s))2 >0

ve (4.29) denklemi

—ak k
é1(f(3)) = (1]:(—(5;(5)) e;(s) + (sz,;(g)) e3(s) (4.30)
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seklinde yeniden diizenlenebilir. (4.30) denkleminin tiirevi alinirsa

£ (ki (£(s))e,(f(s))

_(1—ak,(s) '
= ) o

ki (s) — al(k () + (ko)) 431
. ( ) - a{(la ()" + (kz(s)) })ez(s) (431)

f'(s)

ak,(s) , ak,(s)ks;(s)
+ ( f’(S) > 63(5) + < f’(S) >e4(s)

elde edilir. (4.31) denkleminin her iki tarafi &, ( f (s)) vektori ile i¢ carpilirsa

< f,(S)ié1(f(5))éz(f(S)); é4(f(5)) >=0

elde edilir. &,(f(s)) = te,(s) oldugundan

k@) = a{(l©)" + (k)]

denklemi bulunur. Burada a pozitif sabittir. Boylece (4.31) denklemi

) B 1 1—ak,(s)\
)= (e ) 4O

1 ak,(s) ' 430
tFOK® ( s > () ¢

1 ak;(s)ks(s)
+f’(s)K(s)( 6) >e4(5)

seklinde yazilabilir. Burada K (s) = k; ( f (s)) dir. (4.32) denkleminin tiirevi alinirsa
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fr &~k ((5))e1(f(5)) + ko (£ (5))&5(f ()}

1 1—ak,(s) )
) {f’(S)K(S)< ' >} @)
n { ki(s) <1 - ak1(5)>’
frOKE)\ f'(s)

kz(s) akz(s) ,
TFORG) ( 7(s) > }ez(s)

+< 1 <ak2(s)>’>' (4.33)
f'(SK(s)\ f'(s)

k3 (s) (akz(s>k3<s>>}e ©
3

K\ s

) 1 <ak2(s)k3(s)> '
f'(s)K(s) f'(s)

ke(s)  (aky(s)Y
Y FOK® ( @ > }‘“’4(5)

elde edilir. Frenet denklemlerinden
< 'Ok (F(9)e1(f(s)) + k2 (f(s))3(f ()} 8a(f(s)) > =0

elde edilir ve é, (f(s)) = te,(s) oldugundan

1—ak,(s)\ ak,(s)\ B
L) (S ) ko () =0

bulunur.

akey (8)ky'(8)f'(5) + ka (5)(1 — ks ()£ () + aky (k2 (5)f' (5)
— ak,(s)’f"'(s) =0,

f'(s) =1 —aki(s)
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Ve

ak;'(s) _ ak,'(s)
2J1—ak,(s) 2f'(s)

F(s) = -

esitlikleri kullanilirsa k;'(s) = 0 bulunur. Bu ifade birinci egrilik fonksiyonunun
pozitif sabit oldugunu gosterir.
k, = a{(k;)? + (k,)?} esitliginden k, fonksiyonunun da pozitif sabit oldugu

goriliir. Teorem boylece ispatlanmustir.

Teorem 4.1.4. C egrisi asagidaki gibi taniml1 bir egri olsun.

_ajf(u) sinu du |
aff(u) coll du
@ [ Fagt) du
C f f@h(u) du

x(u) = ,u€UcCIR

a pozitif sabit, g ve h :U — IR diizgiin fonksiyonlar ve f : U = IR olmak lizere f

fonksiyonu her bir u € U i¢in asagidaki gibi verilsin.
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fa = (1+ (9@)" + (h@)?) * {1+ (9@)’ + (hw)’
+(9a)” + (haw)
+(gmwao—gmwmoffaﬁl+uﬂwf

+ (hw) + (g@)’ + (hw)’

+ (960 - ganw) |
+@+@w»“&mwﬁf{@wyﬂwnz
+ (h(u) + ii(u))2
(

~ (9w — Gaha))
(

gWhW - gWh@w)

~

+—mwmw—gmmmnﬂl

Burada u ya gore tiirev () olarak gosterilmistir. C egrisinin her bir x(u)
noktasinda egrinin birinci egrilik fonksiyonu k; ve ikinci egrilik fonksiyonu k,

asagidaki esitligi saglarlar [4].
k() = a{(ky )" + (ko) ’}

Ispat. C egrisi asagidaki taniml1 bir egri olsun. Burada a pozitif sabit, g ve h : U —

IR diizgiin fonksiyonlar ve f : U — IR pozitif degerli diizglin bir fonksiyondur.
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-aff(u) sinu du-
ajf(u)cosudu
« [ Fagaw dau
_aff(u)h(u) du_

x(u) = ,u€UcCIR

(4.34) esitliginin u ya gore tiirevi alinirsa
a f(u)sinu

) _|a f(uw) cosu
X@”Waﬂwmwlﬂeu

a fwh(u)

elde edilir. C egrisinin yay parametresi s olmak iizere,

s=¢w>=f|wwmdu

Uo

(4.36) denkleminin tlirevi alinirsa ve (4.35) esitligi kullanilirsa,

k@l = a« fF@ {1+ (gw)" + (hw)'}
elde edilir.

Y : U - L c IR fonksiyonunun tersi ¢ olsun. Bu durumdan

u=¢(s)
dx@)||™"
'(s) = ,SEL
¢'(s) Tu s
yazilir.
ds du 1

qu= Kl o= s = 0')

44

(4.34)

(4.35)

(4.36)

(4.37)



olarak bulunur.

Burada s’e gore tirev (') seklinde gosterilmistir. C egrisinin her bir X((p(s))

noktasindaki birim teget vektorii olan e, (s),

dx((p(s)) B gd_u B %(p'(s) _dx 1 x(u)

er(s) = ds  duds du ~ du x| - D]

seklindedir. (4.35) ve (4.37) esitlikleri birlikte ele alnirsa,

H

{1+ (s(0)) + (o)) “sin(o(s)
{14 (9(0)) + (r(p®)) ] " cos(0(®)

{1 + (g(<p(s)))2 + (h(w(s)))z} 10I0)

{1 + (g(w(s))) (h(<p(s)))2} M) |

NIH

e;(s) =

,SEL

H

N[ =

(4.38)

olarak bulunur. Asagida kolaylik olmasi acisindan bazi terimlerin kisaltmalar

verilmistir.

f=1(e0s) ,g:=9g(e(s)),h:=h(e(s))

d . dh
§=3(0®) =2 iz (i) = o)
d?g(u) dzh(u)

§=i(p©) =—— hi=h(p(s) = —

do(s)
ds

@' i=¢'(s) =
A=1+g>+h?,B:=gg+hh, C:=g°>+h?
D:=g§+hh, E:=gg+hh , F:=g*+h?
Buradan u ya tiirev alinirsa asagidaki esitlikler elde edilir.
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A=2B ,B=C+D ,C=2E ,p =a'f 14712

Kisaltmalar yerine yazilirsa (4.38) esitligi

[A~Y2sin(¢(s))]

[ - |
e; = e,(s) = r tf‘l’/sz("’(s)) (4.39)
g

A~1/2p

seklinde yeniden yazilabilir. (4.39) denkleminin tiirevi alinirsa,

[ %A_%A sin(p(s)) + A_%COS(‘/’ (S))_

- %A‘%A cos(p(s)) — A‘%sin(go ()

e, =9 1 3. 1
—AZA g+ A7
1 _3. _1.
_EA 2A h+ A Zh | (4.40)
- 3 1 ]
—A"2Bsin(¢(s)) + A 2cos(¢(s))
3 1

= —A_chos(q)(s)) — A_Esin((p(s))

_3 1
—AT2Bg + A2

3 1.
—A 2Bh+ A 2h
elde edilir.

Frenet formiillerinden
ki =k (s) = lley/ll = @'A™ (A + AC — B2)2 (441)
dir.
e, = (k)7 ley’

(4.40) ve (4.41) esitlikleri kullamlip ve (4 + AC — B?)~/2 = T olarak alinirsa,
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[—A_l/ZBTsin((p(s)) + A1/2Tcos(go(s))]

e, = —AY2BTcos(¢(s)) — AY2Tsin(¢(s))

{ —A"Y2BTg + AY?Tyg j
—A~Y2BTh + AY2Th

elde edilir. (4.42) denkleminin tiirevi alinirsa,

e;' = (¢'A73/2(A + AC — B¥)"Y/2(B% — AC — AD)

+@'A"Y2(A + AC — B?)73/2B(B + AE — BD)

- (p'Al/z(A + AC — BZ)_I/Z)Sin((p(s))

- (¢’A1/2(A +AC — B?)™*/2(B + AE

— BD)) cos(p(s)), (p'A=3/2(A + AC — B2)~Y/2(B?
— AC — AD)

+ ¢'A™Y2(A + AC — B?)"/2B(B + AE — BD)

— (p'Al/z(A + AC — Bz)_l/z)cos(<p(s))

+ (@'AV2(A+ AC — B?)™3/%(B + AE

4 BD)) sin(9(s)), (<p'A-3/2 (A + AC — B?)~1/2(B?
— AC — AD)

+ @'A™Y2(A + AC — B?)“3/2B(B + AE — BD) ) g
— (@'AY2(A + AC — B?)™3/2(B + AE — BD)) g

+ (@'AY2(A+ AC — B?)™/2)j, (/' A3/2(A + AC
— B?)7Y/2(B2 — AC — AD)

+ @'A"Y2(A + AC — B*)73/2B(B + AE — BD)h

- (<p'A1/2(A + AC — BY)™3/2(B + AE — BD)) h

+ (¢'A2(A + AC — B)"V/2)h)

elde edilir. (4 + AC — B?)73/%2 = ¢ olarak alinirsa,
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[(P — Q)sin(¢p(s)) — Reos(¢(s))]
el + ke, = ¢’ A2 (P — Q)cos(¢(s)) + Rsin(p(s))
Pg—Rg+Qg
Ph—Rh + Qh
dir. Burada

P=(A+AC—B??+ (A+ AC — B?)(B? — AC — AD)
+ AB(B + AE — BD)

Q = A%(A + AC — B?)
R = A%(B + AE — BD)
dir. P ifadesi ayn1 zamanda
P=A*(1+C+BE—-D-CD)
dir. e; + ke, esitligi
[(P — Q)sin(¢(s)) — Reos(¢(s))]
l(l3 — Q)cos(p(s)) + I?sin((p(s))i

Pg—Rg+0Qg
Ph—Rh+ Qh

ey + ke, = ' AV?0

seklinde yeniden yazilabilir. Burada

P=1+C+BE—-D-CD
Q =A+AC — B?
R =B+ AE — BD

dir.

48



lles + kqelll? = (9")2A(A + AC — B?)™3{P? — 2P( + Q2 + R?

+ P2(g? + h?) + R*(g* + h*) + Q*(§* + h?)

— 2PR(gg + hh) — 2RQ(gg + hh) + 2PQ(gg + hi)}
= (¢")*A(A + AC — B2)"3{A(1 + C + BE — D — CD)?

—2(1+C+BE—D —CD)(A + AC — B?)

+ (A+ AC — B®)? + (B + AE — BD)?

+ C(B + AE — BD)? + F(A + AC — B?)?
—2B(1+ C+BE —D — CD)(B + AE — BD)

— 2E(B + AE — BD)(A + AC — B?)
+2D(1+C+BE—D—CD)(A+ AC — B?)}

= (¢")2A(A + AC — BY) 3. {(A + AC — B®)% (1 + F)
+2(A+AC—-B*)(D—-1)(1+C+BE —-D—-CD)
—2(A+ AC — B)E(B + AE — BD)
+A(1+C+BE —D —CD)?

+ (B + AE — BD)?*(1 + C)

—2B(1+ C+BE —D —CD)(B + AE — BD)}

(4.43) esitliginin son 3 terimi yeniden diizenlenirse,

A(1+C+BE—-D-CD)?>+ (B+AE —BD)?(1+ ()

elde edilir.

dir.

—2B(1+C+ BE —D —CD)(B + AE — BD)
=(A+AC—-B*)(1+C—2D —2CD + D? + CD?
+ 2BE — 2BDE + AE?)

(k2)? = lley + kyeqll?
= (¢p")2A(A+AC—B*) 2. {(A+AC—-B*»)(1+F)
+2(D—-1)(1+C+BE—-D —CD)
—2E(B+AE— BD)+1+C—2D —2CD + D?
+ CD? + 2BE — 2BDE + AE?}
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(k)? = (¢")?A72(A+ AC — B?)
dir. (4.44) ve (4.45) denklemlerinden

(k1)? + (kp)? = (¢")?A™2(A+ AC — B?)2.{(A + AC — B?)3
+A3(A+ AC—B*+ AF + ACF —B*F —1—-C+2D
+ 2CD — 2BE — AE? — D? — CD? + 2BDE)}

elde edilir. (4.46) denkleminde

@ = lf 14712

ifadesi yerine yazilirsa,

(k)% + (ky)? = a™2f2473(A + AC — B®)~2.{(A + AC — B?)3
+A3(A+AC—B*+ AF + ACF—B?F —1—C+2D
+2CD — 2BE — AE? — D? — CD? + 2BDE)}

elde edilir.

ky = a 'fTYAT3/2(A + AC — B*)/?
oldugundan
f =A32(A+ AC — B*)75/2 {(A+ AC — B?)?

+ A3(A+ AC — B?> + AF + ACF —B?F—1—C + 2D
+2CD — 2BE — AE? — D? — CD? + 2BDE)}

seklinde verilen f fonksiyonu igin

ky = a{(k)? + (k2)?}
esitligi saglanir.

A=1+ g%+ h?
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A+AC—BZ=1+g2+hz+g‘2+hz+(gh—g’h)2

A+ AC —B? + AF + ACF —B*F —1—C + 2D + 2CD — 2BE — AE*?
— D? - CD? + 2BDE

=g+ )?+ (h+ k) +{(gh— gh) — (gh - gh))’

. N2
+ (gh - gh)
ifadeleri (4.48) de yerine yazilirsa,
3 .
f=Q0+g2+h)72{1+g%+h?+ g2+ h?
-2
+(gh—gh)'} 2.[{1+g2+h2+g'2+h2
A . \2)3
+(gh - gh)'}
+(1+g%+ h2)3.{(g + 62+ (h+ 1)
. . L Y . N2
+((gh = gn) = (9 - 5R)) + (gh - gn)’}|
elde edilmis olur.
4.1.1. Genellestirilmis Mannheim Egrilerine Ornek

(1) Teorem 4.1.4. te g(u) ve h(u) fonksiyonlari a pozitif bir sabit olmak iizere

g() = sinh(u) ve h(u) = cos h(u) olarak alinsin. Buradan f fonksiyonu

) 1 + cosh?u
U)=———
V2cosh?u
seklinde elde edilir.
E* te C egrisi
x:U - E*
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1 + cosh?u
J P sinu du
1 + cosh?u
f osh’u cosu du
= ,LU€eEU
x(u) = 1 + cosh?u u
j P sinhu du
f 1 + cosh?u W d
coshu du
\/2 cosh?u |

olarak verilsin. C egrisinin yay parametresi s olsun. u = ¢(s) olarak verilsin.

Buradan

du coshg(s)
— = S) = ,S E L
as ¢ ©) a(1 + cosh?¢(s))

elde edilir. C egrisinin yay parametresi x(s) = x((p(s)), seklinde yeniden

parametrize edilsin. Boylece C egrisi

’ 1 . . .
ﬁf—coshg(s) sing(s)ds

_1 d
\/—_f coshg () cos g(s) ds

sinhg(s)
\/—jcoshg(s)
ﬁf 1lds

elde edilir. C egrisi 6zel Frenet egrisi oldugu i¢in egrilik fonksiyonlar1 asagidaki gibi

x(s) =

bulunur.

1
fas) = a(1 + cosh?g(s))’
ko (s) = coshg(s)

a(l + coshzg(s))'
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1

k() = a(l + coshzg(s)) '

Egrilik fonksiyonlarinin k,(s) = « {(k1 (s))2 + (k2 (s))z} ,S € L esitligini sagladig

goriiliir. Regiiler diferensiyellenebilir bir egri olan C egrisi
R(s) = x(s) + a(s)e,(s) ,s € L

seklinde tanimlansin.

[ 1 inh _
fmsing(S) ds— a%‘z((?)sing(s) + a cos g(s)

1 sinhg(s) .
)’Z(s)—i fmcosg(S)ds—amcosg(s) —a51ng(s)

V2 fsinhg(s) A
coshg(s) s acoshg(s)

f 1ds

elde edilir.

P

C egrisinin 6zel bir Frenet egrisi oldugunu ispatlanabilir. Buradan C egrisi £* te

genellestirilmis Mannheim egrisi ve C egrisi, C egrisinin Mannheim egri ciftidir [4].

(2) Teorem 4.1.4. ten her bir u € U c IR igin g(u) ve h(u) fonksiyonlar1 a pozitif
bir sabit ve b degeri birden biiyiikk bir sabit olmak iizere g(u) = asin(bu) ve

h(u) = a cos(bu) olarak alinsin. f fonksiyonu

1+ a’b*
I = v apyr

olarak bulunur.

C egrisi
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[ a(l+ a?b?) . 1 I a(l+a?b
—(1 T ab)i sin(u) du ——(1 T 427y cos(u)

a(1+ a®b* 1+ a?b*
—( T, 3/)2 cos(u) du —a( > 3/)2 sin(u)

x(w) = (14 a?b?) _ (14 a?b?)

aa(l + a?b* 1+ a?b*
¥ sin(bu) du — aa(l+a’b’) cos(bu)
(1 + a2b?)3/2 b(1 + a2b?)3/2

aa(1l+ a?b*) aa(l + a*b*)
RETTDEE cos(bu) du_ | b1+ @b sin(bu) |

olarak tanimlansin. C egrisinin yay parametresi s olmak {izere

3 (a + a?b?)3/?
YT a(l+ a2+ aZbh)

elde edilir.

C egrisinin yay parametresi cinsinden ifadesi

a(1 + a?b*) (a + a?b?)3/? T
(1 + a2bh?)3/2 y a(l + a?)¥/2(1 + a?b*) S
a(1l+ a?b*) (a + a?b?)3/?

(1 4+ a?b?)3/2 st a(l+ a?)¥/2(1 + a?b*) S
aa(l + a?b*) (a + a?b?)3/?
b(1+ a2b2)372 °*\a(1 + a®)2(1 + a2b®) °
aa(l + a?b*) (a + a?b?)3/?
| b(1+a2b2)32° " \a(l + a®)72(1 + a2b®) ° ) |

x(s) =

dir. C egrisi 6zel bir Frenet egrisi ve s € L i¢in egriliklerin ifadesi asagidaki gibidir.

. (1+a%p?)?
k) = T e f e
" _a?-1)(1 + a®bh?)
28 = S AT e + ab?)

b(1 + a®b?)

k() = Ca T amh) -
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ky, ky, ks egrilik fonksiyonlar1 sabittir ve k; = a{(k;)? + (k,)?} esitligini

saglarlar. C diferensiyellenebilen egrisi
R(s) = x(s) + a(s)e,(s),s € L

olarak tanimlansin. C egrisinin yay parametresi S olsun.

(L4 a)Y2(1 + a?bh?
5= a(b? — 1)

elde edilir. C egrisinin yay parametresi ile gosterimi

R :L- E*
aa®b?(b? —1) (1 + a?b?)3/? P\ T
"1+ azb2)y3z ©°° <aa(b2 —1)(1 + a2b*)1/2 S)
aa’b?(b? -1) (1 + a%b?)3/? .
 + azbr)rz " <aa(b2 D+ a2z )
aa(b? — 1) b(1 + a?b?)3/2 .
b(1 + aZb?)3/2 (aa(bz “ DA+ aZbH2° >
aa(b?—-1) b(1 + a?b?)3/? .
" b+ azpye " <aa(b2 DA+ @bz )

dir. Sonug olarak C egrisi E* te 6zel bir Frenet egrisi ve
¢ :C - Colmak iizere (p(x(s)) = X(8) birebir ve orten fonksiyonu mevcuttur ve

a(b?>—-1)
(14 a?)¥/2(1 + a2b*)1/2 s

8=
seklindedir. C egrisinin her bir noktadaki birinci normal dogrusu & doniisiimii

altinda karsilik gelen noktalarinda C egrisinin iigiincii normal dogrusuna karsilik

gelir. Béylece C egrisi E* te genellestirilmis bir Mannheim egrisidir [4].
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