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Simgeler Aciklama

R™ : n boyutlu Oklid uzay

R7 : n boyutlu v indeksli yar1-Oklidiyen uzay

(,) : R™ deki Oklid i¢ garprm

Il -l : R™ deki Oklid norm

g(,) : R” deki skalar carpim

Il -1, : R” deki norm
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s : Yay uzunlugu parametresi
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)
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OZET

DOKTORA TEZI

OKLID VE IKI INDEKSLI YARI-OKLIDIYEN UZAYDA V; VE
(j, k) —TiP HELISLER

HASAN ALTINBAS

Kirsehir Ahi Evran Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisii

Matematik Anabilim Dal

Damsman: Prof. Dr. LEVENT KULA

Bu tez ¢alismasi, bes boliimden olusmaktadir. Birinci boliim, giris kismudir. Ikinci boliimde,
tezde gerekli olan kavramlar ve tanimlar verilmistir. Uciincii boliimde, literatiir bilgisi olustu-
rulmustur. Dérdiincii boliimde, n—boyutlu Oklid uzayda, V,,_; helis harmonik egrilik fonksi-
yonuna bagli olarak karakterize edilmistir. Tlaveten, (j, k) —tip helis tanimlanmig ve 4—boyut-
lu Oklid uzayda bu tip egrilere 6rnekler verilmistir. Literatiir bilgisi kullanilarak 4 ve 5
boyutlu Oklid uzayinda bazi sonuclar elde edilmistir. Ayrica, 5—boyutlu Oklid uzayinda
Vs helis egrisi karakterize edilmistir. Besinci boliimde, n-boyutlu 2 indeksli yari-Oklidiyen
uzayda harmonik egriliklere bagh olarak V7, V5, V,,_1 ve V), helisler karakterize edilmistir.
Ayrica, n = 4 durumu igin bazi sonuglar elde edilip (1,4) —tip helis rnegi verilmigtir. Son
olarak, n-boyutlu 2 indeksli yar1-Oklidiyen uzayda uzaysi ve zamansi polinom helis aileleri

verilmigtir.
Eyliil 2020, 105 Sayfa.
Anahtar Kelimeler: Oklid uzay, yar-Oklidiyen uzay, harmonik egrilik, (j, k) —tip helis,

polinom helis.
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ABSTRACT

PhD THESIS

V; AND (j, k) —TYPE HELICES IN EUCLIDEAN AND
SEMI-EUCLIDEAN SPACE WITH INDEX TWO

HASAN ALTINBAS

Kirsehir Ahi Evran University
Science and Engineering Institute

Mathematics Department

Supervisor: Prof. Dr. LEVENT KULA

This thesis consists of five chapters. The first chapter is introduction. The second chapter
contains concepts and definitions which are needed throughout the thesis. In the third
chapter consists of literature. In the fourth chapter, we characterize V,,_; helix depending
on harmonic curvature function in n-dimensional Euclidean space. In addition, (7, k) —type
helix is defined and we give examples of this type curves in 4-dimensional Euclidean space.
Using earlier knowledge in literature, we get some results in 4 and 5-dimensional Euclidean
space. Also, V5 helix has been characterized in 5-dimensional Euclidean space. In the fifth
chapter, we characterize V7, V5, V,,_1 and V,, helices depending on harmonic curvature in
n-dimensional semi-Euclidean space with index 2. Further, for the case n = 4, we obtain
some results and give an example of (1,4) —type helix. Also, we obtain some families
of spacelike and timelike polynomial helices polynomial helix are given in n-dimensional

semi-Euclidean space with index 2.
September 2020, 105 Pages.

Keywords: Euclidean space, semi-Euclidean space, harmonic curvature, ( 7 k) —type helix,

polynomial helix.



1. GIRIS

Diferensiyel geometride, egriler teorisi onemli bir alandir. Egriler teorisi Oklid ve Oklid
olmayan uzaylarda yogun olarak caligilmis ve halen calisilmaya devam etmektedir. Bu
teoride iki kavram ¢ok onemlidir. Bunlar; egrinin Frenet denklemleri ve egrilikleridir. Bu
kavramlarin yardimi ile egrinin geometrik 6zellikleri incelenmekte ve karakterizasyonlar
verilmektedir. Egriler teorisinde, baslica 6zel egrilere Mannheim, Bertrand, Involiit-evoliit

ve helisler ornek olarak verilebilir.

Helisin karakterizasyon calismalari, diger bilim dallar1 ve uygulamalarinda énemli bir yer

tutar. Omegin; doga bilimi, mimari, kinematik, mekanik, CAD vesaire gibi [1].

1802 yilinda, M. A. Lancret 3-boyutlu Oklid uzayinda genel helisi ifade etmistir ve 1845
yilinda, B. de Saint Venant tarafindan bir karakterizasyonu verilmistir [8]. Teget vektorii
sabit bir dogrultuyla sabit bir a¢1 yapan egriye genel helis denir. Bir egrinin genel helis
olmasi i¢in gerek ve yeter sart z—; = sbt olmasidir [3]. Burada r; egrinin egriligi, x, egrinin

torsiyonudur.

Izumiya ve Takeuchi, 3-boyutlu Oklid uzayinda slant helisi (egrinin asli normali V5 ile, sabit
bir vektoriin sabit ac1 yapmasi) tanimlamig ve bazi karakterizasyonlar elde etmigtir [6]. Slant
helislerin farkli uzaylarda bir ¢cok yazar tarafindan karakterizasyonlari incelenmistir [5, 8,
14]. Ornegin; Kula ve Yayli, 3-boyutlu Oklid uzayinda bir slant helis egrisinin tegetler ve

binormaller gostergelerinin kiiresel helis oldugunu gostermislerdir [11].

Ozdamar ve Hacisalihoglu, n-boyutlu Oklid uzayinda harmonik egrilikleri tanimlamis ve
genel helis egrisi i¢in harmonik egriliklerine bagl bir karakterizasyon vermistir [7]. Ambiant
uzaylarda genel helislerin karakterizasyonlar1 bir cok yazar tarafindan incelenmistir. Ornegin,
n-boyutlu Oklid uzayinda [9, 1], de Sitter ve anti de Sitter uzayinda [16], Galile uzayinda
[17, 18], Lie grubunda [19] ve n-boyutlu Minkowski uzayinda [20, 21, 22].

n-boyutlu Oklid uzaymda Gok ve dig. V;, slant helis (V/, helis) i¢in yeni bir harmonik egrilik
fonksiyonu tanimlayip buna baglh bir karakterizasyon vermiglerdir [13]. Ali ve Turgut 2.
tip harmonik egrilik fonksiyonunu tanimlayip, slant helisler (V5 helis) i¢in n-boyutlu Oklid

uzayda bazi karakterizasyonlar vermislerdir [5].



Bu tezde, ilk olarak n-boyutlu Oklid uzayda V,,_; slant helis (V,,_; helis) icin harmonik
egrilik fonksiyonu tanimlanip buna bagh olarak V,,_; slant helis i¢in baz1 karakterizasyonlar
verilmistir. n = 3 ve n = 4i¢in V; helislerin (1 <1< n) karakterizasyonlar1 elde edilmistir.
Ayrica, n-boyutlu Oklid uzayda (j, k) —tip helisler tanimlanmus ve n = 4 igin bu tip
helislere 6rnekler verilmistir. 7 = 5 icin V3 helis karakterize edilmistir. n = 4 i¢in yapilan

V; helis karakterizasyonlar1 n = 5 iginde yapilmigtir (1 <1 < 5).

Tezin son boliimiinde, n-boyutlu 2 indeksli yar1-Oklidiyen uzaymda V;, V5, V,,_; ve V,, helis
egrilerinin herbiri i¢in harmonik egrilik fonksiyonu tanimlanmig ve buna bagli olarak bu tip

helis egrileri i¢in karakterizasyonlar verilmistir.

Son olarak, n-boyutlu 2 indeksli yari-Oklidiyen uzayinda uzaysi ve zamansi polinom helis

egri aileleri verilip n = 4 ve n = 5 i¢in 6rnekler sunulmustur.



2. TEMEL KAVRAMLAR
Bu boliimde, tezde kullanilan temel tanim ve teoremler tanitilacaktir.

2.1.  Oklid Uzay
Tamim 2.1. R reel sayilar cismini gostermek iizere,
Rn = {(xlv'x%' o 7$n) M S R7 (]- S 1 S n)}

vektor uzaymda, v = (1, o, -, Tn) Ve y = (Y1,Y2, - -+, Yn) € R™ olmak iizere,

i=1

esitligiyle tanimlanan,

():R*"xR* > R

(z,y) = (z,y)

fonksiyonu, R" uzayinda bir i¢ carpimdir. Bu i¢ carpima, R" uzayinin dogal i¢ ¢arpimi veya

OKlid i¢ ¢arpimu denir. x € R" icin,
[z]] = /(. z)
olmak tzere,

IR = R

r — \/(z,x)

fonksiyonu, R" uzayinda bir normdur. Buna gore, R" uzay1 bu metrik ile tanimli normlu bir

vektor uzayidir.

d(z,y) = [l =yl



bi¢iminde tanimlanan d : R™ x R™ — R fonksiyonu, R" uzayinda bir metriktir. Dolayisiyla,

bu metrik ile R” bir metrik uzay olur. Bu uzaya Oklid uzay1 denir [10].

Tamm 2.2. /, R nin bir agik araligi olmak iizere,

a: ] —-R"

t— a(t) = (a(t),as(t),...,a,(t))
biciminde verilen diizgiin bir o doniistimiine, R" de bir egri denir [10].

Tamm 2.3. o : I — R” egrisi verilsin. Her t € I igin o (t) # 0 ise o egrisine diizenli

(regiiler) egri denir [10].
Tanmim 2.4. /, R nin bir agik araligi olmak iizere o : [ — R" bir egri olsun.

o] s T — R
t— (Bl

bi¢iminde tanimli ||| fonksiyonuna skaler hiz fonksiyonu ve |[o/(t)|| reel sayisina da

egrinin « (t) noktasindaki skaler hizi denir [4].

Tamm 2.5. /, R nin bir agik aralig1 olmak tizere o : I — R” bir egri olsun. Vs € [

i¢in, ||o/(s)|| = 1 ise bu egriye birim hizli egri denir. Bu durumda s € [ parametresine

yay-parametresi ad1 verlir [4].

Tanim 2.6. /, R nin bir agik araligi olmak iizere o : I — R" bir egri olsun. ¥ =
{o/;a”, ..., &} sistemi lineer bagimsiz ve Vk, k > r icin; o™ € Sp {¥} olmak iizere,
U den elde edilen {V}, V5, ..., V,} ortonormal sisteme «v egrisinin Serret-Frenet r-ayakli
alant ve s € [ icin {Vy (t),Vo(t),...,V, (t)} ye ise s € I noktasindaki Serret-Frenet
r-ayaklist denir. Ayrica V; (t), (1 < i <r < n) vektorlerine Serret-Frenet vektorleri adi

verilir [4].

Bu tez de » = n durumundaki egriler ele alinacaktir.



Tamm 2.7. R” uzayinda birim hizli o : [ C R — R" egrisi i¢in

kil =R, (1<i<r)
s = ri(s) = (V'i(s), Viga(s))

esitligiyle tanimlanan x; fonksiyonuna, v egrisinin i-yinci egrilik fonksiyonu denir. &;(s)

sayisina egrinin a(s) noktasindaki i-yinci egriligi adi verilir [4].

Teorem 2.8. R" uzayinda o : I C R — R" egrisi verilsin. Bu durumda ¢ € [ ya karsilik
gelen « () noktasindaki Serret Frenet r-ayaklist {V; (t), V2 (t),...,V, (t)} ve F; (t) =
a' (t) = > (a' (t), V; (t))V; (t) olmak iizere, r; (t) i-yinci egriligi

J<i

[ Fir ()]
[ @OIHEE O

Ri (t) = 1<i<r) 2.1)

dir [4].

Tiim egrilikleri sifirdan farkli olan egriye non-dejenere egri denir. Bu tez de bahsedilen

egriler non-dejenere egrilerdir.

Tanmm 2.9. « : [ — R" bir egri, {V1,V5,...V,} egrinin Serret-Frenet vektorleri ve k;
egrinin i-yinci egrilik fonksiyonu olsun(1 < i < n). ||o/|| = v ise Serret-Frenet vektorlerinin

« egrisi boyunca tiirevleri ile egrilikleri arasindaki baginti,

‘/1/ = V/il‘/g
‘/i, = _V"fi—l‘/i—l + Vl‘fz"/i—i-lv (1 <i<n-— 1) (2:2)

‘/n, = —VKn_1Vn_1
bicimindedir [4].

Tamm 2.10. o« : [ C R — R, a(t) = (aq(t), as(t), ..., a,(t)) egrisieger 1 <i < n
icin o (t), katsayilar reel say1 olan bir polinomsal fonksiyon ise bu egriye polinom egrisi

denir [1].

Tamm 2.11. o : [ C R — R" egrisi icin V], sabit bir U vektorii ile sabit ag1 yapiyorsa bu
egriye genel helis denir [7].



Tamm 2.12. R? Oklid uzayinda

3
S? = {:)3: ($1,$2,I3)|Zl’? =7’ E]Ri,rzsbt}

=1

nokta ctimlesine bir 2- boyutlu kiire denir. Eger bir « egrisi kiire iizerinde yatiyorsa o

egrisine kiiresel egri ad1 verilir [4].

Tanmm 2.13. 5 : I C R — R” egrisi i¢in V5, sabit bir U vektoril ile sabit ag1 yapiyorsa bu

egriye slant helis denir [6].

n = 3 i¢in Izumiya ve Takeuchi slant helisin agagidaki karakterizasyonu elde etmislerdir.

Teorem 2.14. R3 Oklid uzayinda birim hizl bir egri 3 ve bu egrinin egriligi x; # 0 olsun.

Bu durumda, (3 bir slant helistir gerek ve yeter sart

7= ((@ +> <_)> )

sabit bir fonksiyondur [6].

2.2. Iki Indeksli Yar1-Oklidiyen Uzay
Tamm 2.15. V bir reel vektor uzay1 olsun.
g:VxV—>R

doniisiimii Va, b € R ve Yu, v, w € V igin,

1. g(u,v) =g (v,u)
2. g(au+bv,w) =ag(u,w)+bg(v,w)

g (u,av +bw) =a g (u,v) +b g (u,w)

Ozeliklerine sahip ise g doniisiimiine V' vektor uzayi iizerinde bir simetrik bilineer form denir

[2].



Tanim 2.16. V reel vektor uzayi tizerinde bir simetrik bilineer form g olsun,

1. Vv e Vvev # Oigin g (v,v) >0 (g (v,v) < 0) ise g ye pozitif (negatif) taniml,

2. Yo e Viging (v,v) >0 (g (v,v) <0)ise g ye pozitif (negatif) yari-tanimli,

denir [2].

Tamm 2.17. Bir V' reel vektor uzayi iizerinde bir simetrik bilineer form ¢ olsun, Vo € V

icin g (u,v) = 0 = u = 0 dnermesi saglaniyor ise g non-dejeneredir denir [2].

Tamim 2.18. ¢,V iizerinde simetrik bilineer form ve W C V olsun. g|,,, : W x W — R
negatif tanimli olacak sekilde en biiyiik boyutlu bir I/ alt uzaymin boyutuna ¢ nin indeksi

denir ve v ile gosterilir. Burada 0 < v < boyV dir [2].

Tanmm 2.19. Bir v € V' vektorii i¢in;

1. g (v,v) > 0 veyav = 0 ise v vektoriine uzaysi (spacelike) vektor,
2. g (v,v) < 0ise v vektoriine zamansi (timelike) vektor,

3. g (v,v) = 0vev # 0 ise v vektoriine bogluksu (null) vektor,

denir [2].

Tanim 2.20. Bir V reel vektor uzayi iizerinde tanimli g non-dejenere simetrik bilineer formuna

V' tizerinde bir skalar ¢arpim, V' ye de skalar ¢arpim uzayi denir [2].

Tamim 2.21. V' bir skalar ¢arpim uzay1 olsun. u,v € V i¢in g (u,v) = 0 ise u ve v

vektorlerine diktirler denir ve u L v seklinde gosterilir [2].

Tanim 2.22. V bir skalar ¢carpim uzayi olsun. v € V' vektoriiniin normu

IVlly = +/1g (v, )]

olarak tanimlanir. Normu, 1 birim olan vektore birim vektor denir. Yani, g (U, v) = +1 dir.
Elemanlar: ikiser ikiger birbirine dik birim vektorlerden olusan bir kiimeye ortonormaldir

denir [2].



Teorem 2.23. V' # {0} olmak iizere, V' skalar ¢arpimli bir vektdr uzay1 ise V' nin bir

ortonormal bazi vardir [2].

Teorem 2.24. V' skalar ¢arpim uzay1 igin bir ortonormal baz {ey, ey, ..., e,} olsun. &; =

g (€;, €;) olmak iizere Vv € V vektorii,

n
v = Z gig (v, €;) €
i=1

olacak sekilde tek tiirlii yazilabilir [2].

Teorem 2.25. V skalar ¢arpim uzayinin bir {ey, es, . . ., €, } ortonormal bazi igin (g1, &5, . . .

deki negatif sayilarin sayisi olan v, V' nin indeksidir [2].

Tamm 2.26. V' = R" ve R" nin bir ortonormal bazi {e, €, ..., €, } olsun.

r = (1'1,5132,---,1'") Y = (y17y27" . 7y7l) € R™ ig‘in7

gl@y) ==Y zyi+ Y zy, 1<v<n
i=1

Jj=v+1

biciminde tamimlanan g fonksiyonu bir skalar ¢arpimdir. Bu skalar ¢arpim ile birlikte R"

uzayina yari-Oklidiyen uzay denir ve R” ile gosterilir.

Ozel olarak v = 1 ise R} uzayina Minkowski uzay1 denir [15]. v = 2 ise R} uzayina

n-boyutlu 2 indeksli yar1-Oklidiyen uzay denir.

Tamm 2.27. [, R nin bir acik arali§1 olmak iizere,

ol — R}
t— a(t) = (a(t),as(t),...,a,t))

biciminde verilen diizgiin bir v doniisiimiine, R} de bir egri denir [2].

Tanim 2.28. « : [ — R} egrisi verilsin. Her ¢ € I igin o (t) # 0 ise « egrisine regiiler

egri adi verilir [2].

Tamm 2.29. o : I C R — R bir egri ve o (¢) hiz vektorii olmak iizere V¢ € [ igin;



1. g (a/(t),a/(t)) > 0ise, bu durumda o egrisine uzaysi egri,
2. g (a'(t),a'(t)) < 0ise, bu durumda o egrisine zamansi egri,

3. g(a'(t),a'(t)) = Oise, bu durumda « egrisine bosluksu egri,

denir [2].

Tanmm 2.30. « : [ — R} bir egri olsun. Vs € [ i¢in, g (/(s),a/(s)) = %1 ise bu egriye

birim hizli egri denir. Bu durumda s € [ parametresine yay-parametresi ad1 verilir [2].

Teorem 2.31. o : I C R — R null olmayan bir egri olsun. Egrinin herhangi bir
noktasindaki null olmayan Serret Frenet ayaklisi {V;, V5, ..., V. }, egrilikleri k1, Ko, . . . , Kn_1
ve g; = g (V;,V;) olmak iizere, ||o/||, = v ise Serret-Frenet vektorlerinin o egrisi boyunca

tirevleri ile egrilikleri arasindaki baginti,

Vll = vegk Va

Vi=—veiakia Vi +veinkVip, (1<i<n-—1) (2.3)
Vn/ = _Vgn—lKn—lwz—l
bicimindedir [12].

(2.3) denklemlerini asagidaki gibi matris formundada yazabiliriz.

Vi 0 vesk, 0 --- 0 0 Vi
Vy —veiky 0 veskg --- 0 0 Vy
Vi | 0 —vesky 0 --- 0 0 V3
v 0 0 0o --- 0 —VEp_1Kn_1 V.1
\ V! 0 0 0 - —VEnkn_ 0 v,
2.4)

(2.3) denklemleri ile ayn1 sey demek olan (2.4) esitliklerine Frenet formiilleri denir [4].



3. R" OKLID UZAYINDA HELIiSLERIN HARMONIK EGRILIKLERINE BAGLI
KARAKTERIZASYONLARI

Bu boliimde, R™, n—boyutlu Oklid uzayinda harmonik egrilik fonksiyonu kullanilarak karakterize
edilen genel helis, slant helis ve V,, slant helislerle ilgili literatiirde bulunan tanim ve teoremlere

yer verilmistir.

Ik olarak, R™ Oklid uzayinda harmonik egrilik fonksiyonu kullanilarak karakterize edilen

genel helisden bahsedilecektir.

Tamm 3.1. «, R" Oklid uzayinda bir egri olsun.

1? ’L =
Huy =4 0, 1 =2
ﬁ <1%Hél,i—1) + /‘iz‘—zH(Lz-—Q)) ’ 3<i<n

bi¢iminde tamimh H;; : I € R — R, (1 <4 < n) fonksiyonuna « egrisinin 1. tip

harmonik egrilik fonksiyonu denir [1, 7].

Teorem 3.2. R™ Oklid uzayinda bir « egrisinin Frenet vektorleri ve harmonik egrilikleri,

s1ra81yla, {Vi, Vé, VE),, ey Vn} Ve {H(1,1)7 H(LQ)? H(173), ey H(l,n)} olsun.
v egrisi bir genel helistir < Hém) +vkn_1Ha 1) =0

dir [1, 7].

Teorem 3.3. R"™ Oklid uzayinda birim hizli bir v genel helis egrisinin Frenet vektorleri ve
harmonik egrilikleri, sirasiyla, {Vy, Vo, V5, ..., V. } ve {H(1,1)7 Haoy, Hagy, .., H(Ln)}

olsun. Bu durumda o genel helis egrisinin ekseni U olmak iizere,
<‘/17U> = H(l,i) <‘/17U>7 1 S () S n

dir [7].

10



Sonug 3.4. Eger U, « genel helisinin ekseni ise U = A\ V] + A\ Vo + - - - + A\, V,, bigiminde

yazilir. Teorem 3.3. den

A = (VL U) = Hap (G U), 1< <n
elde edilir. Burada (V7,U) = cos @ = sbt dir. Tanim 3.1. den

U =cos (HiyVi+ HigVo+ -+ HanVy) (3.1)
elde edilir. Ayrica,

D=HqayVi+HugVot+ -+ HanV,

de «v genel helisin bir eksenidir ve bu eksene genel Darboux vektorii denir [9].

Teorem 3.5. R™ Oklid uzayinda, { H1 1), H(1.2), H13), - - -, H(1,,) } harmonik egrilikli birim
hizl1 bir egri v olsun. Bu durumda, 6 # 7 igin,
« bir genel helis ise Z H (217,5.) = sec*d

i=1

dir. Burada 6, genel helisin ekseni ile V) teget vektor alan1 arasindaki sabit agidir [7].

Teorem 3.6. «, R* Oklid uzayinda egrilikleri 1, 5 ve k3 olan bir birim hizl1 bir genel helis

olsun. Bu durumda a # 0 bir sabit olmak iizere,

R1

t
= asin/ﬁzg, du
Ra
0
dir [14].

Simdi, R™ Oklid uzayinda harmonik egrilik fonksiyonu kullamlarak karakterize edilen slant

helisten bahsedilecektir.
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Tamm 3.7. 3, R™ Oklid uzayinda bir egri olsun.

f Vlildt, 1=1
Hpy= < 1, =2,
#_1 <%HE2,1_1) + /‘iz‘—zH(z,z‘—2)> ) 3<i<n

biciminde tanimh H,,; : I C R — R, (1 <i < n) fonksiyonuna [ egrisinin 2. tip

harmonik egrilik fonksiyonu denir [5].

Teorem 3.8. 3, R" Oklid uzayinda bir egri olsun. Bu egrinin 2. tip harmonik egrilikleri
{H(27]_)7 H(272), H(273), ceey H(Qm)} olmak lizere,

B bir slant helistir < H{,,,) + vin_1Hzpo1) =0

dir [5].

Teorem 3.9. R Oklid uzayinda birim hizli bir 3 slant helisin Frenet vektorleri ve 2. tip
harmonik egrilikleri, sirastyla, {Vi, Vs, Vi, ..., V,} ve {Ho1), Hp), Hopy, - - Hom b

olsun. Bu durumda (3 slant helisinin ekseni U olmak iizere,

dir [5].

Sonug 3.10. Eger U, (3 slant helisinin ekseni ise U = A\ V) + A\, Vo + - - + A, V,, bigiminde

yazilir. Teorem 3.9. dan

Ai=(Vi,U) = Hpyy (Vi,U), 1<i<n
elde edilir. Burada (V5, U) = cos 0 = sbt dir. Tamim 3.7. den

U =cos (HonyVi + HogyVo+ -+ -+ HamVy) (3.2)
elde edilir. Ayrica,

D =HonWVi+HonVo+ -+ HonV,
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de [ slant helisinin bir eksenidir ve bu eksene 2. tip Darboux vektorii denir [5].
Teorem 3.11. R" Oklid uzaymnda, { H21), H(22), Hi23), - - - , H(2,n) } harmonik egrilikli birim

hizl1 bir egri 3 olsun. Bu durumda, ¢ # 7 igin,

£ bir slant helis ise Z H (22,1-) = sec?

=1

dir. Burada 6, slant helisin ekseni ile V5 normal vektor alan1 arasindaki sabit a¢idir [5].

Son olarak, R™ Oklid uzaymnda harmonik egrilik fonksiyonu kullanilarak karakterize edilen

V,, slant helisden bahsedilecektir.

Tamm 3.12. «, R" Oklid uzayinda bir egri olsun.

Hiz <m+1H(n,i+2) — %H(’n,iﬂ)) 7 1<i<n-—2
How =10, |
1, . .

biciminde tammli H,; : I C R — R, (1 <i < n) fonksiyonuna o egrisinin 7. tip

harmonik egrilik fonksiyonu denir [13].

Teorem 3.13. o, R™ Oklid uzayinda bir egri olsun. Bu egrinin n. tip harmonik egrilikleri

H 1y ve H; 2) olmak lizere,
o bir V,, slant helistir < H(/n,l) —vkiHppo) =0

dir [13].

Sonuc 3.14. R" Oklid uzayinda o birim hizl1 bir V,, slant helisinin Frenet vektorleri ve n. tip
harmonik egrilikleri, sirasiyla, {V;, Vo, V3, ...,V } ve {H(n,l), Hioy, Hingys - - s H(nm}

olsun. Bu durumda «v, V,, slant helisinin ekseni U olmak iizere,

dir [13].
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Sonug 3.15. Eger U, « V), slant helisinin ekseni ise U = MV} + Vo + - + AV,
biciminde yazilir. Sonug 3.14. den

N =(Vi,U) = Hpnyy (Vo,, U), 1<i<n
dir. Burada (V,,,U) = cos 6 = sbt dir. Tamim 3.12. den

U = cos (Hpu)Vi + Hin)Va + -+ + HipmyVa) (3.3)
elde edilir. Ayrica,

D=HuyWi+HpayVo+ -+ HpnyVa

de «, V), slant helisinin bir eksenidir ve bu eksene genellestirilmis Darboux vektorii denir
[13]. Biz, literatiirdeki karmasay1 6nleme acisindan bu eksene n. tip Darboux vektorii adi

verecegiz.

Teorem 3.16. R" Oklid uzayinda, { H(, 1), H(n2), Hn ), - - - s Hnny } 1. tip harmonik egrilikli
birim hizli bir egri « olsun. Bu durumda, 6 # g icin,
« bir V,, slant helis ise Z H (2 = sec?d

nt)
i=1

dir. Burada 6, V, slant helisin ekseni ile V,, Frenet vektor alan1 arasindaki sabit acidir [13].
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4. OKLID UZAYINDA V; HELISLERIN KARAKTERIZASYONLARI

Literatiirdeki karmasay1 ortadan kaldirmak ve kisaligin hatirt i¢in bu tezde, o egrisinin V; ,
(1 <4 < n) Frenet vektor alani bir U sabit birim vektdrii ile sabit ag1 (0 < 6 <, 6 # )

yapiyorsa bu egriye V; helis adi verilecektir.

Bu boliimde, ilk olarak; R™, n—boyutlu Oklid uzayinda V,,_; helisin baz1 karakterizasyonlar
verildi. Ayrica, n = 3 icin, Teorem 4.2. de ifade edilen, Izumiya ve Takeuchi tarafindan
sunulan [6] ve tezde Teorem 2.14. ve Ali ve Turgut tarafindan sunulan [5] ve tezde Teorem
3.8. ve ile ifade edilen onermelerin denk oldugu gosterildi. n = 3 i¢in baz1 sonuglar elde

edildi ve bir ornek verildi.

Sonra; R*, 4—boyutlu Oklid uzayinda V;, V5, V5 ve V, helislerin baz1 karakterizasyonlari
verildi. R™ Oklid uzayinda (j, k) —tip helis egrisi tanimlandi ve n = 4 igin (4, k) —tip helis

egrilerine ornekler verildi.

Son olarak; R5, 5—boyutlu Oklid uzayinda V3 helis karakterize edildi ve Vi, Vs, V5,V ve

V5 helislerin bazi karakterizasyonlar1 verildi.

4.1. R™ Oklid Uzayimnda V,,_; Helisin Karakterizasyonlari

Bu kisimda, R™ Oklid uzayda harmonik egrilik fonksiyonu tanimlandi ve harmonik egrilige

bagli V,,_; helisin karakterizasyonlar1 verildi. Ayrica, n = 3 i¢in bazi sonuglar elde edildi.

Tamm 4.1. «, R™ Oklid uzayinda bir egri olsun.

H% (/fi-i—lH(n—l,i—i-Z) — %an_17i+1)) : 1<i<n-2
H(n—l,i) =41, i=n—1
— [vE,1dt, i—n

bigiminde tanimlt H(,,_14 : I — R, (1 <14 < n) fonksiyonuna o egrisinin (n — 1). tip

harmonik egrilik fonksiyonu denir.
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Teorem 4.2. «, R™ Oklid uzayinda bir egri olsun. Bu egrinin (n — 1). tip harmonik egrilik

fonksiyonu H,,_1 4, (1 <7 <n)olmak iizere,
a bir V,,_; helistir < H(,n—l,l) —vkiHp 19 =0

dir.

Ispat. Farz edelim ki, o bir V,,_; helis olsun. Bu durumda V,,_; ile sabit @ acis1 yapan bir

sabit U vektorii vardir.

Vi € Tigin U = Y a; () V; (t) esitligini saglayan a;, (1 <4 < n) diferensiyellenebilir
=1

fonksiyonlari ele alalim. Dolayisiyla,

dir. a bir V,,_; helis oldugundan a,,_; = (V,,_;,U) = cos@ dir. (4.1) denkleminin tiirevi

alinip (2.2) sistemi ile birlikte kullanilirsa,

i = 1igin, yani a; = (V;,U) oldugundan,
ay = (V,U) = vk, (Vo,U) = vkyay
ve
al —vkiay =0
dir. Benzer sekilde (2 < i < n — 1) oldugu durum igin,
a;, = (V! U) = —vk;_y (Vii,U) + vk (Vier, U) = —vKi a1 + VK.
ve

/
a; + VKi—10i—1 — VKQip1 = 0
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dir. Burada @/, ; = 0 dir. Son olarak, i = n durumu i¢in, yani a,, = (V,,, U) oldugundan,
a, = (VI U) = vk, 1 (V,,.1,U) = VK, 10,4

ve
a, + vk, 1a, 1 =0

dir. Dolayisiyla,

ay — vkiag =0
CL; + VRi_1Q;—1 — VK;Qjy1 = 07 (2 <i:<n-— ].) (42)

al, + Vkp_10,-1 =0
diferensiyel denklem sistemi elde edilir.

an—1 = cos B oldugundan H, 1, (1 <i<n)(n— 1). tip harmonik egrilik fonksiyonu

a; fonksiyonlari cinsinden asagidaki sekilde yazilabilir

, (1<i<n). (4.3)

Ustelik, (4.3) denkleminin tiirevi almip (4.2) denklem sisteminin ilk denklemi haricinde
birlikte kullanilmasiyla (n—1). tip harmonik egrilik fonksiyonu elde edilir. (4.3) denkleminin
tiirevi alinip (4.2) denklem sisteminin ilk denklemiyle birlikte kullanilmasiyla V,,_; helis

olma sart1 elde edilir.

Yani, (4.2) denklem sisteminin son denklemi a,,_; ile boliiniip, (4.3) denkleminin tiirevi

alinarak kullanildiginda,

/
T

- + Vkp1 = 0= Hén—l,n) +VRky 1 =0
n—1

elde edilir. O halde,

H(n—l,n) = _/V"{n—ldt
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ve

Ap—1 _»1

}ﬁn—Ln—D::
Ap—1

dir. Benzer sekilde (4.2) denklem sisteminin ikinci denklemi a,,_; ile boliiniip, (4.3) denklemi

ile birlikte kullanilirsa,

a’
— + ki1 Hp 100 —vEiH 101 =0, 2<i<n—1)
Ap—1
dir. Bu denklem ile (4.3) denkleminin tiirevi alinarak kullanilirsa,

H(/n_lyi) + ki Hp 121y —vkiH 1,41y = 0

dir. Buradan

1 1 .
H(n—l,i—l) = hd (/iiH(n—l,z'H) - ;Hén—l,i)> ) (2 <i1<n-— 1)

dir. (¢ = ¢ + 1) indis diizenlemesiyle,

1 1 '
Hpo1y) = P <%i+1H(n—1,z-+2) - ;an_1,i+1)> , (1<i<n-—2)
olarak bulunur.

(4.2) denklem sisteminin ilk denkleminin a,,_; ile boliinmesiyle

a,’ a2

— VK
Ap—1 Ap—1

=0

elde edilir. Bu denklemde (4.3) denklemi kullanilirsa
H(/n—l,l) — vk Hp12) =0

sonucuna ulagilir. Boylece gerek sart saglanir.

Tersine olarak, o bir egri ve bu egrinin (n—1). tip harmonik egrilikleri H, 1 ;) fonksiyonlari

ve H(, ;) — vkiH(—12 = 0 olsun. U vektorii 0 bir sabit olmak lizere agagidaki gibi
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tanimlansin,

U = cosf (Z H(n_lﬂ-)Vi> ) 4.4)

=1

Bu durumda,

<‘/n—17 U) = <Vn—17 cost/ (Z H(n—l,i)‘/i>> = cos 0 (Z H(n—l,i) Va1, Vz>>

i=1 i=1
=cosf@(0+0+---+0+1+0)

= cosf

dir. Dolayisiyla, U vektorii V,,_; Frenet vektorii ile sabit ac1 yapar. Simdi, U vektoriiniin,
sabit bir vektor oldugu gosterilecektir. Bunun i¢in U’ = 0 oldugunun gosterilmesi yeterlidir.

(4.4) denkleminin tiirevi alinirsa,

1
COS QU/ = H(/n—l,l)‘/l + H(n—l,l)‘/ll Sl HE'I‘L—I,Q)% + H(n—1,2)‘/2/

+H 3 Va+ Huaa)Vs + Hi Vi + Heu10) V)

+ H(/n_17n_1)vn—1 + H(n—l,n—l)vé_l + H(/n_l,n)vn + H(n—l,n)VTZ
elde edilir. Bu denklem, (2.2) sistemi ile birlikte kullanirsa,

1
COSQU/ = H(/n—1,1)V1 +vkiHp o1 )Vo + Hén_lyg)‘/g + vhoH(1.2)Vs
— I/HIH(n—LQ)‘/I —I— Hén—l,?))‘/é - V/{QH(,”_L:})‘/Q —I— 1/,‘{;3]—_1’(71_1,3)‘/;1

+ Hi, Vi —vEsHpn 1,0)Vs + vEadH i 14)V5

+ H(n - ]-7 n— 1)/‘/7;—1 + Vﬁ:n—lH(n—l,n—l)‘/n - V"{n—2H(n—1,n—1)‘/n—2
+ H(/n—l,n)‘/;’b - Vﬁn—lH(n—l,n)Vn—l
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elde edilen bu denklemde gerekli diizenlemeler yapildiginda,

1
@U/ — (Hén—l,l) - I/KIH(H—I,Z)) Vi

+ (wﬁH(n_m) + H(/n—1,2) - V’sz(n—LB)) V

+ (Vfi‘zH(n—m) + H(/n—l,?,) - V’{3H(n—1,4)) Vs

+ (V/{n—QH(n—l,n—Q) + H(In_lm_l) - Vﬁn—lH(n—l,n)) Vn—l

+ (y/{n_lH(n_l,n—n + HEn—l,n)) Va

elde edilir ki Tamm 4.1. ve yeter sartdan U’ = 0 oldugu agikca goriilebilir. O halde, U

vektoril sabitdir.
Dolayisiyla, o egrisi bir V,,_; helistir. =

Teorem 4.3. «, R" Oklid uzayinda birim hizl1 bir V,,_; helis, bu V,,_; helisin Frenet vektorleri
ve (n — 1) . tip harmonik egrilikleri, sirastyla, {V;, V5, V3,..., V. } ve
{Hw-11y, Hu-12)s Hu-13), - - - » Hu—1.) } olsun. Budurumda V,,_; helisin ekseni U olmak

uzere,
<‘/i7 U> = H(n—l,i) <Vn—17 U> ) 1 S { S n
dir.

Ispat. (4.4) den esitligin saglandig1 kolaylikla goriiliir. m

Sonug 4.4. Eger U, V,,_; helisin ekseni ise U = A\ V] + AV, + - -+ + A\, V,, bigiminde

yazilir. Teorem 4.3. den
)\i - <V;7 U> - H(n—l,i) <‘/n—17 U> ) 1 S { S n
elde edilir. Burada (V,,_1,U) = cos ) = sbt dir. Tamm 4.1. den

U =cos (ViHp-11) + VaHn12) + -+ + VaH o 10)) 4.5)
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dir. Ayrica,
D=ViH, 1)+ VoHu 19+ -+ VoHpo1

de V,,_; helisinin bir eksenidir ve bu eksene (n — 1) . tip Darboux vektorii denir.

Teorem 4.5. R™ Oklid uzayinda, { H(,—1,1y, H(n-12), Hn-13); - - - » Hn—1,) } harmonik egrilikli

birim hizli bir egri « olsun. Bu durumda,

n
a bir V,,_ helis ise Z H(Qn_lyi) = secf

i=1

dir. Burada 6, V,,_; helisin ekseni ile V},_; Frenet vektor alan1 arasindaki sabit agidir.

Ispat. V,,_; helisin ekseni U, (4.5) denklemi formundadir. U birim vektor oldugundan basit

bir hesaplama ile ispat tamamlanir. m

n = 3 i¢in, Teorem 4.2., Teorem 2.14. ve Teorem 3.8. den birim hizli bir egri ve icgin

asagidaki teorem elde edilir.

Teorem 4.6. <, R? uzayinda egrilikleri x; ve ko olan birim hizli bir V5 helis olsun. Bu

durumda agagidaki 6nermeler denktir.

(2 f) e

K1 Ko\
2. 0(s) = ((—1 (—2> ) (s) sabit bir fonksiyondur.

3
K2+ K3)2 \K1

3. (:—; (/H1)>/+K220.

Ispat. (1) = (2)

(G f) o
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denklemin her iki tarafi —2:—';’ [ k2 ile carpilip, integrali alindigi zaman ¢ bir sabit olmak

lizere,

(/) () =

elde edilir. Buradan,

/ k2
Ko = —_—
K12 + Ko?

dir. Her iki tarafin tiirevi alinip gerekli diizenleme yapildiginda,

(K1'Ko — Ko'K1)

(Ka2 + ,@2)%

1
&

dir. Buradan,

l‘ilz Ko ! bt
- - = | = = 8
(512 + /{22)% K1

elde edilir ki 2 denklemine ulagilmus olur.

(2) =)

I‘i12 Ko !
M (22) = b
(512 + 522)2 K1

olsun. Dogrudan hesaplama ile

C (/fgll‘il — Kllf’ig)

1= =
(K12+K22)§

elde edilir. Pay ve payda 2ck, k5 ile carpilir ve diizenlenirse,

2¢% K1 Ky (Ko'Ky — Ki'Ka)
K1 =

2ck9(Kk1%2 + /@2)%
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elde edilir. Paya 2c%kqk9 ko? eklenip ¢ikarilirsa,

2% KoKy (k1% + Ko?) — PR (2K1K1 + 2kky)
R1 =

2 c2Ko?
K12 4k2?

(k12 + /4&22)2

esitligi elde edilir. Her iki tarafinin integrali alindiginda

/ Czlﬁigz
R1 = —_—
/112 + 1622

esitligi elde edilir. Her iki tarafin karesi alinir ¢? ¢ekilirse

(2fm) () =

elde edilir. Esitligin tiirevi alindiktan sonra 2.1 [ k1 ile boliiniirse

(ﬁ/lil> +l€2=0
Ko

bulunur.

(3) = (1)

(ﬁ//i1> +/€2:0
Ko

esitligi 2:—; | k1 ile garpilip integrali alinirsa

. 2 2
(e fm) +(fm) =2
Ra
elde edilir ki Teorem 3.11. ve Teorem 4.5. den
p 2 2 o 2 2
Cefm) +(fr) = (2 ) # ([ ) =
Ko K1

2
dir. (ﬂ J /1'2> + ([ ko) = ¢ tiirevi alimip —222 [ £y ile boliniirse

K1

([
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elde edilir. m

Teorem 4.7. R? Oklid uzayinda o egrisi, bir V; helistir gerek ve yeter sart « bir V3 helistir.

Ispat. Farz edelim ki, o bir V; helis olsun. Bu durumda (Vi, U) = cosf olacak sekilde
sabit bir U vektorii vardir. (V},U) = cos @ esitliginin tiirevi alinip (2.2) denklem sistemi
ile birlikte kullanilirsa, (V5,U) = 0 elde edilir ki bu esitlik ve (2.2) denklem sistemi
kullanilarak (V3,U) = sinf oldugu elde edilir. Burada U vektorii 1 ile 0 sabit agisi
yaparken, V5 ile (g — «9) sabit acis1 yaptig1 aciktir. W

Sonuc 4.8. R3 Oklid uzayinda, o egrilikleri kK, = k4 olan bir V; helis olsun, Bu durumda,

Vi helisin ekseni U hem V; hemde V3 ile § radyanlik ag1 yapar.

ispat. « bir V] helis olsun. Bu durumda Z—; = tan 6 dir [10]. kK; = Ky oldugundan 6 = "

oldugu kolayca goriilebilir. m

Ornek 4.9. R® uzayinda,

int 2t in t si 2t int
oty = [BRECOVE o gin e, TSIV L cos vt S
V2 V2 V2

egrisi verilsin. Bu egrinin egrilikleri x; (f) = ko (t) = sect dir. Bu V; helisin Frenet

vektorleri

cosﬂt sin\/§t 1
Vl(”:(‘ Vil E)
Vo(t) = (sinﬁt, —cosV/2t, 0)

cos\/ﬁt sinﬂt 1
VB(t)z( NI E)

elde edilirki U = (0,0, 1) vektorii hem V; hemde V3 ile § radyanlik ag1 yapar.
Ayrica, 1. tip harmonik egrilikleri

K
Huqy =1, Hig =0, Hz) = =1,

)
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ve 4. tip harmonik egrilikleri
Hgy=—=1, H@a) =0, Hisz =1

olup Teorem 3.2. den V] helis olma sart1 H£173) + vkoH(12) = 0 ve Teorem 3.13. den V3
helis olma sart1 /7, é371) — vk H 3 9) = 0 sart1 saglanir. Bakiniz Sekil 4.1

Sekil 4.1. x; (t) = Ky (t) = sect egriliklerine sahip kiiresel helis
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4.2. R*Oklid Uzaymnda V, V5, V5 ve V, Helislerin Karakterizasyonlari

[1] ve [7] nolu kaynaklarda ispatlanan ve tezde Teorem 3.2. ile sunulan karakterizasyon

n = 4 i¢in agik olarak agagidaki gibi ifade edilebilir.

Sonuc 4.10. «, R* Oklid uzayinda bir egri olsun. Bu egrinin 1. tip harmonik egrilik fonksiyonu
Ha,), (1 <@ < 4) olmak iizere,

abir Vy helistir < H{, 4 + visHus) =0

(o (2)) o
S| — | — +vk3— =0
VK3 \ Ro Ko

Kikakar® — Ko (Kaoki' — Kika') (VK3 + Kkat')

V2Kk3K3
2
K3l |:2/€1(li2/) Hlll — Ko (2/431,/{2/ + /431/12//)]

+ =0

V2 K2k

dir.

Ornek 4.11. R* Oklid uzayinda,

a(t) = (cost,In S'nt—l—cost In cost sint sint, —Incost
I p Mg )b

egrisininin egrilikleri,

Ky (t) = 411\/(1 + cos 2t) (3 4 cos 2t)

V(1 + cos 2t) (290 — 15 cos 2t — 18 cos 4t — cos 61)

1) =

2 (1) 8(3 4 cos 2t)
(t) 96v/2 cos? tv/3 + cos 2t

R3

- 15 cos 2t + 18 cos 4t + cos 6t — 290
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dir. Ayrica, 1. tip harmonik egrilikleri

2(cos 2t 4 3)*/?

H = 1, Hyo = 07 H =
(11) (1.2) (18 ™ /290 — 15 cos 2t — 18 cos 4t — cos 61

veE

2(9sint + sin 3t)
V290 — 15 cos 2t — 18 cos 4t — cos 6t

Hq =

/ /
olup Teorem 3.2. den V] helis olma sart1 H(,1,4) +vkgH1 3 = (L (ﬂ) ) + VKzEL =

VK3 \ K2 K2

oldugundan « egrisi bir V; helistir. Bir bagka ifadeyle, U = (0, 1,0, 0) birim vektorii, o

egrisinin,

sintcost 1 cos’t sint)

teget vektorii ile sabit a¢1 yapar. Dolayisiyla, o egrisi bir V] helistir.

V= (-

Ornek 4.12. R* Oklid uzayinda,

2.4
)= (26,82 23, — + —
o (t) ( o3 ’3+5)

egrisininin egrilikleri,

2v/1 4 4¢2

maf) = (24 12 4 t4)?
o (1) = 2v/5 + 12t2 4 36t1 + 6416 + 9¢8
’ (14 422) (2 + £2 + t1)°
12¢7/1 + 422
K3 (t)

T 5+ 1262 + 36t + 6416 + 975
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’ /
dir. Ayrica, (L (Z—2> ) vkz,t = 0 oldugundan « egrisi bir Vi helistir. Bir bagka
0

+
VK3
ifadeyle, U = (\/%, 0,0, %) birim vektori, o egrisinin,

Vl(t)z( 2 2t 21> . 2 )

Q42 F 2 H V2 24t 2424t

teget vektoril ile sabit ac1 yapar. Dolayisiyla, o egrisi bir V; helistir.

Teorem 3.6. da Ilarslan ve dig. tarafindan sunulan birim hizli bir V} helis i¢in verilen

karekterizasyon birim hizli olmayan bir V} helis i¢in asagidaki sekilde verilebilir.

Teorem 4.13. R* uzayinda egrilikleri x, ko ve k3 olan bir V; helis av olsun. ¢ = 0 bir sabit

olmak {iizere,

K1 .
— =cSsIn [ Vkg
Ko

dir [14].

Ispat. R* uzayinda « egrilikleri 1, ko Ve k3 olan bir V; helis olsun. Bu durumda, Sonug

4.10. dan

() ) oo
— () ) +omst =0
VK3 \ k9 Ko

!
dir. Denklemin her iki tarafi 211—,1{3 <Z—;) ile carpilip integrali alindig1 zaman

Geli)) - () =
| — —|— [ = C
VK3 \ ko2 Ko
esitligi elde edilir. Buradan,
/
(%)
2
2 — <ﬂ)
K2

VR3 =
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dir. Bu denklemin her iki tarafin integrali alinip dogrudan bir hesaplama ile,

R1 .
— =cSsIn | VK3
Ro

esitligi elde edilebilir [14]. =

[5] nolu kaynakta ispatlanan ve tezde Teorem 3.8. ile sunulan karakterizasyon n = 4 igin

acik olarak asagidaki gibi ifade edilebilir.

Sonug 4.14. 3, R* Oklid uzayinda bir egri olsun. Bu egrinin 2. tip harmonik egrilik fonksiyonu
Hpoy, (1 <1< 4)olmak iizere,

ﬁ bir ‘/2 helistir < H(/274) + l/lﬁlgH(g’g) =0

1 1 K1 / . K1
S| — (ke +—|— | vry 4+ vks— [ vk =0
K3 V \ Ko K2
dir.

Teorem 4.15. R* uzayinda egrilikleri 1, Ko ve k3 olan bir V5 helis 3 olsun. ¢ # 0 bir sabit

olmak tizere,
1 i
+1(a
KZ v (112 f VK;].)

e (2 fom) = (omy

fi3::|:

dir.

ispat. R* uzaymda [ egrilikleri k1, ko ve k3 olan bir V5 helis olsun. Bu durumda, Sonug

4.14. den
1 1 Y
(— (/12+ —(ﬂ/wﬁ) )) +l//€3ﬂ/l//€1 =0
K3 V \ Ko R2

/!
dir. Denklemin her iki tarafi 2%3 (/42 + %(:—: J 1//{1> ) ile carpilip integrali alindig1 zaman

(o2 ) o) = (o)
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esitligi elde edilir. Buradan,

!
1(k
K2+;(H—;fl//£1)

\/02 — <z—;fV/€1>2 — ([ vmy)?

ng:l:

dir. m
n = 4 i¢in Teorem 4.2. acik olarak asagidaki gibi ifade edilebilir.

Sonug 4.16. o, R* Oklid uzayinda bir egri olsun. Bu egrinin 3. tip harmonik egrilik fonksiyonu
Hggy I CR = R, (1 <4 < 4) olmak iizere,

a bir V3 helistir < H('&l) —vkiHi =0
1 1 Y
& (— </<.:2—|— —(@/1//@3> >> —i—wﬁ@ vk =0
K1 V \ Kg Ko
dir.

Teorem 4.17. R* Oklid uzayinda egrilikleri k, ko ve k3 olan bir V; helis o olsun. ¢ # 0

bir sabit olmak iizere,

!/
1(k
/ig—l—;(fzfl//@g)

\/02 — <§—ny/13>2 — ([ vks)?

I‘ilz:l:

dir.

Ispat. R* Oklid uzayimda o egrilikleri £, k5 ve k3 olan bir V5 helis olsun. Bu durumda,

Sonug 4.16. dan

(i (s (2 o)) omiz |
— | ke +—| — [ vks +vki— [ vy =0
K1 V \ Ko Ko

/
dir. Denklemin her iki tarafi 2%1 (/12 + %(2—; J 1//-{3> > ile carpilip integrali alindig1 zaman

(o2 ) o) = (o) =

30



esitligi elde edilir. Buradan,

/
1k
/ig—l—;(fzflmg)

\/02 — <2—ny/£3>2 — ([ vks)?

le:l:

dir. m

[13] nolu kaynakta ispatlanan ve tezde Teorem 3.13. ile sunulan karakterizasyon n = 4 icin

acik olarak asagidaki gibi ifade edilebilir.

Sonug 4.18. «, R* Oklid uzayinda bir egri olsun. Bu egrinin 4. tip harmonik egrilik fonksiyonu
Huy I CR— R, (1 <i<4)olmak iizere,

a bir V helistir < H(’471) — vk Hug) =0
1 K3 A K3
S|—\(—) ) tvei—=0
VK1 \ K2 Ko

dir.

Teorem 4.19. R* Oklid uzayinda egrilikleri &, ko ve k3 olan bir V, helis o olsun. ¢ # 0

bir sabit olmak iizere,

K3 .
— =csin | VK
Rg

dir.

Ispat. R* uzayinda « egrilikleri /1, ko ve k3 olan bir V helis olsun. Bu durumda, Sonug

4.18. den

1 (r3\"\ K
VR1 \ Ko Ko

/
dir. Denklemin her iki tarafi 21,—}“ (:42) ile carpilip integrali alindig1 zaman

N 2 2
() (-
VK1 \ R2 Ko
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esitligi elde edilir. Buradan,

dir. Bu denklemin her iki tarafin integrali alinip dogrudan bir hesaplama ile,

R3 .
— = csm | VK,
)

esitligi elde edilir. m

Tanim 4.20. R™ Oklid uzayinda «v egrisi, Serret-Frenet vektorleri {V;, V,, Vs, ...V, } olan
bir egri olsun. U ve V, R" de iki sabit birim vektor, 1 < j < k < n olmak iizere (V;, U) =

c;(sbt) ve (Vi,, V') = ci(sbt) ise «v egrisine (4, k) —tip helis denir.

Birim hizli olmayan bir egri i¢in (2.1) esitligi ile tanimh ~; egrilik fonksiyonlar1 pozitif
degerli fonksiyonlardir. Tezin bundan sonraki kisminda egriliklerin esitlikleri ile verilen
teoremler egrinin birim hizli olmasi1 durumunu da igereceginden egriliklerin esitliklerinde =+

isareti kullanilmigtir.

Teorem 4.21. o, R* uzayinda k, s, ve k5 egrilikli bir egri ve x5 = =k, olsun. Bu durumda,

« bir V] helistir < « bir V} helistir.

Bagka bir deyisle, « bir (1, 4)-tip helistir.

ispat. Kabul edelim ki, « bir V] helis olsun. Bu durumda Sonug 4.10. dan;

1 K1 "\ K1
— — +vRg3— =0
VK3 \ k2 Ko
dir. Bu denklemde k3 = +x; yazilirsa,
1 /(r3\"\ K
() o
VK1 \ Ko Ko
denklemi elde edilir ki Sonug 4.18. den « bir V helistir.
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Yeter sart1 da, benzer sekilde ispat edilebilir. m

Teorem 4.22. «, R* Oklid uzayinda k1, ki ve k3 egrilikli ve k3 = 4r; olan bir (1,4)-tip
helis olsun. Bu durumda V; helisin ekseni, V helisin eksenine diktir. Ayni zamanda, 6; = 6,
veya 1 = m — 0 dir. Burada 0, V; ile V; helis ekseninin yaptigi ac1, 0y, V5 ile V5 helis

ekseninin yaptig1 acidir.

Ispat. o, V; helisinin ekseni (3.1) esitliginden
Uy = costy (Hu Vi + Huo)Va + Hiz)Vs + HiuaVa)

bicimindedir. Tanim 3.1. kullanilarak

1 !
U, = cosb; (v1 + Z—vg v (i> v4)
2

VK3 \ k2

formunda elde edilir. Benzer sekilde,

a, Vj helisinin ekseni (3.3) esitliginden
Uy = costy (Hu)Vi + Huo)Va + HuzVs + HunVi)

bicimindedir. Tanim 3.12. kullanilarak

1 5\ :
Uy = cosby (—— (Q> Vi By, 4 V4)
K2

VK1 \ K2

elde edilir.

1 S| !
<U17 U2> = COSQICOSHQ <—— (E) + — (ﬁ) >
VK1 \ R2 VK3 \ R2

esitliginde k3 = +k, yazilirsa (U, Uy) = 0 dir. Dolayisiyla, V; helisin ekseni Uy ile V;

helisin ekseni U, birbirine diktir. Ayrica, U; ve U, birer sabit birim vektdr oldugundan
K1 2 1 K1 N
1=cos®0; [ 1+ (—) + (— (—) )
Ko VK3 \ Ko
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ve

K 2 1 K N 2
1 = cos?f, (1 + (—3> + (— (—3> ) )
K9 VK1 \ Ko
esitlikleri elde edilir. k3 = =+ esitligi kullamlirsa cos?6; = cos?6, dir. Buradan 0; = 0,

veyaty =1 — 0y dir. m

Ornek 4.23. R* Oklid uzayinda;
a(t)=(cost,sint, cosht,sinht)

egrisi bir (1, 4)-tip helistir. Ciinkii «v egrisinin

Vo= (

B sint cost sinht i)
V1 + cosh2t’ /1 + cosh2t’ /1 + cosh2t’ /2

Frenet vektorii ile (0, 0,0, 1) birim vektorii sabit bir a1 yapar. Ayrica

v = (

sech(t)cost sech(t)sint 1 ta,nht)

V2o VR VR Ve

Frenet vektorii ile (0,0, 1,0) birim vektorii sabit bir a¢1 yapar. Tamim 4.20. den « bir

1,4)-tip helistir. Teorem 4.21. de x; () = k3 (t) = Sech’t sart1 saglanmaktadir. Ayrica,
V2

Teorem 4.22. de 0 = 0, saglanmaktadir. Bu 6rnekte ag1 0, = 0, = 7 diir.

Teorem 4.24. 3, R* uzayinda k, ko ve kg egrilikli bir egri ve k3 = =k, olsun. Bu

durumda,

B bir V; helistir < 3 bir V3 helistir.

Bagka bir deyisle, (3 bir (2, 3)-tip helistir.

ispat. Kabul edelim ki, « bir V5 helis olsun. Bu durumda Sonug 4.14. den;
—+— — [ VK 4+ vks— [ vk =0
K3 VK3 \ Ko Ko
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dir. Bu denklemde x3 = +x; yazilirsa,

1 N\ ‘
(ﬁ—i——(@/w@,) > —i—y/ﬁ@ vk =0
K1 VK1 \ K9 Ko
denklemi elde edilir ki Sonug 4.16. den « bir V3 helistir.

Yeter sart1 da, benzer sekilde ispat edilebilir. m

Teorem 4.25. R* Oklid uzayinda o egrilikleri k3 = 4, olan bir (2, 3)-tip helis olsun.
Bu durumda V5 helisin ekseni, V3 helisin eksenine diktir. Ayni zamanda, ¢, = 6, veya
0, = m — 6, dir. Burada 6;, V5 ile V5 helis ekseninin yaptid1 ag1, 65, V3 ile V3 helis

ekseninin yaptig1 agidir.
ispat. a, V5 helisinin ekseni (3.2) esitliginden

U, = cost; (V1H(2,1) + VaoHg2) + VasH o 3) + V4H(2,4))

bicimindedir. Tanim 3.7. kullanilarak

1 /1 '
U, = cost, <</ zmldt> i+ Vo + al </ Imldt> Vs + — <— <ﬂ/w€1dt> + /-;2) V4>
K9 K3 V \ Ko

formunda elde edilir. Benzer sekilde,

a, V3 helisinin ekseni (4.5) esitliginden

Uy = costy (ViHz 1)+ VoH (39 + VaH 3y + VaH3.4))

bicimindedir. Tanim 4.1. kullanilarak

1 1 !
Us = cosbBy <— (/12 - = (E/—V/i;gdt) > Vi — aci </ I/K3dt> Vo+ V35— </ 1//@3(175) VZ;)
K1 14 ) %)
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elde edilir.

- (/12 + %(% fVHgdt)/) ([ vridt) — = ([ vrsdt)

(Uy, Uy) = cosbcosb, /
_|_:_; ([ vkydt) — %3 (i(:—;fl/lﬁdt) + /62) ([ vrsdt)

esitliginde k3 = £k, yazilirsa (U, U,) = 0 dir. Dolayisiyla, V5 helisin ekseni U, ile V5

helisin ekseni U, birbirine diktir. U; ve U, birer sabit birim vektor oldugundan

1 = cos?f; ((/wcldt)z 14 <:—; (/ mldt)>2 + (%3 (% <:—:/umdt),+m2>>2>

Ve

(& s B2 o))+ (2 (fo)) o1 (o)

esitlikleri elde edilir. k3 = +x, gdz Oniine alindiginda cos?6, = cos?0, elde edilir. Buradan

01 = 02 veya 61 =T — 62 dir. m

Simdi, R* Oklid uzaymda (7, k)-tip helislere drnekler verilecektir.

Ornek 4.26. R* Oklid uzayinda;

) 2\/5 sin t sin \/§t +3costcos V2t 3costsin 2t — 2\/5 sin tcos\/§t t cost
& = ) ) y T T =
V3 V3 V3

S

egrisi bir (1, 2)-tip helistir. Gergekten o egrisinin

Vi(t) =

sintcosﬂt—\/ﬁcostsin\@t Sintsin\/ﬁt—k\/ﬁcostcos \/§t L sint

Frenet vektorii ile (0,0, 1, 0) birim vektorii sabit bir ag1 yapar. Ayrica

cosx/ﬁt sin\/ﬁt 1
‘/2“):<‘ Vi ’“’E)
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Frenet vektorii ile (0,0, 0, 1) birim vektorii sabit bir ag1 yapar. Dolayisiyla, Tanim 4.20. den
a bir (1, 2)-tip helistir.

Ornek 4.27. R* Oklid uzayinda;

V/2cos/5t V/2sin/5t v/10sint 22
at)= —dt, | ——dt,— | ——dt, | ————=dt
/35 — 25cos2t v/35 — 25cos2t \/7 — Bcos2t /35 — 25cos2t

egrisi bir (3, 4)-tip helistir. Gergekten « egrisinin

B 2(:08\/575 QSin\/gt 1
Vé(”‘(‘ 5 ’0%)

Frenet vektorii ile (0, 0,0, 1) birim vektorii sabit bir a1 yapar. Ayrica

Vi (t) = V/5eos(t)siny/5t — sin(t)cosy/5t _sin(t)sin\/gt—i-\/5008(15)005\/575 1 _\/?j_ ;
4(t) = NG y 7 L 3 sin

Frenet vektorii ile (0,0, 1, 0) birim vektorii sabit bir a1 yapar. Dolayisiyla, Tanim 4.20. den
a bir (3, 4)-tip helistir.
4.3. R’ Oklid Uzayda V;, Vs, V., V, ve V; Helislerin Karakterizasyonlari

[1] ve [7] nolu kaynaklarda ispatlanan ve tezde Teorem 3.2. ile sunulan karakterizasyon

n = 9 i¢in agik olarak agagidaki gibi ifade edilebilir.

Sonuc 4.28. «, R’ Oklid uzayinda bir egri olsun. Bu egrinin 1. tip harmonik egrilik fonksiyonu
Hq ), (1 <14 < 5) olmak iizere,

a bir V) helistir < H(, 5 + vkaHuy =0
li
o (fer L (L (RN )
Ryg Ro VR4 \ VK3 \ ko R3 \ K2
dur.
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Teorem 4.29. R® Oklid uzayinda egrilikleri &+, ko, k3 Ve k4 olan bir V; helis «v olsun. ¢ #0

bir sabit olmak iizere,

dir.

ispat. R® Oklid uzayinda « egrilikleri k1, Ky, K3 ve k4 olan bir V] helis olsun. Bu durumda,

Sonug 4.28. den
K3 K 1 1 /x\ Ky (K1)
Ky Ro VK4 \ VK3 \ Ro R3 \ K2

zaman

K3 K 1 /1 e\ f1\~ 1 7m0\’
(2 ) ) ()
KRy Ro VK4 \ VK3 \ Ro Ko VK3 \ Ro

esitligi elde edilir. Buradan,

dir. m

[5] nolu kaynakta ispatlanan ve tezde Teorem 3.8. ile sunulan karakterizasyon n = 5 i¢in

acik olarak asagidaki gibi ifade edilebilir.
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Sonuc 4.30. 3, R® Oklid uzayinda bir egri olsun. Bu egrinin 2. tip harmonik egrilik fonksiyonu
Hpoy i I CR — R, (1 <i <5) olmak iizere,

3 bir V;, helistir < H('275) + vk Hig4 =0
K3 K 1 [k 1 N
< (—3—1/1//<a1+—(—2+—<ﬁ/w£1) ))
R4 Ko VK4 \ K3 VK3 \ Ro
/
Ky [ K1 R4k
+—4(—1/1//<cl) +rv—=2=0
R3 \ K2 K3

dir.

Teorem 4.31. R® Oklid uzayinda egrilikleri 1, K, k3 Ve K4 olan bir V; helis 3 olsun. ¢ #0

bir sabit olmak iizere,

, !
K1Kg 1 k2 4 1 (s
K2 fy'%l + v (ng + VK3 (f@g fyl{’l) )

\/02 - (Z_:fl//ﬁ)z— (fl/fil)2 r <:_§+V+;3(:—:fl//<;l>/)2

54::i:

dir.

ispat. R® Oklid uzayinda «v egrilikleri x1, ko, k3 Ve k4 olan bir V5 helis olsun. Bu durumda,

Sonug 4.30. dan
R3 K1 1 Ko 1 K1 N\ Ryg [ R1 ! RyaRo
—— [vkit+t— | —+— | — | VK +—|— | vk ) +V =0
KRy Ro VK4 \ R3 VK3 \ Ko R3 \ Ko K3

’ !
dir. Denklemin her iki tarafi 2 (i—Zi—; vk, + VLM (:—2 + i(:—; fl/lﬁl) ) > ile carpilip

integrali alindig1 zaman

K3 K . 1 K 1 K : N2 K : 2 . 2 K 1 K : "2
(52 (e ) ) (2 ) ) (e o))
R4 K2 Vka \ K3 VK3 \ K2 , K2 . K3 VK3 \ K2 .,
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elde edilir. Buradan,

N—
N——

K1K3 1( k2 1 [k
K2 fyl{l + V<H3 + Uﬂg(f{z fyl{l

\/02 - (:_;fV/ﬁ)Q — (Jvm)’ — (2_3, +u_;(z_;fw@1)/)2

H4:Zl:

dir. m

Bu kistmda, R® Oklid uzayinda harmonik egrilik fonksiyonu tanimlanip, V3 helisin harmonik

egrilik fonksiyonuna bagl bazi karakterizasyonlar: verilecektir.

Tamm 4.32. R® Oklid uzayinda egrilikleri k1, K., k3 Ve k4 olan bir egri 7 olsun.

t) = — [vkscos G (t)dt
t) = [vkycos F (t)dt
(t) = — [vKysin F (t) dt

olmak iizere,

D (t)cos (F (t)) + C (t)sin(F (1)), i=1
C (t)cos (F (t)) — D (t)sin (F (t)), i=2
Hay =14 1, i=3
B (t)cos(G (1)) + A(t)sin (G (t)), i=4
| A(t)cos (G (t)) — B (t)sin (G (1)), i=5

bigiminde tanimlanan H 3, : I — R, (1 <14 < 5) fonksiyonuna 7 erisinin 3. tip harmonik

egrilik fonksiyonu denir.

Teorem 4.33. R® uzayinda ~ bir egri olsun. Bu egrinin 3. tip harmonik egrilik fonksiyonu

Hpy o I CR— R, (1 <i <5) olmak iizere,

7 bir V; helistir <> ko H sy — k3Hz4) = 0
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dir.

Ispat. Farz edelim ki, v bir V; helis olsun. Bu durumda V; ile sabit 6 acis1 yapan bir sabit U

vektori vardir.

Vt € liginU = > a; (t) Vi (t) saglayan a;, (1 < i <5) diferensiyellenebilir fonksiyonlari
i=1

ele alalim. Dolaylglyla,
a; = (V,,U),(1<i<5) 4.6)

dir. ~y bir V5 helis oldugundan a3 = (V3, U) = cos @ sabitine esittir. (4.6) denkleminin tiirevi

alinip (2.2) sistemi ile birlikte kullanirsa,

a;’ — vKkia, =0

as' + vKkiay, — Vkeas = 0

Rollg — K3y — 0 (47)
! —

as + Vksas — Vkgas = 0

as’ + vkgay, = 0

diferensiyel denklem sistemi elde edilir. a; = cos ¢ oldugundan H ), (1 <i<5)3.tp

harmonik egrilik fonksiyonu a; fonksiyonlar: cinsinden asagidaki sekilde yazilabilir.

Heyp = Z— (1<i<5) 4.8)

3

Ustelik, (4.8) denklemini tiiretip (4.7) denklem sistemi ile kullanilirsa,

HE3,1) — vk Hio =0

Hég’z) +vk Hgy — vk, =0

KoH 39y — K3H 34 =0 4.9)
Hiy y+vks —vkaHizs =0

H(’375) + vk Higay =0

denklem sistemi elde edilir. Tanim 4.32. dan (4.9) denklem sisteminin ilk iki ve son iki
denklemi saglanir. (4.9) denklem sisteminin iigiincii denkleminden ise gerek sart 1o /132y —

kyH 34y = 0 elde edilir.
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Tersine olarak 7 bir egri ve bu egrinin 3. tip harmonik egrilik fonksiyonu H ;) olsun ve
koH 39 — K3H 3, = 0 sarti saglansi. U vektorii 6 sabit olacak sekilde asagidaki gibi

tanimlansin,

5
U = cosf (Z H(3_Z-)Vl-> ) (4.10)
=1

Bu durumda,

5 5
(V3,U) = <v3,cos9 (ZHB@W» = cos 0 (ZH@,@-) <v;”v@->>

i1 i=1
=cosf#(0+0+1+0+0)

= cos 0

dir. Dolayistyla, U vektoriiniin V; Frenet vektorii ile sabit ag1 yapar.

Simdi U vektoriintin sabit bir vektor oldugunu gosterilecektir. Bunun i¢cin U’ = 0 oldugunun

gosterilmesi yeterlidir. 4.10 denkleminin tiirevi alinirsa,

]‘ ! ! ! A /
@U = H(:m)vl + H(371)Vl/ + H(3,2)V2 + H(3,2)V2/ + H(:3,3)V3 + H(3,3)V3

=+ H(/3,4)‘/4 + H(3,4)V;1/ + HE375)V% + H(B,5)‘/5/
elde edilir. Bu denklem, (2.2) sistemi ile birlikte kullanirsa,

1
cos 0

U = H(/?))l)‘/l + VlilH(g,l)‘/Q + H(,3’2)‘/2 + VKJQH(&Q)‘/:; — V/ilH(gg)‘/i

—+ H(/33)‘/3 — VIQQH(3‘3)‘/2 + VKJgH(?)_g)% + H(,3,4)‘/4 — V/igH(gA)‘/:g
+vkaHa)Vs + Hiy 5)Vs — vkaH3 5V

elde edilen bu denklemde gerekli diizenlemeler yapildiginda,

1
cos 6

U = <H(/371) — V/‘/v'lH(&g)) ‘/1 + (H(/&Q) + V/‘ilH(&l) — VKQH(3,3)> ‘/2
+ (VK}QH(&Q) + HE373) — VK}3H(3,4)> ‘/3 + <VIQ3H(3’3) + H(/3_’4) — VK4H(3,5)) ‘/4

+ (1//@41'[ e+ H 63,5)) Vs
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elde edilirki Tanim 4.32. ve yeter sartdan U’ = 0 oldugu acikca goriilebilir. Dolayisiyla U

vektorii sabitdir.
Boylece, «y egrisi bir V3 helistir. m

Teorem 4.34. R Oklid uzayinda, { H3 1), H3.2), H(z.3), Hz.4y, H(3.5 } harmonik egrilikli birim

hizli bir egri «v olsun.

5
a bir Vi helisise Y  Hp,) = sec’d

i=1

dir.

Ispat. «, V; helis eksenini U, (4.10) denklemi formundadir. U birim vektdr oldugundan

ispat kolayca goriilebilir. m
n = 9 i¢in Teorem 4.2. acik olarak asagidaki gibi ifade edilebilir.

Sonug 4.35. «, R® Oklid uzayinda bir egri olsun. Bu egrinin 4. tip harmonik egrilik fonksiyonu
Hu;y I CR =R, (1 <i<5)olmak iizere,

(e fomeii (2 )
|\ | Vvhu+——+—|— | VK4
K1 R3 VK1 \ ko VKy \ R3

/
K1 [ Ry K3k
+ —(— / Vky | +V =0
Ko \ K3 Ko

dir.

Teorem 4.36. R®> Oklid uzayinda egrilikleri k1, ko, k3 Ve k4 olan bir V} helis «v olsun.

¢ # 0 bir sabit olmak iizere,

filzj:
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dir.

ispat. R® Oklid uzayinda « egrilikleri x,, Ky, k3 ve K4 olan bir V} helis olsun. Bu durumda,

Sonug 4.35. den

!

Ko K 1 [k 1 /K N\ Ky [ K " Ksk
<—2—4/Vﬁ4+—<—3+—<—4/VI€4>>> +—1<—4/w<c4> +r=1 =
K1 K3 VK1 \ Ro VKo \ K3 Ko \ K3 Ko

dir. Denklemin her iki tarafi 2 <“2 e T (';—2 + V—;(:—: f Vm) ) ) ile carpilip

integrali alindig1 zaman

K2 K 1 K 1 K NN K4 2 2 K 1 K "2
(32 2o ) ) (3 ) () () -2
K1 K3 VK1 \ K2 VK2 \ K3 K3 K2 VK2 \ K3

elde edilir. Buradan,

/!
!/
K2k (ks o 1 (K
24 [k + V<H2 + o= (m fw@i) )

\/02_ (%IV@)Z— (fl//@l)Z - (:_Z +1/+c2(:_§f1//14>/)2

fi]::l:

dir. m

[13] nolu kaynakta ispatlanan ve tezde Teorem 3.13. ile sunulan karakterizasyon n = 5 i¢in

acik olarak asagidaki gibi ifade edilebilir.

Sonug 4.37. «, R’ Oklid uzayinda bir egri olsun. Bu egrinin 5. tip harmonik egrilik fonksiyonu
Hsy I CR =R, (1 <i<5)olmak iizere,

« bir Vj helistir < H(’571) viiH s =0
K
G ( (2))) + () -
K1 R3 VK1 \ VK9 K3

dir.
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Teorem 4.38. R® Oklid uzayinda egrilikleri x+, ko, k3 Ve k4 olan bir V; helis o olsun. ¢ #0

bir sabit olmak iizere,

dir.

ispat. R® Oklid uzayinda o egrilikleri 1, k1, k5 Ve k4 olan bir V; helis olsun. Bu durumda,

Sonug 4.37. dan

Ka K 1 /1 e\ ke
(2 A ) 2
K1 K3 VK1 \ VKo \ K3 Ko \ K3

’ /
dir. Denklemin her iki tarafi 2 (""ﬂ + L (i <ﬂ> ) ) ile carpilip integrali alindigi

K1 K3 VK1

zaman

/ / 2 ! 2
1 /1 2 1
(@@+_<_<@> ) ) p (i) N <_<’i> > _ e
K1 R3 VK1 \ VKo \ R3 K3 VKy \ R3

esitligi elde edilir. Buradan,

dir. m

Teorem 4.39. o, R® Oklid uzayinda 1, ks, k3 ve k4 egrilikli bir egri olsun. k, = K; ve

K3 = Ko (/@4 = —K, Ve kg = —/{2) sartt saglansin. Bu durumda,

a bir V] helistir < « bir Vj helistir.

Bagka bir deyisle, a bir (1, 5)-tip helistir.
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ispat. Kabul edelim ki, « bir V; helis olsun. Bu durumda Sonug 4.28. den;

K3 K 1 /1 (VN ke /R
(2t ) 2 -
Ky4 Ro VK4 \ VK3 \ Ro R3 \ K2

dir. Bu denklemde K, = K4 Ve Ky = K3 (kg = —Ky Ve k3 = —Ky) esitlikleri kullamlirsa,

Ko K 1 /1 e\ R
() 2 () -
K1 K3 VK1 \VRo \ R3 Ko \ K3
denklemi elde edilir ki Sonug 4.37. den « bir V; helistir.
Yeter sart1 da, benzer sekilde ispat edilebilir.

Teorem 4.40. o, R® Oklid uzayimda &, ko, k3 ve k4 egrilikli bir egri olsun. x, = K; ve

K3 = Ko (K4 = —K; Ve K3 = —K,) sart1 saglansin. Bu durumda,

« bir V; helistir < « bir V helistir.

Bagka bir deyigle, «v erisi bir (2, 4)-tip helistir.

ispat. Kabul edelim ki, « bir V5 helis olsun. Bu durumda Sonug 4.30. den;

!
K3 K 1 [k 1 /K N\ Ky [ K " Kk
<—3—1/VH1+—<—2+—<—1/V/€1>)> +—4<—1/w€1> +r—2 =9
Ry Ro VK4 \ R3 VK3 \ Ro R3 \ K2 K3

dir. Bu denklemde varsayimimiz olan k, = Kk, Ve Ky = K3 (K4 = —K; Ve K3 = —Ky)

esitlikleri kullanilirsa,

K 1 1 NAY '
(b ) 0 o) 2
K1 K3 VK1 \ Ko VKo \ K3 Ko \ K3 Ko

denklemi elde edilir ki Sonug 4.35. den « bir V} helistir.

Yeter sart1 da, benzer sekilde ispat edilir. m
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5. IKi INDEKSLI YARI-OKLIDIiYEN UZAYDA HARMONIK EGRILIKLERLE
V; HELISLERIN VE POLINOM HELISIN KARAKTERIZASYONLARI

Bu béliimde, ilk olarak R%, n—boyutlu 2 indeksli yari-Oklidiyen uzayinda Vi, Vy, V,,_; ve
V., helislerin harmonik egrilik fonksiyonuna bagl karakterizasyonlar1 verildi ve n = 4 igin
bazi sonuglar elde edildi. Sonra, R5 uzayinda zamansi ve uzaysi polinom helisler karakterize

edildi.

Bu boliim de null olmayan Serret Frenet vektorlerine sahip egriler ele alinmustir.

51. R? Yar1-Oklidiyen Uzayda V;, V5, V,_; ve V,, helislerin Karakterizasyonlar1

Tamm 5.1. « : [ C R — R} egrisi i¢in Serret Frenet vektorii V;, (1 < i < n) ile sabit bir

U vektoriiniin skalar ¢arpimt sifirdan farkli bir sabitse bu egriye V; helis denir.

Tamim 5.2. «, R} uzayinda bir egri olsun.

—_

H ) =

o

N
-~
I

(’Qi—zH(u—z) + fl_lel,qi—l)> , 3<1<n

Ri—1

biciminde tanimh H, ;) : [ C R — R, (1 < i < n) fonksiyonuna « egrisinin 1. tip

harmonik egrilik fonksiyonu denir.

Teorem 5.3. RY uzayinda « bir egri olsun. Bu egrinin 1. tip harmonik egrilik fonksiyonu

Hys I CR— R, (1 <i<n)olmak iizere,
« bir V] helistir < ]H[Em) + ve Kno1Hg o1y = 0

dir.

Ispat. Farz edelim ki, o bir V; helis olsun. Bu durumda Tanim 5.1. den V/ ile skalar ¢arpimi

sifirdan farkli olan bir sabit U vektorii vardir.
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Vit € Tigin U = > a; (t)V; () esitligini saglayan a;, (1 <1i < n) diferensiyellenebilir
i=1

fonksiyonlarim ele alahm. Dolayisiyla,
a,=eg(Vi,U), (1<i<n) 5.1)

dir. a bir V} helis oldugundan a; = ,g (V},U) = g;¢, ¢ # 0 dir. (5.1) denkleminin tiirevi

alinip (2.3) sistemi ile birlikte kullanilirsa,

a), =9 (V/,U) =veigor19 (Vo,U) = veykia; =0
ve

a, =0
dir. Benzer sekilde (2 <i < n — 1) oldugu durum igin,

(l; =¢&9 (‘/i,7 U) = —VEgi€i1Ri—14 (Vi—u U) + VEi€i1Rig (‘/i+17 U)

= —VER;_1Q;_1 + VER;Gi1q
ve
a; + VER; 101 — VEK; Gy, = 0
dir. Son olarak ¢ = n durumu ig¢in, yani a,, = ¢,9 (V,,, U) oldugundan,
a, =¢e,9(V,U) = —ve,en1bn 19 Va1, U) = —vekn 10,4
ve

!
a, + Ve Ky 10,1 =0
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dir. Dolayistyla, a; = 0 ve

a; =0
a, + veiki 10, —veka, =0, (2<i<n-—1) (5.2)

a, + ve,kn 10,1 =0
diferensiyel denklem sistemi elde edilir.

a; = e¢ # 0 oldugundan H ;, (1 <¢<mn) 1. tip harmonik egrilik fonksiyonu a;

fonksiyonlari cinsinden asagidaki sekilde yazilabilir
a; .
ay

Ustelik, (5.3) denkleminin tiirevi alinip (5.2) denklem sisteminin son denklemi haricinde
birlikte kullanilmasiyla 1. tip harmonik egrilik fonksiyonu elde edilir. (5.3) denkleminin
tiirevi alinip (5.2) denklem sisteminin son denklemiyle birlikte kullanilmasiyla V; helis olma

sart1 elde edilir.

Yani, (5.2) denklem sisteminin ilk denklemi (5.3) denklemi birlikte kullanildiginda,

031

H =—=1
(1,1) ay
ve
Q2
H(Lg) —_ — = 0
aq

dir. Yine, benzer sekilde (5.2) denklem sisteminin ikinci denklemi a, ile boliiniip (5.3)

denklemi birlikte kullanildiginda,

/

a,; .
— +veikiaHa iy —veikiHpiy =0, (2<i<n—1)
ay

dir. Bu denklem ile (5.3) denkleminin tiirevi alinarak kullanilirsa,

Hl(l,,-) + V&/‘fi—lH(l,i—l) - V5¢/€¢H(1,i+1) =0

49



dir. Buradan
1 ]' ! .
H 1) = P Ki—1Hi-1) + H(M , (2<i<n-1)

olarak bulunur.

(5.2) denklem sisteminin son denkleminin a; ile boliinmesiyle

!

Qn,
— + VEpKn—1
ay a;

Ap—1

=0

elde edilir. Bu denklemde (5.3) denklemi kullanilarak
Hl(l,n) + Vgn'%n—lH(l,n—l) =0

sonucuna ulagilir. Bdylece gerek sart saglanir.

Tersine olarak cv bir egri ve bu egrinin 1. tip harmonik egrilik fonksiyonu H, ; : I C R —
R, (1<i<n)ve ]I-]I’(Ln) + €nkp—1H(1,-1) = 0 olsun. U vektorii ¢ sifirdan farkli bir sabit

olmak iizere agagidaki gibi tanimlansin,
U=cec (Z H(u)Vi> . (5.4)
i=1
Bu durumda,

Q(Vh U) =g (‘/17510 <Z H(l,i)%)) = &1c <Z H(lz ‘/b )

=1
=cic(er+0+---+0)

=C

dir. Dolayisiyla U vektoriiniin V) ile skalar ¢carpimi sifirdan farkli bir sabittir. Simdi, U

vektoriiniin, sabit bir vektor oldugu gosterilecektir. Bunun igin U’ = 0 oldugunun gosterilmesi
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yeterlidir. 5.4 denkleminin tiirevi alinirsa,

]‘ ! ! ! ! !
;CU =M, ,\Vi + Ho )V + Hjy Vo + Hi ) V5

+ H/(1,3)V3 + H(LB)V:%/ + HI(1,4)V:1 + H(1,4)VZ
+ Wiy oy Vorr + Han Voo + Hiy ) Ve + Han V)

elde edilir. Bu denklem, (2.3) sistemi ile birlikte kullanirsa,

1
;Ul = Hl(Ll)‘/l + VEzl‘ilH(l,l)Vz + HI(172)V2 — V€1K1H(1,2)V1
1

+ V5352H(1,2)V}, + Hl(l)g)‘/é 3 V€252H(1,3)V2 + V€4/‘€3H(173)

+ Hl(l,n,l)vnq — VEp_skin—olllq n1yVoo + veu k1 Hiy o)V

+ Hl(l,n)vn — Vep_1Kn_1H1 ) Vs
elde edilen bu denklemde gerekli diizenlemeler yapildiginda,

1
g_CU/ = (HI(LI) — V€1K1H(172)) ‘/1
1

+ (V€2K1H(1,1) + H/(m) - ’/52’%2]1']1(173)) Va

+ (V€3K/2H(17Q) + H/(l,?)) — V€3/§3H(174)) ‘/E),
+ (Vgn—v‘fn—zH(Ln—z) + H/(l,n_l) - V€n—1/fn—1H(1,n)) Vo
+ (Ugn'%n—lH(l,n—l) + Hl(lyn)> Vn

elde edilir ki Tanim 5.2. ve yeter sartdan U’ = 0 oldugu agikca goriilebilir. O halde, U

vektori sabitdir.

Dolayisiyla, o egrisi bir V] helistir. m
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Tamm 5.4. 3, R} uzayinda bir egri olsun.

€1 f VK1, 1=
Heq = 4 1, i=92
1 1 .
i1 |:y51_1HI(2,71—1) + Kif2H(2,i72):| ) 3<i<n

biciminde tanimlt Hp ;) : [ — R, (1 <3 < n) fonksiyonuna [ egrisinin 2. tip harmonik

egrilik fonksiyonu denir.

Teorem 5.5. R} uzayinda (3 bir egri olsun. Bu egrinin 2. tip harmonik egrilik fonksiyonu

Hys : I = R, (1 <i<n)olmak iizere,
B bir V; helistir < H’(Q)n) + ve hn—1Hg -1y = 0

dir.

Ispat. Farz edelim ki, 3 bir V; helis olsun. Bu durumda Tamim 5.1. den V4 ile skalar ¢arpimi

sifirdan farkli olan bir sabit U vektorii vardir.

Vt € IigcinU = Y a;(t)V; (t) esitliginin saglayan a;, (1 < i < n) diferensiyellenebilir
i=1

fonksiyonlari ele alalim. Dolayisiyla,
a; =g (Vi,U), (1 <i<n) (5.5)

dir. o bir V; helis oldugundan a, = £, (V5, U) = £5¢, ¢ # 0 dir. (5.5) denkleminin tiirevi

alinip (2.3) sistemi ile birlikte kullanilirsa,
a, =e,9(V/,U) =veigqr19 (Vo,U) = vekiay
ve

a; = 51a2/1//11 (5.6)
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dir. Benzer sekilde (2 < i <n — 1) oldugu durum igin,

a; = &;49 (V;/v U) = —VEgi&i—1Ki—19 (‘/;—17 U) + VEi€i1Rig (V;+17 U)

= —VER; 101 T VEKQj11
ve
CL; + VERi_1Qi—1 — VERKGiy1 = 0
dir. Burada !, = 0 dir. Son olarak ¢ = n durumu igin, yani a,, = €,g (V,,, U) oldugundan,

a'IIL =&ng (Vl U) = —VEpEn—1Rn-19 (Vn—h U) = —VEpKRp_1Q0pn-1

n?

ve
a, + Vepkn 10,1 =0
dir. Dolayisiyla,

Q) = Ve1K Gy
a;, + veki a4 —vegka, =0, (2<i<n-—1) (5.7)

li —
a, + Ve Ky 1a,-1 =0

diferensiyel denklem sistemi elde edilir.

a; = & # 0 oldugundan Hp,, (1 <7< n) 2. tip harmonik egrilik fonksiyonu a;

fonksiyonlari cinsinden asagidaki sekilde yazilabilir

a; .
H(Q,i) == a_7 (]. S 1 S n) . (58)

2

Ustelik, (5.8) denkleminin tiirevi alinip (5.7) denklem sisteminin son denklemi haricinde
birlikte kullanilmasiyla 2. tip harmonik egrilik fonksiyonu elde edilir. (5.8) denkleminin
tirevi alinip (5.7) denklem sisteminin son denklemiyle birlikte kullanilmasiyla V/; helis olma

sart1 elde edilir.
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Yani, (5.7) denklem sisteminin ilk denklemiyle (5.8) denklemi birlikte kullanildiginda,

y
H(2,1) = a— = 51/%“61

2

veE

H(2,2) =—=1

2

dir. Benzer sekilde, (5.7) denklem sisteminin ikinci denklemi a, ile boliiniip, (5.8) denklemi

ile birlikte kullanilirsa

a’ )
— + veiki—iHlp i1y — veikitig i) = 0, (2 <t<n- 1)
Qg

dir. Bu denklem ile (5.8) denkleminin tiirevi alinarak kullanilirsa,
H, ;) + veikiH 1) — veikiHp1) = 0
dir. Buradan
1 1, _
Hoi1y) = /f_z (Ki—lH(2,¢—1) + V_&H(Zi)) , (2<i<n)
olarak bulunur. (5.7) denklem sisteminin son denkleminin a, ile boliinmesiyle

/

n
— + VEnKn—-1
Qo a2

Ap—1 . 0

elde edilir. Bu denklemde (5.8) denklemi kullanilarak
H/(2,n) + Vgnﬁnle(Z,nfl) =0

sonucuna ulagilir. Boylece gerek sart saglanir.

Tersine olarak, (3 bir egri ve bu egrinin 2. tip harmonik egrilik fonksiyonu H,; : I C R —
R, (1<i<n)ve Hiy .y + venkin 1H, 1y = 0 olsun. U vektdrii ¢ sifirdan farkli bir sabit
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olmak {izere asagidaki gibi tanimlansin,
U = gy (Z H(z,i)vg> . (5.9)
i=1
Bu durumda,

g (V27 U) =g (‘/27520 <Z H(Q,i)%)) = &oC <Z H(zi)g (‘/27 Vz))
i=1

i=1
:€QC(O+€2+O++O)

=C

dir. Dolayistyla U vektoriiniin V5 ile skalar ¢arpimu sifirdan farkli bir sabittir. Simdi, U
vektoriiniin, sabit bir vektor oldugunu gosterilecektir. Bunun i¢in U’ = 0 oldugunun gosterilmesi

yeterlidir. (5.9) denkleminin tiirevi alinirsa,

1 / / / / /
QU == H(Zl)‘/l i H(271)‘/1 + H(zgg)% + H(Z,Q)sz

+ HI(2,3)V3 + H(ZS)V?: + H,(2,4)V4 + H(274) VZ

+ Hl(z,n—l)vn—l + H(Zn—l)vnl—l + Hl(z,n)vn + H(Qm)vri
elde edilir. Bu denklem, (2.3) sistemi ile birlikte kullanirsa,

1
;U/ = Hl(g,l)vl + V€251H(2,1)V2 + HI(Q’Q)‘/Q - V€1K1H(2.2)V1
2

+ VggﬁgH(g’Q)‘/g -+ HI(Q)?))‘/?, — V€2/€2H(273)‘/Q + 1/€4I€3H(273)

+ Hl(zm_l)‘/;b—l - Vgn—QK/n—QH(Q,n—I)V;L—Q + Vgnﬁn—lH(Q,n—l)‘/n

+ H22,n) Vn - Vgnflﬁn,le(Q,n) ‘/nfl
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elde edilen bu denklemde gerekli diizenlemeler yapildiginda,

1
€_CUI - (HI(QJ) - VEIKIH(2,2)> ‘/1
2

+ (U(C:QK‘/]H(Q’]_) + H/(Q,Q) - U€2K/2H(2,3)) ‘/2

+ (V€3/€2H(272) + Hl(z»?,) — V€3K/3H(274)) ‘/E),

+ (Vgn—1"<6n—2H(2,n—2) + Hl(g,n_l) - Vgn—ﬂfn—lH(z,n)) |

+ (uenﬁn_lﬂ(z,n—l) + Hl(Q,n)) Va

elde edilir ki Tanim 5.4. ve yeter sartdan U’ = 0 oldugu agikca goriiliir. Oyleyse U vektorii
sabitdir.

Dolayisiyla, 3 egrisi bir V5 helistir. m

Tamm 5.6. -y, R} uzayinda bir egri olsun.

L B i = 2B ], 1<i<n-—2
Hpo19 =9 1, 1=n—1,
_Enf VKn—1, 1=n

bi¢iminde tanimli H,_,; : I — R, (1 < ¢ < n) fonksiyonuna ~y egrisinin (n — 1). tip

harmonik egrilik fonksiyonu denir.

Teorem 5.7. R} uzayinda -y bir egri olsun. Bu egrinin (n — 1). tip harmonik egrilik fonksiyonu

Hi,-14: I CR—= R, (1 <i<n)olmak iizere,
~ bir V,,_; helistir < ]I-]I’(n_m) —verkiHp_12) =0
dir.

ispat. Farz edelim ki, v bir V,,_; helis olsun. Bu durumda Tanim 5.1. den V,,_; ile skalar

carpimu sifirdan farkli olan bir sabit U vektorii vardir.
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Vit € Tigin U = > a; (t)V; () esitligini saglayan a;, (1 <1i < n) diferensiyellenebilir
i=1

fonksiyonlar1 ele alalim. Dolayistyla,
a,=eg(Vi,U), (1<i<n) (5.10)

dir. ~y bir V,,_; helis oldugundan a, ; = ¢,_19 (V,_1,U) = e,1c,¢c # 0 dir. (5.10)

denkleminin tiirevi alinip (2.3) sistemi ile birlikte kullanilirsa,
1 = n igin,
a'IIL = Eng (Vl U) = _Vgngn—l"{n—lg (Vn—h U) = —VERRp—10n—1

n?

ve
Qp = —Epln_1 / VKRp—1
dir. Benzer sekilde (2 < i < n — 1) oldugu durum ig¢in,

a; = €ig (V;/? U) = —Vg&i1Ki—1g (‘/;—17 U) + VEi€i1Rig (‘/i+17 U)

= —VER; 101 T VERAi11
ve
a; + veiR; 10,1 — VEK;Q; = 0
dir. Burada @/, , = 0 dur. Son olarak ¢ = 1 durumu i¢in, yani a, = ¢, (V4, U) oldugundan,
ai, =e19g(V/,U) =veigor19 (Va,U) = vekiay
ve

a; —vekay =0
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dir. Dolayisiyla,

[A—
a, = —VEpKp—10n—1

CL; + VER;_1Qi_1 — VER;Qip1 = O7 (2 < 1 <n-— 1) (511)

ay — vejRiay =0
diferensiyel denklem sistemi elde edilir.

Up_1 = Ep_1C # 0oldugundan H,_, ), (1 <4 < n)(n—1). tip harmonik egrilik fonksiyonu

a; fonksiyonlar1 cinsinden asagidaki sekilde yazilabilir

L (1<i<n). (5.12)

Ustelik, (5.12) denkleminin tiirevi alip (5.11) denklem sisteminin son denklemi haricinde
birlikte kullanilmasiyla (n—1). tip harmonik egrilik fonksiyonu elde edilir. (5.12) denkleminin
tiirevi alinip (5.11) denklem sisteminin son denklemiyle birlikte kullanilmasiyla V,,_; helis

olma sart1 elde edilir.

Yani, (5.11) denklem sisteminin ilk denklemiyle (5.12) denklemi birlikte kullanildiginda,

a,
Hp10) = = —&n / VEp_1
an—l

ve

H(n—l,n—l) -

dir. Benzer sekilde, (5.11) denklem sisteminin ikinci denklemi a,,_; ile boliiniip, (5.12)

denklemi ile birlikte kullanilirsa,

/
7

Ap—1

+ Vgil‘fi—lH(n—l,i—n - VEi/fiH(n—l,iH) =0, (2 <:1<n-— 1)
dir. Bu denklem ile (5.12) denkleminin tiirevi alinarak kullanilirsa,

H/(n—l,i) + Vgilfile(nfl,ifl) - Vgi,/’iiH(nfl,iﬁ»l) =0
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dir. Buradan

1 .
(“iH(n—uH) - V_aH(n—l,i)> ) (2 <t<n-— 1)

H(n—1,z‘—1) —
i—1

olarak bulunur.

(5.11) denklem sisteminin son denklemini a,,_; ile boliinmesiyle

a,’ %

— VE1Rq
Ap—1 An—1

=0

elde edilir. Bu denklemde (5.12) denklemi kullanilarak
H/(n—l,l) —veikHp 12 =0

sonucuna ulagilir. Bdylece gerek sart saglanir.

Tersine olarak 7 bir egri ve bu egrinin (n — 1). tip harmonik egrilik fonksiyonu H,_; ;) :
ICR—-R, (1<i<n)ve HY, 11y — verrkH,12) = 0 olsun. U vektdrii ¢ sifirdan

farkl bir sabit olmak iizere agsagidaki gibi tanimlansin,
U=epc (Z H(n_l,n\/i) : (5.13)
i=1
Bu durumda,

g (Vn—h U) =g (‘/n—l? Ep-1C <Z H(n—l,i)%)) = &p-1C (Z H(n—l,i)g (‘/71—17 M))

=1 i=1
=10+ 0+ +0+e,1+0)

=cC

dir. Dolayisiyla U vektoriiniin V,,_; ile skalar ¢arpimi sifirdan farkli bir sabittir. Simdi,

U vektoriiniin, sabit bir vektor oldugu gosterilecektir. Bunun i¢in U’ = 0 oldugunun
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gosterilmesi yeterlidir. (5.13) denkleminin tiirevi alinirsa,

1

5 1CUI = H/(n—l,l)vl + H(n—lyl)vl, + Hl(n—1,2)‘/2 + H(n—lﬂ)vé

+ 11 Ve + Hiop) Ve + H, Vi + Hia V)

+ H/(n—l,n—l)Vn—l + H("_lv"l—l)v’ri—l + H/(n—ln)vn + H("l—l-”)VT:

elde edilir. Bu denklem, (2.3) sistemi ile birlikte kullanirsa,

1
Enp—1C

U = H/(n,lvl)v1 + VgQHlH(n—l,l)‘/Z + H/(nfl_rg)‘/Q = V51/€1H(n—1,2)v1

+ vegkoH(_12)V35 + H/(n_Lg)Vs — vegkoH(_1 3 Vo + vesksH o 5

+ H/(n_lm_l)vn—l - Vgn—QKn—QH(n—l,n—l)‘/n—Q + I/Enlin—lH(n—l,n—l)Vn

+ H/(nfl,n)‘/n p Vgn—lﬁn—lH(n—l,n)‘/rn—l

elde edilen bu denklemde gerekli diizenlemeler yapildiginda,

1
Ep—1C

Ul = (Hzn—l,l) — V€1/€1H(n_172)) ‘/1

+ <V€2/€1H(n—1,1) + H/(n—l,Z) - VSQKQH(H—L?O) V2

+ (V‘SSK‘QH(n—LQ) + H/(n_l)g) - V€3K‘3H(n—1,4)> Vs
+ (Vgn—l’%n—2H(n—l,n—2) + Hl(n_lm_l) - Vgn—l"{'n—lH(n—l,n)) Vn—l
+ (Vgn"in—lH(n—l,n—l) + H/(n—l,n)) ‘/n

elde edilir ki Tanim 5.6. ve yeter sartdan U’ = 0 oldugu agikca goriilebilir. Oyleyse U

vektori sabitdir.

Dolayistyla, v egrisi bir V,,_; helistir. m
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Tamm 5.8. «, R} uzayinda bir egri olsun.

1 .
,%i ["fi+1]H[(n,i+2) - mH/(n,i-i-l)] ) 1<i<n—-2
Hin =< 0, i=n—1,
1, 1=n

bi¢iminde tammh H,, ;) : I — R, (1 < i < n) fonksiyonuna < egrisinin n. tip harmonik

egrilik fonksiyonu denir.

Teorem 5.9. R? uzayinda « bir egri olsun. Bu egrinin n. tip harmonik egrilik fonksiyonu

H.,: I CR—=R, (1 <i<n)olmak iizere,
a bir V, helistir < H,(n,]_) —verkH, 0 =0

dir.

Ispat. Farz edelim ki, & bir V/, helis olsun. Bu durumda Tamim 5.1. den V, ile skalar ¢arpimi

sifirdan farkli olan bir sabit U vektorii vardir.

Vt € LTigin U = > a; (1) V; () esitligini saglayan a;, (1 < i < n) diferensiyellenebilir
i=1

fonksiyonlar1 ele alalim. Dolayistyla,
a; =9 (V,,U), (1<i<mn) (5.14)

dir. « bir V,, helis oldugundan a,, = ¢,9 (V,,U) = e,¢, ¢ # 0 dir. (5.14) denkleminin

tiirevi alinip (2.3) sistemi ile birlikte kullanilirsa,

i = n durumu igin, yani a,, = £,9 (V,,, U) = ¢,,c oldugundan
a,=e,g(V,U) = —veen1bn1g Vo1, U) = vepkp 10,1 =0

ve
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dir. Benzer sekilde (2 <7 <mn — 1) igin,

a; = &;49 (V;/v U) = —VEgi&i—1Ki—19 (‘/;—17 U) + VEi€i1Rig (V;+17 U)

= —VER; 101 T VEKQj11

ve

!
a; + VER;_1Q;—1 — VEiK;Qiy1 = 0

dir. Son olarak ¢ = 1 i¢in, yani a; = £,g (V1, U) oldugundan,

ai, =e1g(V/,U) = veigar19 (V,U) = vekiay

veE

a; — veikiay =0

dir. Dolayisiyla, a,,_, = 0 ve

A
a, = —VepKp_10n_1

CZ; + VER;_1Q;_ 1 — VEiR;Qi1 = 07 (2 < 1 <n-— 1)

ay — ve1kiay =0

diferensiyel denklem sistemi elde edilir.

(5.15)

a, = e€,¢ # 0 oldugundan H,;, (1 <¢<n) n. tip harmonik egrilik fonksiyonu «;

fonksiyonlar1 cinsinden asagidaki sekilde yazilabilir

(5.16)

Ustelik, (5.16) denkleminin tiirevi alinip (5.15) denklem sisteminin son denklemi haricinde

birlikte kullanilmasiyla n. tip harmonik egrilik fonksiyonu elde edilir. (5.16) denkleminin

tirevi alinip (5.15) denklem sisteminin son denklemiyle birlikte kullanilmastyla V,, helis

olma sart1 elde edilir.
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Yani, (5.15) denklem sisteminin ilk denklemiyle (5.16) denklemi birlikte kullanildiginda,

ap
H(n,n) — a— — 1

veE

H(n,nfl) =

dir. Benzer sekilde, (5.15) denklem sisteminin ikinci denklemi a,, ile boliiniip, (5.16) denklemi

ile birlikte kullanilirsa,
a’
— + veiki1 -1y — vekiH, 41y = 0, (2 <i<n-— 1)

an

dir. Bu denklem ile (5.16) denkleminin tiirevi birlikte kullanilirsa,

H/(n,i

) +reikiHei1) — veikiHg i) =0

dir. Buradan

1
Hi—1) = -

olarak bulunur.

(5.15) denklem sisteminin son denklemini a,, ile boliinmesiyle

all (15
— —veki— =0
G Qp,

elde edilir. Bu denklemde (5.16) denklemi kullanilarak

H,(n,l) — V€1/€1H(ny2) =0

sonucuna ulagilir. Boylece gerek sart saglanir.

Tersine olarak, « bir egri ve bu egrinin n. tip harmonik egrilik fonksiyonu H,, ;) : I C R —

R, (1 <i < n)veH,, —vekHyy = 0olsun. U vektorii ¢ sifirdan farkli bir sabit
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olmak {izere asagidaki gibi tanimlansin,

—6n<§:mmW> (5.17)

Bu durumda,

g (Vrn U) =g <‘/n7 EnC <Z H(nz)%)) = &ncC (Z H(n,z)g (‘/717 ‘/;))

i=1 =1

=, c(04+0+---+0+¢,)

dir. Dolayistyla U vektoriiniin V,, ile skalar carpimu sifirdan farkli bir sabittir. Simdi,
U vektoriiniin, sabit bir vektor oldugu gosterilecektir. Bunun i¢in U’ = 0 oldugunun

gosterilmesi yeterlidir. (5.17) denkleminin tiirevi alinirsa,

1, , / / %
;U = o yVi + Hiny Vi + Hip, ) Vo + Hin ) Vs

+ H,(n)'?’)‘/?’ _|_ H(nvg) ‘/;)/ + H/(n,ﬁl)‘/;l _|_ H(’Il,4) ‘/4,

+ H/(n,n—l) ‘/;1—1 + H(n,n—l)‘/n/_l + H/(n,n)‘/n + H(n”)v;z/

elde edilir. Bu denklem, (2.3) sistemi ile birlikte kullanirsa,

1
EnC

U = ( 1)Vl + veyri Hp, Ve + H( 2)V2 verkiHn2) Vi

+ V€3I€2H(n’2)‘/g -+ H,(n,B)‘/é — V@QKJQH(%;;)‘/Q + V€4I€3H(n,3)

+ H(n n—1) V - Vg’IL—QH’IL—QH(’IL,TL—l)‘/71—2 + Vgn’%n—lH(n,n—l)‘/;z
+ H(n n)v Vgnflﬁnle(n,n) ‘/'n,fl
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elde edilen bu denklemde gerekli diizenlemeler yapildiginda,

1
- CUI = <H/(n71) — I/Ellﬁle(nwg)) ‘/1
+ (ngfle(n,n + M, 5 — V€2%2H(n,3)) Va

+ (V53"12H(n,2) + Hzmg) - V€3%3H(n,4)) A

+ (Vgn—l"{n—2H(n,n—2) + H/(n,n—l) - Vgn—l’lin—l]HI(n,n)) ‘/n—l

+ (yen/@n_1H(n,n—1) + Hl(nn)) Va

elde edilir ki Tanim 5.8. ve yeter sartdan U’ = 0 oldugu agikca goriiliir. Oyleyse U vektorii
sabitdir.

Dolayisiyla, o egrisi bir V,, helistir. m

Bu kisimda, R} yar1-Oklidiyen uzayda birim hizh bir V3, V5, V5 ve V helisler i¢in asagidaki
teorem ve sonuglar elde edildi. 11k olarak, o : I — R} egrisinin null olmayan V;, V;, V3,V

Serret-Frenet vektor alanlari i¢in miimkiin olan casual karakterleri Tablo 5.1 de sunulmustur.

Tablo 5.1. Null olmayan Frenet vektor alanlarinin causal karekterleri

Bu tez de bir egri alindifinda Serret-Frenet vektor alanlar i¢in Tablo 5.1 deki durumlar

gecerlidir.

Ayrica, Serret-Frenet vektor alanlart iizerinde g skalar ¢arpim iglemi Tablo 5.2 deki gibi

verilsin.

Vi Vs Vs Vi
Uzays1 | Uzays1 | Zamansi | Zamansl
Zamans1 | Zamansi | Uzaysi
Zamans1 | Uzays1 | Zamansi
Zamans1 | Zamansi | Uzayst | Uzaysi
Uzays1 | Uzays1 | Zamansi
Uzayst | Zamansi | Uzaysi
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Tablo 5.2. Frenet vektor alanlarinin skalar ¢carpimi

g Vi Va| VsV
Vileg] O 010
Vol O e O] 0
Vsl O] 0 | e3] 0
Vil O] 0| 0| ey

Tablo 5.1 ve Tablo 5.2 den
E1E9E3E4 = 1

oldugu acikca goriilmektedir.
n = 4 i¢in Teorem 5.3. acik olarak asagidaki gibi ifade edilebilir.

Sonug 5.10. «, R; uzayinda birim hizli bir egri olsun. Bu egrinin 1. tip harmonik egrilik

fonksiyonu H, ;) : I — R, (1 < i < 4) olmak iizere,

a bir Vi helistir < H, 4y + €,kn 1Hu g =0

1 /r\\ K
E3Rk3 \ K2 Ko

dir.

Sonug 5.11. «, Rj uzayinda birim hizli bir V] helis egrisi verilsin. Bu egrinin ekseni

1 !
U=e0c (v1 + %Vg + (ﬁ) V4) (5.18)
2

€33 \ K2

bi¢imindedir. Burada U vektorii,

* U uzaysi birim vektor ise ¢ = \/

ertea(2) e (£ (2))

e U zamansi birim vektor ise ¢ = \/

_ (51+€3(%)2+64(%(%)’)2)

K3 K2

2 N 2
U null vektor ise 51+53<:—;> +54(L<m>) -0
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dir.

Teorem 5.12. «, ]R;1 uzayinda egrilikleri x, ko ve k3 olan birim hizli bir V) helis olsun.

¢ # 0 bir sabit olmak iizere,

!
(%)
K2
Ky — *+
3 2
C2 _ ﬂ(ﬂ)
€3 K2

dir.

ispat. R} uzayinda « egrilikleri 1, k5 Ve k3 olan bir V; helis olsun. Bu durumda, Sonug

5.10. dan
1 /& \\
() senizs
€33 \ K2 Ko
dir. Denklemin her iki tarafi 2$ (2—;) ile carpilip integrali alindig1r zaman
1 . N 2 e 2
()2 -
E3kR3 \ Ko €3 \ R2
esitligi elde edilir. Buradan,

/
K2
Ky = =
3 2
C2 _ ﬂ(ﬂ)
ez \ K2

dir. m
n = 4 i¢in Teorem 5.5. acik olarak asagidaki gibi ifade edilebilir.

Sonug 5.13. R; uzayinda « birim hizli bir egri olsun. Bu egrinin 2. tip harmonik egrilik

fonksiyonu Hp, ;) : I — R, (1 < i < 4) olmak iizere,
a bir V; helistir < ]H[’(QA) + ey hn1Hpg =0
1 K1 ' ' K1
= el — [ ki | +e3k, 4+ e164k5— | kK1 =0
E3R3 Ko Ko
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dir.

Sonug 5.14. «, R} uzayinda birim hizli bir V; helis egrisi verilsin. Bu egrinin ekseni

1 !’
U = eac (<51 /m) Vi+Va+ (E]ﬂ /m) Vs + ( (51 (ﬂ /m) +53H2))V4)
K2 E3K3 R2

bi¢imindedir. Burada U vektorii,

1

* U uzays1 birim vektor ise ¢ = - - - >
\/el(fm) +€2+€3(% fm) +E4(€31~3 (51(% fm) +63H2>)

1

—(al(fn1)2+sg+ag(% fn1)2+54<ﬁ(51(2; fﬁ1),+€3m2))2)

* U zamansi birim vektor ise ¢ = \/

e U null vektor ise

2 Ky 2 1 Ky ! 2
€1 /Iil + &5+ &3 —/Iil + &4 €1 —/Kl + E3Ko =0
Ko E3Rg3 R

dir.

Teorem 5.15. R} uzayinda egrilikleri 1, K, ve 3 olan birim hizli bir V; helis egrisi /3 olsun.

¢ # 0 bir sabit olmak iizere,

/
&1 (:_;f/ﬁ;l) +€3/{2
2 _ 2 _a(m ?
C 5154(f /il) ol fﬁ?l

/fg,::l:

dir.

Ispat. R! uzayinda « egrilikleri #,, K, ve k3 olan bir V; helis egrisi olsun. Bu durumda,

Sonug 5.13. den

1 K1 ! ' K1
g1l — K1 + €3K9 + E164K3— K1 = 0
E3K3 Ko Ko

!
dir. Denklemin her iki tarafi 2 ($ (51 (:—; J Iil> + 53H2>> ile carpilip integrali alindig1

Zaman
/ 2 2 2
1 K1 & K1 2
( (51 <— //f1> +53/€2>) + €1&4 (/ Kq) + —(—/Kj1> =C
E3K3 Ko €3 \R2

68




esitligi elde edilir. Buradan,

li
&1 <:_;f/<u1) "‘53/432

\/02 — e "1)2 - z_ii(:_; fﬁl)z

fig;::l:

esitligi elde edilir. m
n = 4 i¢in Teorem 5.7. acik olarak asagidaki gibi ifade edilir.

Sonug 5.16. R; uzayinda « birim hizli bir egri olsun. Bu egrinin 3. tip harmonik egrilik

fonksiyonu Hs ;) : I — R, (1 < ¢ < 4) olmak iizere,

a bir Vs helistir < Hy ) — e1/,Hz =0

1 K3 . ' K3
~ Eokg + &4 | — Ks + E1€4K1— Rg = 0
EokK1 Ko Ko

dir.

Sonug 5.17. «, R; uzayinda birim hizli bir V5 helis egrisi verilsin. Bu egrinin ekseni

(2 o (2 ) o)) (02 ) (s f ) )

bi¢imindedir. Burada U vektorii,

1

* U uzaysi birim vektor ise ¢ = : 2 : 2
\/51 (52%1 (54(% fﬂ%) +82.‘12)> +€2(% ,fﬂs) +€3+54(~[,@3)

1

—<51(52)%1<54(::—‘; fh'g)/-i-aznz))z-i-ffz(% fn3)2+ag+a4(fm3)2>

* [J zamansi birim vektor ise ¢ = \/

e U null vektor ise

I Eql — | Rz | + Eako
EoK1 Ko

2

2 2
+52(@//€3> +53+54(/I{3> =0
Ra

dir.
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Teorem 5.18. R uzayinda egrilikleri £y, £ Ve 3 olan birim hizli bir V3 helis egrisi « olsun.

¢ # 0 bir sabit olmak iizere,

/
E9Ko +€4<:—zf/{3)

\/02 —eia(/f ’{3)2 - %(z_: fﬁ3)2

l-€1=:|:

dir.

Ispat. R uzayinda « egrilikleri k,, ko ve k3 olan bir V3 helis egrisi olsun. Bu durumda,

Sonug 5.16. dan

1 K Y K
( <€21{2 + &4 <—3/I€3) )) + 5154/11—3/:‘633 =0
Eokq Ko Ra

dir. Denklemin her iki tarafi 2 <$ (52,%2 + &4 (:—z il /<a3) )) ile carpilip integrali alindi81

zaman
1 / 2 2 2
K3 €1 ( K3 2
( (62%2 + &4 <— / Hg) >) + €14 (/ /4?3) + — (— / /‘ig) =C
Eakq Ko €2 \ K2

esitligi elde edilir. Buradan,

/
Eoke + &4 <:_2 i /43)

\/c2 — ([ ) - _<_ J “3)2

Klzi

dir. m
n = 4 i¢in Teorem 5.9. acik olarak asagidaki gibi ifade edilebilir.

Sonug 5.19. R; uzayinda « birim hizli bir egri olsun. Bu egrinin 4. tip harmonik egrilik

fonksiyonu Hy ) : [ — R, (1 < ¢ < 4) olmak iizere,

o bir Vj helistir < H, ;) — &1/ Huz = 0
1 /r\\ K
EoK1 \ Ko Ko
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dir.

Sonug 5.20. «, R; uzayinda birim hizli bir V helis egrisi verilsin. Bu egrinin ekseni

1 /
U=eyc ( <@> Vi 4+ 2By, 4 1/4) (5.19)
Eokq Ko

Ra

bi¢imindedir. Burada U vektorii,

dir.

Teorem 5.21. R} uzayinda egrilikleri ,, ko ve k3 olan birim bir V helis egrisi o olsun.

¢ # 0 bir sabit olmak iizere,

/
(2)
K
K1 = :l: 2
2
\/C2 — £1&9 (:_Z>

dir.

Ispat. R! uzayinda « egrilikleri #,, Ky ve k3 olan bir Vj helis egrisi olsun. Bu durumda,

Sonug 5.19. dan

1 /k\) K
Eok1 \ Ko Ko

/
dir. Denklemin her iki tarafi 2 ( L (ﬁ) ) ile carpilip integrali alindig1 zaman

E2K1 K2

1 B N 2 P 2
() +an() -2
EoR1 \ R2 Ro
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esitligi elde edilir. Buradan,

!/
8
R2
K1 = :l:
2
\/02 — £1&2 (%:)

dir. m

Teorem 5.22. «, R; uzayinda k,, ko ve k3 egrilikli birim hizli bir egri ve k3 = £k, olsun.

Bu durumda,

a bir V] helistir < « bir V} helistir.

Bir bagka deyisle, « bir (1, 4)-tip helistir.

Ispat. Kabul edelim ki, o bir V; helis egrisi olsun. Bu durumda Sonug 5.10. dan;

A
€3 [ K1 K1
— | — + EyRg— = 0
K3 \ K2 Ko

dir. k3 = £k, yazilirsa,

+ ((é (@> ) +€4/€1@> =0
K1 \ R2 Ko

denklemi elde edilir gerekli diizenlemeler sonucunda

5 N\
Z|:€2€3 <<—2 (ﬂ> ) + €1K3ﬂ> =0
K3 \ K2 Ra

elde edilir. Dolayisiyla

g K\ K
() weut) -
R3 \ k2 Ko
olarak bulunur. O halde, Sonug 5.19. dan « bir V} helistir.

Yeter sart1 da, benzer sekilde ispat edilebilir. m
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Teorem 5.23. «, R} uzayinda ry, Ky ve k3 egrilikli ve k3 = +k; olan bir (1,4)-tip helis

olsun. Bu durumda V; helisin ekseni ile V} helisin ekseninin skalar ¢arpimu sifirdir.

ispat. a, V] helisinin ekseni (5.18) esitliginden
Ky 1 (k)
Uy =& V1‘|‘H—V3‘|‘— — | Vi

bicimindedir. Benzer sekilde,

«, Vj helisinin ekseni (5.19) esitliginden

1 /
U2:e4c2< (@>v1+@v2+v4)

EaRq

bi¢cimindedir.

1 K ! ]_ K v
g (Uh U2) = E1E4C1Cy <— (—3> g1+ <_1> 54)
Eak1 \ K2 E3K3 \ Ko

esitliginde k3 = +K, ve &4 = €,6563 yazilirsa g (U1, U,) = 0 dir. m

Ornek 5.24. R} uzayinda,

t2
a(t) = (cost, sint, t, 5)

egrisi verilsin. Bu egrinin egrilikleri K, = —K3 = tiz Ve Ky = —%, 1. tip harmonik egrilik

fonksiyonlar1
1 1
Hon =1 Hoy =0 Huy =7 Hoy=7
ve 4. tip harmonik egrilik fonksiyonlari
1 1
Hon=—7  Hun=—7 Hupy=0 Huy=1

dir. Sonug 5.10. ve Sonug 5.19. dan

1 i\ K
]HII(IA) + V€4/{;3H(173) = ( (—1> ) + V€4f{3—1 — U
VE3K3 \ Ko Ko

73



ve

1 K3 N\ K3
Hl(471) —verkiHyg = ( <_) +rveki— =0
VEaR \ R Ko

olarak bulunur. Dolayisiyla «v egrisi hem V; hem de V) helistir. Ayrica, (5.18) ve (5.19) den
eksenler sirasiyla U = (0,0,0,1) ve V = (0,0, —1,0) dir. Aym zamanda, « egrisinin V}

ve V, Frenet vektorleri:

int t 1
= (e L)

t t 0t

cost  sint 1
O )

dir. Buradan g (V; (¢),U) = 1ve g(V4(t),V) = 1 oldugu agik¢a goriilebilir. Teorem

5.23. den eksenlerin skalar ¢arpimi sifirdir.
Yani, v egrisi (1, 4)-tip helistir.

Teorem 5.25. (3, R} uzayinda x,, Ky ve g egrilikli birim hizli bir egri ve k3 = +k; olsun.

Bu durumda,

[ bir V5 helistir < 3 bir V5 helistir.

Bir bagka deyisle, 3 bir (2, 3)-tip helistir.

ispat. Kabul edelim ki, 3 bir V; helis egrisi olsun. Bu durumda Sonug 5.13. den;

1 Ky ' ' Ky
el — K1 + E3Ko + E1E4KR3— K1 = 0
E3Rk3 Ko Ko

dir. Bu denklemde x3 = 4k, yazilirsa,

1 / ’
:l:( (51 (@ / /433) + €3KJQ>> + 5154%1@ / KRs = 0
€3R1 R Ko
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denklemi elde edilir. €3 = £,€,5¢, esitligi kullanilarak

1 K Y K
( (52%2 + &4 (—d / /13) )) + 5184/451—3 / Rg = 0
E9k1 Ko Ka

elde edilir. O halde, Sonug 5.16. dan « bir V5 helistir.

Yeter sart1 da, benzer sekilde ispat edilebilir. m

5.2. R} Yar1-Oklidiyen Uzayda Polinom Helisler

Bu boliimde, n > 4 icin R}, n-boyutlu 2 indeksli yari-Oklidiyen uzayinda zamansi ve

uzaysi polinom helis egri aileleri ve bazi karakterizasyonlar verilecektir.

5.2.1. RY yar1-Oklidiyen Uzayda Uzaysi Polinom Helisler

Bu alt boliimde, R7 yari-Oklidiyen uzayinda, ilk olarak n = 4,n = 5 ve n = 6 ozel

durumlari i¢in uzaysi polinom helis egri aileleri incelenmistir. Daha sonra, n > 7 icin n tek

olma durumundaki ve n > 8 icin n ¢ift olma durumundaki uzaysi polinom helis egri aileleri

incelenmistir.

Teorem 5.26. b, b, ve b; € RT,
a% = 201b,, a§ = 201b3, a3 =0by, ays="0bs, as=by,
ve by + by > b; olsun. Bu durumda

_ (Y Q2,3 Qa5 53
B(t)-(Zt,St,adt,E)tJrSt)

(5.20)

bigiminde tammh 5 : (1,d) C R — R;, d > 1, egrisi U = (0,0, 1, —1) uzaysi eksenli

bir uzaysi polinom helis ailesidir.
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Ispat. 5.20 esitligi kullanilarak,

g(B (t),8 (1) = —ait* — ast* + a; + a3t + ait* + 2a,a5t°
= (bst* + bot® — by

elde edilir. by + by, > b, oldugundan bst* + byt?> — b; > 0 dir. Dolayisiyla 3 uzaysi bir

egridir. Bu durumda (3 egrisinin V; Frenet vektor alani,

1
byttt byt — by

Vi(t)

(ait, ast?, as, ast* + ast?)
dir. a3 = b;, a4 = by ve as = b, esitlikleri kullanilarak
gVi(t),U)=~1

bulunur. Bu ise egrinin uzaysi eksenli bir uzaysi polinom helis ailesi oldugunu gosterir. m

Ornek 5.27. Teorem 5.26.’da b, = 1, b, = by = 2 olsun. Bu durumda,

2t3 2t5 23
t)y=(t*, —,t,— + —
B(t) (,3,,5+3>

egrisi U = (0,0,1,—1) uzaysi eksenli bir uzaysi polinom helistir. 3 egrisinin tanjant
vektori
1 2 4 2
Vi(t) (2t,2t, 1,2t 4 2t%)

T otz 1

dir. g (Vi (t),U) = —1 oldugu kolayca goriilebilir. Ayrica, /5 egrisinin bir V; helis oldugu
Sonug 5.10. dan asagidaki gibi goriilebilir:

B egrisinin egrilikleri

0 2412 + 1
K = 9
) -1y

At\/9t6 — 16t4 — 92 — 3
Ko (t) =

(816 +10t* — 22 — 1) (1 — 2 (¢* + 2))’
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VAR F1(2t4+ 22— 1)

CO18t — 1489 — 597 — 815 + 313 + 3t

k3 (1) =

dir. Buradan

1 K1 "\ K1
H{, 4 + arisH ) = < (—) ) + vegks— = 0
' Vezkg \ Ko Ko

ve (5.18)den U = (0,0,1, —1) dr.

Teorem 5.28. b, b, ve b; € RT,
a? = 2b,b,, a§ = 20,05 — bg; az = by, ai = 2byb3, a5 = b, (5.21)

ve b3 + by > by olsun. Bu durumda

_ (%1, G2 4 A4 4 U5 5
ﬁ(t)—(Qt,St,a3t,4t,5t>

bigiminde tanimhi 5 : (1,d) C R — R}, d > 1, egrisi U = (O, Z—z, 1,0, —1) eksenli bir

uzaysi polinom helis ailesidir.

Ispat. 5.21 esitligi kullanilarak,

g (B (1), 5 () = —ait® — azt" + a3 + ajt® + azt®
- (b;3t4 + bgtz - b1)2

elde edilir. by + by, > b, oldugundan bst* + byt?> — b; > 0 dir. Dolayisiyla 3 uzaysi bir
egridir. Bu durumda (3 egrisinin V; Frenet vektor alani,

1
byt + byt? — by

Vi (t) (ait, ast?, as, ast’, ast?)
dir. a3 = b, ve a5 = bs esitlikleri kullanilarak

g(i(t),U) = -1

bulunur. Bu ise egrinin bir uzaysi polinom helis ailesi oldugunu gosterir. m

77



Sonug 5.29. Teorem 5.28. de; 2a2 — b2 > 0, 2a3 — b3 < 0 ve 2a3 = b} ise helisin ekseni U
strastyla uzaysi, zamans1 ve bogluksu bir vektordiir.

Ispat. U = (0, Z—z, 1,0, —1) vektoriiniin casual karakterinden ispat kolayca goriiliir. m
Simdi R} uzayinda uzaysi, zamansi ve bosluksu eksenli polinom helislere drnekler verilecektir.

Ornek 5.30. Teorem 5.28.’da by, = 1,b, = b; = 2 olsun. Bu durumda,

L VT 2
B(t) = (t <12 5, 5)

egrisi U = (0, %ﬁ, 1,0, —1) uzaysi eksenli bir uzaysi polinom helistir. 3 egrisinin tanjant

vektori ise

1 2 3 4

dir. g (V1 (t),U) = —1 oldugu kolayca goriilebilir.

Ornek 5.31. Teorem 5.28.°de b, = 1, b, = /3, b3 = 2 olsun. Bu durumda,

s = (Yo G P %)

egrisi U = (O, V3,1,0, —1) zamansi eksenli bir uzaysi polinom helistir. 3 egrisinin tanjant

vektori

. ]' 4 2 4 3 4
Vi (t) = TN P <\/ﬁt,t 1, v/48t ,Qt)

dir. g (V1 (t) ,U) = —1 oldugu kolayca goriilebilir.

Ornek 5.32. Teorem 5.28.’de b, = 1,b, = 2, b; = 3 olsun. Bu durumda,

B 1) = ( ?m? 3;)
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egrisi U = (O, V21,0, —1) bosluksu eksenli bir uzaysi polinom helistir. 3 egrisinin

tanjant vektorii

1
Vi(t) = —— (2t,V2t%,1,2V/3¢, 3t

1 (1) 3t4+2t2—1< V2, 1,2V38% )
dir. g (V4 (t) ,U) = —1 oldugu kolayca goriilebilir.

Teorem 5.33. bl, bg, b3 ve b4 € R+,

CL% = 2b1b2, a% = lebg—bg, az — bl, ai = 262b3—2blb4, CL% = 2b2b4, ag — b4, a7 = bg, (522)

b; > by; 2b,b3 > b3; byby > byby olsun. Bu durumda
2

4
ve

J

ay ,5 Q3,4 Ay ,4 Q5,5 Q6,7 Qa7 5
/ =<—t,—t,at,—t,—t,—t +—t)
B) 2 73 74T 507 5

bigiminde tanimli 5 : (1,d) C R = RS, d > 1,egrisi U = (O, Z—z, 1,0,0, —1) eksenli bir

uzaysi polinom helis ailesidir.

Ispat. 5.22 esitligi kullanilarak,

g(B'(t),B (1) = —alt’ — a3t + a5 + a5t® + aZt® + alt" + 2aga:t"" + ait®
- (b4t6 + b3t4 + b2t2 - bl)z

elde edilir. by + bs + b, > by oldugundan b,t® + bst* + bot* — by > 0 dir. Dolayisiyla (3

uzayst bir egridir. Bu durumda (3 egrisinin V; Frenet vektor alani,

1
bytS + byttt 4 bot? — by

Vi (t)

(art, ast®, as, a,t’, ast*, agt® + a;t*)
dir. a3 = by, ag = b, ve a; = bs esitlikleri kullanilarak
g(Vi(t),U) =-1

bulunur. Bu ise egrinin bir uzaysi polinom helis ailesi oldugunu gosterir. m
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Teorem 5.34. n > 7 bir tek say1, 1 < j < “H icinb; € R”,

CZ? = 2blbg, ag = 2blb3—b§ > 0, Az — bl, CL2_1 = 2bnT—lbnT+l, a, — bn?-i—l, (523)

n

k
n—3
aék_H = b/2¢+1 2b1b2k+1 + 2 Z b{jb2k7j+2 >0 < ~ ~ 9 ) s (524)
j=2
l n—3
Ay = —2b1b21 + 2 Z bjb2l—j+1 >0 ( S0 s 5 ) (525)
j=2
7+1
ve Z b; > by;buss s = = b s = e = b,_; = 0 olsun. Bu durumda
Jj=2
1 9 A2 3 4 U5 5 Q6 6 An-1 1 On 4y
t) = t t t,—t t , ——t", —t
B()<23’3456 n—1 n)

bi¢iminde tanimli § : I — R%, [ = (1,d) C Rved > 1, egrisi

n—1
by L b,
U= —e;+e;— E €am—1 — €n
Q3 s Q2m—1

eksenli bir uzaysi polinom helis egri ailesidir ve tanjant vektorii

1
‘/1 (t) = (a1t7 a’2t27 as, a4t37 &5t47 ceey Qo 1tn 2 ntnil)

n+1

—by + 3 b2
j=2

dir.

ispat. 5.23,5.24 ve 5.25 esitlikleri kullanilarak,

93 0.5 1) = | b+ Db
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elde edilir. g (5’ (t), 5 (t)) > 0 oldugundan [ uzays: bir egridir. Bu durumda /3 egrisinin

V Frenet vektor alani,

2 3 4 n—2 n—1
(art, axt®; az, aqst®, ast®, ... a, 1" a,t")

1
Vit
=,
1
( alt, a2t2, b], @4t3, a/5t4, ey an_ltn_Q, bnT-th_l)

IEAGIR (

dir. Ustelik,
gVi(t),U)=~1

elde edilir. Bu ise e8rinin bir uzaysi polinom helis ailesi oldugunu gosterir. m

Sonug 5.35. Teorem 5.34.°de

n—1

R . . 5 )
Eger ———— + Z 3 > (), ise helisin U ekseni bir uzaysi vektor,

a3 ) A9pp—1

2

Eger Z 2 < 0, ise helisin U ekseni bir zamansi vektor
A1

m=

ve

n—1

L 20503 b . . L o
Eger —— + Z = 0, ise helisin U ekseni bir bogluksu vektordiir.

2
a; A1

m=3

n—1

. 2
Ispat. U = 2—262 +es— Y

., a2m—1
=3

€am_1 — €, vektoriiniin casual karakterinden ispat kolayca

goriilebilir. m

Teorem 5.36. n > 8 bir ¢ift say;, 1 < j < “icinb; € RT,

aj = 2biby, aj =2b1bs —bs >0, as=by, a>_, = 2u_2buta, @n=butz, any1=by,  (526)

k
—14
a§k+1 = b/2€+1 - 2blbgk+1 + 2 Z bijk—j—i-Q >0 ( > s (527)

j=2
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!
-2
az = —2b,by + 2ijb2l—j+1 >0 <2 << n 5 ) (5.28)

j=2
nTH
veij>b1;bn?+4:b%:---:bn_gz()olsun. Bu durumda
=2
1 9 Q2 3 4,4 G5 5 Un-1 p1  On  pi1 | ol pg
t) = =t*, =t t,—t°, —t°, ... t t —t
B() (2 73 ,&3,4 75 ) 7n_1 ’TL+1 +Tl—1 )

bi¢iminde tanimli 5 : [ — R%, I = (1,d) C Rved > 1, egrisi

b
U:—262+63—
a

2 g am—1

€am—1 — €n

eksenli bir uzaysi polinom helis egri ailesidir ve tanjant vektorii

1

2 3 4 n—2 n n—2
Vi(t) = -3 (art, ast®; as, ast®, ast®, ... an 11" apt" + @, 1" 7°)

—by 4 > bt
j=2

J

dir.

ispat. 5.26, 5.27 ve 5.28 esitlikleri kullanilarak,

n+2 2

917 (0,5 (1) = [ b+ S b

elde edilir. g (5’ (t), /' (t)) > 0 oldugundan [ uzaysi bir egridir. Bu durumda /3 egrisinin

Vi Frenet vektor alani,

1 - n n—
‘/1 (t) = m (Cllt, a2t2, as, a4t3, a5t4, e ,an_lt" 2, Clnt + an+1t 2)
i (
= T alt, Clgtz, bl, @41:3, a5t4, e ,an_lt"_2, Dniat" + bﬂtn_z)
18" ()]l ’ :

dir. Ustelik,

gVi(t),U) = -1
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elde edilir. Bu ise egrinin bir uzaysi polinom helis ailesi oldugunu gosterir. m

Sonug 5.37. Teorem 5.36.’de

n—2

2 _ 12 2 12
o 2@2 - bz m . .. Cq. ..
Eger —— + 5 > (, ise helisin U ekseni bir uzaysi vektor,
a3 g Qom—1
n—2
2a% — b2 & 2
Eger % + E —— < 0, ise helisin U ekseni bir zamans: vektor
5 s @2m—1
ve
—2
2a% — b2 I
Eger ———2 -7— =0, ise helisin U ekseni bir bogluksu vektordiir.
a3 s @2m—1

n—2

. 2
Ispat. U = 2—262 +e3— >, bn e, — e, vektoriiniin casual karakterinden ispat kolayca

azm—1

goriilebilir. m

5.2.2. R? yan-Oklidiyen Uzayda Zamansi Polinom Helisler

R? yar1-Oklidiyen uzayda uzaysi, zamansi ve bosluksu eksenli zamansi polinom helis aileleri

verilecektir.

Teorem 5.38. b,,b, € R* ve

bi

=L al=2bb,, ay=0b (5.29)
by

a; = by, ay
olsun. Bu durumda

B (t) = (%tf’ +agt, %t‘*, %ti —aQt)

bi¢iminde tammli 5 : I — {0} C R — Rj egrisi U = (—1,0,1, 1) uzaysi eksenli bir

zamansi polinom helistir.
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Ispat. 5.29 esitligi kullanilarak,
g(B (1), 8 (1) = —(0it* + bat")*

elde edilir. by, b, € R oldugundan b,t* + byt* > 0 dir. Dolayisiyla 5 zamans1 bir egridir.

Bu durumda (3 egrisinin V) Frenet vektor alani,

Vi (t)

= m (a1t4 + ay, ast®, a,t’, —as)

dir. a; = b, ve ay = b, esitlikleri kullanilarak
gVi(t),U)=1

bulunur. Bu ise egrinin uzaysi eksenli bir zamansi polinom helis ailesi oldugunu gosterir. m

Ornek 5.39. Teorem 5.38.’da b, = 2, b, = 1 olsun. Bu durumda

£ o
B(t) = (3 + 4t, i —4t> (5.30)

egrisi U = (—1,0, 1, 1) uzaysi eksenli zamansi polinom helistir. (3 egrisinin tanjant vektorii

Vi (t) (t* + 4,21 27, —4) (5.31)

R
dir. g (V3 (t),U) = 1 oldugu kolaylikla goriilebilir.
Teorem 5.40. b, b, ve b; € RT,

bi

b 262y — 20,12
by’ -

ai = 2b1 b3, ag b
2

>0, a6:b1

a; =by, ay=0by,, a3=

(5.32)
olsun. Bu durumda

ay ;A 5 Q4,5 5,4 96 3
/ :<—t D245 | agr, g, Dopr Doyn t)
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bigiminde tamimli 5 : I— {0} C R — R} egrisi U = (—1,0,0, 1, 1) uzaysi eksenli zamansi

polinom helistir.

Ispat. 5.32 esitligi kullanilarak,
g(B'(t),5 (1) = _(b1t2 + byt* + b:st6)2

elde edilir. Dolayisiyla 3 zamansi bir egridir. by, b, ve , b; € R* oldugundan b,t? + byt* + bst® >

0 dir. Bu durumda §3 egrisinin V; Frenet vektor alani,

1

Vi(t) =
1 (t) byt + bytt + byt

(a’ltﬁ + Cl,gt4 + as, a4t47 a5t3> a6t27 _a’3)

dir. a; = b3, a,; = by ve ag = b, esitlikleri kullanilarak
gVi(t),U)=1

bulunur. Bu ise egrinin uzaysi eksenli bir zamansi1 polinom helis ailesi oldugunu gosterir. m

Ornek 5.41. Teorem 5.40.da b, = 2,b, = 1, b; = 2 olsun. Bu durumda,

200 1 2V2 f

)= | =+ — +4t, —t, — —4t
BLH) ( 7 * ) * 5) 2 3

egrisi U = (—1,0,0, 1, 1) uzays: eksenli bir zamansi polinom helistir. 5 egrisinin tanjant

vektorii

1

Vi(t) =55 Tt op

(2t6 4,2V 238 282, —4)

dir. g (V3 (t),U) = 1 oldugu kolayca goriiliir.

Teorem 542. n > 6;1 <i<n—2icinb, € RT,

Aop—g = b17 Ap—3 = b27 Ap—y = b37 s 7a2 - bn—37 a, = bn—27 (533)
b? 2bibs — 2b,b3

G =1L @ =2ibis, 65, = % >0 (5.34)
2 2

a4y = 20p 90 pi1 — 200n_40k-ny2 >0 (n <k < 2n—6) (5.35)
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olsun. Bu durumda

B(t)

a1 2n—3 az 2n—>5 an-3 5 an—1,n an n—1 9ntl n_2 a2n—4 3
—t + —t + o4+ —t° 4+ ap_ot t t s t veny, ———1t7, —ap—ot
<2n—3 2n—5 5 T n =1 n—2 ’ 3 " )

bi¢iminde tanimh 5 : [ — {0} C R — RY egrisi U = —e; + €,,_1 + €, uzaysi eksenli bir

zamans! polinom helistir.

ispat. 5.33, 5.34 ve 5.35 esitlikleri kullanilarak,

2

005 0) = - (S

elde edilir. g (8’ (t), 5’ (t)) < 0 oldugundan 3 zamanst bir egridir. Bu durumda 3 egrisinin

V; Frenet vektor alani,

1 _ s - . ne
Vl (f) = 2 (athn E + (l2t2n C + -+ a'n—3t4 + An—2, a’n—ltn 1» antn 27 a’n+1t” 37 sy (1’271,—41:27 _a'n—2)

S byt
dir. Ustelik,
gVi(t),U) =1

elde edilir. Bu ise egrinin uzaysi eksenli bir zamansi polinom helis ailesi oldugunu gosterir.

Teorem 5.43. n > 4;1 < <n—1liginb; € RT,
a; =by_1, ax=by2, az3="Dby_3, ... ap1="0b (5.36)
ve

ai = 2b1b2, a?z—l—l = 2b1b3, ey CLgn_?) = 2b1bn_1, (537)

86



olsun. Bu durumda

ai 2n—3 a2 2n—5 an—2 ,3 Qp 9 An+1 3 a2n—3 ,p—1
t) = ——=t +—t 4o gt —?, S
a0 <2n—3 2n—5 3 PR n—1 >

bi¢iminde tamimli § : [ — {0} C R — R} egrisi U = e; — e, zamansi eksenli bir zamansi

polinom helistir.

ispat. 5.36 ve 5.37 esitlikleri kullanilarak,

elde edilir. g (B’ (t), 8’ (t)) < 0 oldugundan 3 zamanst bir egridir. Bu durumda 3 egrisinin

V| Frenet vektor alani,

1 F _ _
‘/1 (t) = (alt2n 4 =+ a2t2n g + e+ an—2t27 Qp—1, antv an+1t27 ey a2n—3tn 2)

n—1 )
—b1 + 2 bjt2(J71)
=2

dir. Ustelik,
gWi(t),U)=~1

elde edilir. Bu ise egrinin zamansi eksenli bir zamansi polinom helis ailesi oldugunu gosterir.

Ornek 5.44. Teorem 5.43.’de n = 4;b; = 1,by = 2, b5 = 1 olsun. Bu durumda
23 2t*
B(t):<_+_7t7t27 3 >

5 3
egrisi U = (1,—1,0,0) zamansi eksenli bir zamansi polinom helistir. 3 egrisinin tanjant

vektori

Vi (t) (t4 221,21, \/§t2)

:t4+2t2—1
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dir. ¢ (V1 (t),U) = —1 oldugu kolaylikla goriilebilir.

Teorem 5.45. n > 4;1 <i<n—2iginb; € R*,b; > b,_o,
ay = —by o, ay=0by 3, a3=0by 4, ... an2="0y, (5.38)
ve

az_y =2by 9, ai=2b, 3, ai,=2by 4, ... a5, 4=2b (5.39)

olsun. Bu durumda

ar  op-3 az  on-5 an-2 ,3 an—1 ;n—1 On  ,pn-2 a2n—4 ,9
t)=| ——=t —t s 4+ —t t t t e, —1tt
plt) <2n—3 o5 P ALY Tt T ’)

bi¢iminde tanimh 8 : 1=(0,1) C R — R} egrisi U = e; + e, bosluksu eksenli bir

zamans! polinom helistir.

Ispat. 5.38 ve 5.39 esitlikleri kullanilarak,

n—2

98 (1), B (1)) =~ [ —b o0+ 3 by (2072
=2
elde edilir. g (B’ (t), 5’ (t)) < 0 oldugundan 3 zamanst bir egridir. Bu durumda 3 egrisinin

V; Frenet vektor alani,

1

n—2
$2 <—bn_2t2"_6 + Z bj_1t2(j—2)>

j=2

Vi(t) =

dir. Ustelik,

g(Vi(t),U) =—1

elde edilir. Bu ise egrinin null eksenli bir zamansi polinom helis ailesi oldugunu gosterir. m
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Ornek 5.46. Teorem 5.45.’de n = 5;b; = 2 ve by = 1 olsun. Bu durumda

o3 V213
H=|——4+"="+t " 2t
/8( ) ( 5 + 3 + ) 3 b ) )

egrisi U = (1,0,0,1) bosluksu eksenli bir zamansi polinom helistir. (3 egrisinin tanjant

vektori

Vi(t) =

4 2 2
P (—t 212+ 1,2 ,2t,1)

dir. ¢ (V1 (t),U) = —1 oldugu kolaylikla goriilebilir.
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