T.C.

-\ KIRSEHIR AHI EVRAN UNIVERSITESI
FEN BILIMLERI ENSTITUSU

MATEMATIK ANABILIM DALI

POLINOM PISAGOR NORMAL YUZEYLERE SPLIT
KUATERNIYON YAKLASIMI

Benen AKINCI

DOKTORA TEZI

KIRSEHIR /2021



T.C.

-\ KIRSEHIR AHI EVRAN UNIVERSITESI
FEN BILIMLERI ENSTITUSU

MATEMATIK ANABILIM DALI

POLINOM PISAGOR NORMAL YUZEYLERE SPLIT
KUATERNIYON YAKLASIMI

Benen AKINCI

DOKTORA TEZI

DANISMAN
Prof. Dr. Levent KULA

KIRSEHIR /2021



TEZ BILDIRIMI

Tez icindeki biitiin bilgilerin etik davranig ve akademik kurallar cercevesinde elde edilerek
sunuldugunu, ayrica tez yazim kurallarina uygun olarak hazirlanan bu ¢alismada bana ait

olmayan her tiirlii ifade bilginin kaynagina eksiksiz atif yapildiginm bildiririm.

Benen AKINCI



20.04.2016 tarihli Resmi Gazete’de yayimlanan Lisansiistii Egitim ve Ogretim Yo6netmeliginin
9/2 ve 22/2 maddeleri geregince; Bu Lisansiistii teze, Ahi Evran Universitesi’nin abonesi oldugu
intihal yazilim programi kullanilarak Fen Bilimleri Enstitiisii’niin belirlemis oldugu olciitlere

uygun rapor alinmastir.



ONSOZ

Lisans, lisaniistii ve doktora egitimim boyunca beni yonlendiren, destekleyen, 6neri ve yardimla-
rint higbir zaman esirgemeyen danismaliginin diginda insanligiyla, sabriyla, her konudaki bilgisiy-
le bizlere yol gosteren drnek aldigim ve almaya devam edecegim hocam Sayin Prof. Dr. Levent
KULA’ya, doktora ¢alismam siiresinde her zaman yanimda olan ve desteklerini esirgemeyen Dr.
Hasan ALTINBAS’a ve tez ¢calismamin her asamasinda bilgilerini, yardimlarini ve desteklerini
higbir zaman esirgemeyen tez izleme kurulu iiyeleri Saym Prof. Dr. Kazim ILARSLAN’a ve

Saymn Dr. Ogr. Uyesi Mahmut MAK ’a en icten saygilarimi sunar ve tesekkiirii bir borg bilirim.

Varliklari ile bu giinlere gelmemi saglayan annem Giilcan KIZILGEDIK ve babam Turan KIZIL-
GEDIK e, bu uzun yolda bana her zaman destek olan hayat arkadasim Akimer AKINCI ya, en
onemli giic kaynaklarim olan ogullarim Ramazan Alp AKINCI, Turan Alaz AKINCI’ya ve
hakkin1 6deyemeyecegim kayinvalidem Nevin AKINCI’ya tesekkiir ederim.

Aralik, 2021 Benen AKINCI

v



ICINDEKILER

ONSOZ . . o et e e e e e e Sayfa No
ICINDEKILER . . . ... ittt ittt et e ettt eee e e e v
SEKIL LISTESI . . . . o ittt i e et et e e e e ettt iie e e vii
SIMGEVEKISALTMALISTESI . . . . ...... .. ... .. .. .. ...... viii
OZET . . o e e e e e e e e e e e e e e e e e ix
ABSTRACT . . . . i i it it e e e i e ettt e et et X
) 1 1
2.Temel Kavramlar . . . . . . .. 00 i ittt ittt ittt 3
3. Polinom Pisagor Normal Yiizeylere Reel Kuaterniyon Yaklastmm . . . . . .. ... 16
3.1. Tek Dereceli Reel Polinom PN Yiizeyinin Yapist . . . . . . .. ... ... .... 21
3.1.1. Reel Kiibik Polinom PN Yiizeyi . .. .. .. ... ... ... ....... 24

3.1.2. Reel Kuintik Polinom PN Yiizeyi. . . . . . . ... ... .. ... ... .. 33

3.2. Cift Dereceli Reel Polinom PN Yiizeyinin Yap1s1 . . . . . . .. ... ... .... 38
3.2.1. Reel Kuartik Polinom PN Yiizeyi. . . . . .. ... .. ... ........ 40
3.2.1.1. Ozel Cift Dereceli Reel Polinom PN Yiizeyler . . ... ... ... 48

3.3. Reel Polinom PN Yiizeyinin Ortalama Egriligi . . . . .. . ... ... ... ... 49
4. Polinom Pisagor Normal Yiizeylere Split Kuaterniyon Yaklastmi. . . . ... ... 55
4.1. Timelike Polinom PN Yiizeyi . . . . . . . . .. ... ... ... ... .. .... 55
4.1.1. Tek Dereceli Timelike Split Polinom PN Yiizeyinin Yapist . . . . . . . .. 61
4.1.1.1. Timelike Kiibik Polinom PN Yiizeyi. . . . . . ... ... ... .. 64

4.1.1.2. Timelike Kuintik Polinom PN Yiizeyi . . . . ... ... ... ... 73

4.1.2. Cift Dereceli Timelike Split Polinom PN Yiizeyinin Yapist . . . . . . . .. 78
4.1.2.1. Timelike Kuartik Polinom PN Yiizey: . . . . ... ... ... ... 80

4.1.2.2. Ozel Cift Dereceli Timelike Polinom PN Yiizeyler . . . . . .. .. 90

4.2. Timelike Polinom PN Yiizeyinin Ortalama Egriligi . . . . . . . . ... ... ... 91
4.3. Spacelike Polinom PN Yiizeyi . . . . . . . ... ... ... ... 97
4.3.1. Tek Dereceli Spacelike Split Polinom PN Yiizeyinin Yapist . . . . . . . .. 100
4.3.1.1. Spacelike Kiibik Polinom PN Yiizeyi . ... ... ... ... ... 103

4.3.1.2. Spacelike Kuintik Polinom PN Yiizeyi . .. ... ... ... ... 112

4.3.2. Cift Dereceli Spacelike Split Polinom PN Yiizeyinin Yapist . . . . . . . .. 117
4.3.2.1. Spacelike Kuartik Polinom PN Yiizeyi . .. ... ... ... ... 120



4.3.2.2. Ozel Cift Dereceli Spacelike Polinom PN Yiizeyleri
4.4. Spacelike Polinom PN Yiizeyinin Ortalama Egriligi
KAYNAKLAR

OZGECMIS

ooooooooooooooooooooooooooooooooooooooo

vi



SEKIL LiSTESI

Sekil 3.1.
Sekil 3.2.
Sekil 3.3.
Sekil 3.4.
Sekil 3.5.
Sekil 3.6.

Sekil 3.7.

Sekil 3.8.
Sekil 4.1.
Sekil 4.2.
Sekil 4.3.
Sekil 4.4.
Sekil 4.5.
Sekil 4.6.
Sekil 4.7.
Sekil 4.8.

Sekil 4.9.

Sekil 4.10.
Sekil 4.11.
Sekil 4.12.
Sekil 4.13.
Sekil 4.14.

Sekil 4.15.

Sekil 4.16.

Sayfa No

Reel Kiibik Polinom PN Yiizeyi .......... ... ... .. ... 27
P, Reel Kiibik Polinom PN Yiizeyi. .. .......... .. ... 28
P, Reel Kiibik Polinom PN Yiizeyi........... ... ... ... ... 29
P3 Reel Kiibik Polinom PN Yiizeyi.............. ... ... ... ... 30
Reel Kiibik Polinom PN Yiizeyi ......... ... .. i, 33
Reel Kuintik Polinom PN Yiizeyi ......... ... ... ... ... ... 37
Reel Kuartik Polinom PN Yiizeyi ............ ... ... . ... 47
Ozel Reel Kuartik Polinom PN Ylzeyi . .. .......covuueieeeiinnno ... 54
Timelike Kiibik Polinom PN ylizeyi .......... ... ... ... ... ... ... .... 67
P, Timelike Kiibik Polinom PN Yiizeyi ............... ... ... ... ...... 67
P, Timelike Kiibik Polinom PN Yiizeyi ........... ... ... ... ... .... 68
P3 Timelike Kiibik Polinom PN Yiizeyi ............. .. ... ... ... .. .... 69
Timelike Kiibik Polinom PN Yiizeyi........... ... .. .. ... . ... ..., 72
Timelike Kunitik Polinom PN Yiizeyi......... ... ... ... ... ... ..., 77
Timelike Kuartik Polinom PN Yiizeyi............ ... ... ... .. ... ...... 89
Ozel Timelike Kuartik Polinom PN Yiizeyi. . .. .........oooveeeeoo . ... 95
Spacelike Kiibik Polinom PN Yiizeyi ........... ... ... . .. ... ... .... 106
P, Spacelike Kiibik Polinom PN Yiizeyi ............ ... ... ... ..... 106
P, Spacelike Kiibik Polinom PN Yiizeyi ............................ 107
P Spacelike Kiibik Polinom PN Yiizeyi ............ .. ... ... ...... 108
Spacelike Kiibik Polinom PN Yiizeyi ............. ... ... ... ... ...... 111
Spacelike Kuintik Polinom PN Yiizeyi .......... .. .. .. ... ... .. .... 117
Spacelike Kuartik Polinom PN Yiizeyi ............ .. ... ... ... .. .... 128
Ozel Spacelike Kuartik Polinom PN Yiizeyi...................oo..... 135

vil



SIMGE VE KISALTMA LISTESI

Simgeler Aciklama

(,) : R™ i¢ carpim

I, | : R™ norm

A : R™ vektorel carpim

I, . RY norm

X :R3 vektorel garpim

q(,) : R3 sklalar carpim

* : Split kuaterniyon carpimi
EF G : birinci temel form katsayilari
ILm,n : ikinci temel form katsayilart
H : ortalama egrilik fonksiyonu
[, ] : tavan fonksiyonu

|, | : taban fonksiyonu

R™ : n-boyutlu reel uzay

R3 : 3-boyutlu Minkowski uzay1
Kisaltmalar Aciklama

PN : Pisagor Normal

PH : Pisagor Hodograf
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OZET

DOKTORA TEZI

POLINOM PISAGOR NORMAL YUZEYLERE SPLIT KUATERNIYON
YAKLASIMI

Benen AKINCI

Kirsehir Ahi Evran Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisii

Matematik Anabilim Dal

Danmisman: Prof. Dr. Levent KULA

Bu tez dort boliimden olusmaktadir. Birinci boliim giris kismidir. Bu kisimda tezde islenecek
konu hakkindaki tarihge ve daha 6nceki ¢alismalar ile ilgili bilgiler verilmistir. ikinci boliim,
tezde gerekli olan temel tanim ve kavramlari icermektedir. Uciincii boliimde, katsayilar reel
kuaterniyon olan kiibik, kuintik ve kuartik polinom PN yiizeyler incelenmistir. Dordiincii
boliimde, katsayilar1 split kuaterniyonlar olan timelike kiibik, kuintik ve kuartik polinom PN
yiizeyler ile spacelike kiibik, kuintik ve kuartik polinom PN yiizeyler elde edilmis, minimal ve

maksimal yiizeyler ile ilgili teoremler verilmistir. Ayrica, bu yiizeyler icin 6rnekler verilmistir.
Aralik 2021, 138 Sayfa.

Anahtar Kelimeler: Polinom PN yiizey, minimal yiizey, maksimal yiizey.
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ABSTRACT

PhD THESIS

SPLIT QUATERNION APPROACH TO POLYNOMIAL
PYTHAGOREAN NORMAL SURFACES

Benen AKINCI

Kirsehir Ahi Evran University
Science and Engineering Institute

Mathematics Department

Supervisor: Prof. Dr. Levent KULA

This thesis consists of four parts. The first part is the introductory part. In this section,
information about the history and previous studies on the subject to be covered in the thesis
is given. The second part contains the basic definitions and concepts required in the thesis.
In the third chapter, cubic, quintic and quartic polynomial PN surfaces, whose coefficients
are real quaternions, are examined. In the fourth chapter, timelike cubic, quintic and quartic
polynomial PN surfaces with split quaternions coefficients and spacelike cubic, quintic and
quartic polynomial PN surfaces are obtained, and theorems about minimal and maximal surfaces

are given. Also, examples are given for these surfaces.
December 2021, 138 Pages.

Keywords: Polynomial PN surface, minimal surface, maximal surface.



1. Giris

Rasyonel ofsetlere sahip olan egriler ve yiizeyler robot, CAD/CAM sistem, animasyon ve imalat
gibi ¢ogu pratik uygulama icin onemli bir konudur. Ayrica, rasyonel ofset egrileri Pisagor
hodograf (PH) egrileridir. Bu egriler ilk olarak Farouki ve Sakkalis (1990) tarafindan tanitildi
ve bir¢ok yazar tarafindan incelendi [6, 10, 17, 20].

Dual yap1 genellikle rasyonel yiizeyler tiretmekte ve rasyonel Pisagor normal (PN) yiizeylerinin
polinom yiizeylerine indirgenmesi i¢in herhangi bir cebirsel kriter bulunmamaktaydi. Rasyonel
ofsetlere sahip ylizeyler, rasyonel ofsetlere sahip egrilere gore daha az calisilmigtir. Rasyonel
ofsetlerle ylizey olusturmak icin 6ncelikle normal vektorlerin dogrusal alani olan Lineer normal
(LN) yiizey olusturulmustur. Kiibik (ii¢iincii dereceden) polinom Pisagor normal (PN) yiizeyler
Lavicka ve VrSek tarafindan caligilmis ve kiibik polinom PN yiizeylerinin ailesi tiiretilmigtir
[13]. Ayrica, kuaterniyon katsayilarina sahip iki degiskenli polinomlar yardimiyla, bir polinom
PN yiizeyi tiiretmek i¢in J.Kozak ve arkadaslari (2016) tarafindan yeni bir yaklasim sunuldu ve
baz1 karakterizasyonlar verildi. Polinom PN yiizeyleri ile PH egrileri arasinda bir¢ok benzerlik
olmasina ragmen bazi onemli farkliliklar da vardir. Bunlardan biri kuaterniyon katsayilarinin
serbest secilemedigi yani kuaterniyon katsayilarinin belirli bagintilar1 saglamasi durumudur

[10].

J.Kozak ve arkadaglar1 [10] nolu kaynakta reel kuaterniyon katsayil iki degiskenli polinomlar
ile tek ve cift dereceli kiibik polinom PN yiizeylerini incelediler. Aym calismada, tek dereceli
reel polinom PN yiizeyler iic, ¢ift dereceli reel polinom PN yiizeyler ise iki kisima ayirilarak

irdelenmistir. Ayrica, tek ve cift dereceli PN yiizeyler icin minimal yiizey olma sart1 verildi.

Bu tezde, split kuaterniyon katsayili iki degigkenli polinomlar yardimiyla ilk olarak N = e
normaline sahip olan tek dereceli timelike kiibik yiizeyler incelendi. Ayni normale sahip olan
timelike kiibik polinom PN yiizeylerinin ailesi ve timelike kuintik (besinci dereceden) polinom
PN yiizeyi elde edildi. Ayrica, timelike kuartik (dordiincii dereceden) polinom PN yiizeyi elde
edildi ve baz1 karakterizasyonlar verildi. Ustelik, timelike polinom PN yiizeylerin minimal

yiizey olma sart1 verildi.

Sonrasinda, N = e; normaline sahip olan tek dereceli spacelike kiibik yiizeyler incelendi.
Ayn1 normale sahip olan spacelike kiibik polinom PN yiizeylerinin ailesi ve spacelike kuintik

polinom PN yiizeyi elde edildi. Ayrica, spacelike kuartik polinom PN yiizeyi elde edilerek bazi



karakterizasyonlar verildi. Ustelik, spacelike polinom PN yiizeylerin maksimal yiizey olmasi

durumu incelendi.



2. Temel Kavramlar

Bu boliimde, tez ¢alismasi ile ilgili gerekli olan temel tanim ve teoremler verilecek.

Tamim 2.1. R reel sayilar cismini gostermek iizere,
R™ = {(x1, 29, - ,2,) : 7; € R}

vektor uzayinda, x = (1,22, -+ ,x,) Ve y = (Y1, Y2, -+ , Yn) € R™ olmak iizere,

<13, y> = Z Z;Yi
i=1

esitligiyle tanimlanan,

():R*xR* 5 R

(z,y) = (z,y)

fonksiyonu, R" uzayinda bir i¢ carpimdir. Bu i¢ ¢arpima, R" uzaymin dogal i¢ ¢arpimi veya

Oklid i¢ carpimi denir.
x € R" i¢in,

2]l = vz, z)
olmak tizere,

IR =R

x — \/(z,x)

fonksiyonu, R" uzayinda bir normdur. Buna gore, R" uzay1 bu metrik ile tanimli normlu bir

vektor uzayidir.

d(x,y) = ||z —y||

biciminde tanimlanan d : R™ x R™ — R fonksiyonu, R"™ uzayinda bir metriktir. Dolayisiyla, bu

metrik ile R™ bir metrik uzay olur. Bu uzaya Oklid uzay1 denir [19].



Tanmm 2.2. R? de o = (a1, s, a3) ve 8 = (B4, Bo, B3) € R? olmak iizere,

AR xRS 5 R3
€1 €2 €3
(057/8)_>05/\6: a1 a9 as

by by b3

seklinde tanimlanan A i¢ islemine R? de vektorel ¢arpim denir. [19].

Tanim 2.3. /, R nin bir agik aralig1 olmak tizere o : I — R" bi¢iminde diizgiin bir o doniisiimiine,

R™ iizerinde bir egri denir [19].

Tamm 2.4. o : I — R” egrisi verilsin. Her ¢ € I igin o' (t) # 0 ise a egrisine regiiler egri

denir [19].

Tanmm 2.5. n € Nve a;, € R, 0 <7 < n olmak iizere,
T(t) = ant™ + an_1t" 7 + ...+ art +ag, a, #0

bicimindeki ¢ degiskenine bagl fonksiyona, n. dereceden bir polinom denir [12].

Tanmm 2.6. « : [a,b] — R™, a(t) = (21(t), z2(t),...,z,(t)) egrisi, 1 < i < n igin z;(t)

fonksiyonlar1 birer polinom ise « egrisine polinom egrisi denir [12].

Tanmm 2.7. «(t) = (z1(t), z2(t), . .., z,(t)) polinom egrisi igin
maz{der(x,(t)), der(za(t)), ..., der(x,(t))}

degerine a polinom egrisinin derecesi denir [12].

Tanmim 2.8. «(t) = (x1(¢), z2(t), ..., z,(t)) bir polinom egrisi olsun.

o (t) = (z1 (t), 29 (1), ..., z, () birinci tiirevine o egrisinin hodografi denir [5].

Tanim 2.9. o(t) = (21(t), 22(t), ..., 2,(t)) polinom egrisinin hodografi o' (t) igin
xll(t)Q + xgl(t>2 + ...+ $n/<t)2 = O'2<t>

denklemi saglanacak sekilde o (¢) polinomu bulunabiliyorsa, v egrisine Pisagor hodograf (PH)

egrisi ad1 verilir [5, 6].



Tamm 2.10. o, R? Oklid uzayinda bir egri ve asli normali N olsun.

a,(t) =aft) + pN(t), peR

ifadesi ile verilen egriye « egrisinin ofset egrisi denir [5].

Tanmm 2.11. U, R? Oklid uzayinda irtibatl bir acgik alt kiimesi olmak tizere ¢ : U — R3,
diizgiin ve regiiler bir doniisiim olsun. ¢ : U — ¢(U) dontigiimii bir homeomorfizm ise ¢(U)
kiimesine, R? uzayinda basit yiizey denir.

M, R? uzaymin bir alt kiimesi olsun. M nin her bir p noktasi igin p € ©(U) ve p(U) C M
olacak bigimde bir (U) basit yiizeyi bulunabiliyorsa M kiimesine, R? uzayinda bir yiizey denir

[19].

Teorem 2.12. (Schwarz Teoremi) ¢ : U C R? — R3 bir fonksiyon olsun. Bu durumda

1. ¢, ve g, tirevleri (u, v) noktasinin bir komsulugunda mevcut,

2.y tirevi (u,v) da siirekli

ise Py (u, v) meveuttur ve ., (u, v) = @, (u, v) dir [2].

Tamm 2.13. R" Oklid uzayinda

ifadesine rasyonel egri denir. Burada x(t), z2(), . .., z,(t), 7(¢) birer polinomdur [14].

Tamm 2.14. 3-boyutlu R? Oklid uzayinda

Si(u,v) Sa(u,v) Ss(u,v)
Sa(u,v)” Sy(u,v)” Sy(u,v)

S(U,U):( )

ifadesine m dereceli rasyonel bir yiizey denir. Burada S;(u,v), Sa(u,v), S3(u,v), Ss(u, v) en

cok m dereceli polinomlardir [4].

Tanim 2.15.



Ve

1=k, jk=1, ki=7,71=—k, kj = —i, itk =—]

olmak iizere,

H = {q = a¢ + a1i + as2j + ask| ap, a1, az, a3 € R}

kiimesi R cismi {izerinde bir vektor uzayidir. H uzayina 4-boyutlu kuaterniyon uzay1 adi verilir.
Ayrica ¢ = ag + a1i + asj + ask ifadesi ¢ = (ao, a1, as, az) bi¢iminde de gosterilir.
Bir ¢ kuaterniyonu ¢ = S, + V; seklinde de ifade edilir. Burada S, = a( kuaterniyonun skalar

kismi ve V, = a;t + asj + ask ise kuaterniyonun vektorel kismudir [8].
Tamm 2.16. ¢ = S, + V, ve p = S}, + V,, reel kuaterniyonlarinin toplami
q+p=(5+5)+V;+Vp)
seklinde tanimlidir [8].
Tanim 2.17. Her p, ¢ € H kuaterniyonu i¢in reel kuaterniyon carpimi
qp = 5¢5p = (Vo Vi) + 5¢Vo + SpVa + Vo AV,

seklinde ifade edilir [8].

Tamm 2.18. ¢ = S, + V, bir kuaterniyon olmak iizere, ¢ = S, — V, ifadesine ¢ nun eslenigi

denir [8].

Tanmm 2.19. ¢ = (ao, a1, az, ag) bir reel kuaterniyon olsun.

Hq||=\/q__:\/6_:\/a02+a12+a22+a32

ifadesine ¢ nun normu denir [8].
Tanmm 2.20. ¢ = (ao, a1, as, ag) stfirdan farkl bir reel kuaterniyon olsun.

1 4
- 2
]l

q

ifadesine ¢ nun tersi denir [8].



Teorem 2.21. (,), H kuaterniyon uzayi iizerinde tanimli i¢ carpim olmak iizere, Vp, q1, ¢o € H

icin
L. {pg1,pg2) = [Pl (a1, ¢2),
2. {q1p, 2p) = |Ipl1* (a1, go)s
3. (pq1, @2) = (@1, Pq2)>
4. (pq1,q2) = (P, ¢2G1)

onermeleri dogrudur [9].

Tamim 2.22. Katsayilar1 reel kuaterniyonlar olan,
Hlu, v] = {q(u,v) = > Y qu'v’|q;; € H} 2.1)

i=0 j=0

kiimesine iki degiskenli polinomlar halkasi denir ve elemanlari reel kuaterniyon polinomu olarak
adlandirilir.

Burada ¢, e;(u,v) : R? — R3, 1 <4 < 3 doniisiimleri ile iligkili olup,

e; = W i=1,2,3, hy =qig, hy = ¢jg, hs = ¢kq (2.2)

dir. Ayrica (e;, e;) = ¢;; dir [10].
Tanim 2.23. Parametrik olarak verilen bir
S:QCR? -5 R?
(u,v) = S(u,v)

yiizeyini ele alalim. Bu yiizeyin birim normal vektor alani

 SuAS,
1Sy A S,
dir.
S rasyonel yiizeyinin N birim normal vektor alani, u ve v ye gore rasyonelse, bagka bir ifadeyle

IS. A Sy|| = P(u,v) bir polinom ise bu yiizey Pisagor Normal (PN) yiizey olarak adlandirilir.



Bir PN yiizey
Ss(t) =S(t) + 0N(t), 6 e R

parametrik gosterime sahip bir ofset yiizeye sahiptir [5].

Tamim 2.24. V reel vektor uzayi iistiinde tanimli, g : V' X V' — IR fonksiyonu bilineer ise g

bilineer form, eger bu bilineer form simetrik ise g ye simetrik bilineer form denir [7].

Tamim 2.25. g, V iistiinde bir simetrik bilineer form olsun.

1. Yo € Vv # 0i¢in g(v,v) > 0 6nermesi dogru ise g ye pozitif tanimli,
2. Yv € V,u # 0igin g(v,v) < 0 dnermesi dogru ise g ye negatif tanimli,
3. Vv € Vigin g(v,v) > 0 6nermesi dogru ise g ye yari pozitif tanimli,
4. Yv € Vigin g(v,v) < 0 6nermesi dogru ise g ye yar1 negatif tanimli,

5. [Vw € V, g(v,w) = 0] = v = 0 6nermesi dogru ise g ye yoz olmayan (nondejenere),

denir [16].

Tanmim 2.26. V reel vektor uzay1 iizerinde tanimli ¢ non-dejenere simetrik bilineer formuna V'

izerinde bir skalar carpim, V' ye de skalar ¢carpim uzayi denir [16].

Tamim 2.27. V bir skalar carpim uzay1 olsun. v € V' vektoriiniin normu

VIl = Vg (v, v)]

olarak tanimlanir. Normu, 1 birim olan vektore birim vektor denir. Yani, g (v,v) = £1 dir.
Elemanlari ikiger ikiser birbirine dik birim vektorlerden olusan bir kiimeye ortonormaldir denir

[16].

Teorem 2.28. V' # {0} olmak iizere, V skalar carpimli bir vektor uzay1 ise V' nin bir ortonormal

baz1 vardir [16].

Teorem 2.29. V' skalar carpim uzay1 i¢in bir ortonormal baz {eq, e, ..., e, } olsun.

gi =g (e, e;), 1 <i<nolmakiizere Vv € V vektori,

n
v = Z&g (U7 €i) €;
i=1



olacak sekilde tek tiirlii yazilabilir [16].

Tanim 2.30. V bir skalar ¢carpim uzay1, I da iizerindeki skalar carpim negatif tanimli olacak
sekilde V' nin en biiyiik boyutlu altuzay1 olsun. Bu durumda W nun boyutuna g skalar carpiminin
indeksi denir. ¢ skalar carpiminin indeksi v ise 0 < v < boyV dir. Ayrica V' skalar carpim

uzayinin indeksi, iizerinde tanimli g skalar carpiminin indeksi olarak tanimlanir [16].

Teorem 2.31. V skalar carpim uzayimnin bir {eq, e, . . . , €, } ortonormal baziigin (¢1, €3, .. ., &,)

deki negatif sayilarin sayisi, V' nin v indeksine esittir [16].

Tanim 2.32. V' = R" ve R" nin bir ortonormal bazi {ey, es, . .., e, } olsun. x = (21, 29, ..., x,),

Y= (yl>y27 s 7yn) S R"” i(}in,

g(z,y) = _inyi+ Z i, 1<v<n
=1 j=v+1

biciminde tanimlanan ¢ fonksiyonu bir skalar carpimdir. Bu skalar carpim ile birlikte R"
uzayina yari-Oklidyen uzay denir ve R” ile gosterilir. Eger n = 3 ve v = 1 ise R? e Minkowski

3-uzayi ad1 verilir [16].

Tanim 2.33. Bir v € V' vektori i¢in;

1. g(v,v) > 0veyawv = 0 ise v vektoriine uzaysi (spacelike) vektor,
2. g(v,v) < 01ise v vektdriine zamansi (timelike) vektor,

3. g(v,v) = 0vewv # 0 ise v vektoriine bosluksu (null) vektor,

denir [16].

Tamm 2.34. x : R} x R} — R?, g(u x v, w) = det(u, v, w) esitligini saglayan

—€1 €9 €3
UXV=| U Uz Us

V1 U2 U3
biciminde taniml1 doniisiime R? de vektorel carpim adi verilir [15].

Teorem 2.35. u, v ve w Minkowski 3-uzayinda ii¢ vektor olsun. Bu durumda



I. (uxv)xw=—g(u,v)w+ g(v,w)u

2. ux (uxw)=—g(u,w)v+ g(u,v)w

3. gluxv,u)=0ve g(u xv,v) =0

4. g(U, XU, U X U) = _g(uvu)g(vav) +g(u,v)2
dir [22].

Tanim 2.36.

\

olmak tizere

H = {q = ao + a1i + asj + ask| ag, a1, a2,a3 € R}

kiimesi R cismi iizerinde bir vektor uzayidir. H' uzayina 4-boyutlu split kuaterniyon uzay1 adi
verilir. Ayrica ¢ = ag + a1i + azj + ask ifadesi ¢ = (ao, a1, as, ag) bigiminde de gosterilir.

Bir ¢ split kuaterniyonu ¢ = S, + V, seklinde de ifade edilebilir. Burada S, = ao split
kuaterniyonun skalar kism1 ve V, = a;% + agj + ask ise split kuaterniyonun vektorel kismidir

[11].
Tanmm 2.37. ¢ = S, + V, ve p = S, + V,, split kuaterniyonlarinin toplami
q+p=(S+5)+(Ve+Vp)

seklinde tanimhidir [11].

Tanim 2.38. ¢, p € H' split kuaterniyonlar1 igin split kuaterniyon garpimi

qxp =545y +g(Vo Vi) + SV + SpVy + Vg X V,

seklinde ifade edilir [11].

10



Tanmm 2.39. ¢ = S, + V, bir split kuaterniyon olmak iizere, § = S, — V/ ifadesine split

kuaterniyonun eslenigi denir [11].

Tanmm 2.40. Bir ¢ = (ao, a1, as, as) split kuaterniyon olsun. ¢ split kuaterniyonunun normu

lall, = Vg =l = VI * gl = V]ao* + a2 — as® — a5?|

seklinde tanimlanir [11].

Tanim 2.41. Bir ¢ = (ao, a1, as, az) split kuaterniyon olsun.

_ q
t= W’ ||Q||* -

ifadesine ¢ nun tersi ad1 verilir [11].

Teorem 2.42. H' iizerindeki metrigi R; deki g(, ) metrigi ile aym alalim. Bu durumda

Logp*qi,p*g) = ol 9(a1,42), VP, a1,¢0 € H

2. gl *pa*p) = ol glar, @), Vpogrge € H

3. g(pr* @12 % G2) + 9(p1 % @2, p2 * 1) = —29(P1,p2)9(q1, @2),  VP1, p2qu, g2 € Y,
4. g(p*q1,q2) = 9(q1,p* q2),  Vp,q1,q2 € H,

5. g(p*CIbC]Q):g(pu%*ﬁ)» VP,Q17Q2€H,a

onermeleri gerceklenir [11].

Tanim 2.43. Katsayilar: split kuaterniyonlar olan ,

n n—i

H'[u, 0] = {q(u,v) = > Y qyu'v’|q; € H'} (2.3)
=0 75=0
kiimesine iki degiskenli split polinomlar halkasi denir ve elemanlar split kuaterniyon polinomu
olarak adlandirilir.

Bu tezde, sifirdan farkli null olmayan g;; split kuaterniyonlar ve

h,
lall*

1=1,2,3, hy=qgxi1xq, ho =q*x7)%xq, hg=qxkxq 2.4)

€; =

11



bigiminde taniml e;(u, v) : R? — R3, 1 < i < 3 fonksiyonlar ile ¢alisilacaktir. Ayrica

h, h; 1

geiae' =g ) - ghwh
(esre0) = 90 Tal?) = Tama? e 1)
olup burada
0,0 # j
g(hi,hy) =< —lg||t, i=j=1

lgll?, 2<i=5<3
dir.

Tamm 2.44. 3-boyutlu R} Minkowski uzayinda

p:UCR?*— RS
(u,v) — ¢(u> U) B (¢1(u> U)va(uav)a ¢3(u, U))

0 0
parametrizasyonu ile verilen yiizey S olsun. ¢)(U) yiizeyini ele alalim. {¢* (—> , Uy (—) }

Ju Jv
0 0
lineer bagimsiz olmak iizere yiizeyin vektor alanlarinin uzayinin bir bazi {1/)* (8_) s W (E)_) }
u v

dir. Kisalik i¢in ), (%) = 1, ve U, (%) = 1), ile gosterilir. Yiizeyin normali N; =

1y X 1, ve yiizeyin birinci temel formunun katsayilari

E = 9(¢u>¢u)> F = 9(¢u>¢u)7 G = 9(%, %) (25)

olmak iizere Teorem 2.35. in 4-iincii 6zelliginden

g(NlaNl) = g(wu X Py, Py X %)

= _g(wuv ¢u)g(¢va 'QZ)U) + (g(¢u> %))2
=F’ - EG

elde edilir. ) nin tam diferensiyeli
0 0
oo

A = Zdu+ = dv

12



olup yiizeyin birinci temel formu

= (ds)* = g(dy, d))

= 022 20 2 + 2922 O a4 (22 O
= E(du)? + 2Fdudv + G(dv)?

biciminde bulunur [18]. Buradan

(ds)? du du
=E 2F— + G
(dv)? (dv) * dv *
2
ve A = d_u, I' = (ds) olmak iizere

dv (dv)?
I =EXN +2F)\+G

elde edilir. S yiizeyi iizerindeki I = (ds)? indirgenmis metriginin pozitif tanimli veya
indefinit olup olmadigini incelemek ile, I = (dv)?I’ oldugundan, I yii incelemek ayn1

seydir

Tanim 2.45. R3, 3- boyutlu Minkowski uzayinda bir yiizey S olsun. S yiizeyi iizerine

indirgenmis metrik pozitif tanimli ise S ye R? de bir spacelike yiizey denir [1].

Teorem 2.46. R?, 3- boyutlu Minkowski uzayinda (U, ¢)) parametrizasyonu ile verilen bir

WU CR> = R?
(U,U) - w(uv 'U) = (%01(% U)7¢2(U7U)7¢3(U7U))

yiizeyinin spacelike bir yiizey olmasi icin gerek ve yeter sart yiizeyin N7 normalinin timelike

bir vektor alani, yani
g(Nl, Nl) <0

olmasidir [18].
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Ispat. S yiizeyi iizerine indirgenmis metrik I = (dv)*I' ve I' = EX? +2F\ + G dir. \ ya gore

ikinci dereceden bir denklemin diskriminanti
A= 4(F2 - EG) = 4g(N1, N]_)

dir. I' > 0 olmas1 icin gerek ve yeter sart A < 0 olmasidir. O halde g(N,N;) < 0 dir [18].

Tamm 2.47. R, 3- boyutlu Minkowski uzayinda bir yiizey S olsun. S yiizeyi iizerine indirgenmis

metrik Minkowski metrigi ise S ye timelike yiizey denir [1].

Teorem 2.48. R?, 3- boyutlu Minkowski uzayinda bir S yiizeyinin timelike bir yiizey olmasi

i¢cin gerek ve yeter sart yiizeyin normalinin spacelike bir vektor alani, yani
g(Nla Nl) >0

olmasidir [18].

Ispat. S yiizeyi iizerine indirgenmis metrik I = (dv)?I' ve I’ = EX? +2F )\ + G dir. ) ya gore

ikinci dereceden bir denklemin diskriminanti
A = 4(F? - EG) = 49(Ny,N;)

dir. I' niin Minkowski metrigi olmasi icin gerek ve yeter sart A > 0 olmasidir. Buradan bir
S yiizeyinin timelike ylizey olmasi i¢in gerek ve yeter sart yiizeyin normalinin spacelike vektor

alan1 olmasidir [18].

Tamm 2.49. 3-boyutlu R? Minkowski uzayinda

iU CR> 5 R?
(U,U) - w(uv 'U) = (%01(% U),QXJQ(U,U),@/J{),(U,U))

parametrizasyonu ile verilen yiizey S olsun. ¢ (U) yiizeyini ele alalim. Yiizeyin ikinci temel

formunun katsayilar

l:g(wuuaN>7 m:g<wuvaN)7 n:9(¢vvaN)

14



Yu X Py

olup, burada N = W ylizeyin birim normalidir. Boylece ¢ (U) yiizeyinin ortalama
egriligi
"o e En+ Gl —2Fm
2 F?2-EG
dir. Burada yiizey timelike ise ¢ = —1, ylizey spacelike ise ¢ = 1 dir. Ortalama egriligi

her noktasinda sifir olan spacelike yiizeyler, maksimal ylizey olarak adlandirilirken timelike

yiizeyler ise minimal ylizey olarak adlandirilir [3, 21, 22].
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3. Polinom Pisagor Normal Yiizeylere Reel Kuaterniyon Yaklasimi

Bu boliimde tezin temelini olusturan literatiirdeki J. Kozak ve arkadaslarinin [10] nolu calismasinda
yer alan reel kuaterniyon katsayil iki degiskenli kiibik, kuintik ve kuartik polinom PN yiizeyler

detayl1 bir sekilde ele alinmistir.

Ilk olarak (2.1) formunda verilen bir ¢(u, v) reel kuaterniyon polinomu yardimiyla birim normal

vektor alanmi
N = €3

olan S : Q C R? — R3 polinom parametrik yiizeyi elde edilecektir. Burada e, (2.2) esitligiyle
tanimli ve {ej, €5, €3}, S yiizeyinin uyarlanmig ¢atisidir. S yiizeyinin teget diizlemi her (u, v)

parametresi i¢in hy (u, v) ve hy(u, v) vektorleri tarafindan gerilir. Bundan 6tiirii, S, ve S,,

S, = ¢1hy + pahy =gy,
S, = pshy + @shy = g (3.1)

formunda yazilabilir. Burada ¢; (1 <7 < 4), iki degiskenli polinom ya da rasyonel fonksiyon,

g, ve g, iki degiskenli polinomlardir. S nin yiizey belirtmesi i¢in

g1 08y

ol _ o2 3.2

v ou (3-2)
olmalidir [10].
Lemma 3.1. g; ve g, (3.2) esitligini saglayan iki polinom fonksiyonu olsun. O zaman,
S. = g1 ve S, = gy olacak sekilde bir S yiizeyi vardir ve

1 [ 1 [v
S(u.0) = 5 | (@1(0.0) + ga(w O)du+ 5 [ (galu) + ga(0,0))du +8(0.0)  B3)
0 0

formundadir [10].
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Ispat. (3.1) esitliklerinden ilki olan S,, = g; esitliginin her iki tarafinin v ya gore integrali

alindiginda

S(u,v) = /Ou g1(u,v)du + C(v)

elde edilir. Burada C, v ye bagh tek degiskenli bir fonksiyondur. Bu esitligin v ye gore tiirevi
almup, (3.2) esitligi kullanilirsa,

u

bulunur. Burada S, = g esitligi kullanildiginda

/

C'(v) = 82(0,v)
elde edilir ve v ye gore integral alindiginda
C(v) = /OU g2(0,v)dv + ¢;
bulunur ve boylece
S(u,v) = /“ g1(u, v)du + /w 22(0,v)dv 4 sbt (3.4)
0 0

dir.
Benzer bir sekilde, (3.1) esitliklerinden ikincisi olan S, = g esitliginin her iki tarafin v ye gore

integrali alindiginda

S(u,v) = /OU ga(u,v)dv + C(u)

17



elde edilir. Burada C', u ya bagh tek degiskenli bir fonksiyondur. Bu esitligin u ye gore tiirevi

almip, (3.2) esitligi de kullanilirsa,

Su(u,v) = /0 %(u, v)dv + C' (u)
. Y agl ’
= /0 5 (u,v)dv + C (u)

= g1(u,v) — g1(1,0) + C'(u)

bulunur. Burada S, = g; esitligi kullanildiginda
C'(u) = g1 (u,0)
elde edilir ve u ya gore integral alindiginda

C(u) = /Ou g1(u, 0)du + co

olarak bulunur ve bdylece

S(u,v):/ gQ(u,v)dv—i-/ g1(u, 0)du + sbt
0 0

(3.5)

esitligi elde edilir. Dolayisiyla (3.4) ve (3.5) esitlikleri yardimiyla (3.3) esitligi elde edilir [10].

Bir sonraki Lemma, Lemma 3.1. de tanimlanan S yiizeyinin elde edilisi i¢in farkli bir yol

gostermektedir.

Lemma 3.2. Kabul edelim ki,
gi(u,v) =Y Bllu/, 1=1,2
olsun. O zaman (3.2) esitligi dogrudur gerek ve yeter kosul

. 1 . 2 . .
(G + 1)B£(;+1) = (i + 1)BUH)]., i=0,1,...m—1,7=0,1,

dir. Ayn1 zamanda (3.3) esitligiyle taniml1 S yiizeyi
m+1m+1—1

S(u,v) = Z Z S,ju'v’

i=0 j=0

18

(3.6)

ey — 1 — (3.7)

(3.8)



formundadir. Burada

1 1
Sio = ;Bg]ﬂ)o’ So; = gB([)Q(Ll)’ r=12.,m+1
1 1
Szg - _.B[l»] —B[2]' 1 1= 1727 e, M, .] = 1727 PN (2 I—u (39)

ve Sqo keyfi bir sabittir [10].

Ispat. (3.7) esitliginin ispati icin ilk olarak
=>_ > Bjuv (3.10)
=0 j=0
esitliginin v ye gore kismi tiirevi alinip,
m—1 m—i

8g1 Z Z jBE]uivj—l

=0 j=1
ifadesinde j yerine j + 1 yazilirsa
ag m—1m—1—1
LSS G Bl o
=0 7=0
elde edilir. Diger taraftan
=Y Bluv (3.12)
=0 j=0
esitliginin v ya gore kismi tiirevi alinip,
zB
=1 j=0
ifadesinde 7 yerine 7 4+ 1 yazilirsa
ag m—1m—1—1
2
Z Z (1+1)B (ZH)JU g (3.13)
=0 7=0
elde edilir. (3.2) esitliginin dogrulugu kabul edildiginde (3.11) ve (3.13) denklemlerinde polinomlarin
esitligi kullanilirsa (3.7) esitligi elde edilir. Benzer sekilde (3.7) esitliginden (3.2) esitliginin

dogrulugu da gosterilir.
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(3.10) ve (3.12) esitlikleri (3.3) ifadesinde yerine yazilip gerekli hesaplamalar yapilirsa

S(u,v) = S(0,0) + /0 Z B[” Z’UJ-I—ZBZQUZ)CZU‘F / ZZB[Q] ’vHZBE-]vj)dv
i=0 i=0 j=0 j
m m+1— X m+1 . )
=5(0,0)+ > Z B!, + BE& b) ‘J+Z B(L o't +Z B” v (314
=1 gj=1

j=1

elde edilir. Ayrica (3.8) ve (3.14) esitliklerinden

= - Boa-1y 1=1,2,--- ,m+1

=By = EBi(j—l)’ 1=1,2,---.m, j=1,2,--- m+1—1, (3.15)

dir. Burada S, keyfi bir sabittir [10].

(2.1) ile verilen g kuaterniyon polinomu i¢in (3.2) esitligi saglaniyorsa Lemma 3.1. ve Lemma

3.2. yardimu ile elde edilen S yiizeyi bir polinom PN yiizeyi ifade eder. Boyle bir yiizeyin
derecesi

2der(q) + 21?521%(4((167’(901)) +1

dir [10].

Ozel olarak, ¢, ler birer sabit olarak secilirse, 2der(q) + 1 dereceli bir polinom PN yiizeyi elde

edilir. S(u,v) yiizeyinin v = vy = sbt igin ry(u) = S(u, vy) parametre egrisinin hodografi i¢in

(r1 (u), 11 (u) =

(p1hy(u,v0) 4+ paha(u, vo), @1hi(u, vo) + @oha(u,vo))

1(hy (u, v0), by (u,v0)) + 20192 (b (1, v), iy (u, v0)) + @3 (ha(u, vo), ha(u, v))

4 4
= i lall* + #3 ldll

= |lql|* (¢} + ¥3) (3.16)

dir. ¢, ve ¢, birer sabit oldugundan r; parametre egrisi S(u, v) polinom PN yiizeyi iizerinde

yatan bir PH egrisidir. Benzer sekilde, S(u, v) ylizeyinin u = ug = sbt i¢in ry(v) = S(ug, v)
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parametre egrisinin hodografi i¢in

’

(ra’ (v),r2 (v)) = (pshy(ug, v) + wshy(ug, v), wsh (ug, v) + wsha(ug, v))
= 5 (hy(uo,v), hy(uo, v)) + 20304(h1 (uo, v), ha(ug, v)) + ¢3 (ha(ug, v), hy(ug, v))
= o} |lall* + o3 [lall*

= |lql* (¢3 + ©?) 3.17)

dir. 3 ve ¢, birer sabit oldugundan r, parametre egrisi S(u, v) polinom PN yiizeyi iizerinde
yatan diger bir PH egrisidir [10].

Cift dereceli bir polinom PN yiizeyini olusturmak i¢in ¢; ler tek dereceli polinomlar olarak
secilmelidir. Ozel olarak, ¢; birinci dereceden fonksiyon olarak segilirse 2der(q) +2 dereceden
polinom PN yiizeyi elde edilir [10].

(3.2) esitligi keyfi ¢; fonksiyonlar1 ve (3.1) ve (3.6) esitlikleri ile tamimlanan keyfi reel

kuaterniyon polinomlari i¢in her zaman saglanmaz [10].

3.1. Tek Dereceli Reel Polinom PN Yiizeyinin Yapisi

(2.1) formunda verilen bir ¢(u, v) reel kuaterniyon polinomu ve (2.2) esitligiyle taniml h;

(1 <'i < 3) doniisiimiinti ele alalim.

Ur = p1i + @aj,
Uy = 31+ ©4j (3.18)

gibi iki reel kuaterniyon secilir ve ilk olarak

QOZ'(U,'U> = Qj, Q; ERa 1= 1727374
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alinir ve (3.1) esitligi kullanilirsa

g1 = pihy + pohy
= ¢1(qiq) + ¥2(qj7)
= q(p1i + 2)7
— qUyg (3.19)

Ve

g2 = w3hy + ¢shy
= ¢3(qiq) + ¢4(qj7)
= q(psi + 4j)7
= qUsg (3.20)

ifadeleri elde edilir. Ayrica g; ve g,

min{i,n} min{j,n—k}

Bii= ). > Uiy 1= 1,2 (3.21)

k=max{0,i—n} r=max{0,j+i—n—k}

esitliginde m = 2n alinarak (3.6) esitligindeki gibi ifade edilebilir.

Lemma 3.1. ve Lemma 3.2. den m = 2n i¢in ¢ reel kuaterniyon polinomu (3.7) esitligi
saglandiginda n(2n + 1) vektor denklemli bir polinom PN yiizeyi belirti. Bu denklemlerin
n -+ 2

2
bagintilar vardir.

kombinasyonlu kuaterniyon katsayisilart ve dort o;; parametresi arasinda lineer olmayan

n+ 2
n > 2i¢in ¢ reel kuaterniyon polinomu 4 + 4 serbest parametre ile 3n(2n+ 1) skalar
2

denkleme sahip oldugundan bir ¢dziim bulanamaz.

g1 ve gy nin kismi tiirevleri

0
% = qula + quav
(%

= QUUlq - Qleq
= 2vec(q,U1q) (3.22)
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Ve

og _ _
53=qdéq+db%
u

= ¢.U>7 — ¢.Uxq
= 2vec(q,Uxq) (3.23)
formundadir. Burada (3.2) esitligi saglanir gerek ve yeter kosul
vec(q,U1q) — vec(q,Usg) = 0
olup,
vee((qUr — quUs)q) = 0 (3.24)
dir. (3.24) esitligi dogrudur gerek ve yeter sart

U1 — q.Us = ¢q (3.25)

dir. Burada 9 bir skalar fonksiyondur. (3.25) esitliginin sol tarafi n — 1 dereceli bir reel
kuaterniyon polinomu oldugundan, i) rasyoneldir ve payinin derecesi paydasinin derecesinden
bir derece eksiktir. Ozellikle v» = 0 durumunda asagidaki teorem verilen yiizey icin ¢oziim

verir [10].

Teorem 3.3. (2.1) esitligi ile verilen q reel kuaterniyon polinomunun katsayilari

1=0,1,---,n—1,7=0,1,--- ,;n—1—1i¢in

( + Daig+nUn = (i + 1)qs1); U (3.26)
esitligini saghyorsa, (3.3), (3.19) ve (3.20) esitlikleri ile tanimli S parametrik yiizeyi

S.AS, = (o — o) ||g| (hy Ahy), N =ey

olacak sekilde 2n + 1 dereceli bir polinom PN yiizeydir [10].
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Ispat. (3.25) esitligi, (3.21) esitligi ve Lemma 3.2. yardimiyla asagidaki sekilde ifade edilebilir:

n—1 n—1—1

U = aU2 =Y Y (G + DaigenUs = (i + DagenUn)u'v? = thg.

i=0 =0

(3.25) esitliginde ¢ = 0 segilirse (3.26) elde edilir. Ayrica (3.2) esitligi saglanir ve (3.3) esitligi

ile verilen ylizey S, = g; ve S, = g, kismi tiirevlerine sahiptir. Dahasi

Su A S,U = (Clélhl + Oéghg) VAN (O[ghl + Oé4h2)
= (061014 — OéQOég)(hl VAN hg)

= (s — aza3) || *hy

dir [10].
Teorem 3.3. sadece bir polinom PN yiizeyinin varolabilmesi i¢in gerekli sartlari ifade eder.

(3.26) esitliginin acik hali agagidaki Lemma ile verilebilir.

Lemma 3.4. (3.26) esitligi saglanir gerek ve yeter sart

. _ (@
[slele]= — (T2] + o)1

£
3 :

ISR IR

L P; A vUYs t==[5]

dir. Buradar = 1,2, --- ,n ve ), keyfi bir reel kuaterniyondur [10].

3]

—~

3.1.1. Reel Kiibik Polinom PN Yiizeyi

Bir kiibik polinom PN yiizeyi olusturulurken n = 1 i¢in (2.1) esitliiyle ifade edilen ¢ lineer

reel kuaterniyon polinomu alinirsa, Lemma 3.4. de » = 1 i¢in ¢ = —1, 0 olup kontrol noktalar1
qoo,
qQ10 = Q1,

qdo1 = Q1U2Uf1
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olarak bulunur. ), yerine Q,U, ! secilirse kontrol noktalar

qoo, (3.27)
qi0 = QlUEI,
do1 = Q1U1_1

elde edilir. (3.21) ifadesinde k = 0,1 ve l = 1,2 i¢in

! _
B([)(]) = qoo U4,
B! =2vec(qolig )
(1—k)k GooY19(1-k)k )
B[1l]1 = 2vec(qo1Uiqy),

Bg—zkm = qa-peUilda_ky (3.28)
dir. Dolayisiyla Lemma 3.2. yardimiyla kiibik bir polinom PN yiizeyi elde edilir [10].

Ornek 3.5. Kontrol noktalarini belirleyebilmek igin

1 1 2

Goo = (1707()’ 0)7 Ql - (__7 17

2 _1’5)

ve

olup, (3.27) esitliginden kontrol noktalari

qdoo = (1a0>030)7
5 1 73
=QiU;t=(5,—=,——, =
qi10 Ql 2 (47 67 674)7
_ 7 3 13 11
C]01=Q1U11:( )

100 5" 15710
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elde edilir. (3.28) esitliginden

B%ﬂ = qooU1qg0 = (%» _270)
B[ll(} = 2vec(qoolU1Gy0) = (Z’ _; g)
B([)ll] = 2vec(qooU1dn) = (2, _%7 %)
B[lll] = 2vec(qo1U1qyp) = (%7 *%, %)
B% = qoU1qy0 = (%v _%v %)
B([JIQ] = qU1qy = (772: %7 %)

ve
B([)Q& = qooU2qg0 = (%) —%,0)
B[12(} = 2vec(qooU2q10) = (2, _%’ g)
BE! = 2vec(anlain) = (3. 2 o)
B[121] = 2vec(qo1Ua2qy0) = (?27 %v %)
B% = qoU2q,0 = (%, _%a %)
B([)QQ] = qo1U2qy = (—%7 %; %)

olup, Lemma 3.2. den

1 . Tu  33u? . 83uv N 7_112

4 4 32 72 727
3 3u  34lv? v buww 1072

4 2 288 2 72 * 120 ’
5u bbu?  4v  29uv  61v?

6+24+3+ 6 +30)’
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83u? v  Tuv 11v?

T T T T a6 T 36
1w 5P N 2v N 107uv N 130902

2 2 144 5 60 900 ’
du  29u?  22v  6luw 331}2)

s T 1t T s T

\(

S ) (11u3 n 83u2v n Tu? i Tuv? 4 2w+ w1103 L 9p? . v

= (—== — uv + — — — 4+ —

Y 32 144 8 72 4 108 10 2’
—341u3  bSuv  3u? 107uv?  wv  3u  1309u® 2w

864 144 4 4 120 2 4 2700 5 2
b, 55u3 " 29u2v y 5u? N 61luv? N 4u f 1103 p 111}2)
72 12 12 30 4 25 15

parametrik yiizeyi elde edilir. Burada

12650 4 101202 + 504 )
1(Su x Su)(u, v)|| = (1265u? + 202 uv+90§f81000 v? + 504uv + 360)

oldugundan bu yiizey bir reel kiibik polinom PN yiizeyidir. Bkz. Sekil 3.1. [10].

Sekil 3.1. Reel Kiibik Polinom PN Yiizeyi
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Kiibik polinom PN yiizeylerinin yapis1 Lavicka ve Vrsek [13] tarafindan olusturulmus olup

yazarlar
S('LL, U) = ClPl -+ C2P2 —+ C3P3 —+ C

formundaki polinom PN yiizeylerinin ailesini elde etmislerdir. Burada ¢; € R

(1 <i<3), C e R3 bir sabit vektordiir.

g kuaterniyon polinomu ¢(u,v) = (—v,1,0,u) ve U; = (0,1,0,0), Uy = (0,0,1,0) olsun.
(3.22) ve (3.23) esitliklerinden

g (u,v) = qU,q = (1 — u® + v*, —2uv, 2u)

g (u,v) = qUsq = (2uv, —1 — u? +v°, —20)

bulunur ve Lemma 3.1. den

u? v
P, = (—g—l—u?ﬂ-l—u,—u%-l—g—v,uQ—UQ)

yiizeyi elde edilir [10]. Bkz. Sekil 3.2. Benzer sekilde U; = (0,0,1,0), Uy = (0,—1,0,0)

Sekil 3.2. P, Reel Kiibik Polinom PN Yiizeyi

secilirse (3.22) ve (3.23) esitliklerinden

g1 (u,v) = qU,q = (2uv, —1 — u® +v*, —20)

g (u,v) = qUyq = (=1 + u* — v*, 2uv, —2u)

bulunur ve Lemma 3.1. den

v u?

P, = (v*v — 3 Vg + uv® — u, —2uv)

28



yiizeyi elde edilir [10]. Bkz. Sekil 3.3. Ancak Pj yiizeyi benzer sekilde bulunamamaktadir.

Sekil 3.3. P, Reel Kiibik Polinom PN Yiizeyi

Bu durumda

v u

h, (u,v)

1+u+o? ho(u,v) = (v, ~u,0) := h(u, )

+ — G Z 0 0
l+u?+o2 °
lineer doniisiimii yardimu ile

—4U ~ U ~

g (u,v) = Th(u,v) +hy(u,v), go(u,v) = Eh(u, v) + hy(u, v)
esitlikleri elde edilir ve Lemma 3.1. den
1 2 2 1 2 2 2 2
P; = (u— gu(u +v7),v — gv(u +v7),u” +v°)

yiizeyi de elde edilir [10]. Bkz. Sekil 3.4. P, yiizeylerini incelersek bu ii¢ yiizeyin IN birim

normallerinin

N(u,v) (2u, 2v,u* +v* — 1)

- 14+ w2+ 02

oldugu kolayca goriilebilir [10].
Bu ornek, ¢; se¢ciminin ikinci dereceden rasyonel fonksiyonlar olmasi durumunda da bir kiibik
polinom PN yiizeyinin elde edilebilecegini ifade eder. Bir sonraki lemmada h nin h; ve h,

cinsinden nasil ifade edilebilecegini gostermektedir.
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Sekil 3.4. P; Reel Kiibik Polinom PN Yiizeyi

Lemma 3.6. ¢, n = 1 i¢in (2.1) esitligi ile verilen bir lineer reel kuaterniyon ve

pi(u,v) = (W, vee(qe 4i))
pa(u,v) = — <W, vec(qo_olqi)>

olsun. Burada w = vec(qag' q10) A vee(qoy qor) dir. Bu durumda

4
]
lal

(p1hy + pohy) (3.29)

formunda bir lineer polinom doniisiimiidiir [10].

Ispat. Genelligi bozmadan

doo = (1,0,0,0)
olarak secebiliriz. Diger kontrol noktalar

G0 = (ag, a1, as,a3), qo1 = (bo, b1, ba, bs)
olsun. Gerekli hesaplamalar yapilirsa

pi(u,v) = (w,((0,1,0) + (—as, ap, a;)u + (—bs, by, by)v)) ,

po(u,v) = —(w, ((—=1,0,0) + (—ag, —as, az)u + (—bg, —bs, by)v))

30



esitlikleri bulunur. Burada

<W7 ((07 17 0) + (0’37 Qo, al)u + (b37 bOJ b1>v)>
pihi + pohy = ||QO0|‘2 (w, ((—=1,0,0) + (—aq, as, az)u + (—bg, b3, by)v))
(w, ((0,0,2a3)u + (0,0, 2b3)v))

biciminde elde edilir [10].
Lemma 3.6. nin bir sonucu olarak asagidaki gibi bazi kiibik yiizeylerde olusturulabilir:

g1 (u,v) = ¢ (u, v)h(u, v) + arhy (u, v) + ashy(u, v)

go(u,v) = $o(u, v)fl(u, v) + azh; (u,v) + ashy(u, v) (3.30)

formunda olup burada $; ve P, birer lineer fonksiyondur. (3.30) esitliginde kismi tiirevler
almip (3.2) esitliginin kullanilmasi ile ¢; ve ¢. nin alt1 katsayis1 ve «; dort parametresi ile on
bilinmeyen ve dokuz skalardan olusan bir lineer denklem sistemi olusur. Bu denklem sistemi

«; lerden biri sabitlenerek ¢oziilebilir [10].

Ornek 3.7. q(u,v) = (2, -16,2,0) +(—2,2,2, 1)u+ (—4,0, 1, 2)v reel kuaterniyon polinomu

verilsin. Lemma 3.6. dan

B 65u — 18v — 992

pi(u,v) = 348483
~ 13(Tu+3v —13)
P2(u,v) = 17424

katsayilar1 ve

h;(u,v) = (3u® + Suv — 80u + 11v* — 20v + 256, 4u* — 12uv — 52u — 160> — 24v — 64,
+ 12u® + 28uv — 32u + 8v* — 52v — 8)),

hy(u,v) = (12u® + 20uv — 60u + 160v* — 400 — 64, 3u® + 16uv + 64u + 13v* — 120 — 248,
— 4u® — 6uv + T6u + 4v* + 1360 — 64)

bulunur. Bulunan ifadeler (3.29) esitliginde yerine yazilirsa

h(u, v) = (2(183u + 500 — 880), 124(u + v + 9), 8(u + 2v + 28))
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elde edilir. oy = 342 i¢in hy, h, ve h nin (3.30) da yerine yazilmasiyla elde edilen denklem

sisteminin ¢Oziilmesiyle

¢1(u,v) =95+ bv
Po(u,v) = 50 — bu
o = 78, Qg = 156, 3 = 171

katsayilart bulunur. Bu katsayilarin (3.30) esitliginde yerine yazilmasiyla

g1(u,v) = (5574uv + 54u(39u + 355) + 3854v* — 4(1775v + 39304),
+ 4(545uv + u(195u + 4427) + 3500* + 3404v + 15585),
+ 8(39u” + 23u(Tv + 55) 4+ v(166v + 2475) + 1334)),

g5 (u,v) = (2787u* + u(7708v — 7100) + v(7353v — 12100) — 66112,
+ 2(545u” + 8u(175v + 851) + v(855v — 1004) — 19980),
+ 4(161u* + u(664v + 4950) + v(684v + 9605) — 3014)

ve Lemma 3.1. yardimiyla

S(u,v) = (702u® + + 9585u® + 7583uv? — 14200uv — 157216u + 2451v° — 605002 — 661120,

12063u2v
2

+260u® + 2335u%v + 8854u? + 2645uv? + 27232uv + 62340u + 5700° — 1004v% — 399600,

+ 104u® + 1298u?v + 50600 + 2636uv? + 39600uv + 10672u + 9120° + 19210v* — 12056v)
yiizeyi elde edilir [10]. Bkz. Sekil 3.5. Burada

[(Su x Su)(u, v)|| = 3600(26u + 57v + 823)* | 13u” + 8u(3v — 8) + 3v(Tv — 4) + 264|

oldugundan bu yiizey bir reel kiibik polinom PN yiizeydir. Bu ornekte farkli oy degerleri icin

farkli polinom PN yiizeylerde elde edilebilir.
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Sekil 3.5. Reel Kiibik Polinom PN Yiizeyi

3.1.2. Reel Kuintik Polinom PN Yiizeyi

Bir reel kuintik polinom PN yiizeyini olusturulurken n = 2 i¢in (2.1) esitliiyle tanimlanan

q = Qoo + Qo + go1v + qruv + gt + goav”

reel kuaterniyon polinomu secilir. Lemma 3.4. te r = 1,2 icin ¢ = —1,0,1 olup kontrol
noktalar1

q00;

G0 = QU5 7,

gor = QU

qu = @, (3.31)

Q20 = %Q2U1U2_17

1

Go2 = §Q2U2U1_1

dir. (3.27) esitligindeki (); ve (3.31) esitligindeki (), bir polinom PN yiizeyi yapisindaki

serbestlik derecelerini temsil eden kuaterniyonlardir [10].
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(3.21) ifadesinde k = 0,1 ve [ = 1,2 i¢in

B[l(]) = qooU1qo;

B[l1 e = 2vec(qooUid i)

B} = 2vec(qo Uity + 00Uy,

B[l2 amyze = d0-0Uid( e + 2vec(qoolUig o—ok)or)
B[lza awyze = 20€(qa-rrUido—an)on)

B[lz k)(1+k) — = 2vec(qa—rrUidy; + Qk(1—k)Ul§(2_zk)zk)>
BY) = quUigy, + 2vec(qoaUiGy),

B[l4 siyak = de—20)20UiG (2 oryons

1] _
B[3 2k)(142k) — 2U€C(Q11UZQ(2—2k)2k)

olup, Lemma 3.2. yardimiyla reel kuintik polinom PN yiizeyi elde edilir [10].

Ornek 3.8. Kontrol noktalarini belirleyebilmek igin

1 1 2 111
= (1,0,0,0 =(—=,1,—-,= | A
QOO (7 9 9 )7 Ql ( 27 ) 273)7 Q2 (7 873710)
ve
1 3 1
041:1, 042——1, 043—57 044——5

bulunur. (3.27) esitliginden kontrol noktalari

qo0 = (1,0,0,0),
Q10=Q1U{1=(—Z, g,é,5)

= QU7 (170’_2’ 10"
Q2o=§Q2U1U2 = (= 210 % 478 410)
QO2=1Q2U2U1_1=(1 S 1)

2 25" 1207 60’ 50

34
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elde edilir. (3.32) esitliginden

_ 1 3

ng = QOOUlqoo - (Z? _170)

1 _ 375
B[u; = 2vec(qooU1qyp) = (§a 7 g)

1 4

B([)11] = 2vec(qooUnqp1) = (2, 3 g)

1 _ _ 601 1673 25
B[u] = 2vec(qoU1q19 + qooU1qy11) = (_%7 360 @)

163 1831 493

“ 160 1440’ 192

B[zlo] = 1001730 + 2vec(goolia0) = (

) - _ 53 101 181
B([JZ] = qo1U1qp; + 2vec(qooUndpz) = (%7 120° @)
11 143 11
Bl — 9 Ui92) = (c5 o700 —7oa
30 vec(qioU1qy0) (960’ 360’ 128)
83 223 143
Bl _ o Too) = (—grmy oo,
03 vec(qo1U1Gps) = ( 1800° 900° 1200)

819 29 77
4807 240" 64
1111 33209 341

2400’57600’__566)
2081 1631 27

38400’__12800’__556)
9757 5203 77 )

307200 921600 7680
373 4831 17

32000’ 288000’ 2400)
9433 9631 29

B[211] = 2vec(q1oU1G17 + q01U1Ga0) = (
B[112] = 2vec(qo1U1qy1 + q10U1Gp2) = (

B[212] = quUiqy; + 2vec(qo2UiGa) = (

BE& = q20U1Gy = (

B = goaU1p, = (

B — 9 Uiton) = (— - =2
a1 = 2veclantin) = (= 775505 ~ T15200" ~ 960
2719 31 1
Bl _ o N _ L
15 = 2vee(guloz) = (= 5e5000 ~ 55500~ 18)
ve
2 _ 1 1
B([)(% = QOOUZQOO = (5) _5’0)
14
B% = 2vec(qooUaqyp) = (2, 5 g)
2 9 4
B2 _ o o2 9 4
01 vec(qooUaGoy) (5a 5 15)
) _ - 53 101 181
B[u] = 2vec(qo1U2q19 + qooU2G11) = (@7 60 E)
) _ - 601 1673 25
B[zg = q10U2qy + 2vec(qooUaGag) = (—m, =20 %)

317 1981 3449
360" 1800’ 2400

)

B%ZQ] = q01U2Gp; + 2vec(qooUaGpy) = (

9 _ 349 29 77
Bé& = 2vec(qioUaqy) = (@7 0’ —@>
2 _ 133 7 121

Bga] = 2vec(qo1Uaqny) = (ﬁoa 20’ _FSO)

133 21 121

BY] = 2vec(q0Ua11 + 4nUsn) = (575 50+ 7o)
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olup, Lemma 3.2. den

g1 (u7 U)

gQ(uv U)

B[122] = 2vec(qo1U2qy; + q10U2Gg2) = (%, —%, %)
B[222] = q1U2Gyy + 2vec(qo2UzGag) = (%40307 —%7 %)
5 B 9433 9631 29
BL& = QZOUQQQO = (42(;2?0’ 94861078007593840)
2 _
Byi = ol = (=730000" 720000° 6000’
B = 2veclanlil) = (5o~ 1oop5> ~765)
B% = 2U60(q11U2§02) = (%’ %7 %)
- (1 3£ _ 163u2  11u® r 9757u* Yoy 601luv  349u2v
4 2 160 ' 960 307200 360 480
9433u v 53v%  133wwv?  2081uw?v?  83v3  2719wvd 37304
© 115200 360 240 38400 1800 28800 32000’
3 7w 1831uw?  143w*  5203u* v 1673uv  29uv
4 4 7 1440 360 921600 2 ' 360 240
9631usv 10102 21 uv? 1631u2v? 22303 3luv3 483104
115200 120 20 12800 900 28800 ' 288000’
5u 493u? 1M 7u*  4v 25uw TTuv 29uw
3 192 128 7680 3 | 48 7680 960
18102 121uv?  27uw20v? 14303 w17t
T80 T 160 320 1200 48 2400)’
(- L 601u?  349u®  9433u’  2v  53uv  133u’v
2 720 1440 460800 5 = 180 240
2081udv  707v?  83wv?  2719u%v?  277v? 373uwv®  6881vt
57600 900 600 19200 1500 ' 8000 720000’
1w  1673u® 2943 9631u*  9v  10lwv  21u’v
2 27 720 46800 460800 5 = 60 20
1631wy 1067v2  223uwv?  3luv? 9203  4831uv? 9817v4
© 460800 900 300 19200 1125 = 72000 720000
du  25u? 7w 29wt 4v 18luwv  121uiv 9uw
3 7 96 192 3840 15 40 160 160
96102 143uv?  w20? 29703 17uv®  59v*
600 400 32 ' 1000 ' 600 6000)
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veE

S(uv) = (g N % B 163u? N 11u? B 9757ub _ Y g — 601uv N 349u3v 3 9433u*v N ﬁ
’ 4 4 480 ' 3840 1536000 2 720 1440 460800 ' 5
53uv? 133u20? 2081u3v? 70703 83uv3 2719u%v3 277Tv* 373uv?
360 | 480 | 115200 ' 2700 _ 1800 57600 6000 ' 32000
6881v° 3w Tu®  1831uw®  143u*  5203w® v wv  1673u’v  29uBvw
T 36000000 4 8 | 4320 1440 4608000 2 2 720 < 720
B 9631u’v B % N 101uv? N 21u2v? B 16311302 B 106703 N 223uv3 B 31u2v3 B 230t
460800 10 120 40 38400 2700 900 57600 1125
4831uv* 9817v°% 5u? 493u3 11t T7u® 4uv 25u2v TTuv 29utv
288000 | 3600000° 6 576 512 38400 T 3 T 96 192 3840
202 18lwwv?  121uw?v?  9uPv?®  961v® 143ww® w?0® 2970t 1Twv? 59
-+ - - + + - + + + )
15 80 320 320 1800 1200 96 4000 ' 2400 ' 30000

yiizeyi bulunur. Burada

1

= m(49225u4 — 15752003y — 1640000 + 204776uv? + 628800uv

H(Su X Sv)(u, v)”
+ 4422400u2 — 126016uv® — 717440uv? — 7168000uv — 3456000 + 31504v*

+ 2931200 4 363008002 + 2304000v + 1152000)?

oldugundan bu yiizey bir reel kuintik polinom PN yiizeydir [10]. Bkz. Sekil 3.6

A
AN ,

Sekil 3.6. Reel Kuintik Polinom PN Yiizeyi
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3.2. Cift Dereceli Reel Polinom PN Yiizeyinin Yapisi

(2.1) formunda verilen bir ¢(u, v) reel kuaterniyon polinomundan ¢ift dereceli bir polinom PN

yiizeyi elde edebilmek i¢in (3.1) esitligi ile verilen ; ler birer lineer fonksiyon olarak
§01'<U, U) = Q; + Biu + ViU, O, Bia Vi € R) L= 17 2a 37 4
seklinde secilecektir. (3.18) esitliginden

Uy = @11+ o
= (0,1 + Bru + 70, a9 + Pou + Y0, 0)
= (0, aq, 2, 0) + (0, By, B2, 0)u + (0, 1,72, 0)v
= U + Ulgu + Ul (3.34)

Ve

Uz = @si+ ¢4
= (0, a3 + Bsu + v, a4 + Bau + 740, 0)
= (0, a3, ay4,0) + (0, B3, B4, 0)u + (0, 73,74, 0)v
= U+ Ul + Ul (3.35)

olup, burada

U(%] = (0,0él,ag,O), Ul[(l)] = (Oaﬁlaﬁ%o): U(£11] = (07")/17")/270)

U(%] = (070-/3705470)7 Ul[?]] = (Oa/83a6470)7 U(gll] = (077377470) (336)

dir. (3.19) ve (3.20) esitliklerinden

g1 = qUiq
= q(Usy + Uliu+ Uilv)g

g2 = qUsg (3.37)
= q(Uss + Ulyu + Ugiv)g
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ifadeleri elde edilir. (3.37) esitliginde g;ve g, nin kismi tiirevleri

og _ _ _
= L — ¢,Uyg + qUig + qUig,
v
= %Uﬁ + qU(gll]q - Qleq
— vec(2q,Uh + qULg)

veE

0go _ _ _
5, = alad+ qUlg + qUsg,

— 2| — — 7 =
= q,Uxq + qu[O}q — q.Uxq

= vec(24,057 + qU10 )
formundadir. Buradan (3.2) esitligi saglanir gerek ve yeter kosul
vee(2q,0 + qUtq) — vee(20,U7 + qUsgg) = 0
olup,
vee((2,Ur + qUst' — 24,0 — qU3g)g) = 0 (3.38)
dir. (3.38) esitligi dogrudur gerek ve yeter sart
26,01 + qUsy — 24,0z — qUyg = ¢ (3.39)

dir. Burada v = 1), bir skalar fonksiyondur. (3.39) esitliginin sol tarafi u, v degiskenlerine

bagl n dereceli bir reel kuaterniyon polinomu oldugundan, v yi v, sabit olarak secebiliriz.
+2
O zaman, (3.39) esitliginde 4 " kombinasyonlu kuaterniyon katsayilar1 ve U; nin 12

2
katsayis1 arasinda lineer olmayan bagintilar vardir [10].
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3.2.1. Reel Kuartik Polinom PN Yiizeyi

(2.1) esitliginde n = 1 alindiginda
q(u,v) = qoo + qrou + gorv

dir. ¢, = qo1, qu = qio 1le (3.34) ve (3.35) esitlikleri (3.39) esitliginde yerine yazilirsa
2401 (Uno + Ul + Upi'v) = 2401 (Ugg) + Uiy + Ugi'v) + q(Uyy| — Uy — ) = 0

elde edilir. Yukaridaki esitlikten asagidaki ii¢ kuaterniyon denklemi elde edilir:

26]01U(%] - 26]10U(%] + QOO(U(%] — Ul%] — 1)) =0, (3.40)
200U — 2q10U2 + qio(Ul = U2 — ) = 0, (3.41)
2401 U = 210U + qor (UL — U — ) = 0. (3.42)

(3.41) esitliginden
2(101U1%] - 26110U1%] + Qlo(U(%] - Ul%] - 77ZJO) =0
olup buradan

2(101U1%]2€I10U1%] - Q10(U&] - Ul%] + 77Z}0)

= Q1o(3U1%] - U(E] + o)

1
dir. Bu esitligin her iki tarafi soldan qu_ll ile carpilirsa

1

U1[<1)] = —§CI0_116110(U(£11] - 3U1%] - %)

1
= —5C(Uy = 3U}5 — ) (3.43)
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elde edilir. Benzer sekilde (3.42) esitliginden
2q01U(E11] - 26_110U(§] + QOI(U&] - U1%] — ) =0
olup, bu durumda

2@110U(EQ1] = 2@01U5] + QOl(U(%] - UE)] —1y)

= g (3UY, — Uy — o)

1
dir. Bu esitligin her iki tarafi soldan éqfol ile carpilirsa

L
Usi = 510901 (3Ust — Usg — o)

1
= 507 (30 — Uyl — ) (3.44)

elde edilir. Burada C' = (cg, ¢y, 2, c3) = qallqm dir. (3.36) esitliginin (3.43) de yerine yazilmasiyla

1
(0, b1, B2,0) = —5(60,01702703)(—%,% — 303,72 — 3534,0)

1
= —5(—00% — 171+ 3c183 — cay2 + 3cafs, —c1o + cov1 — 3coB3 — c372 + 3c3fs,

— a0 + 371 — 3e3PB3 + cov2 — 3coPBa, —c3tho — cay1 + 3c2f3 + c3v2 — 3c3fa) (3.45)

bulunur. Benzer sekilde (3.35) esitliginin (3.44) te yerine yazilmasiyla da

(607 C1,C2, 03)

ICll (%0, 371 — B3,37v2 — B4,0)

1

(07737’Y470) :i
1

:m(—coiﬁo +3e1y1 — 183 + 3eay2 — 24, c1tbo + 3coy1 — cofBz + 3ezve — ¢34,

cato — 3c3y1 + ¢3B3 + 3coya — cofa, catho + 3oy — 23 — 3esy2 +c3fa)  (3.46)
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dir. (3.45) ve (3.46) esitliklerinde bulunan 8 denklemden olusan sistemin ¢oziilmesiyle

g =& IC1I* 4o By = & IC1I* 4o By = (2coc1 + c2 + e3)tho
T @+ ) 22 +c2) T 4(c? + c2) ’
B, = (26062 —c1 + 63)7,/)0 _ (26061 —Cy + C3)¢0 . (26002 + co + Cg)¢0
TUaEsg) T @ T ad+d)
_ato e
=g+ T AE+ D) 47
esitlikleri elde edilir. Burada ¢? + ¢2 # 0 dir. Ayrica (3.40) esitliinde
2QO1U(%] - 2Q10U(%] + QOO(U(%] - Ul[%)] — 1) =
olup burada
QQOlU(%] = QQmU([)%] i QOO(U(Ell] - U1[%)] — o)
. e oy, 1L g
dir. Esitligin her iki tarafinin soldan §q01 ile carpilmasiyla
1
Um CU(E(ZJ] = 5401 QOO(UM - Ul%] — 1) (3.48)

2

elde edilir. (3.48) esitliginde (3.36) nin yerine yazilmasiyla

1
(0,0él,Oég,O) = C<07a37a470> - §QO_11QOO((O Y1572, ) ( 537/847 ) <¢0707070))

1
= C(O, Qg, Oy, 0) - §Q&1Q00(¢07’Vl — 33,72 — B, 0) (3.49)

olur. Bu durumda

1
D = (do7d1, ds, da) = —q(il%o(@bo»% — B3,72 — 5470)

2
1 —CyC3 C1C3
(L gy aa gy

almursa (3.49) esitligi

(O, p, G, 0) = C(O, 3, Oy, 0) + ¢0D
= C(0, as, g, 0) + o(do, di, ds, d3)
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seklinde ifade edilir. Bu esitlikten

= oz — C30y — dithy, = c30i3 + coory — dat)y,
Cldo + Cng Cld3 — ngo

, g = 3.50
ara o MV arg (-0

az = —1g

elde edilir. 1, parametresi herhangi bir ek serbestlik derecesi getirmemektedir ve bu sabit
carpanla elde edilen g(u,v) reel kuaterniyon polinomundan elde edilen g; ve g, nin sadece
biiytikliigiinii etkilemektedir.

(3.36), (3.37), (3.47) ve (3.50) esitlikleri ile birlikle Lemma 3.2. den g, g, ve reel kuartik
polinom PN yiizeyi bulunur [10].

Simdi, ¢? 4 ¢2 = 0 oldugu durumu ele alalim. Bu durumun gergeklesebilmesi igin

C' = (¢, 0,0, ¢3) olmalidir. (3.43) denkleminde C' = (¢, 0, 0, ¢3) yazilmasiyla

1
Usg = (0,81, 2,0) = —5 C(Us!' = 38U — o)

1
= —%(co7 0,0, c3)(=%0, 71 — 3B3,72 — 364,0) (3.51)

= _5(_00%007 CoY1 — 3Cofs — C37Y2 + 3c3f,

—c3m1 — 3¢303 + CoYa — 3coBa, —C3to + €372 — 3¢34)

elde edilir. (3.51) esitliginin ilk bileseninden ), = 0 dir. ¥y = 0 alindiginda (3.40) esitligi

saglanir gerek ve yeter kosul

2(101U1%] - 26110U1[?)] + Qlo(U&] - Ul%]) =0

2401 U3y — 2q10Usy + qor (U — Ulg) = 0
dir. Burada ¢, yerine ¢q;C' yazilmasi ile

200Uy — 2q01 CUL + g C(Uy — Ufy) =0
2901U([)11] - 2([010(]5} + QOI(U([)ll] - U1%]) =0

elde edilir. Bu denklem sisteminin ¢oziilmesiyle

vz = cul? (3.52)
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ve bu sonucun (3.40) esitliginde kullanilmasiyla da
Ul == CUQ
elde edilir. Dolayisiyla

1 2 1 2 1 2
Utgo] = CU(Eo]a U1[0] = CUl[O]a U(g1] = CU(£1]

(3.53)

dir. ¢; = ¢o = 0 durumu i¢in (3.47) ve (3.50) esitliklerine gore daha basit bir ¢éziim elde edilir

[10]. Bulunan sonuglar asagidaki Lemma’da 6zetlenmistir.

Lemma 3.9. n = 1 i¢in (2.1) esitlidi ile verilen bir lineer reel kuaterniyon

q(u,v) = qoo + q1oCu + go1v, C = (co, 1, Ca, C3)

olsun. U; ve Us,, ¢ + ¢ # 0 durumunda (3.34), (3.35), (3.47) ve (3.50) esitlikleri ile bulunur.

¢y = ¢y = 0 durumunda ise

UQ(“) U) = (07 ag, Qy, 0) + 0(07 V35 V4 0)“ + (07 V35 V4, O)U7
U (u,v) = CUy(u,v)

dir. O zaman, S parametrik polinom PN yiizeyi Lemma 3.2. ile elde edilir [10].

(3.21) ifadesinde £k = 0,1 ve [ = 1,2 i¢in

Bg(]) = qooU, (El(]@ooa

BEll]—k)k = Uec((QOOU([ll]—k)k + 2q(1*k)k'U([)g)q(1fk)k>7
Bgf%)zk = Uec((Q(lfk)kU(gg + QQOOU([ll]—k)k)a(l—k)k)v

B\} = 2vec(qnUsoo + q10Usi oo + 601 Uio0),

BEli]i—Sk)sk = q(l—k)kU([ll]—k)kq(kk)ka

BEIQLk)(lJrk) = “60((‘1(1%)%(]5(]1%) + 2q’f(1*’f)U([ll]fk)k)q(lfk)k)

(3.54)

dir. Dolayisiyla, Lemma 3.2. yardimiyla reel kuartik bir polinom PN yiizeyi elde edilir [10].

Ornek 3.10. Kontrol noktalarindan ikisi

Goo = (17070a 0)7 qo1 = <2a 17374)
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olarak belirlenir ve

secilirse ¢7 + ¢3 # 0 oldugundan son kontrol noktasi

G0 = ¢ C
5 5 2
- (_57_67_ 75)

elde edilir. (3.47) esitliginden

19 19 3
61__@7 ﬁQ_ma 53 gaﬁél_oa
9y __ 3 _ 6 _3
71_407 Y2 = 10773_ 57 ’-)/4_5
ve (3.50) esitliginden ise
o — ﬂ w_4 153
Y7500 7T 2000
199 93
O3 = ————, g = ————
1000 1000

sabitleri bulunur. Bulunan sabitlerin (3.34) ve (3.35) te yerine konulmasiyla

Uy = Ul + Ulu+ Ul
61 153 19 19 9 3
oL 090 0.—— =2 0, — —=>
075 ~2000' Y T O 5o 129 Vv + O 35~ 15

0)v
ve

Uz = Uy + Ulgu+ Ustv

199 93 3 6 3
— (0, ——L 2 9)4+(0.2.0.0 0.—2.20
(0. =To00" “1000’ Y + (0 5: 0. 0ut (0, =5, 5,00

elde edilir. Ayrica (3.54) esitliginden

61 153
7507 2000’

- 1093 587 2717
Blg = veel(anoU1n + 210U Joo) = (= 2250° 1125’ 6000

0)

Bélo] = QOoU(g}J]%o = (

)
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3487 67 641
3000’ 1500° 2000)

833 8261 6983
3600 18000 3000
6461 8971 2717

9000° 18000° 12000
689 1283 641
(750" ~3000° 2000

B! = vec((qooUdy + 2401U35 )do0) = (

)

B[111] = 2060((]01(](%%)]510 + Q10U(E11]§00 + 901U1[%)]500) =(

B[zlo] = Uec((QIOU(E%)] + 2(100U1[%)})§10) = (-

Bl = vec((qo1 Uy + 200Uty )d01) =

[ ] = Q10U1[0]610) (127 %7 %)

Bl = g1 Ui 01) = (— g’ %, *%)
B[Qll] - Uec((qu(gll] + 2q01U1%})§10) = (7%’ Z’ 7%)
B[w] 60(((101[]1%] + 2‘110(]([)11})601) = (%’ 7%’ %)

\%&

2 2] 199 93
B([)o] = QOOU(gO]qOO — (—ma ~1000°

0)
3487 67 641
3000° 15007 1000
313 341 126

250’ 250" 125/

1463 4043 3313
3007 750 ° 375
3059 863 641

3000° 3000’ 2000

BY = vee((g00ULy + 2a10U83)d00) = ( )

B([)21] = U@C((CIOOU@ I 2q01U$? )q00) = (—

)

B[u] = 27)30((101U00 G + CZ10U01 Goo + QO1U10 Goo) = (

Bpo] = vec((q10U00 + 2q00U10)¢110) (

BE = veel(anUf + 2a000)in) = (~ e 300 1)
B = a0Ufa0) = (oo 15— 22)

BE = (Ula0) = (18, -5, 72)

BE! = vec((awUl + 200U )00) = G~ S0 50)
B = vee((an U + 20100)701) = (3, 22, 219

bulunur. Lemma 3.2. den

61 1093w 91942  19u®  3487v  11327wv  35ulv  14633v%  3luv? 33
&) = (755~ 2950 T 2700 * 16 T 3000 ~ 3600 32 T 60 T s 2
7Zm3+5Wu72m%ﬁﬂ+7mﬁ#7Wv78%mw+5ﬁv+4m&972mw9+1%ﬁ
2000 1125 216000 1440 © 1500 18000 4 1500 40 20
2717w 117269u?  893u®  64lv  27337uv  35uv 3313v2-+ 283uv? 9303

6000 54000 1 360 1000 4500 4 750 20 10 ),
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11327u?

2

Yuv

1463uv  3lu?v B 46902

199 3487u 35u® 3130 5
g2(u:v) = (7506 * 3000 ~ 7200 96 250 T 300 8 100 g T8
93 TTu  8839u*  5u®  341v | 4043uv  213uPv 56030 N 369uv®  1440°
1000 ' 1500 36000 ' 12 250 750 40 500 20 5
_ 641u  27337u? _ 35u3 126v _ 3313uv " 283u2v " 82402 _ 279uv? 1081}3)
1000 9000 12 125 375 20 125 10 5
ve
S(u,0) = ( 6lu  1093u>  919u®  19u*  199v  348Tuv  11327v*v  35u’v 31307
’ 750 4500 8100 64 1000 3000 7200 96 500
N 1463uv? N 3luPv®  4690°  3w® ' 153u | 587w’ 278857w? | 779u’
600 16 300 2 272000 ' 2250 648000 5760
93v  67uv  8839%uZv  Sulv  341v?  4043uwv?  213uv® 560303 123uvd
© 1000 ' 1500 36000 12 500 1500 80 1500 20
360t 2717u?  117269u® 893wt  64luv  27337uv  35ulv 6302
5 712000 162000 1440 1000 9000 12 125
~ 3313w? . 283u”v®  824v°  93uv’ 271)4)
750 40 375 10 5

yiizeyi bulunur. Dolayisiyla

)

)

|14250u? — 5u (54000 + 4303) 4 5400002 + 296700 4 5469| (95u? — 20u(9v + 2) + 12 (3002 + 4v + 1))?

1(Su % 8u)(u, )|l =

34560000

oldugundan bu yiizey bir reel kuartik polinom PN yiizeydir [10]. Bkz. Sekil 3.7.

Sekil 3.7. Reel Kuartik Polinom PN Yiizeyi
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3.2.1.1. Ozel Cift Dereceli Reel Polinom PN Yiizeyler

(2.1) esitligi ile verilen n. dereceden g reel kuaterniyonunun g;; katsayilari arasinda bazi bagintilar
vardir.

n = 1 durumu i¢in ¢y = 0 ve C' = (¢, 0,0, ¢3) # 0 reel kuaterniyonu i¢in (3.34) ve (3.35)
esitliklerini saglayan U, ve U, lineer kuaterniyon polinomlarin ele alalim. Bu durumda (3.39)

esitliginde vy = 0 ve g0 = g0, C esitliklerinin yerine yazilmasiyla
2401CUs — 2401 CUs + q(Uyy — Uly) = 0

olup, buradan
q(Uy — Uiy) =0

dir. Dolayisiyla
(U1)o = (Ua)u

elde edilir [10].

Teorem 3.11. (2.1) esitligi ile verilen reel kuaterniyon polinomundaki katsayilar sifirdan farkl

C' = (¢, 0,0, ¢3) reel kuaterniyonu igin
(j+ 1)Qi(j+1)C: (i+ 1)Q(i+l)ja 1=0,1,---,n—=17=01,--- , n—i—1
ve

UQ(U7 U) = (07 a3, Qy, O) + C(Ov V35 V4, O)U + (Oa V35 V4, O)U
Ul(“?”) = CUQ(ua U)

esitliklerini saglasin. Bu durumda, (3.37) esitligi ve Lemma 3.2. ile tanimlanan parametrik S

yiizeyi birim normali N = e3 olan 2n + 2 dereceli bir polinom PN yiizeyidir [10].
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3.3. Reel Polinom PN Yiizeyinin Ortalama Egriligi

(3.18), (3.34) ve (3.35) esitlikleri ile tanimlanan U, ve U, vektorlerini ele alalim. (3.1) esitliginden

tiiretilen bir reel polinom PN yiizeyinin birinci temel formunun katsayilar

E = (S, 8.)
= (qU1q, qU\7q)
= HCIH4<U17U1>
= [lgl* 1t ],

F =(S,,S,)
= (qU1q, qU2q)
= HC]”4 <U1, U2> )

G = (S,,5,)
= (qUsq, qUsq)
= Hq||4 (Us, Us)
= [lql|* 101"

ve ikinci temel formun katsayilari

1= <Suu7 N>
= <U€C[<2un1 + q(Ul)u)qL N> )

Sum N>

m = (
= (vec|(2q,U, + q(U1),)q], N)
= (
= (

Svu, N)
vec|(2¢.Uz + q(U2).)q], N)
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n = <va: N>
= <’U€C[(2quQ + Q(UQ)v>6]7 N> )

dir. Burada N reel polinom PN yiizeyinin birim normalidir. Bir sonraki Lemma, Teorem 3.3.
ve Teorem 3.4. saglayan bir polinom PN yiizeyi icin ortalama egrilik fonksiyonunu ifade eder

[10].

Lemma 3.12. Tek dereceli reel polinom PN yiizeyi icin Teorem 3.3. ve ¢ift dereceli reel polinom
PN yiizeyi i¢in Teorem 3.4. saglansin. O zaman, bu polinom PN yiizeyin ortalama egriligi 6zdes

olarak sifirdir [10].

Ispat. Ortalama egrilik 6zdes olarak sifirdir gerek ve yeter kosul En + G1 — 2Fm = 0 dir.

En = ||g|* [|U]|* (vee|(24,Uz + a(U2),)a). N)
= [lgl* |OLI” (vecl(2¢,0,U 1U2+q(U2 ), N)

— gl 1P < (2002 Us + q(Us),)7, N>

||U1||
= 2|lq||* (vec(q,UT1Usg), N) + [lql|* |U]|* (vec(q(U2).0))

= llall* |U2* {vee (24,01 + q(Uh).)a), N)
= llall* |U2* {vecl(2q.U>U; ' Uy + q(Un).)al, N)

A <vec[<2unz U+ q(U)) ],N>

10"
= 2||g* (vec(quUU>U1q), N) + [lall* | U2” {vee(a(U1)u7))
= 2|lq||* (vee(a, U\ U:013), N) + lla||* [ U2* {vee(a(U1).a))

veE

—2Fm = —2|\q|[* (U, Us) (vec|(2¢, Uy + q(Uy),)ql, N)

= —4lq|* (U1, U2) (vee(q,U1a), N) =2 |la]|* (U1, Ua) (vec(q(U1),7), N)
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esitlikleri yardimiyla

En + Gl - 2Fm = 2 |q||" (vec[q, U\ (T\U; + ToU; — 2 (Uy, Us))g), N)
+ [lgl* {veelg(| U7 (Us)y + |02 (Un)u — 2 (Us, Uz) (U1))a), Ny

dir. Bu esitligin sifir oldugunu gostermek icin esitligin sagindaki iki terimin ayr1 ayr1 sifir oldugu

gosterilmelidir. 1k terim icin,

EUQ "’72(]1 - 2 <U1, U2> = U1U2 ‘|‘ UQUl - 2 <U1, U2>
= (U, Uy) + Uy x Uy + (Uy, Us) + Uy x Uy — 2(Uy, Us)
=0

dir. Diger terim ise tek dereceli yiizeylerde U; ve U, sabit kuaterniyon oldugunda sifirdir. Cift

dereceli yiizeyler de ise U; = CU, ve (U,), = (Us), esitlikleri kullanilarak

10112 (Ua)o + |Ulf* (U1 — 2 (U1, U2) (Un)y = [OLIJ* C72(U2)u + |Ua||* C(Us)u — 2 (Us, Us)

= {IICIIZIUzll2 +|[V2]*C = 2(U1, Ua) | (V2)u

[lef

= [Iw]* @+ 0) = 2 (U1, )] (). (3.55)
elde edilir.

C+C=U,U"+UU;"

U, U,
_ <U1_22> L (U1_22)
10| 10|

_ U,U, + U,U,
|10
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dir. (3.55) da yerine yazilmasiyla

IUL1I* (U2)0 + |U2]1* (Un)u = 2(Us, Uz) (Ur)o = ([U2]|* (C + C) = 2 (U, U2)) (U2)u

U1Uz + U2 Uy
:me12 =

Tk *“%%O%”

= (U1U72+ U271) (U2)w
= ((U1,U2) + U1 x Uz + (U1, U2) + Uz x U1 — 2 (U1, U2)) (Uz2)u
= ((U1,U2) + U1 x Uz + (U1,Uz) + Uz x Uy — 2(U1,U2)) (U2)y

=0

elde edilir. Bu durumda, cift dereceli polinom PN yiizeyleri i¢in de ispat tamamlanir [10].

Ornek 3.13. Kontrol noktalarindan ikisi
doo = (1707070)a qdo1 = (27173a4>

ve

secilirse, ¢; = co = 0 oldugundan son kontrol noktasi

qi0 = qo1C
31 1
— (=2 21—
( 2727 M 2)

olarak elde edilir. (3.52) esitliginden

2 2
o = el

7 1
= O —_—— =
(0, 48’ 48’0)

olup (3.35) esitliginde yerine yazilmasi ile

Uy = U2+ Ul + Ul

Tu 1 U v 1

v
=0,——+-+=,——+=—

48 "4 27 48 ' 3 ?m
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elde edilir. (3.53) esitliginden de

bulunur. (3.37) esitliginden

g1 = qUiq
— (0 25u®  25u*v 35w 25w’ | 15w 3u 250° 50 95v 1
TN 192 64 48 16 4 8 8 3 48 24’
B 25u3 _ 25u2v n 29,2 n 25uv2 _ 11luv _ 597u _ 2503 32y @_'_ E
384 64 48 8 12 96 8 U T
B 25u3 n 25u2v n % _ 25uv? _ 9luv n u - 4102 n Ql)
192 16 32 8 24 8 6 3
ve
g2 = qUaq
25u%  25uw 15u2 T5uv? 10uv  95u 2503 2502 59 1
= (0,— — + + = -_————— —+ — + =,
192 16 8 8 3 48 3 3 12 2
25u3 n 25wy 1lu?  7huv? buw + 23u n 2503 n 472 43 1
— — — — 6uv + — v — =
192 8 24 8 48 6 3 3’
2503 25u?v 91uw?  4luv 2w 2503 T30 1lw
— - + + — + - )
48 8 48 3 3 3 6 3

dir. Lemma 3.1. den

25u? 25u3v 35u3 25u2v? 15u?v 3u? 25uv3 5uv? 95uv u 2504 25v

S(u,v) = — - - = - — =27
(u,v) = ( 768 192 144 32 + 8 + 16 8 3 48 24 12 9
25u? 25u3v 29u3 25u2v? 11u?v 59u? 25uv3 9  23uv 5u  25v* 4703
- - + + - - - — 3uv® + —
1536 192 144 16 24 192 8 48 24 24 9
25u? n 25udv  wud 25u2v? 91u?v  wu? 41uv? n 2uv n 2504 73v3 111}2)
768 48 32 16 48 16 6 3 12 18 6

yiizeyi bulunur. Bkz. Sekil 3.8. Yiizeyin birinci temel formunun katsayilari

(76Ouvgk3u(5u4—4)4f12002#71604%4)2(25u24—4u(2504k38)%*8@(25v4k4)%7416)

E - I
147456
F:4‘—%mﬁHM@u—4}+H%2+wv+@2@&ﬂ—4m%v+3$+8m%v+4%+ﬂ®
73728 )
G- (—60uv—%3u(5u——4)%—120U24—16v—k4)2(25u2——4u(25v—%38)4—8v(25v—%4)%—416)
18432
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ve ylizeyin ikinci temel formunun katsayilar

1
1= %(—5u+300—12),
ou  dv 2
m=—————,
16 6 3

1
n= 6(—5u + 5v + 22)

dir. Burada

Sekil 3.8. Ozel Reel Kuartik Polinom PN Yiizeyi

En-+Gl—-2Fm =0

oldugundan yiizey minimal yiizeydir. Ayrica

(—60uv + 3u(5u — 4) + 1200% + 16v + 4)2 |25u% — 4u(25v + 38) + 8v(25v + 4) + 416
[(Su x Sy)(u,v)[| =

73728

oldugundan bu yiizey 6zel reel kuartik polinom PN yiizeyidir [10].
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4. Polinom Pisagor Normal Yiizeylere Split Kuaterniyon Yaklasimi

Bu boliimde, birim normal vektor alan1 spacelike veya timelike olan yani timelike veya spacelike

kiibik, kuintik ve kuartik polinom PN yiizeyleri incelenecektir.

4.1. Timelike Polinom PN Yiizeyi

(2.3) formunda verilen bir ¢(u,v) split kuaterniyon polinomu yardimiyla birim normal vektor

alani
N = €3

olan § : Q C R? — R? split polinom parametrik yiizeyi elde edilecektir. Burada es, (2.4)
esitligindeki gibi tanimhi ve {e;, e3, €3}, S yiizeyinin uyarlanmig catisidir. S yiizeyinin teget
diizlemi her (u,v) parametresi i¢in h; (u,v) ve ho(u, v) vektorleri tarafindan gerilir. Bundan

otiirii, S, ve S,,

Sy = pihy + pohy = gy, @.1)

S, = pshy + pshy = g9

formunda yazilabilir. Burada ¢; (1 < i < 4), iki degiskenli polinom ya da rasyonel fonksiyon,

g ve gy iki degiskenli polinomlardir. S nin bir yiizey belirtmesi i¢in

g1 0go

D ou (4.2)

olmalidir. Eger S bir yiizey ise

E = g (Su,Su) = g(¢1hy + @2ha, o1hy + pohy)
= ¢?g(hy, hy) + 201029(hy, hy) + pig(hy, hy)

4
= (—¢% +¢3) llall.
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olup, burada —¢? + 2 # 0 dir.

F =g (S4,Sy) = g(v1hy + voha, pshy + pshs)
= @1p3g(hy, hy) 4+ (@194 + @203)g(hi, ha) + @ap4g(hy, hy)

= (—p13 + Y204) HCIH;l

veE

G =¢(S.,Sy) = g(wshy + pshy, pshy + pshy)
= @2g(hy, hy) + 203049(hy, hy) + pig(hy, hy)
= —¢3 llall: + 3 llall:

= (—ps® + ¢4°) llall.
olup, burada —¢3 + ¢3 # 0 dir.
9(N1,N1) = F* — EG = (p194 — a03)” [|gl;
oldugundan bu yiizey timelikedir.

Lemma 4.1. g; ve g5 (4.2) esitligini saglayan iki polinom fonksiyonu olsun. O zaman, S,, =

g, ve S, = gy olacak sekilde bir S yiizeyi vardir ve

S(u,v) = ;/Ou(gl(u,v) + g (u, 0))du + ;/Ov(gg(u,v) + (0, 0))dv + S(0,0) 4.3)

formundadir.

Ispat. (4.1) esitliklerinden ilki olan S, = g esitliginin her iki tarafinin u ya gore integrali

alindiginda

S(u,v) = /Ou g1(u,v)du + C(v)
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elde edilir. Burada C, v ye bagh tek degiskenli bir fonksiyondur. Bu esitligin v ye gore tiirevi

alinip, (4.2) esitligi kullanilirsa,

o “ agl /
Sy(u,v) = /0 5 (u,v)du+ C (v)

o “ agQ /

- [ B

- gQ(u’ U) - gQ(O’ U) + C/ (U>

bulunur. Burada S, = g5 esitligi kullanildiginda

/

C (U) = g2(0a U)
elde edilir ve v ye gore integrali alindiginda
C(v) = / g2(0,v)dv + ¢;
0

bulunur ve boylece

S(u,v):/ gl(u,v)du—i—/ 22(0,v)dv + sbt
0 0

dir.

4.4)

Benzer bir sekilde, (4.1) esitliklerinden ikincisi olan S,, = g5 esitliginin her iki tarafin v ye gore

integrali alindiginda

S(u,v) = /Ov go(u, v)du + C(u)

elde edilir. Burada C', u ya bagh tek degiskenli bir fonksiyondur. Bu esitligin « ya gore tiirevi

almip, (4.2) esitligi de kullanilirsa,

o v agQ /
Sy(u,v) = i %(u,v)du + C (u)

o v agl ’
_/0 B, 0)dv + €' ()

= g1(u,v) — g1 (1, 0) + C'(u)
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bulunur. Burada S,, = g esitligi kullanildi§inda
C (u) = g1(u,0)
elde edilir ve u ya gore integral alindiginda

C(u) = /Ou g1(u,0)du + c2

olarak bulunur ve boylece

S(u,v) = /Ov go(u, v)dv + /Ou g1(u, 0)du + sbt 4.5)

esitligi elde edilir. Dolayisiyla (4.4) ve (4.5) esitlikleri yardimiyla (4.3) esitligi bulunur.

Bir sonraki Lemma, Lemma 4.1. de tanimlanan S yiizeyi elde edilisi i¢in farkli bir yol gostermektedir.

Lemma 4.2. Kabul edelim ki,

m—

=y B“uuﬂ 1=1,2 (4.6)
=0 7=0

@

olsun. O zaman (4.2) esitligi dogrudur gerek ve yeter kosul

G+ DB,y =G+ DB, i=0,1,..,m—1, 4.7)

(i+1)5°

dir. Ayn1 zamanda (4.3) esitligiyle taniml1 S yiizeyi
m+1m+1—1
S(u,v) =" > Syulv? (4.8)

i=0 j=0

formundadir. Burada

1 o] 1o :
SZO = ;B(Z 1)0° SOi = ZBO(i—l)’ 1 = 1, 2, ., + 1
_ 1op _ 1op _ . _ :
Sij ;B(z 0 = EBz’(j—ly 1=1,2,...m, 5=12,..m+1—1 4.9)

ve Sy keyfi bir sabittir.
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Ispat. (4.7) esitliginin ispat: icin ilk olarak
gi(u,v) =Y > Biluiv/ (4.10)

esitliginin v ye gore kismi tiirevi alinip,

m—1m—1

ag1 ZZ]BHUUJ 1

=0 j=1
ifadesinde j yerine j + 1 yazilirsa

m—1m—1—:

8g1 Z Z (j+1 g+1)uvj 4.11)

=0 35=0

elde edilir. Diger taraftan

=33 BEui (4.12)

1=0 j5=0
esitliginin v ya gore kismi tiirevi alinip,

m m—i

3g2 ZZZB 2]u2 1

i=1 j=0
ifadesinde 7 yerine 7 + 1 yazilirsa

m—1m—1—1

ng -5 S (i+1BE, v (4.13)

=0 j=0

elde edilir. (4.2) esitliginin dogrulugu kabul edildiginde (4.11) ve (4.13) denklemlerinde polinomlarin
esitligi kullanilirsa (4.7) esitligi elde edilir. Benzer sekilde (4.7) esitliginden (4.2) esitliginin
dogrulugu da gosterilir.

(4.10) ve (4.12) esitlikleri (4.3) ifadesinde yerine yazilip gerekli hesaplamalar yapilirsa,

w m m—i v m m—i

S(u,v) = S(0 / ZZB ulvj—l—ZBmu Ydu + = / ZZB uzU]—&—ZBQ] J
i=0 7=0 =0

i=0 7=0
m m+1— 1 1 [ [ m+1 m+1
1] 2] i g J
SO0+ > 5By, + Bz(; D) +Z B(z 1ol +Z B0<a Hv @.14)
i=1 j=1
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elde edilir. Ayrica (4.8) ve (4.14) esitliklerinden

_ (1] _ (2] -
SZO ;B(ifl)(V SUl EBO(’ifly 1 = 1727 e, M + 1
1o 102 . . .
Sij =~ (i,l)j:;Bi(j,l), i=1,2,--,m, j=1,2,--- ,m+1—i (4.15)

dir. Burada Sy keyfi bir sabittir.
(2.3) esitligi ile verilen ¢ split kuaterniyon polinomu (4.2) esitligini sagliyorsa Lemma 4.1. ve
Lemma 4.2. yardim ile elde edilen S yiizeyi bir polinom PN yiizeyi ifade eder. Bdoyle bir

yiizeyin derecesi

2der(q) + i:I{{%fng(d”(@i)) +1

dir.
Ozel olarak, ¢; ler birer sabit olarak segilirse, 2der(q) + 1 dereceli bir split polinom PN yiizeyi
elde edilir. S(u,v) ylizeyinin v = vy = sbt igin r1(u) = S(u, v) parametre egrisinin hodografi

i¢in

’

g(ra (w),r1 (w)) = g(p1hi(u, vo) + paha(u, v0), p1hy (u, vo) + waha(u, v))
= ¢3g(hy(u,v0), hi(u,v0)) + 201902901 (u, vo), ha(u, vo)) + p39(ha(u, vo), ha(u, vo))
= -9} llqlls + 3 llall,

4
= llqll; (=7 + ¢3)

dir. 1 ve o birer sabit oldugundan ry parametre egrisi S(u,v) polinom PN yiizeyi iizerinde
yatan bir PH egrisidir. Benzer sekilde S(u,v) ylizeyinin u = ug = sbt igin ro(v) = S(ug,v)

parametre egrisinin hodografi icin

’

g(r2 (v),r2 () = g(@shy(uo, v) + pahs(uo, v), pshy (ug, v) + @aha(ug, v))
= p3g9(hy (uo, v), hy (ug, v)) + 203049 (h1 (uo, v), ha(uo, v)) + ©39(ha(ug, v), ha(ug, v))
4 4
= —3 llally + «3 llall;

4
= llqll; (%5 + ¢3)
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dir. 3 ve ¢4 birer sabit oldugundan ry parametre egrisi S(u,v) polinom PN yiizeyi iizerinde
yatan bir diger PH egrisidir.

Cift dereceli bir polinom PN yiizeyini olusturmak icin ¢; ler tek dereceli polinomlar olarak
segilmelidir. Ozel olarak, ; birinci dereceden fonksiyon olarak segilirse 2der(q) +2 dereceden
polinom PN yiizeyi elde edilir.

(4.2) esitligi, keyfi ; fonksiyonlari ile (2.3) ve (4.1) esitlikleri yardimiyla tanimlanan keyfi split

kuaterniyon polinomlari i¢in her zaman saglanmaz.

4.1.1. Tek Dereceli Timelike Split Polinom PN Yiizeyinin Yapisi

(2.3) formunda verilen bir ¢(u, v) split kuaterniyon polinomu ve (2.4) esitliiyle taniml h;,

(1 <i < 4) doniisiimiinii ele alalim.
oi(u,v) =y, o €R, i=1,234
i¢cin

Ui = 11+ ¢aj,
Uz = p3i + @4] (4.16)

gibi iki split kuaterniyon secilir ve (4.2) esitligi kullanilirsa

g1 = ¢1h1 + p2hy
=@1(g*i*q) + p2a(g*j*7q)

. . “4.17)
= q* (p1i+ o) *7
=qgxU; xq
ve
g2 = p3hy + @4hy
— x1xq) + *j*q
p3(g*1%q) +pa(g*j*7q) (4.18)

=q* (p3i+@4j) *q
:q*UQ*q
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ifadeleri elde edilir. Ayrica, g ve go

min{i,n} min{j,n—k}

l —
BE’]] - Z Z Qrr * Uy 4(i—k)(—r)> [=1,2 4.19)
k=max{0,i—n} r=max{0,j+i—n—k}

esitliginde m = 2n alinarak (4.6) esitligindeki gibi ifade edilebilir.

Lemma 4.1. ve Lemma 4.2. den m = 2n icin ¢ split kuaterniyon polinomu (4.7) esitligi
saglandiginda n(2n + 1) vektor denklemli bir polinom PN yiizeyi belirti. Bu denklemlerin
n+2

2
bagintilar vardir.

kombinasyonlu kuaterniyon katsayilar1 ve dort c; parametresi arasinda lineer olmayan

+2
n > 2 i¢in g split kuaterniyon polinomu 4 " + 4 serbest parametre ile 3n(2n + 1) skalar
2

denkleme sahip oldugundan bir ¢6ziim bulunamaz.

g1 ve g2 nin kismi tiirevleri

0
%ZQU*Ul*G"i‘Q*Ul * Gy
v
=qxU1 xq—qu*xUr %7
= 2vec(q, *x Uy % q) (4.20)
ve
0
%ZQu*UQ*a+Q*U2*6u
u

=quxUzsxq—qu*Uzxq
= 2uec(qy * Us % Q) 4.21)

formundadir. Burada (4.2) esitligi saglanir gerek ve yeter kosul
vec(qy * Uy %) — vee(qy x Uy xq) =0
olup,

vee((qy * Uy — qu x U) xG) =0 (4.22)
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dir. (4.22) esitligi dogrudur gerek ve yeter sart
Qv * Uy — Qu * Uy = 'QZ)Q (423)

dir. Burada 1) bir skalar fonksiyondur. (4.23) esitliginin sol tarafi n — 1 dereceli bir split
kuaterniyon polinomu oldugundan, ¢ rasyoneldir ve payinin derecesi paydasinin derecesinden
bir derece eksiktir. Ozellikle ¢ = 0 durumunda asagidaki teorem verilen yiizey igin ¢oziim

Verir.

Teorem 4.3. (2.3) esitligi ile verilen ¢ split kuaterniyon polinomunun katsayilari

1=0,1,---,n—-1,7=0,1,--- ,n—17—11i¢in

(7 + Daigi41) * Ut = (i + 1)qigr); * Uz (4.24)
esitligini sagliyorsa, (4.3), (4.17) ve (4.18) esitlikleri ile taniml1 S parametrik yiizeyi

Su % Sy = (a1 — aza3)||ql2(hy x hy), N =es
olacak sekilde 2n 4 1 dereceli bir polinom PN yiizeyidir.

Ispat. (4.23) esitligi, (4.19) esitligi ve Lemma 4.2. yardimiyla asagidaki sekilde ifade edilebilir;

n—1n—1—1

G *Up — qu* Uz = Z Z ((G 4+ Daig+1) * Ur = (i + 1)qsn); * U2)u'v? = yq.
=0 j=0

(4.23) esitliginde 1) = 0 segilirse (4.2) elde edilir. Ayrica (4.3) esitligi ile verilen ylizey S, = g

ve S, = go kismi tiirevlerine sahiptir. Dahasi

Su X SU = (ozlhl + O&th) X (Oéghl + OZ4h2)
= (041044 — OéQOég)(hl X hg)

= (@104 — apag)|q]2hs

dir.
Teorem 4.3. sadece bir polinom PN yiizeyinin varolabilmesi i¢in gerekli sartlari ifade eder.

(4.24) esitliginin acik hali asagidaki Lemma ile verilebilir.
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Lemma 4.4. (4.24) esitligi saglanir gerek ve yeter sart

2

NIRRT

dir. Buradar = 1,2,--- ,n ve (), keyfi bir null olmayan split kuaterniyondur.

4.1.1.1. Timelike Kiibik Polinom PN Yiizeyi

Bir timelike kiibik polinom PN yiizeyi olusturulurken n = 1 i¢in (2.3) esitligiyle ifade edilen ¢

split kuaterniyon polinomu alinirsa, Lemma 4.4. de » = 1 icin ¢ = —1, 0 olup kontrol noktalar1
400,
q10 = Q1

qo1 = Q1 * Uy x Ut

olarak bulunur. ¢); yerine ()1 * Uy ! secilirse kontrol noktalar

q00,
qro = Q1+ Uy, (4.25)
qo1 = Q1 * Ul_l

elde edilir. (4.19) ifadesinde £ = 0,1 ve [ = 1,2 i¢in

! _
ng) = qoo * Uj * 4o,
! _
B[(ll—k)k = 2vec(qoo * Uy * 1 —pyk)s (4.26)
1 _
B} = 2vec(qor * U *@1o),

! _
BE;_Qk)Qk = qa—rk * U *qa—p)k
dir. Dolayisiyla Lemma 4.2. yardimiyla bir timelike kiibik polinom PN yiizeyi elde edilir.

Ornek 4.5. Kontrol noktalarini belirleyebilmek igin

1 1 2
qoo = (1,0,0,0), Ql = (__a ]-7

9 _1’5)
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Ve

!
M=

3
Oéz — — Oég =

_ 1 1
041—4, 4 8’

serbest parametreleri secilir ve bu parametreler (4.16) esitliginde yerine yazilirsa

Uy =(0,—,—.0 Us=(0.=.—— .0
1 ( s 47 )7 2 ( T 24, )
olup, (4.25) esitliginden kontrol noktalar1
q00 = (1,0,0,0),
33 13 15 3
= *U_l = (—, — ., —— =
q10 = Q1 x Uy (4,2, 2,4),
1 513 11
= Url—(—= 2 2 _——
o=@l = (-5 —p—g)
elde edilir. (4.26) esitliginden
1 _ 1 3
Bg(l = qoo * U1 * qoo = (Z’_Z’O)
B[ll(% = 2vec(qoo * U1 * qq9) = (3,—12,6)
1 4
L = et « Ui i) = 21,
1 _ 261 451 47
BY) = 2vec(qor * Un #@3) = (%51 5)
1 _ 325 9 111
B[2(% =qo*U1xqyp = (—?7 3’ —7)
1y _ L35 1 87
Boy = do1+ Un o = (5550 35- 37
ve
2 _ 1 1
Bg(; = qoo * U2 * oo = (ga _ﬂvo)
2] _ oy 14
Biy = 2vec(qoo * Uz x q19) = (2, —5 §)
2 _ 1 1 1
Bgl] = 2vec(qoo * Uz * qo1) = (Ea—gy—é)
2 _ 325 1 37
2 _ 261 451 47
B[Q(% =410 * U2 *q10 = (T67 _Ea Z)
2] _ SE I
Boy = o1+ U201 = (g7~ 175 1ag)
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olup, Lemma 4.2. den

! 325u? 261uv 32502
T oy TV TR T s
9u? v 45luv 02
4 8 2 91 32
111u? 40 4Tuwv  3Tv?
5 T3t _T)’

B 261u? L 32w 2902
8 16 12 144 64’
1 w 451w v wv 4510

24 2 48 5716 1723
du  ATu2 v 3Tuv ATV

3+4 6 12+144)

veE

S(u, ) (1555u3 181u2v  23u?2  325uv? our s ¥t 1987v3 1702 LY
u,v) = - — - uv + — - S
’ 432 144 8 288 4 ' 3456 32 8

551u> 17u? w? w  3u 233u3 Tv?  3v

44 T8 T3 T2 T4 1 3 TR
19u3 y 11u2w B 11u? y 3Tuv? N 163113)
36 12 12 24 288

yiizeyi elde edilir.

(3852u? + 1188u — 10702 — 18v + 72)"
3869835264

g(Nl)Nl): >0

oldugundan yiizeyimiz timelike ylizeydir. Ayrica

(3852u? + 1188u — 107v? — 18v + 72)?

1(Su x Sv)(u,v)]l, = 764411904

oldugundan bu yiizey bir timelike kiibik polinom PN yiizeydir. Bkz. Sekil 4.1.

Ayrica, timelike kiibik polinom PN yiizeylerinin yapisiyla

S(u, U) =Py + Py +c3P3 + C

formundaki timelike polinom PN yiizeylerinin bir ailesi de elde edilebilir. Burada ¢; € R,7 =
1,2,3, C € R? sabit vektordiir.
g split kuaterniyon polinomu ¢(u,v) = (—v, 1,0,u) ve Uy = (0, 1,0,0), Uy = (0,0, 1,0) olsun.
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Sekil 4.1. Timelike Kiibik Polinom PN yiizeyi

(4.20) ve (4.21) esitliklerinden

g1 (u,v) = (1 4+ u? + v, —2uv, 2u)

g2 (u,v) = (2uv, 1 — u? — v?, 20)

bulunur ve Lemma 4.1. den

3
1
P,=(u+ % + uv?, —gv(—3 + 3u® +v?), u? +0v?)

yiizeyi elde edilir. Bkz. Sekil 4.2. Bu yiizeyin birim normali

Sekil 4.2. P; Timelike Kiibik Polinom PN Yiizeyi

2u 2v 1 1
1—u2+02" 1 —u2 402’ 1 —u2+ 02

N(u,v) = ( )
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dir. Benzer sekilde Uy = (0,0, —1,0) ve Uy = (0, 1,0, 0) segilirse (4.20) ve (4.21) esitliklerinden

g1(u,v) = (2uv, 1 — u® —v*, 20)

g2(u,v) = (14 u* + 0%, —2uw, 2u)

bulunur ve Lemma 4.1. den

3 3

Py = (2uv + % + v, —% — 2uv? + u, 4uw)

yiizeyi elde edilir. Bkz. Sekil 4.3. Bu yiizeyin birim normali

Sekil 4.3. P» Timelike Kiibik Polinom PN Yiizeyi

2u 2v 1 1
1—u24+0v2" 1 —u2+0?’ 1 —u? 402

N(u,v) = ( )

dir. Ancak P35 yiizeyi benzer sekilde bulunamamaktadir. Bu durumda

(% u

1— u2 + ,UQ hl(U; U) + mhg(u, U) = (U, —Uu, 0) = ﬁ(u7 U)

lineer doniisiimii yardimu ile

—4v ~
g1(u,v) = Th(u, v) + hy(u,v)

~

g2(u,v) = 4Eh(u, v) + ha(u, v)
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esitlikleri elde edilir ve Lemma 4.1. den

1 1
P; = (§U(3 +u? —v?), §U(_3 —u? + %), u? —0?)

yiizeyi de elde edilir. Bkz. Sekil 4.4. Bu yiizeyin birim normali

Sekil 4.4. P3 Timelike Kiibik Polinom PN Yiizeyi

2u 2v 1 1
1—u2+02" 1 —u2 402’ 1 —u2+ 02

N(u,v) = ( )

dir. Bu Ornek, ¢; se¢ciminin ikinci dereceden rasyonel foksiyonlar olmasi durumunda da bir
timelike kiibik polinom PN yiizeyinin elde edilebilecegini ifade eder. Bir sonraki Lemma h nin

h; ve hj cinsinden nasil ifade edilebilecegini gostermektedir.

Lemma 4.6. n = 1 i¢in ¢, (2.3) esitligi ile verilen bir lineer split kuaterniyon ve
pi(u,v) = g(w,vec(gey * ¢ *J)),
pa(u,v) = g(=w,vec(qyy * q 1))

olsun. Burada w = vec(qgy * qi0) X vec(qyg * qo1) dir. Bu durumda

4

o llaooll,
- 2
lall

(p1hy + pohy) 4.27)

formunda bir lineer polinom doniistimiidiir.
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Ispat. Genelligi bozmadan

doo = (17 07 07 O)

olarak secebiliriz. Diger kontrol noktalar1

qi0 = (ao, a1, a2,a3), qo1 = (bo, b1, b2, b3)

olsun. Gerekli hesaplamalar yapilirsa

p1(u,v) = g(w, ((0,1,0) + (—as, ag, ar)u + (—bs, by, b1 )v)),

pa(u,v) = g(w, ((—=1,0,0) + (ao, —as, az)u + (bo, —bs, b2)v))
esitlikleri bulunur. Burada

g(W, ((07 17 O) + (a?n o, al)u + (b37 bOa bl)v))
pihy + paohy = ||Q||3 g(w,((1,0,0) + (ao, as, az)u + (bo, b3, ba)v))
g(w, ((0,0,2a3)u + (0,0, 2b3)v))

biciminde elde edilir.

Lemma 4.6. nin bir sonucu olarak asagidaki gibi bazi kiibik yiizeylerde olusturulabilir:

g1(u,v) = ¢1(u, v)ﬁ(u, v) + ah; (u,v) + asha(u, v)
go(u, v) = @a(u, v)h(u, v) + ashy(u, v) + aghy(u, v) (4.28)

formunda olup burada ¢ ve ¢- bazi lineer fonksiyonlardir. (4.28) esitliginde kismi tiirevler
aliip (4.2) esitliginin kullanilmasi ile ¢; ve @9 nin alt1 katsayisi ve «; dort parametresi ile on
bilinmeyen ve dokuz skalardan olusan bir lineer denklem sistemi olugur. Bu denklem sistemi

«a; lerden biri sabitlenerek ¢oziilebilir.

Ornek 4.7. q(u,v) = (2,-16,2,0)+(—2,2,2, 1)u+(—4,0, 1, 2)v split kuaterniyon polinomu

verilsin. Lemma 4.6. dan

1831 + 500 — 880
pi(u,v) = 32768

91u + 39v — 169
P2(u,v) = 16384
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katsayilar1 ve

hy (u,v) = (13u® + 24uv — 64u + 210v? — 120 + 264, 4u? — 12uv — 52u — 160> — 24v — 64,
12u? + 28uv — 32u + 8v? — 52v — 8),
hy (u,v) = (—12u? — 20uv + 60u — 160 + 40v + 64, —3u® + 16uv + 48u + 19v% — 20v — 256,

— 12u? — 26uv + 68u — 4v? + 1200 — 64)

bulunur. Bulunan ifadeler (4.27) esitliginde yerine yazilirsa

~

h(u,v) = (130u — 36v — 1984, 124u + 124v + 1116, 8u + 16v + 224)

elde edilir. oy = 1790 i¢in hy, hy ve h nin (4.28) de yerine yazilmasiyla elde edilen denklem

sisteminin ¢oziilmesiyle

&1(u,v) = 133+ Tv
Pa(u,v) =70 — Tu
a1 =946, as = 860, a3 = 1969

katsayilart bulunur. Bu katsayilarin (4.28) esitliginde yerine yazilmasiyla

g1(u,v) = (1978u? + 6414uv + 8346w + 5854v* + 4372v + 40912,
1204u” 4 3276uv + 8580u 4 20720v* — 156000 — 132276,

1032u” 4 4184uw + 29272u + 42400% + 57704v — 32816),

g2 (u, v) = (3207u? + 11708uv + 4372u + 127090 + 454520 + 495496,

1638u? + 4144uv — 15600u + 250602 — 74376v — 506136,

2092u? + 8480uv + 57704u + 859207 + 1135320 — 114632)
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ve Lemma 4.1. yardimiyla
1270903
Y 4 2272602 + 495496,

1328302
UYL 417302 4+ 117T1un? + 874duv + 40912u +

197843
2
250603
Y 3718802 — 506136w,

S(u,v) = 3
1204u3
Odu + 3493u2v + 4290u? + 3927uv? — 31200uv — 132276u +

3
344u3 4 4198uv + 14636u? + 8452uv? + 115408uv — 32816u + 2864v> + 5676607 — 114632v)

yiizeyi elde edilir. Bkz. Sekil 4.5. Burada

Sekil 4.5. Timelike Kiibik Polinom PN Yiizeyi

g(N1,Nyq) = 784(86u + 1790 + 2541)* (3u2 + Su(v — 10) + v(11v — 20) + 256)° > 0

oldugundan yiizeyimiz timelike ylizeydir. Ayrica

1(Su x Su)(u, v)]], = 28(86u + 179v + 2541)* |3u” + 8u(v — 10) + v(11v — 20) + 256

oldugundan bu yiizey bir timelike kiibik polinom PN yiizeyidir. Bu 6rnekte farkli a4 i¢in farkli

polinom PN yiizeyleri elde edilebilir.
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4.1.1.2. Timelike Kuintik Polinom PN Yiizeyi

Bir timelike kuintik polinom PN yiizeyini olusturulurken n = 2 icin (2.3) esitliiyle tanimlanan

q = qoo + quot + qo1v + qr1uv + goou® + goov?

split kuaterniyon polinomu secilir. Lemma 4.6. da r = 1,2 icin ¢ = —1,0,1 olup kontrol
noktalar1

400

qro = Q1+ Uy,

g1 = Q1 x Uy,

qu = @2, (4.29)

1 _
QQ0:§Q2*UI*U217

1 _
CI02=§Q2*U2*U11

seklindedir. (4.25) esitligindeki ()1 ve (4.29) esitligindeki ()2 bir polinom PN yiizeyi yapisindaki
serbestlik derecelerini temsil eden null olmayan split kuaterniyonlardir.
(4.19) ifadesinde £ = 0,1 ve [ = 1,2 icin

! ,
Bg% = qoo * Up * Qoo

BEll]—k)k = 2vec(qoo * Ui * G(1—k)k)

I _ _
BY] = 2vec(gor Uy + @10 + a0 * U #@11),

! _ _
BEQ],%)% = q(1—k)k * Ui * Q1 —k)k + 2vec(qoo * Ui * G(a—ak)2k);
! _
BEg],_gk)g,k = 2vec(q(1—mk * UL * Q2—2k)2k); (4.30)
! _ _
B[(g]_k)(1+k) = 2vec(q(1—k)k * Ur * Q11 + Gr—k) * Ui * Qa—ak)2k)s

! _ _
B[2}2 = q11 * Uy % Q11 + 2vec(qoz * Up * Gap),

l _
BEi_4k)4k = q(2—2k)2k * U * 4(2—2k)2k>

l _
BE?],—%)(H%) = 2vec(qu1 * Up * G(a—ok)2k)

olup, Lemma 4.2. yardimiyla bir timelike kuintik polinom PN yiizeyi elde edilir.
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Ornek 4.8. Kontrol noktalarini belirleyebilmek igin

1 1 2 111
—(1,0,0,0 (=2 1,-- 2 — (0 —=, = —
qoo (7 ) )a Ql ( 27 ) 4a3)’ Q2 (’ 8’3710)
veE
31
041—4, Qg = 1’ a3 = g’ @4—24

serbest parametreleri secilir ve bu parametreler (4.16) esitliginde yerine yazilirsa

1 3 1 1
Ul - (07 Za - 0)7 UZ - (Oa _ga ﬂao)

bulunur. (4.29) esitliginden kontrol noktalari

q00 = (17 Oa 07 0)7

q0=0Q1xU; " = (-%; _st %7_%)7

g1 =Q1xU; ' = (—é, —Z, %, —%),

q11 = Q2 = (0, *é, %, 1%%

G20 = %QQ xUpx Uyt = (1%, ~1, 2,0),

qo2 = %Qz «Upx Ul = (Elo’_%’g%’o)
elde edilir. (4.30) esitliginden

B = qo0 * U1 *dop = (%, —%0)

B[llg = 2vec(qoo * U1 * q9) = (—3,12,6)

B&] = 2vec(qoo * U1 *qo1) = (2, —%, g)

1311 2261 1127
80 7 1207 48

)

1 -~ —
B[ll] = 2vec(qo1 * U1 * G0 + qoo * U1 % qq1) = (—

B[QIO] = q10 * U1 * @19 + 2vec(qoo * U1 * Gog) = (_%7 %7 _%)
B£)12] = qo1 * U1 * Qg1 + 2vec(qoo * Uy x Qo) = (%’ _%’ %)
ng = 2vec(qio * Uy * Qo) = (_%, %’ _%)

Bl = 2vec(qor * U * @) = (_Zlo’ %’ ﬁ)
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veE

1 27 187 9

B = 2vec(qio * Uy % @1y + o1 * Ut # @) = 10" 20" 20/
B[112] = 2vec(qo1 * U1 * @11 + q10 * U1 * Qo) = (—%, %7 _%)
B[le] =q1 * U1 %G1 + 2vec(qoz x Uy x Qo) = (7%7 %7 %)
B% =q20 * U1 Qg = (—%7 %7 %)
Bij{ = oz + Ut o = (= 82196434100’ 924126700’ 23540)
BY) = 2vcc(ars * Ur # ) = (-~ op0s soso . <o)
By = 2vec(qut * Ut * ) = (_3212130’ 315961090’ 28180)
ng = qoo * U2 * g = (—é, 2*14,0)
B = 2ueclano * Us +10) = (2.3 5)
Bgl] = 2vec(qoo * Uz * 1) = (—%, %7 é)
B[121] = 2vec(qo1 * Uz * @19 + qoo * Uz x G11) = (—%7 %, _%)
B[QQA = q10 * Uz * @10 + 2vec(qoo * Uz * Gyp) = (— 188301’ 113454301 , _430465067)
Biy = qo1 * U * Qo1 + 2vec(qoo * Us * Goo) = (—%? %, —%)
B = dveclato = U+ an) = (~ 1 105 o)
Bg = 2vec(qo1 * Uz * Qpp) = (—%, 570’ _%)
B[221] = 2vec(q1o * Uz * @11 + qo1 * Uz * Gop) = (—%, ;%, —%)
B[122] = 2vec(qo1 * Uz Q11 + qro * U2 * Qpp) = (—%, %, %)
9 523 1919 1

)

B[22 = qu1 * Uz % Q1 + 2vec(qoz * Uz * Gag) = (
1569 1919 1

256007 230400 1920

(2] _ Gop =
Bio = 220 % Uz % @20 = (= 15575 384900" 320
5923 1919 1
B[Q] — U Tno = (—
04 = 402 * U2 o = ( 5529600 49766400’ 414720)

1631 427 7

57600 6400° ﬁ)
9 1631 427 7

Bl =2 Us % qgp) = (—
i3 = 2vec(qu = Uz Toz) = (=550 530106° 5760

Bgzl] = 2vec(q11 * Uz * Gyg) = (

)
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olup, Lemma 4.2. den

1 161962 223u®  1631u* 1311uv  27uv
gi(wv) = (=3 — =~ "o T T4 10
1569u3v 161902  233uwv?  1631u?0? v 523uv®  1631v*
© 3200 1440 240 38400 40 38400 32000’
3 1oud 27u? N 63u3 N 3843u* v 2261uw N 187u2v
4 40 5 6400 2 120 40

1919u3v N ﬁ N 21uv? N 1281u2v2 N 187v3 N 1919uv3 N 4274
9600 160 20 12800 4320 345600 921600’
867u? 363u3 63ut  4v 1127w 9u2v  wdv

— 6u — _ _ -
T 10 160 3 s T T 80
28912 121uv? n 211202 n 03 n uvs n o )
192 160 320 240 ' 2880 ' 230407’
(w.0) = ( 1 y 1311u2  9u?  1569u* v 1619uv  223u2v
u,v) = (—= U— ———HE— — et —— — =
g2l 8 80 10 12800 12 720 240

1631u3v 43702 3uv?  523uv? 22303 1631uv’ 52304
57600 960 40 25600 25920 2073600 5529600’
1w 2261u?  187¢®  1919u* v 3uwv  21uv

Yo 2" 220 T 120 T 38400 T3 80 T 20
27030 226102 187Twv? 1919u20? T 42Twe? 191904

+ + + +-—+ + ,
6400 8640 1140 230400 ' 120 ' 230400 = 49766400
du 112702 Wd ut v 289uv 121020 Tudw
3 96 20 320" 6 96 160 160
112702 wv? u?Ze? 12103 Tuv’ v
3156 80 ' 1020 17280 ' 5760 414720)

ve

u  3u? 1619u> 223u* 1631u° v 1311u2v  9udw 1569uty  v?
S(u,v) = (- — — — — - — =+ 2uv — — — - —
4 2 120 80 32000 8 80 10 12800 24
1619uv? 223u20? 1631u3v? 43703 uv® 523u203 2234 1631uv? 52305
T 1440 480 115200 2880 40 | 76300 103630 8294400 27648000
_3u 6+ 9u? N 63u’ N 3843u® Lo e 2261u?v N 187u3v N 1919u'y  v?
4 40 20 32000 24 2 240 120 38400 6
3uv? 21u2v? 427u3v? 226103 187uv? 1919u2v? vt 42Ty 1919v°
160 T 40 12800 25920 1320 T 691200 2280 | 921600  248832000°
0 — 289u®  363u* | 63u’ N duv  1127u*v | 3udv N uty N v 280uv?  121uPv?
16 160 800 3 96 20 20 ' 12 192 320
Tudv? 112703 wv® w2’ 12104 Tuvt v

320 10368 ' 240 T 5760 69120 23040 T 2073600)
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yiizeyi bulunur. Bkz. Sekil 4.6. Burada

1 )
Ni,N;) =F? —EG = 1 249 28480u° — 1 2y?
9(N1, Na) 2662333328088524390400000000( 968624u" 4 5028480u 09368u"

— 3343680uv + 112181760u? — 139680uv® — 34214400u + 1519v* + 928800°
— 3047040v> — 518400v + 2073600)* > 0
oldugundan bu yiizey bir timelike yiizeydir. Ayrica

1 .
[1(Su x Su)(u,v)]||, = m(1968624u4 + 5028480u° — 109368u’v” — 3343680u’v + 112181760u°

— 139680uv” — 34214400u + 1519v" + 92880v° — 3047040v° — 518400v + 2073600)°

oldugundan bu yiizey bir kuintik polinom PN yiizeyidir.

Sekil 4.6. Timelike Kunitik Polinom PN Yiizeyi
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4.1.2. Cift Dereceli Timelike Split Polinom PN Yiizeyinin Yapisi

(2.3) formunda verilen bir ¢(u, v) split kuaterniyon polinomundan ¢ift dereceli bir polinom PN

yiizeyi elde edebilmek i¢in (4.1) esitli8i ile verilen ¢; ler birer lineer fonksiyon olarak

QDZ'(U,U) =aq; + ﬂiu—f_’%va ai76i7fyi € R? 1= 172a3a4

seklinde secilecektir. (4.16) esitliginden

Ui = ¢1i+ ¢o
= (0,1 + f1u + v1v, as + Bou + 20,0
(0, a1 + Biu + v, ag + Bau + 720, 0) 431)
= (O aq, g, )+ (0,51,52,0)'LL+ <077177270>v
W 1 Ulfu+ vl
ve
U = @3i + 4]
= (0, as + B3u + v3v, ag + Byt + v4v,0
(0, a3 + B3u + Y30, o + Sau + 740, 0) 432)
= (O a3, 0y, ) i (07537ﬂ470)u + (077377470)1}
2 2
= Ugy + Ujgu + Uggw
olup, burada
vl = (o 0), Ul = vl = (o 0
00 (705170527 )7 10 ( /817/827 )7 01 ( 7717727 )
U(%} = (0, a3, a4, 0), Ul[% = (0, B3, £4,0), Uézl] = (0,73,74,0) (4.33)
dir. (4.17) ve (4.18) esitliklerinden
gr=qxUr*q
= g x (Upg + Ulgu+ Uj'v) »
go=qxUyxq (4.34)

a* (Ugy + Uggu+ Ust'v) »
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ifadeleri elde edilir. S bir yiizey ise

E = g(Su,S.) = 9(q* U1 xq,q+ Uy % Q)
= |lq|l (U1, 1)

= (—(a1 + Biu + ’Y1U)2 + (042 + Bou + ’YQU)Q) ||qu,

F =g(S4,8,) = g9(g* U1 xq,q+ Us x7)
= [lq|l} 9(U1, Us)

= (—(a1 + Biu + ’}/111)(043 + Bsu + ’)/31)) + (Oég + Bou + ’72’(1)(044 + Bau + ’)/41})) ||q||i

Ve

G :g(svvsv) :g(q*UQ *q7q*U2 *Q)
= llqll; 9(U2, Us)

= (*(03 + Bau + ’)/31))2 + (o4 + Bau + 7411)2) ||Q||j )

olup buradan

g(N1,N;) = F2 — EG
= [(apaz — aray) + (—aaf + azfBa + aafs — a1fa)u + (—asy + agye + azys — a1ya)v

+ (=Bam1 + B3y2 + Bayz — Brya)uw + (B2fs — B1fa)u + (yayz — 1ya)v?)? |lgll

oldugundan bu yiizey timelikedir. (4.34) esitliginde g; in v ye gore ve go nin u ya gore kismi

turevi alinirsa

0

%:qv*Ul*ﬁJrQ*U(glﬂ*GJFQ*Ul*av
:qv*Ul*g—f—q*U([)ll]*G_QU*Ul*q
= vec(2q, * Uy *5+Q*U([)11] *7)
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Ve

og _ _ _
a—;un*Uz*q+Q*U1[%]*Q+q*U2*qu

ZQU*U2*6+Q*U1[%)]*q_Qu*UQ*q

= vec(2qy * Uy x G+ q * U1%] *q)
formundadir. Buradan (4.2) esitligi saglanir gerek ve yeter kosul
vec(2q, * Uy % G + q * U([)ll] xq) — vec(2qy * Us % G + q * Ul[%] xq) =0
olup,
(g0 % Ur + % Uyt — 2% Uz — g x Uyg) x) = 0

dir. (4.35) esitligi dogrudur gerek ve yeter sart

2qU*U1+q*U$11]—2qu*U2—q*U1%]qu

(4.35)

(4.36)

dir. Burada ¢ bir skalar fonksiyondur. (4.36) esitliginin sol tarafi u, v de8iskenlerine bagh n

dereceli bir split kuaterniyon polinomu oldugundan, ) yi ¢/, sabiti olarak seg¢ebiliriz. O zaman,

e +2 ) . )
(4.36) esitliginde 4 " kombinasyonlu kuaterniyon katsayilar1 ve U; nin 12 katsayisi

2
arasinda lineer olmayan bagintilar vardir.

4.1.2.1. Timelike Kuartik Polinom PN Yiizeyi

(2.3) esitliginde n = 1 alindiginda

q(u,v) = qoo + qiou + qo1v

dir. ¢, = qo1, qu = quo 1le (4.31) ve (4.32) esitlikleri (4.36) esitliginde yerlerine yazilirsa

1] 1] 2] 2]

2qo1 * (U(Eo + Ul%]“ + U(E1 v) — 2qo1 * (U(Eo + Ul%]“ + U(g1 v) +q* (U(Ell] - U1[
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elde edilir. Yukaridaki esitlikten asagidaki {i¢ kuaterniyon denklemi elde edilir:

2qo1 * U(%] — 2q10 * U(g%] + Qoo * (Uéll] - Ul%] — 1) =0,

2qo1 * Ul[%)] — 2q10 * Ul%] + qio * (U([)ll] - 1[%] — 1) =0,

2qo1 * U([)11] — 2q10 * U([)Ql] + qo1 * (U([)11] - Ul[%] — 1)) = 0.

(4.38) esitliginden

2qo1 * Ul[%)] — 2q10 * UE)] + qio * (U([)11] - UE)] — 1) =0

olup buradan

2qo1 * Ul[%)] = 2qq0 * Ul[%] — q1o * (U([)i] - UE)} + o)

= quo * (3U3g — Uy + )
. o il I .
dir. Bu esitligin her iki tarafi soldan §q01 ile carpilirsa

1 _
Uty = _5%11 % quo % (US) — 3UL8 — o)

1
=50 U = Ul — )

elde edilir. Benzer sekilde (4.39) esitliginden

2qo1 * U([)11] — 2qq0 * U([)Ql] + qo1 * (U([)11] - Ul[%] — 1) =0

olup, bu durumda

2q10 * U([)21] = 2qo1 * U([)11] + qo1 * (U([)ll} - Ul[%] — o)

=4dqo1 * (3U(£11] - Ul[?)} - %)

81

(4.37)

(4.38)

(4.39)

(4.40)



1
dir. Bu esitligin her iki tarafi soldan 5‘11_01 ile carpilirsa

2 1
U01_2

1
= 50" % (3Ug! — Ui — vo) (4.41)

gi- * don * (3U3y) — ULy — )

elde edilir. Burada C' = (cg, c1,09,¢3) = qo_l1 x qpo dir. (4.33) esitliginin (4.40) de yerine
yazilmasiyla
(07 517 B27 O) = _%(007 C1,C2, C3) * (—1/%17 02 S Sﬂda Y2 — 3B47 0)

1
= *5(*00100 —c1m + 3c1fs + c2v2 — 3284, —c1tbo + cov1 — 3cofs + c3v2 — 3cafa, (4.42)

— 20 + 3coy2 — 3coBa + c3y1 — 3e3B3, —c3tho — cay1 + 3c2fB3 + c1y2 — 3¢1Pa)

bulunur. Benzer sekilde (4.32) esitliginin (4.41) de yerine yazilmasiyla da

1
(0, 0,’73,’74) = B HCH (CO, —C1, —C2, —03) * (1/}0’ 371 — 537 3,}/2 _l 54’0)
1
= el (—covo + 3cim1 — c1f3 — 3eay2 + c2fa, c1vho + 3coy1 — cofls — 3czy2 + c3fa, (4.43)

catho — 3esy1 + ¢3B3 + 3coy2 — coBa, catho + 3cayr — 283 — 3ciy2 + ¢1B4)

dir. (4.42) ve (4.43) esitliklerinde bulunan 8 denklemden olusan sistemin ¢oziilmesiyle

g = allClive 5 eallClive 5 _ (2c0c1 = caca)io
2(ct —c3)” 2(ct —c3) A —c)
(20002 — 0103)1/)0 (26061 + 6203)’(/)0 (20002 + 0163)¢0
= M0z — C18/70 — a2T0m T 727870 =202 7 18/v0 4.44
T T I (o N @
g = %o v
2(ct — c3)’ 2(ct = c3)

esitlikleri elde edilir. Burada ¢ — ¢3 # 0 dir. Ayrica (4.37) esitliginden

2q01 * Use) — 2q10 * Ugg + qoo * (US) — UL —449) = 0

olup burada

2qo1 * U(%] = 2q10 * U(E%] — qoo * (Uo[11] - U{%} — 1)
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1
dir. Esitligin her iki tarafinin soldan §q0_11 ile carpilmasiyla
I _
Usa = €+ Ul = Sdar* * doo * (Ug) = UL — vo) (4.45)
elde edilir. (4.45) esitliginde (4.33) iin yerine yazilmasiyla

1 _
(Oaa1>a2a0) =Cx (0,0&3, a470) - 5%11 *qoo * ((0,71,7270) - (Oa63a64a0) - (¢0707070))

=Cx(0,03,04,0) — %qo_ll * qoo * (V0,71 — B3,72 — B4, 0) (4.46)
olur. Bu durumda
D = (dy,dy,ds, d3) = —%qo‘f * oo * (— 1,7 — B3, 72 — B4, 0)
-~ (L e 0

alinirsa (4.46) esitligi

(O,lel,OéQ,O) =Cx (0,0&3, Oé4,0) o @DOD
= C *(0,0a3,0a4,0) + Yo(do, d1, d2, d3)

seklinde ifade edilir. Bu esitlikten

ay = coaz + czay + ditbg, o = czag + cooy + datdo,

C d() — ngg 02d0 — Cldg
az=—Yo— 55—, Q1=1——g—p— (4.47)
14 1~ G

elde edilir. v parametresi herhangi bir ek serbestlik derecesi getirmemektedir ve bu sabit
carpanla elde edilen ¢(u,v) split kuaterniyon polinomundan elde edilen g; ve g nin sadece
biiytikligiinii etkilemektedir. (4.33), (4.34), (4.44) ve (4.47) esitlikleri ile birlikle Lemma 4.2.

den g, go ve timelike kuartik polinom PN yiizeyi bulunur.

Simdi ¢? — ¢ = 0 oldugu durumu ele alalim. Bu durumun gerceklesebilmesi i¢in ya c; = Fco

yada c¢; = co = 0 olmalidir.
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[k olarak, ¢; = Fcy (¢; # 0) durumunu ele alalim. (4.42) ve (4.43) esitliklerinde ¢; = Fco

yazilmasiyla

1
(076175270) = _5(60a617:':61763) * (_1/}0771 - 3ﬂ37’72 - 35470)
1
= —5(—001/10 —c1y1 +3¢183 F erye F 3e1Ba, —c1¥o + coy1 — 3cof3 + c32 (4.48)

— 3c3B4, Fertbo + 3cove — 3cofa + 371 — 3esf3, —c3tho F c1v1 F 3¢1f3 + c1v2 — 3¢154)

veE

1
(0,0,73,74) = 27 (co, —c1, Fer, —c3) * (Yo,371 — B3, 372 — B4,0)

1

N W(_CWJO +3e171 — e1ffs F 3ery2 F 1By, crtpo + 3com — cofs — 3eare (4.49)

+ ¢34, Fe1vho — 3es1 + e3B83 + 3coy2 — coPa, cstho F 3cam — c283 — 3eiy2 + ¢154)

dir. (4.48) ve (4.49) esitlikleri ile olusan denklem sistemi bagdasamayan bir denklem sistemidir.

Dolayisiyla bu durum i¢in ¢dziim yoktur.

Ikinci olarak, C' = (¢, 0,0, ¢3),c3 # 0 olma durumunu ele alalim. (4.40) denkleminde C' =

(¢o,0,0, c3) yazilmastyla

1
Ul = (0. 51, 52, 0) = —5C x (U = 303 — vo)

1
= __(607 07 07 C3) * (—?/10771 - 353772 - 3547 O)

2
1
= —5(—00%, coy1 — 3coB3 + c3v2 — 3c3fa,
+ c371 — 3e3PB3 + coy2 — 3cofa, —c3to) (4.50)

elde edilir. (4.50) esitliginin ilk bileseninden ¢y = 0 dir. ¥y = 0 alindiginda (4.36) esitligi

saglanir gerek ve yeter kosul

2qo1 * Ul[%)] — 2q10 * Ul%] + qio * (U(%] - U1[?)]) =

2qo1 * Uéll] — 2q10 * U(%] + qo1 * (U(%] - Ul[%]) =

84



dir. Burada ¢, yerine go; * C' yazilmasi ile

2qo1 * Ul[%)] — 2q01 * C' % U1[%] + qo1 * C % (U(%] - U1[?)]) =0

2q01 * Uéll] — 2qo1 * C * U(?l] + qo1 * (U(gll] — Ul[%]) =0

elde edilir. Bu denklem sisteminin ¢oziilmesiyle

vl =« Ul 4.51)
ve bu sonucun (4.37) esitliginde kullanilmasiyla da

Uy =CxUs (4.52)
elde edilir. Dolayisiyla

i =c ot vl =caul, vl =ceuf

dir. ¢; = co = 0 durumu icin (4.44) ve (4.47) esitliklerine gore daha basit bir ¢oziim elde edilir.

Bulunan sonuclar asagidaki Lemmada 6zetlenmistir.

Lemma 4.9. n = 1 i¢in (2.3) esitligi ile verilen bir lineer split kuaterniyon

q(u,v) = qoo + (q10 * C)u + qo1v, C = (co,c1,c2,¢3)

olsun. U; ve Us, c% — c% # 0 durumunda (4.31), (4.32), (4.44) ve (4.47) esitliklerinin

kullanilmasiyla bulunur. ¢; = ¢ = 0 durumunda ise

UQ(U’J U) = (07 a3, Oy, 0) + C * (07737 V4, O)U + (07737/747 O)U7
Ur(u,v) = C * Us(u,v)

dir. Bu durumda, S parametrik polinom PN yiizeyi Lemma 4.1. ile elde edilebilir.
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(4.19) ifadesinde k = 0,1 ve [ = 1,2 i¢in

ng) = qoo * U(El(]) * Qo>
Bl

! ! ! _
Bgz]f%)% = vec((ga—ryk * U(gg + 2qoo * U([l]flc)k;) *q(1-k)k);
B[1”1 = 2vec(qo1 * U(gl(]) * 10t qo * Uc[)l1] * oo + qot * U1[l(1 *qoo),

1] _ [0 —
B(3—3k)3kz = d(-k)k * U(l—k;)k *q(1-k)k>
B[l]

l l —
(1-k)k — Uec((QOO * U([l}—k)k: + QQ(I—k)kz * U(E(l) * Q(l—k)k)?

1 l _
oy = veel(@u—n * Uty + 2ak0-1) * Ui_ggi) * Taipe)

(4.53)

dir. Dolayisiyla, Lemma 4.2. yardimiyla bir timelike kuartik polinom PN yiizeyi elde edilir.

Ornek 4.10. Kontrol noktalarindan ikisi
qdoo = (170707())’ qdo1 = (27173a4>

olarak belirlenir ve

segilirse, ¢7 — 3 # 0 oldugundan son kontrol noktast

qi0 = qo1 * C
4 2
(2 1 9%
(37 M 73)

elde edilir. (4.44) esitliginden

1 1 3
51__67 BQ_ﬁa 53_5754_07
_? _ ! = -2 =1
71_87 Y2 = 2a73_ y Y4 =
ve (4.47) esitliginden ise
11 13
MWT30 TR0
19 41
a3 = ——, (= —
57780 TR0
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sabitleri bulunur. Bulunan sabitlerin (4.31) ve (4.32) de yerine konulmasiyla

Uy = U 4+ Ulu + Ul

veE

Uy = Ul + Ulu+ US

19 41 3
_%7 %70) + (07

= (0, 5 0:0)u+(0,-2,1,0)0

elde edilir. Ayrica (4.53) esitliginden

BE(; = Qoo * U(E%J] * Qoo = (%a *gﬁ)
B[llg = vee((qoo * Ul[é] +2q10 * Ué(l)]) * oo) = (%’ %’ %)
Bgll] = vee((qoo * U&] + 2qo1 * U(g%)]) *qop) = (g’ 3%)’ _%
B[lll] = 2vec(gor * U(E%J] *q10 + qio * U(Ell] * Qoo + go1 * UR)] * Qo) = (_%’ _%(1)’ %)
BY) = vec((ai0 * Ul + 200« Uf) #10) = (o', S 25)
BE?] = vee((gor * U(%] + 2400 * U(%]) *qo1) = (%’ 24i07’ _%3>
Bgl(} ={qio* Ul[%)] *qq) = (—%7 _27 _2)
B([Jld] = do1 * U(glll *qo1 = (54éa %7 1;)
BY] = vec((qo * U + 2qo1 * ULY) * @y = (%, 133 %)
215 157 21

Bl = vee((gor * UL + 2q10 * UY) % 701) = (_E’ BETE —3)

ve

2 2] _ 19 41
BE(} = Qoo * U(Eo] * oo = (—%7 %»0)
2 2 2 _ 17 21 79
B[u} = vec((qoo * U1[o] + 2q10 * U(go]) *op) = (ZO’ 20’ *E)
_ 50 31 34
B([)Ql] = vec((qoo * U(?l] + 2qo1 * U(%]) * o) = (Ea 3 g)
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_ _ _ 41 297 26
B[121] = 2vec(qoy * U(E?)] * 109+ qio * Ug] * Qoo + go1 * UE)} * oo) = (Z’ 20 73)

89 551 11

2 2 2 —
B[2(} = vec((quo * U(go] + 2qoo * U1[0]) *q1p) = (_@a ~9540° %)
_ 121 47
B} = vee((an = Ufy +2a00 * U) +G00) = (=2, 5, Tp)

65 13 3

2462

B% = q10 *U1[%] * Q10 = (

Bl = qo1 * U # gy = (—50, —34, -12)

(2] 215 157 _E

B[221] = vec((quo * U(g21] +2qo01 * Ujg) * Qo) = (_Ev EETRA) )
_ 165 105 45
BY) = vec((qo1 * Ufg + 2410 * U )de,) = (T’ 4 3)

bulunur. Lemma 4.2. den

11 7w 1452 25u® 17v  89uv  65uv  41v?  215uw?  550°

el =0t 7 ~ 18 T 22 T s ' s 2 i
_ E 1 u N 1469u? _ 43u3 n & - 551uw /A 13u?v n 29702 - 157uv? n 3503
80 60 720 36 20 120 2 40 12 4
@ n 4711,2 r Lif’ g @ n 1luw n 9u?v _ 1302 _ 21uv? n 151)3)
40 15 3 40 10 2 5 2 2 7
19 17w 89%u? 65u®  23v  4luwwv  215uv 9 165uv? 3
gg(u,v):(—%—l-ﬁ— 15 + o1 +%+ VR — 207 + — 500°,
ﬁ n & _ 551u? L 13u3 L @ L 29Tuv _ 157u’v _ 12102 n 105uv? 3408
80 20 240 6 20 20 12 10 4 ’
_ 797u n 11u? n 371;3 n 4& B 26uv 7 21u%v n 47v%  4buw? 7 12v3)
40 20 2 20 5 2 10 2
ve
S(u,v) = (117u N Tu? N 145u*  25u* 190 N 1Tuv  89u’v N 65u3v N 23v°
40 40 216 72 80 40 48 24 40
41uv? _ 215u2v? _ 27113 n 55uv® _ 2504 _137u L u72 L 14693 - 43u*
8 24 3 4 2 7 80 120 2160 144
n ﬂ n 21uv 7 551u%v n 13u3v n 2302 n 297uv? _ 157uv? _ 12103
80 20 240 6 40 40 24 30
35uv? _ 17v* 5702 n Ltﬁ _ u;l _ T9uv 4 11uv n 3udv n 4992
4 2 7 80 45 6 40 20 2 40
_ 13uv? _ 21u?v? L 4703 n 15uv? ~ 30
5 4 30 2
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yiizeyi bulunur. Bkz. Sekil 4.7. Yiizeyin birinci temel formunun katsayilar

B (=27 + 20u — 300)(—7 + 4u — 18v)(3 — 5u? 4 12v — 60v? + 8u + 30uv)?
N 34560 ’
P (—23 — 128u + 80u? — 620uv + 358v + 960v2)(3 — 5u? + 12v — 60v? + 8u + 30uv)?
- 11520
G__ (11 + 15u — 400) (=2 4+ u — 8v)(3 — 5u? + 12v — 60v? + 8u + 30uv)?
N 960 ’
ve
g(N1,N;) = F? - EG
3 — 5u? + 12v — 6002 + 8u + 30uv)*(—131 + 40u? — 240uv — 194v + 480v?)?
— >0
- 132710400
oldugundan yiizeyimiz timelike yiizeydir. Ayrica

[(Su x Sy)(u, )|

*

11520

(—5u? + 30uv + 8u — 6002 + 120 + 3)” [40u? — 240uv + 6u + 48007 — 1940 — 131
oldugundan bu yiizey bir timelike kuartik polinom PN yiizeyidir.

Sekil 4.7. Timelike Kuartik Polinom PN Yiizeyi
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4.1.2.2. Ozel Cift Dereceli Timelike Polinom PN Yiizeyler

(4.36) esitligi ile verilen n. dereceden ¢ split kuaterniyonunun g;; katsayilar1 arasinda bazi
bagintilar vardir.

n = 1 durumu igin )9 = 0 ve c3 # 0 olmak tizere C' = (co, 0,0, ¢3) split kuaterniyonu i¢in
(4.51) ve (4.52) esitliklerini saglayan U; ve Us lineer split kuaterniyon polinomlarini ele alalim.

Bu durumda (4.36) esitliginde /g = 0 ve q19 = qo1 * C esitliklerinin yerine yazilmasiyla
2q01*C’*UQ—Zqu*C*UQ-l-q*(U([)ll]—Ul%]) =0

olup, buradan
q* Uyt = Usg) =0

dir. Dolayisiyla

<U1>v - (UQ)u

elde edilir.

Teorem 4.11. (2.3) esitligi ile verilen split kuaterniyon polinomundaki katsayilar cs # 0 olmak

tizere C' = (¢, 0,0, c3) split kuaterniyonu i¢in
<]+1)QZ(J+1)*O: (Z—i—l)Q(H-l)]a 1=0,1,---,n—=1,5;=0,1,--- ,n—i—-1
ve

U2(ua U) = (07 a3, Oy, 0) + C (07’7& V4, O)U + (07’7?” V4, O)U
Ur(u,v) = C x Uy(u,v)

esitliklerini saglasin. Bu durumda, (4.34) esitligi ve Lemma 4.1. ile tanimlanan parametrik S

yiizeyi birim normali N = e3 olan 2n + 2 dereceli bir timelike polinom PN yiizeyidir.
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4.2. Timelike Polinom PN Yiizeyinin Ortalama Egriligi

(4.16), (4.31) ve (4.32) esitlileri ile tanimlanan U; ve Us vektorlerini ele alalim. (4.1) esitliginden

tiiretilen bir timelike polinom PN yiizeyinin birinci temel formunun katsayilari

E = g (Su’ Su)
=g(gx U1 xq,q+ Uy xq)
= HQHiQ(UlaUl)

4 2
= = llall 1A 15,

F= g (Sw Sv)
= g(q* Uy % q,q% Uy %)
= |lq||% g(U, Un),

G = g (Sv7 Sv)
=g(qx Uz xq,q* Uy *7q)
= |lq||% g(Us, Us)

4 2
= — llall IUz]];

ve ikinci temel formun katsayilari

= (vec[(2qy * Uy + q * (U1)y) xq|,N),

m = g (Syu, N)
= (vec[(2qy * Ur 4 q * (U1)y) x ], N)
= g (Spu, N)
= (vec[(2qu * Uy + q % (Uz)u) % g, N)
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n=g (va7 N)
— (UGC[(2(]U x Uy + q * (U2>v) * q]v N) )

dir. Burada N timelike polinom PN yiizeyinin birim normalidir. Bir sonra ki Lemma, Teorem
4.3. ve Teorem 4.11. 1 saglayan bir polinom PN yiizeyi icin ortalama egrilik fonksiyonunu ifade

eder.

Lemma 4.12. Tek dereceli split polinom PN yiizeyi icin Teorem 4.3. ve cift dereceli split
polinom PN yiizeyi icin Teorem 4.11. saglansin. O zaman, bu polinom PN yiizeylerinin ortalama

egrilikleri 6zdes olarak sifirdir.

Ispat. Ortalama egrilik 6zdes olarak sifirdir gerek ve yeter kosul En + G1 — 2Fm = 0 dir.

En = — |ql; [T} g (veel(2q, % Uz + g * (U2),) #7], N)
= —llally U113 g (veel(2qu + Ur + Uyt + Uz + g * (Ua)o) x4, N)

1

U, _
== HQHi HU1||59 (Uec[(?qv * Uy * W * Uy + qx (Uz)y) * q},N)
1%

= —2|jq|l} g (vec(qo * Uy + Uy # Uz %), N) — |lq|l3 |U1]I% g (vec(q * (Uz), ), N) ,

Gl = — g2 |U2)1? g (vec|(2qu + Uy + g * (U1)u) * ), N)
= —|lalls |U=]I% g (vee|(2qu * Uz Uy % Uy + g+ (U1)u) %), N)

Uy _
=~ lall! 12 g (vec[@qu Uy e <UL 0 (U) q],N)
211«

= —2||qll% g (vec(qu * Us * Uz % Uy ), N) — |lq|[3 |Ua]|2 g (vee(q * (U1)u x7), N)
ve

—2Fm = ~2|qll, g (U1, U2) (veel(2q, + Us + ¢+ (U1),) ¥, N)

= —4|lqll% g (U1,U2) g (vec(qu * Ur x9),N) = 2|lq|[2 g (U, Uz) g (vee(g * (U1)o * ), N))
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esitlikleri yardimiyla

En + Gl —2Fm = 2 q||2 g (veclg, * Uy % (~U Uz — UsUy — 2g (U1, Us))g], N))

+llallt g (veela(~ UL U)o = Va2 (U1). = 29(U1, U2) (U1),)3). N)

dir. Bu esitligin sifir oldugunu gostermek icin esitligin sagindaki iki terimin ayr1 ayri sifir oldugu

gosterilmelidir. 11k terim igin,

—Uy % Uy — Uy % Uy — 29 (Uy,Us) = Uy % Uy + Us x Uy — 29 (Uy, Us)
=g (U1,U2) + Uy x Uz + g (U, Uz) + Uz x Uy — 29 (Uy, Us)

=0

dir. Diger terim ise tek dereceli yiizeylerde U, ve Us sabit kuaterniyon oldugunda sifirdir.
Cift dereceli yiizeyler de ise U; = C'Us ve (Uy), = (Us), esitlikleri kullanilarak

— U112 (U2)w — 102012 (U1)w — 29(Us, U2)(U1)w = — [U1]|2 CF % (Uz)u — |U2]|? C % (Uz)u — 29(U1, U2)(Uz)u
= [~ IT0 2 U2 x 027" = (|02 Uy % U™ = 29(Us, U)] * (V).
—U2]12 Uy

= {— U113 Uz = —2g(Un, U2)} * (Uz)u

Us Uz
U112 102112

= [_71* Uy — Tz + Uy — 2g (Un, Ug)] * (Uz)a
=[Uy x Uz + Uz x Uy — 29 (U1, U2)] % (Uz)x
=[g(U1,U2) + Uy x Uz 4 g (U1, U2) + Uz x Uy — 29 (U1, U2)] * (Uz)u

=0

elde edilir. Bu durumda, ¢ift dereceli polinom PN yiizeyleri i¢in de ispat tamamlanir.

Ornek 4.13. Kontrol noktalarindan ikisi
qdoo = (1707070)7 qdo1 = (3747271>
ve

C

(2,0,0,1)
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secilirse, ¢; = co = 0 oldugundan son kontrol noktasi

qi0 = qo1 * C
= (7, 6,0, 5)

olarak elde edilir. (2.3) esitliginden

q = qoo + q10u + qo1v
= (Tu+ 3v + 1, 6u + 4v, 2v, 5u + v)

dir. (4.50) esitliginden

U = 0w
=(0,8,7,0)
olup (4.32) esitliginde yerine yazilmasi ile
Us = Ulg) + Ulgu + Uggv

= (0,8u+3v+2,Tu+2v+ 1,0)
elde edilir. (4.52) esitliginden de

U1:C*U2
=(0,28u+3v+2)+Tu+2v+1,2(Tu+2v+ 1) + 8u+ 3v +2,0)

bulunur. (4.34) esitliginden

g1=qxU1*q
= (4070u3 + 4110u%v + 1372u? 4 1410uv? + 944uv + 133u + 17003 + 1720 + 460 + 5,
= 2446u> + 2478u2v 4 1040u? + 858uv? + 712uv + 128u 4 1060° + 12802 + 41v + 4,

= 3228u> + 3204u%v + 900u? + 1044uv? + 576uv + 48u + 10803 + 84v? + 12v)
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veE

g2 =qxUzxq
= (137003 + 1410u?v + 472u® + 510uv? + 344uv + 46u + 7003 + 720% 4+ 17v + 2,
= 826u> + 858uv + 356u” + 318uv? + 256uv + 41u + 4603 + 520% + 120 + 1,

= 1068u> + 1044u2v 4 288u? + 324uv? + 168uv + 12u + 280> + 160?)

dir. Lemma 4.1. den

2035u*

+ 274000 + + 1410u2v” + 944u°v + + 340uv® + 344uv® + 92uv + 5u

3 2
S(u,v) = ( 1372w 132u

1702 1223u*

4
35v 5 T2 1 1652uv +

+-42;7-%24v3-+ + 858u’v? + 712w v + 64u® + 212uv®

1040u®
3

230t 520°
_|_

5 . + 6v% + v, 807u’ + 2136u’v + 300u® + 1044u’v? + 576u v

+ 256uv” + 82uv + 4du +

1603
3 )

+ 24u? + 216uv® + 168uv? + 24uv + Tv* +

yiizeyi bulunur. Bkz. Sekil 4.8. Yiizeyin birinci temel formunun katsayilar

N

E = —3(u+ v+ 1)(15u + 5v + 3) (80uv + 2u(30u + 7) + 20v° + 6v +

I

1
1

\V]

F = —2(u+ v+ 1)(15u+ 50 + 3) (80uv + 2u(30u + 7) + 200° + 6v + 1)
2

G = —(u+v+1)(15u+ 5v + 3) (80uv + 2u(30u + 7) + 200> + 6v + 1)

ve ylizeyin ikinci temel formunun katsayilar

Sekil 4.8. Ozel Timelike Kuartik Polinom PN Yiizeyi
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1 = —264u — 84v — 48,
m = —84u — 24v — 12,

n = —24u —4v
dir. Buradan

En+ Gl —-2Fm =0
ve

g(N1,N;) =F? - EG
— (u+v+1)2(15u + 5v + 3)% (80uv + 2u(30u + 7) + 200> + 6v + 1)

oldugundan yiizeyimiz timelike minimal yiizeydir. Ayrica

1(Su x Su)(u, )|, = |u+ v+ 1| [15u + 5v + 3| (80uv + 2u(30u + 7) + 200% + 6v + 1)

[

oldugundan bu yiizey bir 6zel timelike kuartik polinom PN yiizeyidir.
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4.3. Spacelike Polinom PN Yiizeyi

(2.3) formunda verilen bir g(u,v) split kuaterniyon polinomu yardimiyla birim normal vektor

alani
N = (S5}

olan § : Q C R? — R? split polinom parametrik yiizeyi elde edilecektir. Burada eq, (2.4)
esitligideki gibi tammli ve {e1, ey, €3}, S yiizeyinin uyarlanmig catisidir. S yiizeyinin teget
diizlemi her (u,v) parametresi igin hy(u, v) ve hg(u, v) vektorleri tarafindan gerilir. Bundan

otiirii, S, ve Sy,

Sy = ¢shy + pehs = g1, 4.54)

S, = @rhy + pghs = g9

formunda yazilabilir. Burada ¢;, 5 < ¢ < 8, iki de8iskenli polinom ya da rasyonel fonksiyon,

g1 ve gy iki degiskenli polinomlardir. S nin yiizey belirtmesi i¢in

g1 0go

Do = du (4.55)

olmalidir. Eger S bir yiizey ise

E = ¢ (S4, Su) = g(¢sha + ¢ehs, pshy + ¢ehs)
= ¢2g(hg, hy) + 205069 (ha, h3) + p2g(hs, h3)

4
= (02 + ¢5) llalls ,

F = ¢g(Su,Sy) = g(psha + vshs, p7hs + pshs)
= p5p79(ha, ha) + (w58 + @epr)g(he, hs) + pepsg(hs, hs)

= (psp7 + wews) llqll:
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Ve

G =g (Sy,Sy) = g(@rhy + pshs, prhy + pghg)
= ¢2g(ha, hs) + 2¢7p89(h2, h3) + pag(hs, h3)

= (¢7* + s?) llqll?

dir. Buradan

g(N1,N1) = F? —EG = (9508 — wer)? |lq|l}

oldugundan olusan bu yiizey spacelikedir.

Lemma 4.14. g; ve g» (4.55) esitligini saglayan iki polinom fonksiyonu olsun. O zaman,

S, = g1 ve S, = g olacak sekilde bir S yiizeyi vardir ve

1

S(u,v) = 3 /Ou(gl(u,v) + g1(u,0))du + ;/Ov(gg(u,v) + g2(0,v))dv + S(0,0) (4.56)

formundadir.

Lemma 4.1. in ispatina benzer oldugundan burada ispata yer verilmemisgtir.

Bir sonra ki lemma, Lemma 4.14. de tanimlanan S yiizeyi i¢in farkli bir yol gosterir.

Lemma 4.15. Kabul edelim ki,

~

g(u,v) = > Blulv1=1,2 (4.57)
=0

7 1=

olsun. O zaman (4.55) esitligi dogrudur gerek ve yeter kosul

(j+1)B£g.+1)=(¢+1)B£§]+1)j, i=0,1,..,m—1, j=01,...m—1—i (458)

dir. Ayrica (4.56) esitligiyle tanimli S ylizeyi
m—+1m+1—1

S(u,v) = Z Z Sju'v! (4.59)

i=0 j=0
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formundadir. Burada

Sio = %BE]—l)O’ So; = %B([)?(Ji_l), i=1,2,...,m+1 4.60)
Sij = %BE]—UJ - %Bgﬂ—l)’ 1=1,2,..,m .] =12.m+1—1

ve Sgo keyfi bir sabittir.

Lemma 4.2. nin ispatina benzer oldugundan burada ispata yer verilmemistir.
(2.1) esitligi ile verilen ¢q split kuaterniyon polinomu (4.55) esitligini sagliyorsa Lemma 4.14.
ve Lemma 4.15. yardimu ile elde edilen S yiizeyi bir polinom PN yiizeyi ifade eder. Boyle bir

yiizeyin derecesi

2der(q) + max 4(der(<,0i)) +1 (4.61)

1=1,4,9,

dir.
Ozel olarak, ; ler birersabit olarak segilirse, 2der(q) + 1 dereceli bir split polinom PN yiizeyi
elde edilir. S(u,v) ylizeyinin v = vy = sbt igin r1(u) = S(u, v) parametre egrisinin hodografi

i¢in

’ /

g(r1 (u),r1 (u)) = g(psha(u,vo) + wehs(u,vo), psha(u, vo) + wehs(u, vo))
= p3g(ha(u, v0), ha(u, v0)) + 205069 (ha(u, vo), hs(u, vo)) + ©gg(hs(u, vo), hs(u, vg))
4 4
= 02 llally + 2 llall’

4
= llqll; (93 + ©3)

dir. 5 ve pg birer sabit oldugundan r, parametre egrisi S(u,v) polinom PN yiizeyi iizerinde
yatan bir diger PH egrisidir. Benzer sekilde S(u,v) yiizeyinin u = wug = sbt i¢in ry(v) =

S(up, v) parametre egrisinin hodografi i¢in

’

g(r1 (v), 11 (v)) = g(wrha(uo, v) + pshs(u, v), wrha(ug, v) + @shs (ug, v))
= ¢3g(h2(uo,v), ha(ug, v)) + 207¢sg(ha(uo, v), hs(ug, v)) + @3g(hs(ug, v), hs(ug,v))
=&} llalls + #3 llall:
= llally (¥3 + ©3)
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dir. 7 ve ps birer sabit oldugundan ry parametre egrisi S(u,v) polinom PN yiizeyi iizerinde
yatan bir PH egrisidir.

Cift dereceli bir polinom PN yiizeyini olusturmak icin ¢; ler tek dereceli polinomlar olarak
segilmelidir. Ozel olarak, ; birinci dereceden fonksiyon olarak segilirse 2der(q) +2 dereceden
polinom PN yiizeyi elde edilir.

(4.55) esitligi keyfi ¢; fonksiyonlar1 ve (2.3) ve (4.54) esitlikleri ile tamimlanan keyfi split

kuaterniyon polinomlari i¢in her zaman saglanmaz.

4.3.1. Tek Dereceli Spacelike Split Polinom PN Yiizeyinin Yapisi

(2.3) formunda verilen bir ¢(u, v) split kuaterniyon polinomu ve (4.54) esitligiyle taniml h;,

(1 <i < 4) doniisiimiinii ele alalim.

Ur = p5j + wek,
1 905J. ©6 (4.62)
Uz = 7 + psk
gibi iki split kuaterniyon segilir ve ilk olarak
oilu,v) =ca;, @ €R, i=56,78 (4.63)
almur ve (4.55) esitligi kullanilirsa
g1 = psha + pshs
= @s5(q*j*q) + (g *kx7q)
= q* (¢s5j + pek) * q
=qgxU; x7q (4.64)
ve
g2 = p7hy + pghs
= r(qg*j*q) + ps(g*xk*7q)
= q* (¢7j + psk) x 7
=qxUyxq (4.65)
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ifadeleri elde edilir. Ayrica g ve go,

. min{i,n} min{j,n—k}
B/, = > > Gor * Uy % Qipy(joryy 1 =1,2. (4.66)
k=max{0,i—n} r=max{0,j+i—n—k}
esitliginde m = 2n alinarak (4.57) esitligindeki gibi ifade edilebilir.
Lemma 4.14. ve Lemma 4.15. den m = 2n i¢in ¢ split kuaterniyon polinomu (4.58) esitligi

saglandiginda n(2n + 1) vektor denklemli bir polinom PN yiizeyi belirti. Bu denklemlerin
n 4+ 2

2
bagintilar vardir.

kombinasyonlu kuaterniyon katsayilar1 ve dort c; parametresi arasinda lineer olmayan

+2
n > 21icin ¢ split kuaterniyon polinomu 4 " ) + 4 serbest parametre ile 3n(2n + 1) skalar
2

denkleme sahip olundugundan bir ¢6ziim bulunamaz.

g1 ve g2 nin kismi tiirevleri

0
EZ%*(A*@‘H]*Ul*GU
ov
=q*xUr*xq—q,*xUr xq
= 2uec(qy, x Uy % q) (4.67)
ve
0
%ZQu*UZ*a"_Q*UZ*Qu
U

=qu*Usxq—qu*xUzxq

= 2uec(qy * Us % Q) (4.68)

formundadir. Burada (4.55) esitligi saglanir gerek ve yeter kosul

vec(qy * Uy % q) — vee(qy x Uy xq) =0

olup,

vec((qy * Uy — gy x Uz) Q) =0 (4.69)

dir. (4.69) esitligi dogrudur gerek ve yeter sart

Qo * Ur — qu x Uy = g (4.70)
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dir. Burada ¢y = 1) bir skalar fonksiyondur. (4.64) esitliginin sol tarafi n — 1 dereceli bir split
kuaterniyon polinomu oldugundan, ¢ rasyoneldir ve payinin derecesi paydasinin derecesinden
bir derece eksiktir. Ozellikle 1) = 0 durumunda asagidaki teorem verilen yiizey igin bir ¢oziimii

Verir.

Teorem 4.16. (2.3) esitligi ile verilen ¢ split kuaterniyon polinomunun katsayilari

1=0,1,---,n—-1,7=0,1,--- ,n—17—11i¢in

(7 + D41y * UL = (i + 1)qgq1); * Uz 4.71)
esitligini sagliyorsa, (4.56), (4.64) ve (4.65) esitlikleri ile taniml1 S parametrik yiizeyi

Su % Sy = (—a1as4 + azaz)|¢|?hi, N=e; (4.72)
olacak sekilde 2n 4 1 dereceli bir polinom PN yiizeyidir.

Ispat. (4.70) esitligi, (4.66) esitligi ve Lemma 4.15. yardimiyla asagidaki sekilde ifade edilebilir:
n—1n—1—1¢
G U= qu Uz =3 Y (G + D1y * U1 — (i + gy, * Un)u'v.

i=0 j=0

(4.70) esitliginden 1 = 0 segilirse (4.55) elde edilir. Ayrica (4.56) esitligi ile verilen yiizey

S. = g1 ve S, = go kismi tiirevlerine sahiptir. Dahasi

Su X SU = (Oélhg + aghg) X (Oéghg + OZ4h3)
= (041044 — OéQOég)(hQ X h3)

— (~0u + 0n05) ]2y

dir.
Teorem 4.16. sadece bir polinom PN yiizeyinin varolabilmesi i¢in gerekli sartlar ifade eder.

(4.71) esitliginin acik hali asagidaki lemma ile verilebilir.

Lemma 4.17. (4.71) esitligini saglar gerek ve yeter sart

sy
Tl L=~ T3+ 01 (15) 1)

dir. Buradar = 1,2, - -- ,ni¢in @, keyfi bir split kuaterniyondur.

NIRRT

!Qr*<U1*U2_1)t, t:—gw...

3]
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4.3.1.1. Spacelike Kiibik Polinom PN Yiizeyi

Bir spacelike kiibik polinom PN yiizeyi olusturulurken n = 1 i¢in (2.3) esitligiyle ifade edilen

q split kuaterniyon polinomunu alinirsa, Lemma 4.16. de » = 1 icin £ = —1,0 olup kontrol
noktalar1

do0,

qio = le

qo1 = Q1% Up x U

olarak bulunur. (); yerine )1 * U, ! secilirse kontrol noktalari

400,
g0 = Q1 Uy, (4.73)
qo1 = Q1 * Ufl

elde edilir. (4.66) ifadesinde £ = 0,1 ve [l = 1,2 i¢in

l _
B[og) = qoo * Up * 00>

BEll]_k)k = 2vec(qoo * Ui * G1_py)

B[ll}1 = 2uec(qo1 * Up x Gy),
! _
Bg,gk)% =qa-rk * U *qa_pp 4.74)
dir. Dolayisiyla Lemma 4.15. yardimiyla spacelike kiibik bir polinom PN yiizeyi elde edilir.
Ornek 4.18. Kontrol noktalarini belirleyebilmek igin

1 12

—(1,0,0,0 S P
qoo ( s Uy Uy )7 Ql ( 27 ) 473>
ve
1 3 1 1
a1 = — g = ——, (g = — « —_—
1 47 2 47 3 87 4 24
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serbest parametreleri secilir ve bu parametreler (4.62) esitliginde yerine yazilirsa

Ul = (070717__)7 UZ = (Oa 07§7__>

olup, (4.73) esitliginden kontrol noktalari

qoo = (1707070)7
17 21 6 42
_ -1 _ (_ _
qu—Ql*UQ —( 5757 575)7
9 1
-1
qo1 Ql*Ul ( 107 307 ) )

elde edilir. (4.74) esitliginden

1 3
B — U xg.. = (0.=. —=
00 = qoo * U1 * gpo ( y 4)
1 r 12 23 36
B[lé = 2vec(qoo * Uy * Gyg) = (E? 5 g)
1 4
B([Jll] = 2vec(qoo * U1 * Gy1) = (2, o g)
) - 26 117 25
B[n] = 2vec(qor * U x qyg) = (_Ea 10 E)
1 _ 1182 1039 543
Bio = a0+ Uil = (555 75
11 629 131
B — o i wp (L1620 131
02 — qo1 * U1 *dp ( 6360 120)
ve
2 _ 1 1
BE& = qoo * Uz * Gy = (0, §’_ﬂ)
B2 =2 U #T1) = (2 — 2. =
10 vec(qoo * Us * G1) = (2, 273)
1 41 1
B = 2 Us %Go1) = (5, — oy =
01 vec(qoo * Us * Q1) (37 180’15)
11 629 131
B =2 Us % 1g) = (— oy —omy — -
11 vec(qor * Uz x Q) = ( 37180 60)
, - 13 117 25
BY = qio* Uy ¥ @yp = (_E’ 20" E)

53 673 2983

180736007 10800)

B([]22] = qo1 * Uy * Gy = (
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olup, Lemma 4.15. den

120 1182u? 26wy 1102 1 23w 1039u? v
Bulw, ) = (Gt g T - st S T T g
117uv 62902 3 36w  543u® 4v  25uw 13102
T T it s 10 T3 6 1)
13u2 v 1luww 5302 1 w  117u?  4lv 629uw
& (uv) = (u- ==+ s - == T s T2 0 180 T 180
67302 1 Ay 25u? v 13luv 298302
,—— + =+ +—= - - )
3600~ 24 3 12 15 60 10800
ve
S(u, v) = (394u3 _ @ n 67u2 y 11uv? 4 oup — 5303 n Uj7
25 5 5 6 540 6
h 1039u3 h, 23u? . 629uv? _w n 117u?v n u @ 7 &vz n v
150 10 360 2 20 4 10800 360 8’
n 1813 n 2512 " 18u? _ 3714 n 4ﬂ _ A 131uv? vj _ 2983113)
10 12 5 4 3 24 20 30 32400

yiizeyi elde edilir. Bkz. Sekil 4.9.

g(N1,N;) =F? - EG

5904900000000

oldugundan yiizeyimiz spacelike ylizeydir. Ayrica

[(Su % Su)(u,v)]], =

(19260u2 + 3852uv + 3060u + 535v* + 810v — 450)2

2430000

oldugundan bu yiizey bir spacelike kiibik polinom PN yiizeyidir.

Spacelike kiibik split kuaterniyon polinom PN yiizeylerinin yapisiyla

S(’LL, U) = C1P1 + CQPQ -+ 03P3 + C

(19260u? + 3852uv + 3060u + 5350% + 810v — 450)* 0

formundaki polinom PN yiizeylerinin bir ailesi elde edilir. Buradac; € R, i =1,2,3, C € R?

sabit vektordiir.

q split kuaterniyon polinomu ¢(u,v) = (—v,u,1,0) ve Uy = (0,0,0,1), Uy = (0,0,
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Sekil 4.9. Spacelike Kiibik Polinom PN Yiizeyi

olsun. (4.20) ve (4.21) esitliklerinden

g1(u,v) = (2v, 2uv, —u? +v* + 1)

g2(u,v) = (2u,u* — v + 1, 2uw)

bulunur ve Lemma 4.14. den

3

3
P, = (4uw, 2u*v — % + v, —% + 2uv? 4 u)

yiizeyi elde edilir. Bkz. Sekil 4.10. Bu yiizeyin birim normali

Sekil 4.10. P, Spacelike Kiibik Polinom PN Yiizeyi

w241 2u 2v

N(u,v) = (_u2—|—v2—1’_u2+'z}2—1’_u2—|—v2—1

)
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dir. Benzer sekilde U; = (0,0, 1,0) ve Uy = (0,0, 0, 1) segilirse (4.20) ve (4.21) esitliklerinden

g1 (u,v) = (—2u, —u? +v* — 1, —2uv)

g2(u,v) = (20, 2uv, —u® +v* + 1)
bulunur ve Lemma 4.14. den
o oo 1 o9 2 1 2 2
Py = (v"—u ,—gu(u — 6v® +3) ,gv(—ﬁu +v°+3))

yiizeyi elde edilir. Bkz. Sekil 4.11. Bu yiizeyin birim normali

Sekil 4.11. P, Spacelike Kiibik Polinom PN Yiizeyi

w42 +1 2u 2v

N(u, v) :(_u2+v2—1’_u2+02—1’_u2—|—v2—1

)

dir. Ancak P35 yiizeyi benzer sekilde bulunamamaktadir. Bu durumda

(% u

mhz(ua v) + mhs(uﬂj) = (0, —v,u) = ﬁ(ua v)

lineer doniisiimii yardimu ile

4o ~
g1(u,v) = Eh(u, v) + ha(u, v)
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esitlikleri elde edilir ve Lemma 4.14. den
o o 1o, 2 1 2, .2
Ps;=(—u"—v ,—gu(u + 2v° 4 3), —gv(Qu +v°+3))

yiizeyi de elde edilir. Bkz. Sekil 4.12. Bu yiizeyin birim normali

Sekil 4.12. P53 Spacelike Kiibik Polinom PN Yiizeyi

w + o2 +1 2u 2v
w2 +v2—1" w?24+v2—-1 u2+0v2-1

N(u,v) = ( )

dir. Bu 0Ornek, ¢; seciminin ikinci dereceden rasyonel fonksiyonlar olmasi durumunda da
spacelike kiibik polinom PN yiizeyinin elde edilebilecegini ifade eder. Bir sonra ki Lemma

h nin h; ve hy cinsinden nasil ifade edilebilecegini gostermektedir.

Lemma 4.19. ¢, n = 1 icin (2.3) esitligi ile verilen bir lineer split kuaterniyon ve

pi(u,v) = g(w,vec(ggy * q * k),

pa(u,v) = g(—w,vec(qpy * q *j))
olsun. Burada w = vec(qgy * q10) X vec(qyy * qo1) dir. Bu durumda

4
H(JOOH*

h =
2
lalls

(pihs + pohs) (4.75)

formunda bir lineer polinom doniistimiidiir.

Ispat. Genelligi bozmadan

qdoo = (17 07 07 O)
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olarak segebiliriz. Diger kontrol noktalar

qi0 = (ao,a1,a2,a3), qo1 = (bo, b1, bz, b3)

olsun. Gerekli hesaplamalar yapilirsa

p1(u,v) = g(w, ((0,0,1) + (ag, —a1, ag)u + (b, —b1,b)v)),

po(u,v) = g(w, ((0,1,0) 4+ (—as, ag, ar)u + (—bs, by, b1 )v))
esitlikleri bulunur. Burada

g(W, ((2&1, O, O)U + (261, O, O)’U))
pihy + pohy = g2 g(w,((0,0,1) + (az, a1, ap)u + (b2, b1, bo)v))
g(w, ((0,—1,0) + (as, —ag, ar)u + (b3, —bg, b1)v))

biciminde elde edilir.

Lemma 4.19. nin bir sonucu olarak agagidaki gibi bazi kiibik yiizeylerde olusturulabilir.

g1(u,v) = @1 (u, v)h(u, v) + arhy (u, v) + ashy(u, v)

go(u, v) = @a(u, v)h(u, v) + ashy (u, v) + aghy(u, v) (4.76)

formunda olup burada ¢ ve @5 bazi lineer fonksiyonlardir. (4.76) esitliginde kismi tiirevler
aliip (4.2) esitliginin kullanilmasi ile ¢ ve @9 nin alt1 katsayisi ve «; dort parametresi ile on
bilinmeyen ve dokuz skalardan olusan bir lineer denklem sistemi olusur. Bu denklem sistemi

«; lerden biri sabitlenerek ¢oziilebilir.

Ornek 4.20. g(u,v) = (2,—16,2,0)4+(—2,2,2, 1)u+(—4,0, 1, 2)v split kuaterniyon polinomu

verilsin. Lemma 4.19. dan

~ —86u — 179v + 46

pi(u,v) = 32768
() — —183u = 500 + 830
u,v) =

P2\t 32763
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katsayilar1 ve

hy(u,v) = (—12u?® — 20uv + 60u — 16v? + 40v + 64, —3u? + 16uv + 48u + 19v* — 20v — 256,
— 12u? — 26uv + 68u — 40 4 120v — 64),
hs(u,v) = (4u® + 12uv + 32u + 8v? + 76v — 8, 4u” 4 6uv — T6u — 4v? — 136v + 64,

+ 3u? + 16uv + 64u + 130 — 120 — 248)

bulunur. Bulunan ifadeler (4.75) esitliginde yerine yazilirsa

~

h(u,v) = (200u + 4480 — 32, —316u — 5820 + 348, 322u + 12v — 1728)

elde edilir. oy = 99 i¢in hy, hs ve h nin (4.76) de yerine yazilmasiyla elde edilen denklem

sisteminin ¢Oziilmesiyle

o1(u,v) = =52 — 220
Pa(u,v) = —120 + 220
ap = —1155, ag =231, az = —495

katsayilar1 bulunur. Bu katsayilarin (4.76) de yerine yazilmasiyla

g1 (u,v) = (14784u* 4 21472uv — 72308u + 104720% — 512360 — 74104,
+ 438912 — 10142uv — 56564u — 1006502 + 142920 + 292368,
+ 14553u? 4 26642uv — 80500u + 73590 — 103980v + 106488),

g2 (u, v) = (10736u> 4 20944uv — 51236u + 87120% — 66036V — 28632,
— 5071u? — 20130uv + 142921 — 980102 + 66276v + 91296,
+ 13321u” 4 14718uv — 103980u + 3267v% — 62028v + 214488)
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ve Lemma 4.14. yardimiyla

S(u,v) = (4928u® + 20372u%v — 36154u? + 23408uv? — 102472uv — 74104u + 2904v° — 33018v% — 286320,
+ 1463u® — 8404u%v — 28282u? — 23331uv? + 28584uv + 292368u — 3267v° + 3313802 + 91296w,

+ 4851u® + 24871u%v — 40250u? + 14784uv? — 207960uv + 106488u + 1089v° — 3101402 + 214488v)

yiizeyi elde edilir. Bkz. Sekil 4.13. Burada

Sekil 4.13. Spacelike Kiibik Polinom PN Yiizeyi

g(N1,N7p) = —2944656(77u + 33v — 342)* (3u? + 8u(v — 10) + v(11v — 20) + 256)% < 0

oldugundan yiizeyimiz timelike ylizeydir. Ayrica

[[(Su x Su)(u, )|, = 1716(77u + 33v — 342)* [3u® + 8u(v — 10) + v(11v — 20) + 256]

oldugundan bu yiizey bir spacelike kiibik polinom PN yiizeyidir. Bu 6rnekte farkli a4 i¢in farkli
polinom PN yiizeyleri elde edilebilir.
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4.3.1.2. Spacelike Kuintik Polinom PN Yiizeyi

Bir spacelike kuintik polinom PN yiizeyini olusturulurken n = 2 i¢in (2.3) esitligiyle tanimlanan

q = qoo + quot + qo1v + qr1uv + gaou® + Goov?

split kuaterniyon polinomunu secilir. Lemma 4.17. de r = 1,2 icin ¢t = —1,0, 1 olup kontrol
noktalar1

400,

qro = Q1+ Uy,

g1 = Q1* Uy,

q = G2, 4.77)

1 _
QQ0:§Q2*UI*U217

1 _
CI02=§Q2*U2*U11

dir. (4.73) esitligindeki ()1 ve (4.77) esitligindeki ()o bir polinom PN yiizeyi yapisindaki
serbestlik derecelerini temsil eden kuaterniyonlardir.

(4.66) ifadesinde k = 0,1 ve [ = 1,2 i¢in

ng) = qoo * Ui * Gy,

Bg—k)k = 2vec(qoo * Up * G(1_)k),

B! = 2vec(gor * Us * Gy + qooUidhy ),

Bgf%)% = q(—ryk * Ui % G_pye + 2vec(qoo * Ui * G(a—onyan),

Bg—gk)gk = 2vec(qa—rk * Ui * Qa—am)2r); 4.78)
BElz]—k)(Hk) = 2vec(qa—ryk * Ui * @11 + qr(—k) * UL * Qa—ok)ok)
B[2[]2 = qu1 * Uy * qqq + 2vec(qoz * Uy * Gy),

BElz]l—4k)4k = qa—2k)2k * Ui * Qa_op)on

! _
BE?{—Qk)(l—s—Zk) = 2vec(qu1 * Uy * G(a_op)ok)

olup, Lemma 4.15. yardimiyla bir spacelike kuintik polinom PN yiizeyi elde edilir.
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Ornek 4.21. Kontrol noktalarinin belirleyebilmek icin

1 1 2 111
—(1,0,0,0 (=2 1,-- 2 — (0 —=, = —
qoo (7 ) )a Ql ( 27 ) 4a3)’ Q2 (’ 8’3710)
veE
31
041—4, Qg = 1’ a3 = g’ @4—24

serbest parametrelerini secilir ve bu parametreler (4.62) esitliginde yerine yazilirsa

1 3 11

Uy = (0707 Z_JL’ __)7 Uy = (O’ 07 _§7 ﬂ)

bulunur. (4.77) esitliklerinden kontrol noktalar1

q00 = (1,0,0,0),

qo=Q1+U; " = (gy—%ly 27—4?)2)7

qo1 = Q1+ Uy " = (*%,*%Ja 1),

Q11 =02 = %Qz « U+ Uy ' = (0»—é,%7%)7

39 9 49

010 25 50

g20 = (

1 1 7 31

1
== Uss Ul = (——— —
Q02 = 5 Q@2+ U2+ Ur = (= 155: 765" ~ 300" Ta00

)

elde edilir. (4.78) esitliginden

1
1 _
Béo] = qoo * U1 * Qoo = (0, 17*1)

_ 12 23 36
B[ll()] = 2vec(qoo * U1 * qyp) = (*g’ 5 *g)

B[Oll] = 2vuec(qoo * U1 * Goy) = (2, -2 )

23 951 203

T w0 1)

185 8117 4317

100 80
1339 547 1033

720 ’2880"'960)

B[lll] = 2vec(qo1 * U1 * G + qoo * Ur * Gqq) = (

B[Qlo] = q10 * U1 * Gy + 2vec(qoo * Uy * Gog) = (

B([)12] = qo1 * U1 * oy + 2vec(qoo * Uy * Gpa) = (
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veE

887 918 8877,
5007 1257 1000
29 1 143

Bglol = 2vec(quo * Uy * og) = (

Bl =2 oy (22 L
03 = 2vecldon * Ur +d02) = (5350 747 9550
_ _ 1077 831 33
B[211] = 2vec(qro * U1 * @1 + qo1 * U1 * o) = (%’ ST @)
_ _ 223 21 121
B[112] = 2vec(gor * U * Q11 + qro * Ur % pp) = (*ﬂov 20’ *E)
437 263 89

B[ZIQ] = q11 * Up % Gq1 + 2vec(qoz * Uy * og) = ( )

24000’ 115200 2560
2397 135679 72147
"4000’160000’160000)
157 30493 467
345600’'41472000"13824000>
120 9203 7363
200" 16000° 28000
3 1361 4111
__§§6’115200’345600)

Bz[Llo] :CI20*U1*§20:(

B[014] =qo2 * U1 x Gy = (
Bgll] = 2uec(qr1 * U % Gyg) = (

B[llz,] = 2uec(qr1 * Ur % Gpq) = (

-~ 1 1
B([)Qo] = qoo * Uz * Goo = (0, 3 ﬂ)
1 4
B[12o] = 2vec(qoo * Uz * G10) = (2, —3 g)
_ 1 41 1
B([)21] = 2vec(qoo * Uz ¥ Q1) = (—ga 130’ _B)
139 343 17

B2 5 . 7 )= (139 _17
11 vec(qor * Uz * 1o + qoo * Uz % Gq1) = ( 360’ 1440 480>

18703 3743 12013
7200 7 640 5760

2 _ -~ 41 2021 5291
B([)Q] = qo1 * Uz * Qo + 2vec(qoo * Uz * Gog) = (57 ~7200° m)
359 277 11

300° " 100° 200

4009 1 253
643000° 90" 86400’

223 21 121

2407207 160

)

B[220] = qi0 * Uz * Gy + 2vec(qgoo * Uz * o) = (

B% = 2vec(quo * Uz * Qog) = (
B(%] = 2vec(qo1 * Uz * Gpa) = (

)

B[221] = 2vec(qio * Uz * Q11 + qo1 * Uz * Gag) = (
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29 1 143
800" 13 960’
89 1721 4471
B 9600’ 230400’ 691200
129 9203 7363

1600’ 64000° 192000
89 8987 94369
3456000 138240000° 1244160000
1 1199 517
180° 57600° 640
Bl = 2vec(qun * Uz + Qo) = (85;0’ - 1033064890300’ *34;12300)

B[122] = 2vec(qo1 * Uz * Gy1 + quo * Uz * Qo) = (

)

B[222] = qu1 * Uz * @y + 2vec(qoz * Uz * Gog) = (

BA[EO] = qoo * U * Gy = (

)

B[024] = qo2 * Uz * Qg = (

ngl] = 2vuec(qr1 * U % Gqg) = (

olup, Lemma 4.15. den

(u,0) = ( 12u N 185u2  887u3  2397ut A 23uv " 1077uv P 12943y 133902

w,v) = (—— — = v -

Rk 5 4 500 4000 4 200 400 720
233uv?  w?0? 290%  3wed  157v* 1 23w 8117w?  918w3  135679u?

= I i gr__ . + +
240 320 2400 320 345600° 4 5 400 125 160000

v 95luv  831uv  9203ulv + 504702 p 21uv? N 11994202 N LB N 1361uv®
2 80 100 16000 2880 20 38400 144 115200

30493v* 3 36w 4317u?  8877Twd  T214Tut 4w 203w 33u?v  7363udv

414720000 4 5 T 80 T 1000 T 160000 3 18 T 400 48000
103302 121uv?  1551u2v? A 14303 N 411 1uw’ 46701 )
960 160 12800 2880 ' 345600 13824000

23u? 359w 129wt v 1339uv  223uZv wdv  T01v? 29uw?
+ + - - b
200 1600 3 360 240 480 2400 800
9u2v? n 400903 n 157uv? 89v* 1 951u?  277u®  9203u? n 41v
640 648000 86400 3456000 8 160 100 64000 180
5047Tuv n 21u2v n 1199u3v 533902 n uv? n 1361uv?  v3  30493uv3 n 8987v*
1440 20 57600 28800 48 76800 90 10368000 = 138240000’
1 4y 203u?  11u® 73230t v 1033uv  121u%v  517udv
2473 7706 T a0 "102000 15 480 160 6400
2366902  143uv?  4111u2v® 25303 467uv’3 94369v* )

6400 960 " 230400 86400 3456000 1244160000

g2(u,v) = (2u +

U
2
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Ve

6u? N 185u®  887u*  2397uS + 2um + 23u?v N 359u3v N 129u*y 02
_bu” _ _ w _v
5 12 2000 20000 8 200 1600 6

1339uv?  223u%0?  wde? 7010 29we®  3uwPe® 40090t 157wt 890°
T 720 480 T 960 T 7200 T 2400 640 T 2592000 | 345600  17280000°

w  23u?  8117w®  459u*  135679u® v ww 95lulv  277uPv 9203utv 4102
T17 770 1200 T 250 T 800000 8 2 160 100 64000 360

5047uv?  21uZv? 1199uw3v? 533903 wed 1361uw?e® ot 30493uv? 898705

S(u,v) = (

2880 40 115200 86400 | 144 T 230400 360 41472000 691200000’
_ 3£ _ 18u? n 143943 n 8877u* n 72147ub " K n 4ﬂ _ 203u2v n 11u3w n 7363utv
4 5 80 4000 800000 24 3 96 400 192000
C 0P 1033w®  121wPe? 7517w’ N 2366903 N 143un3 N A11u*v® 253"
30 960 320 12800 259200 2880 691200 345600
467uv* 943690°

13824000 6220800000)

yiizeyi bulunur. Bkz. Sekil 4.14.

1

N;,N;) =F? - EG = —
9(N2, N1 1039973956284579840000000000000000

(49215600u* — 19686240u>v
+ 800928000u> + 4702824uv? — 210211200u?v + 2187648000u> — 546840uv>
+ 32253120uv? — 443750400uv — 352512000u + 37975v* — 138960003

+ 624960000 4 933120000 — 51840000)* < 0

oldugundan bu yiizey bir spacelike ylizeydir. Ayrica

1

18w x Su)(w,0)ll. = 355 15697200000000

(49215600u* — 19686240u>v + 800928000u* + 4702824u*v?

— 210211200u%v 4 2187648000u> — 546840uv> + 32253120uv? — 443750400uv

— 352512000 + 379750* — 1389600v% + 62496000v% + 93312000v — 51840000)*

oldugundan bu yiizey bir spacelike kuintik polinom PN yiizeyidir.
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Sekil 4.14. Spacelike Kuintik Polinom PN Yiizeyi

4.3.2. Cift Dereceli Spacelike Split Polinom PN Yiizeyinin Yapisi

(2.3) formunda verilen bir ¢(u, v) split kuaterniyon polinomundan ¢ift dereceli bir polinom PN

ylizeyi elde edebilmek i¢in (4.1) esitligi ile verilen ¢; ler birer lineer fonksiyon olarak
QOi(U, U) =o; + 5@“ + ViU, Qg 527’77, S R? 1= 17 2a 374
seklinde secilecektir. (4.16) esitliginden

Ur = ¢1) + g2k
= (0,0, 09 + Biu+ 710, g + Sou + 12v,)
= (07 07 ar, 042) + <07 07 ﬁl? ﬁ?)u + (07 07 11, 72)1)

= Ul + Ul + ol (4.79)

Ve

Us = 3] + pak
= (0,0, a3 + Bau + y3v, g + Bau + Y4v)
= (0,0, a3, aq) + (0,0, B3, Ba)u + (0,0, 73, v4)v
= U+ Ulu+ Ul (4.80)
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olup, burada

Ul = (0,0, 01, 09), UL = (0,0, 51, Ba), U01 = (0,0,71,72)

U = (0,0, a5, c4), U2 =(0,0,85,81), U2 =(0,0,73,74) (4.81)

dir. (4.17) ve (4.18) esitliklerinden

g1=qxUr*q
= g (Uy + Ulifu+ Ugv) * 7
g2 =qxUxxq (4.82)

g (U + Ullu + Ufv) «
ifadeleri elde edilir. S bir yiizey ise

E:g(Su,Su) :g(Q*Ul*aaQ*Ul*Q)
= ||CIH39(U1,U1)
= ((041 + Biu+ 71v)? + (a2 + Bou + 72“)2) HQH?f,

F =g(S.,Sy) =g(q*x Uy %q,q Uz Q)
= ||Q||39(U1,U2)

= (a1 + Bru+71v) (a3 + Bsu + 30) + (a2 + Bou + yov)(au + Bau + 740)) |||
ve

G =g(S,,S,) = g(qg*x Uz xq,qx Uz x 7)
= gl g(Us, Us)
= ((as + B3u+3v) + (g + Bau +14v)?) ||qll7 ,
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olup buradan

g(N1,N;) = F2 - EG
= —[(apaz — arag) + (—aufi + agfa + a2f3 — a1 fa)u + (—ouy1 + agy2 + aey3 — aya)v

+ (=Bam1 + Bay2 + Bays — Biya)wv + (8283 — B1Ba)u® + (2713 — y174)0?)? ||Q||§

oldugundan bu yiizey spacelikedir. (4.82) esitliginde g; in v ye gore ve go nin u ya gore kismi

tirevi alinirsa

0
%ZQU*U1*§+Q*U£11]*§+CI*U1*§U
= qux Uy %G+ g+ Uy %7 — g, * Us ¢
:vec(2qv*U1*§+q*U£i]*§)
ve
oga Us v 7 0 _ y
By = G Uaxq+qxUigxq+gxUz*7,

_al 2 — Qe
un*Uz*q+q*U1[0]*q—qu*Uz*q

= vec(2qy * Us % G+ q * Ul%} *q)
formundadir. Buradan (4.55) esitligi saglanir gerek ve yeter kosul
vec(2qy * Uy % G + q * U(Ell} % q) —vec(2qy *x Uy x G+ q * Ul[%] xq) =0
olup,
vee((2q, % Ur +q % U — 2q, % Us — g+ UR)7) = 0 (4.83)
dir. (4.83) esitligi dogrudur gerek ve yeter sart

2, # Uy + q+ Us) — 2q, % Uy — g+ U = g (4.84)

dir. Burada ¢ bir skalar fonksiyondur. (4.84) esitliginin sol tarafi u, v degiskenlerine bagh n

dereceli bir split kuaterniyon polinomu oldugundan, 1 yi 1)y sabit olarak segebiliriz. O zaman,

n+2
(4.84) esitliginde 4 kombinasyonlu kuaterniyon katsayilar1 ve U; nin 12 katsayisi

119



arasinda lineer olmayan bagintilar vardir.

4.3.2.1. Spacelike Kuartik Polinom PN Yiizeyi

(2.3) esitliginde n = 1 alindiginda

q(u,v) = qoo + qrot + qo1v
dir. (4.84) esitliginde ¢, = qo1, qu = q10, (4.79) ve (4.80) esitliklerinde yerlerine yazilirsa
1] 2]

2q01 * (UL + Ulgu + USv) = 2g01 % (UE) + Ullu + UE0) + g+ (U — UR) — o) = 0

elde edilir. Yukaridaki esitlikten asagidaki ii¢ split kuaterniyon denklemi elde edilir:

2901 * UL — 2q10 + U + qoo + (U — U — ) = 0, (4.85)
2401 * Uly) — 2q10 * ULt + qro + (U — U — ) = 0, (4.86)
2401 * US = 2q10 * US + qor  (US) = U — w0) = 0. (4.87)

(4.86) esitliginden

2qo1 * UEJ] — 2q10 * U1%] + quo * (U(%] - U1%] — o) =0

olup buradan
1]

2qo1 * U1[o = 2q10 * U1[%)] — q1o * (U(%] - Ul[?)} + o)

= q10 * (3U1[%] — U([)lﬂ + o)
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1
dir. Bu esitligin her iki tarafi soldan 5‘10_11 ile carpilirsa

1 _
Uty = _5%11 % quo % (US) — 3U58 — 1)

1
=50+ (Ugy — 3U%y — o) (4.88)
elde edilir. Benzer sekilde (4.87) esitliginden
2401 * Uby) — 2q10 * Usy + qon * (U — Uty — o) = 0

olup, bu durumda

2q10 * U([)21] = 2qo1 * U([)ll] + qo1 * (U([)ll} - Ul%] — 1)

= qo1 * (SU&] — 1%] — o)

1
dir. Bu esitligin her iki tarafi soldan qu_ol ile carpilirsa

1
Ui = 5%01 % o1 * (BUSY — UL — o)
1
=C Ve UM — Ul — ) (4.89)

elde edilir. Burada C' = (cg, c1,¢9,c3) = qal1 % qqo dir. (4.81) esitliginin (4.88) de yerine

yazilmasiyla

1
(07 Oa 517 52) = _5(007 C1,C2, C3) * (_wOa 07 Y1 — 353a Y2 — 354)
1
= *5(*00% + coy1 — 3cafs + ca3y2 — 3eafa, —c1tbo + c371 — 3c3f3 — caye + 3¢,

— catPo + 3c1y2 + 3¢1 84 + cov1 — 3cofs, —c3tho + c1y1 — 3e1fs + cova — 3cofa) (4.90)

elde edilir. Benzer sekilde (4.80) esitliginin (4.89) de yerine yazilmasiyla da

1
(070773774) = 5 ||CH (CO7 —C1, —Cs2, —63) * (¢0707 3'y1 _ 537372 _ 64)
1
= m(—cm/fo — 3cay1 + €283 — 3c3y2 + €384, c1tbo — 311 + ¢33 + 3cave — ¢34,
+ c2to + 3coy1 — coPs + ez — e1Ba, c3to — 3eryt + e1Bs + 3cv2 — cofa) (4.91)
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dir. (4.90) ve (4.91) esitliklerinde bulunan 8 denklemden olugan sistemin ¢oziilmesiyle

g = —© IC1% 4o g, = ICI% o By = (—2coc2 — c1c3)v0
g+ g) T T 2g+a) T T Ag+g)
_ (—2cpez Fciea)o  (—2coc2 4 c1e3)ibo ~ (—2cpe3 — crea)tho
S R L T @
_ —cath _ —c3tho
B 2(c3 +¢3)’ = 2(c3 + 3)
esitlikleri elde edilir. Burada c3 + ¢3 # 0 dir. Ayrica (4.85) esitliginden
2401 * Usg — 2410 * Usy + qoo * (Ugy) — Uty — ) = 0
olup burada
2qo1 * U(%] = 2q10 * Ué%] — qoo * (U(g11] - UE)} — 1)
. e - I .
dir. Esitligin her iki tarafinin soldan 500 ile carpilmasiyla
I
Usd = C * Upg — 51" * oo * (Ugy) — Usg — o) (4.93)

elde edilir. (4.93) esitliginde (4.81) in yerine yazilmasiyla

1
(0,0,041,0@) =Cx (070,063,044) - 5(]0_11 * qoo * ((070771772) - <070753aﬁ4) - (1/}0707070))

1 _
=Cx*(0,0,3,04) — 5%11 * qoo * (¢0, 0,71 — B3, 72 — Pa) (4.94)

olur. Bu durumda

1
D = (dy,d1,d2,d3) = —=q51" * qoo * (Y0, 0,71 — B3,72 — B1)

2

1 C1C3 —C1C2
= - ~1,0

2Q01 >I<qOO*( ) ’Q(C%+C§)72<C%+C§))

alinirsa (4.46) esitligi

(Oa 07 aq, OQ) =Cx* (07 07 Qasg, Oé4) + ¢OD
=C % (0,0, ag, aa) + o (do, dy, d2, d3)
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seklinde ifade edilir. Bu esitlikten

a1 = coaz — c1aq — dat)y, = craz + cooy — dat)y,
ngo + CBdl ngo — Cle

= 4.95
ara Mgz (4:99)

ag = 1y

elde edilir. 1)y parametresi herhangi bir ek serbestlik derecesi getirmemektedir ve bu ¢arpanla
elde edilen ¢(u, v) split kuaterniyon polinomudan elde edilen g; ve g, nin sadece biiyiikliigiinii
etkilemektedir.

(4.81), (4.82), (4.92) ve (4.95) esitlikleri ile birlikle Lemma 4.15. den g1, g5 ve spacelike kuartik
polinom PN yiizeyi bulunur.

Simdi ¢ + ¢3 = 0 oldugu durumu ele alalim. Bu durumun gergeklesebilmesi igin C' =

(co,c1,0,0), 1 # 0 olmalidir. (4.88) denkleminde C' = (¢, ¢1, 0, 0) yazilmasi ile

1
ol = ~Lo 0 — 30 - )

(07 07 ﬁl? ﬁ2> = _1<CO7 C1, 07 0) * (—¢07 07 T — 3537 V2 — 364)

2
1
= —5(—007#0, —c190, CoY1 — 3coPB3 — c1y2 + 3¢1 B4,
c1y1 — 3c183 + coy2 — 3coPa) (4.96)

elde edilir. (4.96) esitliginin ilk bileseninden ¢y = 0 dir. 9 = 0 alindiginda (4.84) esitligi

saglanir gerek ve yeter kosul

2qo1 * Ul[%)] — 2q10 * Ul%] + quo * (U(%] - Ul%]) =0

2qo1 * U(Ell] — 2q10 * U$21] + qo1 * (U(%] - U1[%)]) =0

dir. Burada ¢ yerine qp; * C' yazilmasi ile

201 * Ul%] — 2qo1 * C * Ul[%] + qo1 * C' (U(Ell] — Ul[%]) =0

elde edilir. Bu denklem sisteminin ¢oziilmesiyle

vl = ¢« Ul (4.97)
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ve bu sonucun (4.85) esitliginde kullanilmasiyla da

U =CxU, (4.98)
elde edilir. Dolayisiyla

Ui = C* Uy Uly = C=Ug, Uy = C*Upj

dir. co = c3 = 0 durumu i¢in (4.92) ve (4.95) esitliklerine gore daha basit bir ¢oziim elde edilir.

Bulunan sonug¢lar asagidaki lemmada 6zetlenmistir.

Lemma 4.22. n = 1 icin (2.3) esitligi ile verilen bir lineer split kuaterniyon
q(u,v) = qoo + (q10 * C)u + gorv, C = (co, 1, ca, C3)

olsun. U; ve Us, c% + cg # 0 durumunda (4.79), (4.80), (4.92) ve (4.95) esitliklerinin yardimiyla

bulunur. ¢; = ¢3 = 0 durumunda ise

UQ(U, U) - (O’ 07 Qas, 064) + C * (07 07 73, 74)“ + (O’ 07 73, 74)1)7
Ul (U, U) =Cx U2(u7 U)

dir. Bu durumda, S parametrik polinom PN yiizeyi Lemma 4.14. ile elde edilebilir.
(4.19) ifadesinde £k = 0,1 ve [ = 1,2 i¢in

B([)% = qoo * U([)g * 00>
Bglj—k)k = vee((goo * U([ll}—k)k +2qa-k)k * U([)g) *T1-kyh)>
BEZQLQIC)% = vec((q-ryk * U(gl(]) + 2qoo * U([i]fk)k) * q(1—k)k)>
BY} = 2vec(qor * Usg * Gao + qi0 % Ugi * Qoo + dor * Ui * Go),

(7] _ (7] —
B(3—3k)3k = da-k)k * U(l—k)k *d(1—k)k>

! ! ! _
BEQ]—k)(lJrk‘) = vec((qa-ry * U1£(]1fk) + 2qk(1-k) * U([l}fk:)k) *q(1-pyk) (4.99)

dir. Lemma 4.15. yardimiyla bir spacelike kuartik polinom PN yiizeyi elde edilir.
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Ornek 4.23. Kontrol noktalarindan ikisi
qdoo = (1707070)a do.1 = (271a374)

olarak belirlenir ve

segilirse c3 + ¢3 # 0 oldugundan son kontrol noktasi

qi0 = qo1 * C
4 2
— (2 1 _9 =%
(37 M 73)

elde edilir. (4.92) esitliginden

1 3 6 5)
61 — _Ea 62 w _%7 63 — 1_37ﬁ4 i %7
N Ay AW .
=Y, 72_2773_ 137 Y4 = 13

ve (4.95) esitliginden ise

L6 %
173380 "2 845
297 51
a3 = ———, 0y = ——
3 1690° ~* 7 169

sabitleri bulunur. Bulunan sabitlerin (4.79) ve (4.80) de yerine konulmasiyla

Uy = U + Ul + Ufv

69 93 1 1
— (0,0 0

09 00— (0,00~
0 aagrgag) T (0.0, =33, =56 u +(0,0,0,5)

A%~

Uy = U + UPu + Ul

297 51 12
= (0,0,

18
e =22 —2.1
o 16) + (0.0, Jut (0,0,-2,1)0

137 13
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elde edilir. Ayrica (4.99) esitliginden

69 93

3387 845

B%ﬂ = qoo * U[[)(l)] * Qoo = (

602 581 389
845° 845’1690
822 504 2279
845’ 345’ 1600

B = vee((qoo * ULY + 210 * U * Ggo) = ( )

Bl = vee((qo0 * U + 2g01 * UY) * Goo) = (

1280 1255 70
169 * 169 ’ 39

)

B[lll] = 2vec(qo * U(%] * Q1o T quo * U([ﬁ] * Qoo + go1 * U1[(1)} *Goo) = (

48 703 21
“T69° 160" 65’
534 1724 164
160 8157 65

B[ng = vec((quo * U(gg + 2qo0 * UE)]) *q10) = (

B3 = vee((gor * Ul + 200 * US) ¥ @gy) = (—

)

a7
1177 1177 2

Bz[’,lo] = q10 * UE)] * Q1o = (

BS?J =dqo1 * Utgll] >I<601 = (_107 _147 _2)

r 10 10 5
BY = vee((quo * US + 2q01 # UL * qy0) = (Bv T 5)
190 356
Bl = vee((qor * ULy + 2q10 * US) % 1) = ( 3)

397397
ve

297 51

1690’ @)

B% = Qoo * U(%] * Qoo = (0,

822 504 2279

845’ 345’ 1690
2718 1884 447

TS5 815845

BY = vee((qoo * ULy + 2q10 * Ujy) * Goo) = (

BY) = vee((go0 UL + 2q01 * US)) * Ggo) = (

)

534 1724 164

169" 815 65

B[121] = 2vec(qo1 * U(%] * Q10+ qio * Ug] * Qoo 1 go1 * Ul[?]] * Qo) = (
9%9 1255 §§
169’ 338 " 39
1161 1881 66

BL) = vee((qio * Uy + 2400 + Ulg ) % @10) = ( )

By = vee((qon * Uy + 200 * Ugt) # G1) = (=60 =607~ 13)
B = i U2« ) = (30 50 2)

By = qo1 * Upy * Qo1 = (%; %724)

BE] = vec((ano « U + 2001+ UR) £ 10 = (— 50— 55+ )

B = vee((gor + U + 2q10 * U + Gyy) = (—30, —42, —6)
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bulunur. Lemma 4.15. den

602u  48u? 70u? 822v 1280uv 10u2v 53402 190uv? 3
g1(wv) = (g =60 ~ 117 T 815 T 160 T 13 160 T 30 W
69 581w 703uw? 47w 504v  1255wwv  10uPv 172402 356uv?
Ta38 T Rap T 1690 117 845 169 13 845 39
983 389w 21u® w® 2279 TOuwv Sulv 16402 )
~ e oo T 65 2 Tiee0 T30 Tz e oW %)
822u  640u?  10u® 2718y  1068uv  190u’v  1161v? 5 24003
e(wv) = (gt 6 Y 39 "3 160 T 39 169 Wt 3o
207 504w 1255u?  10u®  1884v  3448uv  356uv 188102 )
- + + - - - + - — 48uv
1690 845 338 39 845 845 39 169

3840 51 2279u  35u®  5u®  44Tv 378w P 6?;2 ~bu? 1 2409)

13 169 T 1600 T 39 T2 845 65

Ve

301u?  16u®  35u*  822uw iy 640uv i 10uv _ 135902 B 534uv?

S = r -
() =355 ~ 160 234 © sa5 169 39 845 169
95u?v?  387v3 5 64vt 69w 581u? 703w 4Tut 297w
+ — — 10uw® + A= + - — —
39 169 13 77338 ' 1690 5070 468 1690
504uv  1255u%v  10udv 94207  1724ww?  178u%0? 62707 3
=+ = = — + — — 14uv
845 338 39 845 845 39 169
96v* 93u 389u24+_ZEE yf<+_51uv +»35u204+ Sudv  447v% 164uv?
13 7845 3380 65 8 169 39 6 1690 65
3uZv? 2203
ey aesr 2 3 4
5 13 uv” + 6v°)

ylizeyi bulunur. Bkz. Sekil 4.15. Yiizeyin birinci temel formunun katsayilari

~(—5u? + u(300 + 8) + 120(1 — 5v) + 3)?(325u? — 30u(65v + 32) + 5v(845v + 372) + 909)

E ;
152100
F:_}—&R+u@w+@)+mm1—&o+$%w&ﬂ—uuww+ﬁmy+w@mw+1my+m
30420 '
G:(fmﬁ+u@%+8)+UM17&0+3VMﬂ&ﬂAV&Wer#U+7%M&mf1@+2%D
152100
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Ve

g(N1,N;) = F? - EG

1

= — oo e (1368 — 2_1 _ 272
23134410000( 368 — 930u + 650u 5750 — 3900uv + 7800v7)

(3 + 8u — 5u? + 120 + 30uv — 60v3)* < 0
oldugundan yiizeyimiz spacelike yiizeydir. Ayrica

_ 1 2 2
[1(Su x Sy)(u,v)]], = 59100 |1368 — 930u + 650u” — 1575v — 3900uv + 78000

(3 + 8u — 5u® + 12v + 30uv — 60v?)?

oldugundan bu yiizey bir spacelike kuartik polinom PN yiizeyidir.

Y

Sekil 4.15. Spacelike Kuartik Polinom PN Yiizeyi

4.3.2.2. Ozel Cift Dereceli Spacelike Polinom PN Yiizeyleri

(4.84) esitligini saglayan n. dereceden ¢ split kuaterniyonunun g;; katsayilar1 arasinda bazi
bagintilar vardir.
n = 1 durumu i¢in ¢y = 0 ve ¢; # 0 olmak iizere C' = (cy, c1, 0, 0) split kuaterniyonu i¢in

(4.97) ve (4.98) esitliklerini saglayan U; ve U, lineer kuaterniyon polinomlarini ele alalim. Bu
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durumda (4.84) esitliginde )y = 0 ve g190 = qo1 * C esitliklerinin yerine yazilmasiyla
2q01*C*U2—2q01*C*U2+C]*(U(g11]—Ul%]):()

olup, buradan
a* (Ui —Usg) =0

dir. Dolayisiyla

(Ul)v = (UQ)u

elde edilir.

Teorem 4.24. (2.3) esitligi ile verilen split kuaterniyon polinomundaki katsayilar ¢; # 0 olmak

tizere C' = (¢, ¢1, 0, 0) split kuaterniyonu i¢in
(.]+1)QZ(j+1)*C: <Z+1)Q(Z+1)j7 Z:0717 7n_17.7:0717 7n_z_1
ve

UQ(U, U) = <O7 07 ag, 064) + C x (07 07 735 74)“’ + (07 07 73, 74)1)
Ur(u,v) = C x Us(u,v)

esitlikleri saglansin. Bu durumda, (4.82) esitligi ve Lemma 4.14. ile tamimlanan parametrik S

yiizeyi birim normali N = e; olan 2n + 2 dereceli bir polinom PN yiizeyidir.
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4.4. Spacelike Polinom PN Yiizeyinin Ortalama Egriligi

(4.62), (4.79) ve (4.80) esitlileri ile tanimlanan U; ve Us vektorlerini ele alalim. (4.54) esitli§inden

tiiretilen bir spacelike polinom PN yiizeyinin birinci temel formunun katsayilari

E = g (Su’ Su)
=g(gx U1 xq,q+x Uy x7q)
= HQHiQ(UlaUl)

4 2
= llalls U115,

F= g (Sw Sv)
= g(q* Uy % q,q% Uy %)
= |lq||% g(U, Un),

G = g (Sv7 Sv)
=g(qx Uz xq,q* Uy *7q)
= |lq||% g(Us, Us)

4 2
= [lalls 1021l

ve ikinci temel formun katsayilari

= (vec[(2qy * Uy + q * (U1)y) xq|,N),

m = g (Syu, N)
= (vec[(2qy * Ur 4 q * (U1)y) x ], N)
= g (Spu, N)
= (vec[(2qu * Uy + q % (Uz)u) % g, N)
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n=g (va7 N)
— (UGC[(2(]U x Uy + q * (U2>v) * 6]7 N) )

dir. Burada N spacelike polinom PN yiizeyinin birim normaldir. Bir sonra ki Lemma, Teorem
4.16. ve Teorem 4.24. ii saglayan bir polinom PN yiizeyi i¢in ortalama egrilik fonksiyonunu

ifade eder.

Lemma 4.25. Tek dereceli split polinom PN yiizeyi icin Teorem 4.16. ve cift dereceli split
polinom PN yiizeyi icin Teorem 4.24. saglansin. O zaman, bu polinom PN yiizeylerinin ortalama

egrilikleri 6zdes olarak sifirdir.
Ispat. Ortalama egrilik 6zdes olarak sifirdir gerek ve yeter kosul En + G1 — 2Fm = 0 dir.

En = [|g||2 |U1]? g (vec[(2gy * Uz + g % (Us),) * ], N)
= g2 101112 g (vecl(2qu * Uy % U % Uy + g % (Uz)y) * ), N)

U _
= llall2 1U101Z g (1166[(2% * Uy * W * Uy + g % (Ua)y) * Q],N>
A

= —2|lq||1 g (vee(gu * Uy # Ty % Uz % 3),N) + [lgll, 10|12 g (vee(q  (Uz), * ), N),

Gl = |lq||% [ U2]1Z g (vec|(2qu + Ur + g+ (Ur)) @), N)
= llall; U212 g (vecl(2qu * Uz x Uy ' % Us + g  (Uh)a) * @, N)

U _
= Jlallz U=l g (veC[(un * Uy * ﬁ *Ur 4 g+ (Un)u) * qLN)
AR

= —2qll2 g (vec(qu * Uz Uz * Uy % 9),N) + ez [la]l% [ U212 g (vee(q * (U1)u * ), N)
ve

—2Fm = —2||q||? g (U1, Us) (vec|(2qy * Uy + q % (U1),) * q), N)

= —4|q||2 g (U1, U2) g (vec(qy * Uy %), N) = 2||q|ls g (U1, Us) g (vec(q * (Ur), *7), N))
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esitlikleri yardimiyla

En+ Gl - 2Fm =2||¢|!g (veclgy * Uy % (U Uy — UyUy — 2g (Uy, Us))ql, N))

+ a9 (WC[Q(Q UL (U2)o + €2 |07 (Ur)u — 29(Un, UQ)(Ul)v)Q],N)

dir. Bu esitligin sifir oldugunu gostermek icin esitligin sagindaki iki terimin ayri ayr sifir

oldugunu gosterilmelidir. Ilk terim icin,

—71* UQ_E* Uq —2g(U1,U2) =U1xUsy+ Uy x U4 —29(U1,U2)
=g (U1,U2) + Uy x Uz + g (U1, Uz) + Uz x Uy — 2g (U1, Us)

=0

dir. Diger terim ise tek dereceli yiizeylerde U; ve U sabit kuaterniyon oldugunda sifirdir.

Cift dereceli yiizeyler de ise U; = C' x Uy ve (Uy), = (Uz),, esitlikleri kullanilarak

10111 (U2)w + 102112 (U1)u = 29(Us, U2)(Ur) = U113 C " % (U2)u + |U2]Z C * (U2)u — 29(Us, U2) (U2)u

= [JU1[12 Uz % Uy~ + ||U2]|3 Ur % Ua ™" = 2g(Un, Ua)] * (Us)u

Uy

W + [|U2]13 Uy =
AT

= [[|1]|} Uz = 29(Ur,U2) | * (U2)u

Us
— sz
= [~U1 % Uz — Uz x U — 29 (U1, U2)] * (U2)u
= [Ur % Uz + Uz * Uy — 2g (U1, U2)] * (Uz)u
=19 (U1,U2) + Ur x Uz + g (U1,U2) + Uz x Ur = 29 (Ur, U2)] * (U2)u

=0

elde edilir. Bu durumda, cift dereceli polinom PN yiizeyleri i¢in de ispat tamamlanir.

Ornek 4.26. Kontrol noktalarindan ikisi
qdoo = (1707070)7 qdo1 = (_47_57374)

veE
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secilirse, co = c3 = 0 oldugundan son kontrol noktasi

q10 = qo1 * C
__(31 25 31 __7)
Y6 127127 2

olarak elde edilir. (2.3) esitliginden

q = qoo + q10u + qo1v
31lu 25u 31u Tu

= (e — v+ 1, - — By, S+ 3u, Ay — —
(6 v+,12 v,12+v,v )

dir. (4.97) esitliginden

o=l
49 1

=0.0.-77°3

)

olup (4.79) esitliginde yerine yazilmasi ile

Uy = U + U+ Ul
49 v 1 u v 1

_ (o 2w, v, tu, v 1
0.0 -7+t T3gt373)

elde edilir. (4.98) esitliginden de

U1:C*U2

Mu 490 11 17u v 1
+-+2)

= (0.0, —— — it
(0,0, 576 144+72 54 8 2

-, —

bulunur. (4.82) esitliginden

g1 =q*xU1 xq
_ (1677125u3 N 36125u°v  58993u®  17375uv? N 1207uv 263 N 62503 N 25402
124416 3456 2592 288 216 72 72 9
1617851’ 47203u’v N 19495u2 N 17441uv®  965uv N 6295u  527v®  85v°
124416 3456 864 288 216 1728 72 3
B 81121u3 N 4237u2v N 48617u> N 511uv? 3979w N 607u 6703 B 22702 389
15552 432 10368 36 432 144 9 72 72
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Ve

g2 =q*xUzxq
:(%ﬂ%u3_1WW&FU+1ﬂﬁﬁ_%&&w2+5%uv_}@£+1%m3_6h9+6v
10368 288 432 24 9 9 6 3 ’
7M%M3+NMM%79%ﬁ75Ww27N%v+§yilmﬁ+ﬁ%27§§+l
10368 288 432 24 3 16 6 3 12 2’
mmﬁ+5nwv_wwm_6mﬁ_2mw_qwu_gf+w#_m_l)
1296 36 864 3 36 72 3 6 3

dir. Lemma 4.14. den

1677125u*  36125uwlv  58993uw3  17375u’v? N 1207u2v B 263u? N 625uv® N 508uv?

Swv)=("pore6s * Thisa 76 2ss 216 144 36 9
32w +_125v4 _6T? 32 _ 1617851u* 47203u3v_+ 19495u3_+ 17441u*0® 9650w
9 24 9 T 497664 5184 2592 288 216
6295u°  52Tuv® 170uu2+ 55uv +7113 47131v4‘+ 650° 8507 +3’81121114+ 4237u3v
3456 36 3 8 72 24 9 24 27 62208 648
%mm3+mm%2_wmwv+mm2_BM&_2WW2_%%v+g_f+4%§ﬂﬂ_%
31104 36 432 288 9 36 36 2 3 18 3

yiizeyi bulunur. Bkz. Sekil 4.16. Yiizeyin birinci temel formunun katsayilari

1m(mmﬂ+uw377mo+9af4m%2@n&ﬁ77m4%u+1my+mqmmw+4y+mn

E= 241864704 ’
B (mmﬂ+u@3—7mo+9u—4m%2@m&ﬂ—7%4%v+1ﬂ)+1%@4%v+4y+m»
6718464
_(mmﬂ+u@377mg+9uf4m%2@m&ﬁ77m4%v+1my+mqmmw+4y+m»
1679616

ve ylizeyin ikinci temel formunun katsayilar

—9125u — 9000v + 18936

1 —
5184 ’
128 — 125u + 250v
m = ,
72
125
n=—6+—r

36

dir. Buradan

En+Gl—-2Fm =0
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Ve

g(N1,N;) = F> - EG

25 (109u? + w(93 — 720) + 9(1 — 4v)2)* (2725u2 — 72u(250 + 122) + 144(v(250 + 4) + 52))
101559956668416

oldugundan yiizeyimiz spacelike maksimal yiizeydir. Ayrica

75(mmﬁ+u®3—7mo+9u—4m%2pm&ﬂ—7%4%u+1%)+1@@4%v+4y+mﬂ

[|(Su x Sy)(u,v)||, = 10077696

oldugundan bu yiizey bir 6zel spacelike kuartik polinom PN yiizeyidir.

Sekil 4.16. Ozel Spacelike Kuartik Polinom PN Yiizeyi
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