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SIMGELER VE KISALTMALAR
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: Genellestirilmis kesirli integral operatorii

: Riemann-Liouville kesirli integral operatorii

: Riemann-Liouville tipli kesirli integral operatériiniin g-analogu



1 GIRIS

g-analiz 1740’1 yillarda ilk olarak calisilmaya basglanmigtir. Daha sonraki
yillarda Euler, analitik say1 teorisi olarak da bilinen boliim teorisini baglatmigtir.
Euler tarafindan yazilan Latince eserler 1800’lii yillarin baginda Jakobi baghg al-
tinda yayinlanmig olup 1829 yilinda Jacobi ( Gaus-Jacobi ) tarafindan verilen teta
ve eliptik fonksiyonlar genel olarak g-analize esdegerdir.

Son yillarda kuantum hesab1 (g-calculus) aktif olarak gelistirildi. Birgok
siirekli bilimsel problem, g-calculus adini kullanarak onun fark versiyonlarina sahip-
tir. g-calculus, kombinasyonlarda, 6zel fonksiyonlarda, fraktallarda, dinamik sistem-
lerde, sayilar teorisinde, hesaplama yontemlerinde, kuantum mekaniginde, bilgisayar
teknolojisinde ve birgok bilimsel alanda uygulamasi mevcuttur [2, 11, 10, 12, 17].

Simdiye kadar, klasik analizden elde edilen birgok esitsizliklerin g-analoglar
hesaplanmig olup ancak Hardy-tipli g-esitsizlikleri son yillarda incelenmeye baglan-
mugtir [14, 21, 18, 26, 27]. Hardy esitsizligi ve gesitli genellegtirmeleri klasik ana-
lizde 6nemli bir rol oynamaktadir. Bu nedenle, son elli yi1l boyunca bircok uzayda
Hardy ve Hardy tipi esitsizlikleri ile ilgili bilimsel makaler yaymlanmigtir [19, 20].
Simdiye kadar klasik analizden elde edilen bir¢ok esitsizliklerin g-analoglar1 hesap-
lanmig olup ancak Hardy tipli g-esitsizlikleri yeni bir arastirma konusu olmusgtur
[14, 21, 18, 26, 27].

1910 yilinda F.H. Jackson, g-tiirevini ve g-integralini tanmimladi [16]. Bu, ¢-
analizinin basglangici oldu. Son yillarda g-analize ilgi oldukca artmaya baglamigtir.
g-analiz, bilgisayar bilimleri, kuantum mekanigi ve kuantum fizigi gibi baz uygula-
mali alanlarda bilimsel problemler i¢in ve matematigin cesitli alanlarinda, 6rnegin
dinamik sistemler, say1 teorisi, kombinasyon, 6zel fonksiyonlar, fraktallar ve sayisiz
birgok uygulama alanina sahiptir [1, 8, 10, 11, 12]. g¢-analizde integral esitsizlik-
leri ile ilgili ilk sonuglar 2004 yilinda Gauchman [14] tarafindan ispatlanmig olup

daha sonra baz klasik esitsizliklerinin g-analoglar1 ispatlanmigtir [18, 21, 26, 27].



2014 yilinda Maligranda [20] tarafindan klasik Hardy esitsizliginin g-analogunu is-
patlayarak Hardy'nin 19257teki orijinal esitsizliginin daha da gelistirilmesi biiyiik
oranda saglanmigtir [19, 20]. Dolayisiyla, Hardy tipli esitsizliklerinin hangilerinin
g-analoglarina sahip olduklarini arastirmak yeni bir aragtirma alani gibi goriiniiyor.

Persson ve Shaimardan [24] n € N de Riemann-Liouville kesirli integral opera-
tori i¢in bazi Hardy tipli esitsizliklerin g-analogunu ve negatif olmayan reel sayilarda
bu esitsizliklerin gerceklendigi gerek ve yeter kogullar1 bulmuslardir.

Bu yiiksek lisans tezinde, g-analiz, Hardy tipli esitsizliklerin g-analoglari,
g-integral operatorleri ve bazi uygulamalar: incelenmistir. Bu tez caligmasi dort
boliimden olugsmaktadir. Birinci boliim girig kismudir. Ikinei béliimde, g-analizin
bazi temel tanim ve kavramlarima yer verilmistir. Ugiincii boliimde, Hardy tipli esit-
sizliklerin g-analoglar1 incelenmistir. Son béliimde, g-integral operatorleri ve bazi
uygulamalarinda ise g-Riemann-Liouville operatorii ve g-Kesirli integral operatorii

ile ilgili sonuglara yer verilmigtir.



2 ¢-ANALIZ

Bu béliimde g-analizdeki bazi 6nemli tanim ve natosyonlara ve klasik analiz-

deki bazi tanim ve teoremlerin g-analoglarina kisaca yer verilmigtir.

2.1 g¢-Analizde Temel Kavramlar

Tanim 2.1.1 ¢ > 0 ve n € N olsun.

g {97 "

seklinde tanimlanan [n], esitligine g-tamsayisi denir.

Ayrica A € R ise [\, ifadesine g-reel say1 denir [5].

Tanim 2.1.2 ¢ > 0 ve n € N olsun. g¢-faktoriyeli,

seklinde tanimlanir [5].
Tanim 2.1.3 n, k € N olsun.¢-binom katsayilari,

{”] I L (2.3)
kl,  [Klln =& "=~ '

seklinde tanimlanir [5].

g-binom katsayis1 agagidaki esitlikleri saglar;

v R R &

ve

HIE I PN



a reel bir say1, n dogal say1 olmak iizere faktoriyellerin g-analoglar1 asagidaki

gibi tanimlanir [5]:

Tanim 2.1.4

==L, geR\{1},

2n — 1,1l = H 1],, ¢ € R"\{1},

k=

—_

= ﬁ 2k, q € RT\{1}

k=1

(2.6)

(2.7)

(2.8)

(2.9)

(2.10)

Tezde sik kulanilacak Pochhammer semboliiniin (g-shifted faktoriyel) g-analogu

(a;q)o =1

n—1

(a;q)n = JJ (1 — ag™)

m=0

(a; )00 = ] (1 — ag™)

11].

(2.11)

(2.12)

(2.13)

(2.14)



Tanim 2.1.5 Polinomlarin g-analoglar1 asagidaki gibi ifade edilir;

wo_ J Atz (I+gr)--(1+¢" ), n=12..,
u+xhﬁ_{1 Ay (2.15)
no.__ 1 , = 0,
Ak (P AR S
ve
(z—a)y™ =(x—a))(z—q"a);, n,m=012--. (2.17)

Ayrica, x >t > 0 ise bu durumda k € NU {oo}’ daki (z — ¢)* polinomunun

ve a € R’ daki (x — t)* genellestirilmig polinomun g-analogu sirasiyla

(x—1t)g = xk(é; ) (2.18)
(x—1t)g = x“(é; ?a (2.19)

olarak tanimlanir [11].

Tanim 2.1.6 Gauss binom formiili;

(x+a); = Z {?] PUD\2gd g (2.20)
=0 q

Teorem 2.1.7 ) kompleks diizlemde bir bolge olsun ve €2’ da holomorfik fonksi-
yonlar H(Q) ile tammmlansin. f, € H(Q), n = 1,2,3,...,n9 olmak iizere f,, ' nin

herhangi bir birleseninde de ayni 0 dir ve

o0

D 11— ful2)] (2.21)

n=1

serisi 2" min kompakt alt kiimeleri {izerinde diizgiin yakinsak olsun. Bu durumda

f) =11/ (2.22)

sonsuz carpani {2 nin kompakt alt kiimeleri iizerinde diizgiin yakinsaktir. Boylece,

feH[11].



Tanim 2.1.8 Asagidaki fonksiyonlarin tiimii holomorfiktir:

(@)= [J(A=¢""), O0<lgl <1, (2.23)
(@;0)oc = [J (1 = ag™) , 0<lql <1 (2.24)

3
Il
o

11].

Uyar: 2.1.9 a, (2.23) esitliginde negatif bir tamsay1 ise sonug sifir olacaktir ve bun-
dan dolay1 sonsuz carpanlarda bu durum gergeklestiginde dikkat edilmelidir. Bazen

pay ve payda da iki durum gerceklestigi zaman bir limit durumu s6z konusudur.

0 < |g| < 1 durumunda (a; q) ya da (a; q)s formiillerinden biri gergeklenir,

Fakat

¢ #0, g >1

olmasi durumunda ise (2.23) esitligi waksaktir [11].

Teorem 2.1.10 0 < |g| < 1 igin agagidaki formiiller dogrudur:

(a; @) oc
a;q), = —— 2 2.25
(%) {a+n;qte (2.25)
- 1 (@™ @)oo
aqg " q)n = = 2.26
( ) (@9)-n  (a;9)c0 (2.26)
[11].
ispat. 1Spat tanimdan aciktir. [

Tanim 2.1.11 (a — b)* kuvvetinin g-analogu

(a—b)) =1, keN,



ve

(1-b)7
(1=0b) = —aqoo Vb aeR (2.27)
I (1 —4q b)q
seklinde tanimlanir. Ayrica
(1—-0)% 1 Vb aeR (2.28)
— = , , .
q (1 _ qab);a

seklinde ifade edilir [11].

Tanim 2.1.12 Klasik analizde, |z| < 1 ve Va,b,c € C igin hipergeometrik fonksi-

yonu (Gaussian Fonksiyonu)

(a)o=1, (a),=ala+1)---(a+n—-1), n>0

seklinde tammlanan (a),, Pochhammer sembolii olmak iizere kuvvet serileri tarafin-

dan

At =3 Gele?

n=0

olacak sekilde tanimlanir.

B, Beta fonksiyonu ise bu durumda Re(c) > Re(b) > 0 olmak iizere hiperge-

ometrik fonksiyon

1
1
QF]_(CL - 17 b7 G, Z) = m/xb_l(l _ x)c_b—].(l _ Zx)Q—adx
’ 0
dir.
b = ¢ oldugunda ise
2Fi(a—1,b;b;2) = (1 —2)*"

dir [11].



Tanim 2.1.13 g-hipergeometrik fonksiyon

Simdi, g-hipergeometrik fonksiyonlar: ile hesaplanmasi i¢in baz1 basit temel

ozellikleri verelim.

Teorem 2.1.14 ¢ # 0 ve g # ¥ t € Q igin agagidaki formiiller gergeklenir;

(—a+1=n;q)n = (a;q)n(—1)"q” @, (2.30)
{a;q}n kq(I;Hk(l*a*n)
@ahos = sty , 231)
(a+ K qYnoy, = {<Z Zﬁ’ (2.32)
{a+nlqy, = {a; Q}’“?i?;; K3 n2 1 = 02t k) (2.33)
0+ 2l = L0 2.3)
(a; @)mla — 15 @)2n = (@; @)nla — 15 @)mla +m — n;q)n, (2.35)
i
. kq —nk

(=5 q)p = %(_m <2> , (2.36)

v Aa gl —aig)a
{a—n;qhe = Catl Fighug™® (2.37)

(a;@)n(l — a; @)k ok
(I—a—niqgla—kigha © (2.58)

{11 = b} prmia — k5 qhe _ k(a—b

T kanl - aab—Fge © (2:39)
O A N I (2.40)

11].



Ispat. (2.30) nin ispati:

LHS=(1—q¢ "1 —q ") (1=q%),

RHS = (1 — qa)(l — qa+1) ce (1 _ qa+n—1)(_1)nq—na—(0+1+2+~..+(n_1))

=(1-¢1-q¢“ ") (1—¢g* ") =LHS.

(2.31)’ nin ispatu:

n > k icin

LHS = (1 . q“)(l i qa—i-l) . (1 e qa—&-n—k—l)’

(1 _ qa)(l s qa+1) . (1 i qa+n71>(_1)qu(lfa)+0+l+2+~-~+(k71)

RHS =
1-g)(1—q) (1—q)g™*
. (1 —qa)(l_qa—‘rl).,,('l._qa—kn—l) B
= (1 _ qa+n—1)(1 _ anrn,Q) . (1 _ qa+nfk) =LHS.
n < k icin

LHS = ((1 = ¢ ")(1 — ¢ ). (1-¢*")"" = RHS.

(2.33) ve (2.34) ifadelerinin ispati, (2.12) tammmindan ve (2.36) ifadesinden

10



agsagidaki gibi kolayca ispatlanir;

LHS =(1—q¢ ™)1 —¢ ") (1—¢ T

Y

(1= q)(1—¢q?) - (1 — q)(—1)kgOt1H2+(k=D)

filt s = (1—=q@)(1—=¢?) - (1—qgF)g*

(1 _ qnkarl)(l _ qnfk+2) L. (1 _ qn)(_l)kq0+1+2+"'+(k71)
nk
q

= (" =g =) (L O W)

(2.37) ispaty:

LHS = (1 s qa—n)(l _ qa—n+1) Al (1 _d qa—n+k—1)

Q=) =gt (A=A =g ) =) (1= g™
RHS = (1 — gati=k)(1 — g—at2=k) ... (1 — gn—a—k)qnk

(1—g)d =g (A= N = D@ =1 (" = 1)
(g — ¢*) (g2 = ¢*) - (" — ¢")

(1 _ qa)(l _ qa—i-l) . (1 _ qa—i-k—l)(l _ qa—l)(q _ qa—l) . (qn—l _ qa—l)
(=g D)lg =g 1) (g T = )

(1 _ q“)(l _ qa—i-l) .. (1 _ qa-i-k—l)(l _ qa—l)(l _ qa—2) . (1 . qa_n)
(1 — qoth=1)(1 — gath=2) ... (1 — goth—n)

=LHS.

Tanim 2.1.15 (Hélder-Rogers esitsizligi) p, ¢ > 1 igin %—i—% =1 olsun. |g(z)| =

11



c|f(x)[P~! esitligi olmak {izere integral igin Holder esitsizligi

b

[1s@g@ids < | [1fpas] | [ o] (2.41)

a

seklinde tanimlanir. p = ¢ = 2 secilirse bu esitsizlige, Schwarz esitsizligi denir.

Benzer sekilde |by,| = c|a|P~! olmak iizere seriler igin Holder esitsizligi

zn: |arbi| < (Zn: IakV’)l\p(Xn: ybk|Q>1\q (2.42)

k=1 k=1 k=1

seklinde ifade edilir. p = g = 2 segilirse bu egitsizlige, Cauchy esitsizligi denir [15].

12



2.2 ¢-Tiirevi

Klasik analizde f fonksiyonunun tiirevi

df_(fl?): lim f(zo) — f()

2.43
dx z—T0 To— T ( )

seklinde tanimlanir. Eger xg = qz secilirse f fonksiyonunun tiirevi mevcut degildir.
Matematik bilim diinyasinda bu tiirevin taniml olmasi i¢in ¢ -tiirev tanimina gerek
duyulmustur. g¢-tiirev taniminin farklh versiyonlari Euler ve Heine tarafindan tanim-
landi. Ancak g-tiirevi tam olarak Jackson tarafindan 1908’de tanimlanmigtir.
g-analizde tiirev ve integraller klasik anlamdakilere benzer sekilde bir ¢ reel
parametresine bagl olarak tanimlanmaktadir. Ancak limit olarak ¢ — 1’e yak-

lasiminda klasik anlamdaki sonuclar elde edilmektedir.

Ornegin;
1 — A
A, = q, 0<g<l1l, AeR
L—gq
oldugundan
1— A
lim =L =
=1 1—gq

olur.

Tanim 2.2.1 (¢- diferensiyel) f siirekli reel bir fonksiyonun g¢-diferensiyeli

Dqf(x) = f(qz) — f()

seklinde tanimlanir [11].

13



Tanim 2.2.2 (g-tiirev) f siirekli reel bir fonksiyon olsun. f fonksiyonunun g-tiirevi

(Hel -l g e RA\{1}, 2 # 0 ise,

(Def)(@) =14 L(z), ¢=1ise, (2.44)

40), x=0ise

\dx

seklinde tanimlanir.

g-diferensiyel operatorii degigken ile ifade edilmesi istenirse
(Dq,mf)(x, y)

seklinde yazilir.

f fonksiyonu = degiskenine gore diferensiyellebilirse

liny(D, )(o)  limg £5 =114 (2.45)
o
= i

11].

Ornek 2.2.3 f(z) = az™, n € Z* olsun.

Dylaa) = (¢— Dz
-1
— Oéq n—1
qg—1

[n], == q::ll seklinde secilirse boylece

Dy(az™) = aln]a™

elde edilir.

14



Ornek 2.2.4

o x _<qx)a

(1 —q%)

z(1—q)

= [a]qmo‘_l, aeR
Ornek 2.2.5
1 1
D,logz = qu—, 0<g<l, x>0

q—1zx

g-tiirevinin baz 6zellikleri ispatsiz olarak asagidaki lemma ile verilmigtir:

Lemma 2.2.6 f ve g siirekli reel fonksiyonlar olsun.

Dy(f(x) + g(x)) = Dy f(2) + Deg() (2.46)
Dy(f(x)g(x)) = Dyf(2)g(x) + f(qr)Dyg(2) (2.47)
Dy(f()g(x)) = Dyf(2)g(qr) + f(x)Dyg(2) (2.48)

Dq(f(a:)) _ 9(x)Dy f(x) — f(x)Dqg(x)7 g(qz)g(z) # 0. (2.49)

9(qz)g(z)
Klasik analizden bilinen Taylor formiiliinii (2.44) ifadesinin sag tarafina uygu-

lanirsa

o0

D) =3 At (2.50)

g-differensiyel operatorii elde edilir. Boylece f fonksiyonu analitiktir [11].

15



Lemma 2.2.7 (¢-tiirevi i¢in Zincir Kurali) ¢ fonksiyonu g(x) # 0 ve g(qz) #

g(z) ozelliklerine sahip olsun. Bu durumda

Dq(fog)(z) = (Dawan (f))(g(x)) x Dq(g)(x) (2.51)

g(z)

11].

Lemma 2.2.8 D, bir lineer operatordiir. Yani a ve b sabitleri i¢in

D, (af(z) + by(a)) = 202 F bg(éx)_—l)c; f () — by(x)

= aDqf(x) + bDqg(x)

[5]-

Tanim 2.2.9 g¢-tiirev operatorii i¢in Leibniz kural

DY (1)) = 30| | DI D Hgta)

[5].
Onerme 2.2.10 n > 0 icin

D,(1+ x)g = [n], (1 + qa:)g_l

[5].
ispat. g-tiirevin tanimina gore,

(1+ qx)g -1+ :U)Z
(¢— 1z

_ il +¢"z —(1+2)})
= (L +ao); (¢ -1z

Dq(l + I)Z =

= [nly(1 + qu)g™

16



bulunur. (2.49) ifadesinden

Dq{%}:_ D,(1+ )z

L+ x)p (1 +qo)p(l+z)n
[n],
(14 q¢rx)(1+ a:)g
[n,

(1+ x)gﬂ

elde edilir. ]
2.3 ¢-Antitiirev

Klasik analizde oldugu gibi, ¢-tiirev de bir g-antitiireve sahiptir.
Tamim 2.3.1 (¢g-antitiirevi) D, F'(z) = f(x) ise F’ fonksiyonuna f’in bir g-antitiirevi

denir ve

F(zx) := /f(x)dqx
seklinde ifade edilir [23].

Klasik analizde oldugu gibi herhangi bir fonksiyonun birden fazla g-antitiireve sahip
olmasi miimkiindiir. Dolayisiyla, F' fonksiyonu g¢-antitiirevden daha c¢ok bir g¢-
antitiirev gibi tanimlanir.

Her ne kadar bir fonksiyonun g-antiiirevi tek olmasa da, ¢ € (0,1)’ deki bir

fonksiyona bir sabit eklenerek x = 0’ da siirekli bir g-antitiirev oldugu ispatlanabilir.

Teorem 2.3.2 Eger 0 < g < 1 ise , bu durumda, bir sabit eklenerek,herhangi bir f

fonsiyonu x = 0 ’da siirekli en fazla bir g-antitiireve sahiptir [23].

Ispat. Kabul edelim ki F; ve F, f fonksiyonunun z = 0 da siirekli iki g-antitiirevi
ve ®(x) = Fi(x) — Fy(x) olsun. Belirtelim ki & fonksiyonu z = 0 ’da siirekli ve
O(qr) = ®(x) *dir. Ciinkii dg®(x) = 0 'dur.

® fonksiyonu z = 0 da siirekli oldugundan Ve > 0,35 > 0 dyle ki Vz € [0, ¢],

B(z) € [B(0) — ¢, B(0) + €.

17



Bazi N > 0 igin ¢N < 6 ve ®(qz) = ®(z) — ®(¢"z) = ®(x) oldugundan
O(x), ©(0) keyfi yakinsak olup ®(x) = ¢(0).

2.4 Jackson integrali ve Ozellikleri

[ fonksiyonun g-antitiirevi bir F* fonksiyonu yani D,F'(z) = f(z) oldugu bi-
linmektedir. Heniiz g-antitiirevi ile iligili bu konuda tam olarak bir hesaplama ver-
medik. O halde F' fonksiyonunun ¢- antitiirev ve f fonksiyonu arasindaki bagintiyi
bu kisimda verelim.

M,

J(F(x)) == F(qx) olacak sekilde M, operatérii tanimlayahm. Simdi D,

‘nun tamminda yani D, F' = f ifadesinde (1 — Mq) ve operatorleri gozoniine

b
(=D

aliirsa

elde edilir.

Boylece

F(a) = ——((1= g)ef(x)

= (L—q) ) My(zf(x))

= (1-9)) d"flg"o) (2.52)

oldugu goriiliir. Buna f fonksiyonunun Jackson integral’i denir [23].

Simdi Jackson integral ile iligili baz1 temel 6zellikleri agagida verelim.

18



2.4.1 Yakinsakhk

Reel degerli bir F' fonksiyonu (2.52) integraline gore yakinsak degildir fakat
g-antitiirevi mevcuttur. Simdi asagidaki teorem ile baz1 f fonksiyonlar1 icin bir
g-antitiirevinin Jackson integral yakinsakligini verelim.

Teorem 2.4.1 0 < ¢ < 1 olsun. Baz1 0 < a < 1 igin |f(z)z®|, (0, A] tzerinde
siirh ise bu durumda bir f fonksiyonun g-antitiirevinin (0, A] iizerindeki bir F'
fonksiyonuna (2.52) tanimina gore yakinsakligi Jackson integralidir. Ayrica x = 0’

da F(0) = 0 olmak iizere F' fonksiyonu siireklidir [23].

Ispat. Kabul edelim ki (0, A] iizerinde herhangi bir « € (0, A] icin |f(x)z®| < M.

Vn > 0,
[f(q"2)| < M(q"x)~* (2.53)
(2.53) ifadesinin her iki tarafi ¢ ile ¢arpilirsa,
" f(q"x)| < Mq"(¢"x)™"

olup 1l —a >0ve 0 < g <1 olmak iizere

> q fqMa] < Y Ma (g )"
n=0 n=0

B Mz«
o 1 — ql—a

elde edilir. Boylece bu toplam, yakinsak bir geometrik seri oldugundan Jackson
integralidir. Yani bu toplam bir F' fonksiyonuna yakinsar.

F(0) = 0 oldugu agiktir. F' fonksiyonunun x = 0 noktasinda siirekli oldugunu

ispatlamak i¢in
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ifadesinde 1 — ¢ > 0 oldugundan

olur. ]
2.4.2 Teklik

Daha once gosterildigi gibi g-antitiirevin Jackson intagrali x = 0 noktasinda
stireklidir. Yani F' fonksiyonu tektir [23].

2.4.3 Varlik

Teorem 2.4.2 (2.52) ifadesi ile tammlanan Jackson integrali f fonksiyonunun bir

¢- antitiirevini verir [23].

ispat. (2.52) ifadesi ile tanimlanan Jackson integrali f fonksiyonunun bir ¢- an-

titiirevini dogrulamak igin ¢-diferensiyeli:

DyP(e) = =7 (1= 9o Y a4 ) = (1= ) 3 (a")

= O @) = > q" "))
= > ") =D g f(g"w)

= fx)

bulunur. =
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Ornek 2.4.3 m € Z* olmak iizere f(x) = 2™ olsun.

/mdx— (1—q)z quj”"

= (1 — q)xm+1 Z q](n+1)
n=0

1—g¢q gmtl _
1 —gmtt [n+ 1]

oldugu kolayca goriiliir [23].
Su ana kadar integral sinirlar ile birlikte verilmemisti. Simdi (2.52) ifadesi

ile tanimlanan Jackson formiiliinden ¢-integralin tanimini verelim.

2.5 q-integral

Tanim 2.5.1 (g-integral) 0 < x < a < b olsun. g¢-integral

b [e.e]
[ @ = 1= ap> e s (254
0 n=0
ve
b b
f@)dgzr = | f(a)dgz — [ fz)dgx (2.55)
o= fro]
seklinde tanimlanir.

(2.55) ifadesinde @ = 0 olmas1 durumunda

[ t@da = -0 qu (") = 0

olur [25].
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Ornek 2.5.2 b=1,a =0, f(z) = In(x) olsun.

1

/ln(w)dqa: = (1-9q) Z q"In(q")

0

gln(q)
= (1 —q
( )(1 —q)?
_ qin(q)
l—q
Burada, |g| < 1 iken
D d [oe) .
ITRTEL
n=0 n=0
_,8 1
qdq 1—gq
_ q
(1—-g)?

ifadesi kullanilir.

2.6 Genellestirilmis Jackson integrali

b — oo iken (2.55) ifadesindeki toplam yakinsak degildir yani b — oo iken

(2.55) ifadesindeki

7f(x)dqx

O halde bunun yerine ¢ < 1 olmak {izere

kolayca hesaplanamaz.

7 fla)da = i / f(a)dya (2.56)

n:_ooq'rH»l

22



integralin bir toplami alinabilir.

Tanim 2.6.1 (Genellestirilmis ¢-integrali) ¢ # 1 olmak tizere [0, +00) iizerinde

f fonksiyonunun genellegtirilmis g-integrali

[ F@de = =gl 3 a s (2.57)

n=—0oo

seklinde tanimlanir.

Genellestirilmig integrallerin gosterimi bu tanima gore nigin ayni oldugunu

gosterelim.
q < 1igin
q" q" gt
fadde = [ s~ [ @)
g1 0 0

= (1=q)) _¢"Ff@"™) = Q=) Y " (g
k=0 k=0

= (1-q)q"f(q")

esitligi kullanilarak

0<g<l1ise
[e%°) 00 q"
[t@ag = 3 [ s
0 n——ooqn7L1

veya

1 < qise
00 0o gt
[@de = > [ e
0 n=-—o0o q"

[23].
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2.7 Yakinsaklik

Teorem 2.7.1 a < 1i¢in x = 0 komsulugundaki z ler ve o > 1 i¢in yeterince biiyiik

x ler igin 2 f(z) siirh ise genellestirilmis ¢- integrali tanimindan yakinsaktir [23].

ispat .

/ f@ds = 1—q S @ f(g")

elde edilir.

q veya ¢~ ! durumunda toplam

[e.9]

> q"fg) =D " fla)+ > gl (2.58)

seklindeki parcalanirsa ¢ < 1 durumu icinde genelligi bozmadan gz 6niine alina-
bilir. Birinci toplam (2.52) ifadesinden yakinsak oldugu ispatlanir. Ikinci toplam;
yeterince biiyiik x ler i¢in v > 1 ve M > 0 olmak {izere |z*f(z)| < M saglanirsa bu

durumda yeterince biiyiik n igin

|q—nf(q—n)’ _ qn(cﬁ—l) ‘q—naf(q—n)’

< qu(a—l)

dir. Yani ikinci toplam yakinsak bir geometrik seriden daha kii¢iik olup yakinsak
olur. Dolaysiyla (2.58) toplami yakinsaktir. |

Ayrica 0 < & < o0 igin

x

7 F)dgt = 7 F()dt — / FO)dt (2.50)

0

gerceklenir.
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2.8 g¢-Fonksiyonlari

2.8.1 ¢-Ustel Fonksiyonlar

Klasik analizde, e” (iistel fonksiyonu) in seri acilimi

o0 n

e x
e —Zm, reR, VneN

n=0

dir. Bu kisimda iistel fonksiyonun g-analoglar1 verilmigtir.

e (iistel fonksiyonu) in g-analogu;

=Y [;”] ' (2.60)

y = (1—q)"a"

N ;0 (4 @)n

e (=g

- ; (4 ¢)n

B 1

(1= )25 9o
|

seklindedir. Ayrica iistel fonksiyonunun diger g-analogu olan EJ ise

. > nn-1) "
Ej:=> 47 — (2.61)

= (1+0-qa)y
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seklinde ifade edilir [5].

2.8.2 ¢- Gamma Fonksiyonu

Klasik analizde gama fonksiyonu

[(n) = /m”lexdx, n >0, (2.62)
0
seklinde ve beta fonksiyonu ise
1
B(n,s) = /x"_1(1 —z)'dr, s,n >0, (2.63)

seklinde ifade edilir.

Gama ve beta fonksiyonlarimin baz 6zellikleri;

I'(n) =(n—1)!
L'(n)[(s
Bln.s) = C(n+s)

dir.
Simdi I', fonksiyonun tanimini verelim:

Tanim 2.8.1 I'; fonksiyonu 2z € C i¢in agagidaki gibi tanimlanir;

Sl (1 — g)1=, 0<lql <1
(45)
=1 o . 2
é;;(q]*léoo (q - ]-)l q ) |Q| > ]‘

Ayrica I', fonksiyonunun ¢-integral ile olan tanmmini asagida verelim [11].
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Tanim 2.8.2 I', fonksiyonu
B, =01 =1 =q)f

olmak tizere

o0

Fy(a) = /xalquxdqx, a>0

0

seklinde tanimlanir.

I', fonksiyonu,

[t@age = a-a Y i aso

fonksiyonu kullanilarak

seklinde ifade edilir [11].

I', fonksiyonunun g-analoguna gére o > 0 i¢in baz1 6zellikleri;

La+n) o]
Fq(a) ma’
Fy(1+n) = [n]q!a

Pyla+1) = [a],ly(a).

Simdi I', fonksiyonuna benzeyen g-analoglarimi bazi 6rnekleri verelim.

27



Ornek 2.8.3

(I—a)) =1 (2.65)
(—ap = [[0-ad®)

11].

Onerme 2.8.4 s >0, t > 0 olsun ve

(1+¢q)(1+1)2
(T+¢)FM+q¢ 1)

K,(t) = (2.66)

olmak iizere
Ly(s) = Kq(s)/ xs_lequx (2.67)
0

11].

Ispat. Ramanujan’m (bkz. [11] formiiliinden, |¢| < 1, |a| > |g|, |b] < 1 icin
b
-l <]zl <1
a

olmak iizere

=~ (1—a); ,
1Wl(a, g;q;z) 1= Y (1_[))233

(1= (1 — )1 - (1 - awg”)
(1= bgm)(1 — ©2)(1 — %) (1 — 2qn)
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elde edilir. Boylece

= .
s—1_— qn qn s—1 v
tletdt = (1— — =

[ = 00 3 Gt et

/ =

= (1-9' i qnqnseﬂqfq
n=—oo qn
- o0 qns
= (1-¢)'
" T

_ (1 o q)l—s o0 qns(l + 1);1
(1+1)e <~ (1+0)

1 — 1-s
- Gza q)oo 1W1(—-1;0; g5 ¢°)

(1+1)p
(1= g 5 (1= ") (1 + L)1+ ¢%")
(T+1)g (L4 ¢ - ¢°q™)

(=g =g+ ) (1 +¢°)°
ICEE (1+q)e(1 —¢*)F

oldugu goriiliir.
Tanim 2.8.5 «, > 0 i¢in ¢g-Beta fonksiyonu

1
B,(a, B) ::/0 to‘*l(l—qt)gfldqt, a, >0

seklinde tanimlanir [25].

g-Beta fonksiyonu ¢-Gamma fonksiyonu ile arasindaki baginti;

_ Fq(“)rq(ﬁ)
By(a, B) = T,(a+f)
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ve

[25].

Tanim 2.8.6 Q2 C (0,00) olmak iizere ve Xq(t), 2 nmn karekteristik fonksiyonu

olsun. Vz > 0 icin

qi<z

/X (dt=(1-q)> d'f(q) (2.68)
0

Koo ()] (Dt = (1= 0) 3 ¢ (4 (269

>z

esitlikleri gergeklenir [6].

30



2.8.3 ¢- Taylor Serisi ve ¢-Leibniz Teoremi
Tamim 2.8.7 (¢-Taylor serisi) = = c i¢in f(z) in ¢g-Taylor serisi

S j=0,
Mq’—{qu[2]q><---><[j]q, jen

olmak lizere

seklinde tanimlanir.

f fonksiyonunun g¢-integral ya da ¢-Jackson integraline gore formiilii;

[10ap=0-gey 1) 2e 0,0 (2.70)

ve

f(z):]0, c0) = R

fonksiyonunun genellestirilmis ¢-integralinin formiilii;

/ Fdgt = (1—q) Y a"f(d") (2.71)

k=—0c0
olur.

Burada belirtelim ki (2.70) ve (2.71) esitliklerinin sag tarafindaki seriler mut-

lak yakimsaktir [25].

Uyar1 2.8.8 ¢ elemanter simetrik polinom tanimlamak iizere

q(’;) (Z) — (1, g ooy Y (2.72)

ve h; tam simetrik polinomu tamimlamak {izere
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k-1 .
(Z ) :hk(17 q, .-, ¢ 1)7 (273)

simetrik polinomlar mevcuttur.

Simdi Rothe-von Griison-GauB formuliiniin ispatini verelim.
Teorem 2.8.9
i(—l)” (m) ¢Du" = (u; q)m (2.74)
[11].

Ispat. m =1 i¢in formiil dogru olsun. m — 1 i¢in formiiliin dogru oldugunu kabul

edelim. Dolaysiyla m i¢inde formiil dogrudur. Ciinkii; " (—1)" (m) ¢Dun

n
m—1
( 1) Dy
n=0

m—

+

/—\
S
|
-y
\/
3
7 N
N3
N——
3
QA
©
I
_l’_
|
=
<

n:0

:( 1) q( ) m_|_ U qm 1+Z n+1( 1)q(§)+m—1z/m+1

(m — 1)+ )
m—1g m—
= (—1)"¢Eu™ & (s @)ur (1 — ug™ 1) + (—1) 2 u"

= (U; @)m-
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Teorem 2.8.10 (¢-Leibniz Teoremi) f(x) ve g(x) n mertebeden ¢- diferansiyel-
lenebilir fonksiyonlar olsun. Bu durumda (fg)(z) n mertebeden ¢- diferansiyel-

lenebilir ve

Dy(fa) () = Y- () DA aa 05 o)) (2.75)

11].

Ispat. n = 1 icin (2.75) formiilii (2.48) ifadesiden dogrudur. n = m icin (2.75)
formiiliin dogru oldugunu kabul edelim. Dolaysiyla n = m + 1 iginde (2.75) formiilii

dogrudur. Ciinkii

=2 (ZL) Dy () g™ DG (g) ()

m+1
3 () D e ) )

= f(zg™ "D (g) () + i:: ( <km> g (k: Tl) >

k=1

x Dy () (g™ MDD (g) () + Dy (f) (2)g(x)
(:) Z (m 2—1) D];(f)(xqurlfk)Dgﬂ&lfk(g)(x).
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2.8.4 ¢-Analiz ve Analiz Arasindaki Benzerlikler

Bu kisimda klasik analiz ile g-analizdeki tiirev ve integrallerdeki bazi benzer-

likler agagidaki tablo ile verilmistir.

g-Analiz Klasik Analiz

gz — [f(qz) r — f(x)

(Dgf) (@) = % df (x) = lim Heth)—f(z)
J 1 @) = a1 =) . fla, a)a" [ s
ftkdq(t) e Oftkdt —
Dga* = {k}ea*™! dz* = ka1
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< (k)
f(ery):Zf k'(y)xk

k=0

fl@) =3 D{Zf}g) (xHgy)* f@) =2 : k'( D=y’
Dya)e) = 3 () P(f9) =

k=0

> () st

— [7(t. gt 9]~ [ flat. ODuglt. )yt
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3 ¢-ANALIZDE BAZI HARDY ESITSIZLIKLERI

Son yillarda kuantum hesab1 (g-calculus) aktif olarak gelistirildi. Birgok
siirekli bilimsel problem, g-calculus adin1 kullanarak onun fark versiyonlarina sahip-
tir. g-calculus, kombinasyonlarda, 6zel fonksiyonlarda, fraktallarda, dinamik sistem-
lerde, sayilar teorisinde, hesaplama yontemlerinde, kuantum mekaniginde, bilgisayar
teknolojisinde ve birgok bilimsel alanda uygulamasi mevcuttur. [2, 11, 10, 12, 17].

Simdiye kadar, klasik analizden elde edilen bir¢ok esitsizliklerin g-analoglar
hesaplanmig olup ancak Hardy-tipli g-esitsizlikleri son yillarda incelenmeye baglan-
nmugtir. [14, 21, 18, 26, 27]. Hardy esitsizligi ve gesitli genellegtirmeleri klasik ana-
lizde 6nemli bir rol oynamaktadir. Bu nedenle, son elli yil boyunca bir¢ok uzayda
Hardy ve Hardy tipi esitsizlikleri ile ilgili bilimsel makaler yaymlanmigtir. [19, 20].
Simdiye kadar klasik analizden elde edilen bircok esitsizliklerin g-analoglari hesap-
lanmis olup ancak Hardy tipli g-esitsizlikleri yeni bir aragtirma konusu olmustur.

[14, 21, 18, 26, 27).

3.1 g¢-Analizde Baz1 Hardy Esitsizlikleri

Bu kisimda, Hardy tipli g-esitsizlikleri ile ilgili baz1 tanim ve teoremlere yer
verilmistir.
a<1-—1/picn

p > 1 (f =0 dan farkli) veya p < 0 ve f > 0 ise

[ a-l x @ Pdx b w [ P
O/(x O/t f(t)dt)rd <(p_ap_1) O/f(t)dt, f>0 (3.1)

gerceklenir.

p>1, a>0(f=0dan farkh) ve en iyi sabit ile
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/xOT O/ dt)dx<[F(a+1i/f/p /f” dt, f>0 (3.2)

gerceklenir.
a =0 ig¢in (3.1) esitsizliginden klasik Hardy esitsizligi

7(%/$f(t)dt>pdm< <p%1>p7fp(t)dt, F>0 f£0, (3.3)

0
seklinde ifade edilir. Ayrica 0 < z < b i¢in asagidaki Hardy tipli g-esitsizligi mev-

cuttur;

/b /xt_af() dt) dr < C/bfp(t)dqt, f>0 (3.4)

[20].
Simdi Hardy tipli g-esitsizligi ile ilgili teoremi agagida verelim.
Teorem 3.1.1 a < (p—1)/polsun. 1 <p<ocove f>0yadap<Ovef>0

olmasi durumunda

7331?(&—1)( / ¢ f(t)dqt>pdqx < 07 F2(t)d,t (3.5)
C-=T=a 30

mevcuttur [20].

0 < p < 1 olmas1 durumunda f > 0 i¢in (3.6) sabiti ile (3.5) esitsizliginin
tersi elde edilir. Dolayisiyla her ti¢ durumda da (3.6) sabiti ile miimkiin olan en iyi

sonug bulunur.

Ispat. Kabul edelim ki 1 < p < oo olsun. Tamm 3.5 den, (2.54) ve (2.57)
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ifadelerinden dolay1

= / P b ((1 —q) Y gy (Iqi)>pdqx
0 =0

> . > . -\ P
= (1 —¢)P*™! Z qu(a—1)<Zq(zﬂ)(l—a)f(qzﬂ)) ¢

j:—oo =0

as Z e+ (Z_:Q( >f(qz')>”

j=—o00

= (1 _ q)p+1[p
elde edilir.
1/p+1/p" = 1 olmak iizere g = {gx}32_o € ly(Z) , g > 0, ||g|s,, = 1 olsun.
Dolayisiyla 6(z) Heaviside'nin basamak fonksiyonu yani z > 0 i¢in §(z) = 1 ve z < 0
icin 6(z) = 0 dur.
Bundan dolay1 p > 1 i¢in [,,(Z) de ¢ift prensip tizerinde odakli olmak tizere ve Tanim

2.1.15 (Holder-Rogers esitsizligi) den

= sup Zzgq a— 1/19)9 )Z(l/p —a) Z/pf( )

gl =1

1/p'

< sup (Zzg] (a=1/p")g ])qi(l/p’fa)>

”ngp’ 1

1/p

<Zpr Z (1/p -« 19(2 _j)qj(a 1/p)>

> . ' 1/p,
| iup (Z @S gl >>
Illip! 1 i—j

<pr )q'q’ (1/p'~a) Z G 1/p))/ = sup I(9)L(f)

i lgllpr=1
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elde edilir.

Boylece
— Zg§ qj(afl/p J(1/p'—a Z i(1/p'~a)
j i=0
_ 1 P’
- 1— ql/p’—a Zg]
J
1
= m”gﬂpp,
: Il
= al,
(I=qllp=1/p—al, 7"
ve
(f) = pr ¢ g (L/7 =) gile=1/2') an(l/p —a)
7=0
1 i pp
=g > 4 f(d)
_ L / (0t
(1=g?[(p—1)/p—al, /
olup

p 1 i P
"= <1—q>p+1[<p—1>/p—a]€0/ PO

ifadesi elde edilir.

Yukaridaki ifadeler yerine yazilirsa (3.6) sabiti ile (3.5) esitsizliginin

/ Pl < / t f(t)dqt>pdqx = (1 — q)PHire
0 0

o0

1 P
“To-D/p—of / P

seklinde oldugu goriiliir.

Simdi (3.6) sabiti ile miimkiin olan en iyi sonucu gosterelim.
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Eger B> —1/pise t > 0 icin f5(t) = t"x(0,1)(t) elde edilir ve buradan

[ foae=0-0 Y 45

t=—00

=(1-q))) ¢¢”
1=0

l1—gq
1 — gi+rs
1

[1 +p5]q

ve

T

L(fs) = 7$p<a1)</fafﬁ(t)dqt>pdql‘

0

Eadl . i Y S p
=(1—¢q) Y e+l (<1 9y q(2+J)(1—a)fﬂ(qz+J>)
1=0

j=—o0

> (1 —q)P*! Z FPe=D+1] < Z qi(lfoz)qilg)p
j=0 i=j

(1 —q)"+! Z ¢ 1+p6)<zq1(1 a+[3)>
7=0 =0

()|
1 —glmoth 1+pﬁ

esitlikleri saglanir. Buradan da

1 B 1
,Bigllj/p 1 — ql—a+ﬁ o 1 — ql—l/p—a
1
T 1_¢D/ra
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ifadesi elde edilir. Dolayisiyla

L(fs)

C> sup o———
P==Up [ fB(t)dgt
0

I—g¢q

p
2 o ()
B>—1/p 1 — ql*&‘i’ﬁ
1

(w-1/p—a]

olacak gekilde bir C' vardir. (3.6) ve (3.5)’de 6zel olarak p = 1 segilirse

L( 1_q Z ]azqz(l a)

j=—o00
=(1-q)’ Z ¢ f(g) Z ¢
1=—00 j=—00
=(1-9¢)’ Z 'f Zq jo

q
0
elde edilir. Buradan p <0 ve f > 0 durumunda p = (1/p’ — «)/p’ icin

[ee] x

L(f) = /xp(o‘_l)</t_°‘f(t)d t)pd 2

0

1 . q p+1 Z q][p(a 1)+1]<Zqz(l a) z >

j=—00
— p+1 Z q][pa 1)+1]<Zqzuq (1—a— u )>p
j=—o0

elde edilir.
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p < 0 igin Tamim 2.1.15 (Holder-Rogers esitsizligi)’ den

L(f) p+1 Z qj[p a—1)+1] <Z qu p) i qip(l—a—,u)fp(qz‘)

j=—00

— (1 _ q)PJrl(iqip’u) Z q pla—1)+14ppy] Zqu (1—a—p) fp )
i=0

_]_700

_ (1 —q)Ptt Z F2(q)g 17 =) Z (a—1/p')
(1_qp 1)/p—a p 1 ¢
1=—00 ]_—OO
(1 —q)P*! . i(1/p —a) ey
_(1_qp l/pa Z ! qup(q)
=0 1=—00

:<1 1p_1q/pa /fp
:__@ /fp

elde edilir. Bu da (3.5) esitsizligindeki (3.6) C sabitini ifade eder.

Simdi (3.5) esitsizligindeki (3.6) esitligindeki C' sabitini

a—1<p <—1/p<ps

i¢in gosterelim.

fo1,8. (1) = 7 X0, (t) + "X (100)(t), >0

olsun. Bu durumda
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1=—00

o0 . i,
/fé’h@(t)dqt =(1- q)< S gt 4 Zqi(1+p51))
0 ‘ =0

[1+pB| 1
=(1- Q)< : + )
1— q‘1+P/32| 1— q1+p/31

= F~ (b1, Ba)

ve

T

L(fs1,8.) = /fp(a1)(/taf61,62(t)dqt>pdq$
0

0

ad . b . . p
St Y e (3P0 ()
J=t

1=—00

-1 -1 o]
— (1 - g)P*! [ S gples) ( § glmata 4 5 qj(l_a+51)>p
i=—o00 j=i =0
+ 3 e ( 3 qj(l—awl))p}
i=0 j=i

> (1= gty gt < S qju—awl))p
i=0 j=i

s . s . p
= (1 —q)r*! Z g'+pb) < Z qj(l—a+61)>
i=0 =0

- oy
1 — gitpbit] — gl-ath

= F+<51, B2).
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C, (3.6) daki bir sabit ise bu durumda

F* (B, Bo)

C> sup lim ——=
a—1<pB1<—1 [/pP2—oo F- (617 62)

(=)
= sup _—
a—1<Bi<—1/p N\ — gl-oth

B <1 —1(11_—3—1/p>p
B 1
(p—1)/p—alg

Boylece (3.6) sabiti igin her durumda kesin olarak ispatlanmig olur.

Son olarak, 0 < p < 1 durumu igin bakahm. v = (p — 1)/p — a olsun. f >0

icin (3.5) ifadesinin sag tarafi sonlu oldugundan

ol [ roae =520 3 dpe)
=(1-q? > Iy 0"
(-0 > df@) ) 0"

= (1= > ") Y "

j:—oo 1=—00

o [e.e]
= (1—q)* Z g Z /P p(i=e) gp (i)

i=—00 j=t

elde edilir.
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1/p ve 1/(1 — p) kuvvetleri ile Tamim 2.1.15 (Holder-Rogers esitsizligi) kullanilarak

J<i-97Y g w(f;qu ”(zqw 0

i=—00

= [ﬂp 1 p+1 Z q lp'y(qu(l @) >

1=—00

_ Z qqup(a 1)( Zq q z+J)af( z+1)>

i=—00

oo x

= [y]p / xp@‘*l)( / t f(t)dqt)pdqx

0 0

bulunur yani f > 0 ve (3.7) ifadesinin sol tarafi i¢in

sonludur.

Daha sonra (3.7) ifadesindeki

sabitini dogru oldugunu gosterelim.

a—1< < —1/pigin

f5(t) = t"Xpe)(t), >0
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olsun. Bu durumda

[ e =a-a 3 @)
= (1= X ¢+ > d fila)]

__1-gq
1 —q‘1+P5|

ve

o0 T

L) = [ ( [ o) dg

0

= (1—q) Y ¢PeDHy ((1 —q)¢’ Z qzq‘(’”)afﬂ(q’“»

j=—o00

— p+1[ ZO: q][pa 1)+1]<Zq (1-a) i)p

j=—00

. s . .\ P
+ Z g (S G0 ()|
=1 i=j

g7 Z P+ (Zqi<1—a+ﬂ>>p
i=j

j=—00

—J

0
— (1—qptt 3 gD giri-atd) < S qi(l—aw))p

j=—o00 i=0
(1—4q) p+1
< (1 — a+ﬁ Z qj[1+p/3]
]__OO

_ 1—¢q ( 1—¢q i
1 — glt+pBlt] — gl-atB
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C, (3.7) deki bir sabit ise bu durumda

Of fE()dyt
C > sup _
pe(a—1,-1/p)  L(f3)

1— ql—a—i-ﬁ )p

> sup <
I’

 Be(a—1,-1/p

B <1 _q(p_l)/p_a>p

ve bu da (3.7) ifadesindeki [y]? sabitinin dogru oldugunu gosterir. Boylece Teorem

3.1.1 ispatlanir.

Uyar: 3.1.2 (3.1) esitsizliginin g-analogundaki sabit (3.1) deki degerinden daha

kiigiiktiir. Gergekten de, p > 1 veya p < 0 igin @ < 1 — 1/p ise bu durumda

a > —1/p igin

1 p
(—1/p—al, p—ap—1

a < —1/p igin (3.8) egitsizliginin tersi gerceklenir.

p(]_ — q(pfl)/pfa)
(p—ap—1)+q—1

h(q) ==

nun « > —1/p igin tirevi
W(g)=—q " +1<0

oldugundan herhangi bir 0 < ¢ < 1 igin (3.8) esitsizliginin

(1-1q) p
A= qo 0=y ~ (p—ap—1)
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oldugu goriiliir ve boylece h(q) > h(1) = 0.
Sonlu aralikta Hardy esitsizligi saglanir. Ciinkii genelligi bozmaksizin [0, 1 |

araligindaki g-integrali, degiskenler
z=uzl, 0<Il<o0

seklinde secilirse de g-integrali gergeklenir [17].
Bundan dolay1, [0, 1 | arahgindaki g-integrali dogal olarak [0, [] arahgindaki g-
integrali olur.

Boylece b =1 igin (3.4) ifadesi goz ontine almarak asagidaki teoremi verelim

[20].

Teorem 3.1.3 a <1 —1/polsun. 1 <p<oove f>0veyap<0vef>0isebu

durumda

1 T 1

/ :cp(a—l)< / t f(t)dqt>pdq:17 < = 1)1/p_ o 0/ fP(t)d,t (3.9)

0 0

esitsizligi gerceklenir. (f = 0 degilse) ve [(p — 1)/p — a7 sabiti mevcuttur [20].

Ispat. Teorem 3.1.3%(in ispat1 Teorem 3.1.1 ile benzer sekilde ispatlanir. Dolayisiyla
sadece kargilik gelen iligkilerin bazi farklhiliklarina isaret edecegiz. p > 1 olmasi

durumunda sirasiyla

1 T

/ we ) ( / O F()dgt) dgr = (1 - g™ fj g ( fj ¢ f(q))"
j=0

0 0 i=j

— (1 _ q)p+1lp
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ve

I< sup (ng i(a—1/p) Zqi(l/p'—a)>l/p/
i=

lgllp,=1920

(pr 2 zl/p —a) Z qza 1/p )1/17

.]_7()0

= sup Ii(g)12(f)

lgllp=1920

elde edilir.

p = 1 ise bu durumda

1 T o I
/ z ! / ef(t)dgtdgr = (1= q)> > ¢ ¢ f(q)
0 0 3=0 =

i

= (1-9)*> ¢ V()Y "
=0 =

bulunur.
Son egitsizlik (3.9) esitsizligini verir.

(3.9) esitsizligindeki sabiti § > —1/p olmak iizere
fs(t)=t", 0<t<1

test fonksiyonlari kullanilarak bulunabilir. p < 0 olmasi durumunda (3.9) esitsizligi-

nin ispatinda £ i¢in Teorem 3.1.1 deki gibi benzer metot kullanilarak ispatlanabilir.
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Gergekten de

(1 —q)Ptt

L(f)< pr 1+1/p —a) Z q (a—1/p")

(1 — glp=1)/p—e)p—1

Jj=—00

1
1

"o/ / PO

elde edilir.
Bu da (3.9) esitsizligini gergeklenir.
Aslinda o — 1 < B < —1/p igin fz(t) = t"x(01)(t) test fonksiyonlarmdan elde

edilebilir. Dolayisiyla

ve

1

L(fs) = / e /0 "o fﬁ(t)dqt>pdqx

0

o0 ) oo ) p
— (1=t Y gltre) ( 3 quaw))
i=0 j=i

1 1 P
_ 4\ptl
> (=0 s (=)

_1—gq 1—gq p
1 _q1+pﬁ<1 _ql—a+ﬁ>

= F"(B)
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Boylece C' > 0, (3.9) esitsizligindeki sabit ise bu durumda

bulunur ve Teorem 3.1.3 ispatlanir. ]
Simdi 0 < p < 1 durumu i¢in ek sartlar altinda ters esitsizliklerle ilgili teoremi

verelim.

Teorem 3.1.4 0 <p < 1vea < (p—1)/polsun. Bu durumda asagidaki esitsizlikler

gercgeklenir:

1 T

1
PO =t Drq < 0 [ 22D ([ 1ap)d ) dya, (3.10)
/ ol etoner

1

[ roae<c[(1+ v f(lq)l/]](fz )7 [reroi) ae @

0 0

xT

f > 0igin (3.11) egitsizliginin sag tarafi f = 0 degilse sonlu ve

Oz[gil—ﬂz (3.12)

[20].

ispat. f>0ve
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olsun. y=(p—1)/p—avec,=(1—-¢q)(1 —q") tammlarindan

[ Paae=a-0> dr@)

—Cqup Z -

i=—00
00 J

_ J(147) p

=Cq E f*(q E q"
7=0 i=—00

=, Zq I+ fp( Z 7 4 ¢, Z Wiqj(Hv)fp(qJ)
=0

1=—00

00 J
=g qu(l-i‘“/)fp(q]) Z —iy +(1—q)q qu(l-w 12
§=0

=0
<cq2q”2q 1+7fp 1_q§:q11+7fp
7=0

—- [1 —l—[g

elde edilir.

1/(1 — p) ve 1/p kuvvetleri ile Holder-Rogers esitsizliginden Iy;

I = ¢, Z g Z qj(l—p)vqu(l—a)fp@j)
i=0 j=i

<y e a3 )
=0 k=i Jj=t

[e.9]

e (S i)

=0



Buradan

1_q qu 1+7)fp
7=0

1
= /t(p_l)/p_o‘fp(t)dqt
0
(3.10) ifadesinden yukaridaki hesaplamalardan
C<[p—1/p—alf

Simdi (3.11) esitsizligini ispatlayalim. Bunun igin /5 ifadesinde, 1/(1 — p) ve

1/p kuvvetleri ile Holder-Rogers esitsizligi kullanilarak

L= 1—q2q”’ ¢"0= 7 ()
7=0

<(1- q)(i qk7>1_p<iq3(1‘a’f(q3)>p
(1—q)(1—q") 1(iqj(1“)f(qj)>p

elde edilir.

Boylece tekrar yukaridaki hesaplamalardan

1 1 x

/ fP(t)d t < [% — aK[ / xp(a—”( / t f(t)dqt>pdqx

elde edilir.
Boylece (3.11) esitsizligi (3.12) sabiti ile elde edilir.
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Simdi
p—1)1»
] = [u]
p—a
sabitini (3.10) ve (3.11) esitsizliklerinin her ikisinden gostermek miimkiindiir. Bunu

gostermek icin f > —1/p olmak iizere 0 < t < 1 i¢in

fa(t) =1’

fonksiyonunu goz 6niine alalim. Bu durumda
1 1
=g
(p—1)/p—oc ¢p _
0 0

__1-gq
1 — gl+eB

1

(a—1) —« P .l L q po1-— q
/:z:p (/t fat)at) dgw = (5 _ql_a+ﬁ> T
0

ve

v Dl/p ok <o/tafﬂ(t)dqt>p e 1)1/1? —al, <1 —1q_1—(i+ﬁ>p.

C > 0 ise (3.10) esitsizligindeki sabit ise bu durumda

C > (1 - ql‘“+ﬁ)1’l —q—(1—=¢""")(1 - q)/(1 = ¢"**")

ve # — —1/p oldugundan C' > [(p—1)/p—alf bulunur. Dolayisiyla C' > 0 ise (3.11)

esitsizligindeki sabit ise bu durumda

02(1_1q I—gq

l—a+B8\ p
—q ) L—q+ (1 =g /[(p—1)/p—al,

Tekrar 5 — —1/p oldugundan C' > [(p —1)/p— a}s elde edilir. Boylece ispat

tamamlanir. m
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4 BAZI ¢-INTEGRAL OPERATORLERI VE UYGULAMALARI

Bu boliimde, Persson ve Shaimardan [24] tarafindan n € N de g-Riemann-
Liouville operatorii ve g-kesirli integral operatorii igin baz1 Hardy tipli egitsizliklerin
g-analogunu ve negatif olmayan reel sayilarda bu esitsizliklerin gerceklendigi gerek

ve yeter kosullar incelenmistir.

4.1 ¢-Riemann-Liouville Operatorii

g-analiz de I', fonksiyonu z € R\{0,—1,—2,...} i¢in

formuna sahiptir ve B, fonksiyonu da

1

By(a, b) = /t“_l (gt; q)p—1d4t
0

= (1= (¢ 91
=0

seklinde tanimlanir.

I', ve B, fonksiyonlar i¢in asagidaki esitlikler gerceklenir;

Ly(x +1) = [z],Ty(2)

Ly(a)ly(b)

B,(a,b) = T(ath)

[25].
Tamim 4.1.1 (¢-Riemann-Liouville operatorii) o > 0 i¢in Riemann-Liouville

operatoriiniin g-analogu
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1) = iy [ - any 0 (1.1

seklinde tanimlanir [25].

al p >
/ xar / 1(#) dw< a+1—1/p /f f=0
0 0

esitsizliginin g-analogu ile ilgili teorem agagida verilmistir.

Teorem 4.1.2 p > 1 ve a > 0 ise bu durumda

xT

a = t)?_lf(t)dqt pdqx <C Oofp(t>dqtv f=0 (4.3)
0/ T F / : } 0/

- Fq(l - 1/p> P
> [Fq(a+1— 1/p)] (44)

dir [25].
Ispat. f >0 olsun. (2.54), (2.18) ve (4.1) ifadelerinden

@) = g [ = a0 10 (1.5

~ a1 >0 ocr f )
elde edilir. Dolayisiyla (2.57) ve (4.5) ifadelerinden
/ d r=(1- q)(;qzacg)p > (Z(W,Q)a fld™)q )qu
-0 (FL) S (S s @)



bulunur.

l,(Z) de cift prensibinden ve Tanim 2.1.15 (Holder-Rogers esitsizligi) den

Jap ZZQ GO = )0 @)a

ve

ZZZJ”’( )q'q IO — §) (@ q)a

olmak {izere

B — Z g4 7" Z T Qarf(d)g

||9||z,*1 920 —

W Zg]q’ DG — 5)(q 7 Qa1 f(q) g
”g”lp/:l’ g=>0 i

< (L a8t 0 )"

llgll: ,*1 9>0
1/p
x <Zpr( ) q" P00 — 5) (g )an 1)
i

= sup Jop (9)Jap(f)

lglle, =1, 920

elde edilir.
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Beta ve gama fonksiyonlari i¢in formiillerden

sup Jap(9)” = sup ZZQJ IO — ) @a

9.
||g||zp,=1, 9>0 ||9||zp,=1, 9>0

= sup Y Y (@ e
PR

”g”lp/ =1, ¢=0

o0
= sup a8 a7 (¢ e
7 =0

”g”lp/:17 g=>0
(4.6)
B,(1/p"; a)

1—gq

_ Fq(l = 1/p>rq(04) 1
T a+1-1/p) 1—¢q

ve

= FC 06— §) (a7 q)as
2.2

1 N YpTe) [~
BV rq<a+1—1/p>/o Fritdyt

olur.
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Boylece f > 0 i¢in (4.6) ve (4.7) esitsizliklerinden

T

7(%)1)%93 = Z(xaF;q(a) O/(x—qt)g“‘lf(t)dqt>pdqx

R A1) S AN (o

Hgllzp,=17 g>0

< (- (A ty Ll ol L jr

Fola+1-1/p) 1—¢

1 r,1-1/pr |
“ L= g2 I a+1—1/p /f

7 T,(—-1/p) o
B r(a+1—1/p /f

elde edilir yani C sabiti i¢in (4.3) esitsizliginden

¢ < [r1=1/p)/Tla+1-1/p)] (4.8)
oldugu goriiliir.
Simdi, (4.3) esitsizliginde C' sabiti i¢in (4.8) esitsizliginin tersini gosterelim.
g > —1/p igin
fo(t) = t"xn(t)
olsun. Buradan

/ (1— g)/(1 — g+P)

0

(1 < p < 0o durumunda Teorem 3.1.1 in ispatindan) ve
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o0 [e.9]

> —(11:5 8;+1 > gt ( > (gt Q)oz—lf,é’(qi)qi)p

§=0 i=j

-9 & e i i P
— —( Fp(o)z) Z ¢/ ( Z(q I )arg (HB))
q = :

1 % o0
_a —p@”* S q3(1+p6)(2(qi+1; Do qi(1+5>>”
F‘l(a) 0 =0
l1—q

= B - g th )

dir. O halde C' > 0 sabiti ile (4.3) esitsizligi saglanirsa bu durumda

Bl](ﬁ + 1704> p
= s ()

Q( — » X)\P
:<B 1rq(;/)p )>

Ly(1—1/p) \?
- (Pq(a+ 1 —f/p))

olur ve bu da (4.4) sabitinin dogru oldugunu gosterir.
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4.2 g-Kesirli integral Operatorii

Tanim 4.2.1 a+8 <7y, v#0,—1,—2,--- olsun. Genellestirilmig kesirli integral

operatori

X

7 f(z) =

—

a—1 Y
@) /gFl(a— 1, 5;7;§)d8 (4.9)
0

seklinde tanimlanir [22].

B = 7 ise bu durumda Riemann-Liouville kesirli integral operatorii

pol | s
1@ = s [ aFila =1, 53 2)as
0
seklinde tanimlanir.
v =1,6 = 2 oldugunda
Tf(z) = lim T(Q) 12 f(z) = / n—2 L) 4 (4.10)
a—0 r—S S

0

ifadesine en temel kesirli integral operatorii denir [1].

Riemann-Liouville tipli kesirli integral operatoriiniin ¢g-analogu

xT

/(1 ~ B f()dys, @ € BT

0

l.afl

[y(e)

Liof(x) =

olmak iizere (2.28) ifadesini kullanarak,

a—1

Ipaf(z) = I“”f’q(@) / . _J;(C%))é_adqs, o €eR* (4.11)
0

seklinde yazilir [2, 3, 4].

Tanim 4.2.2 0 < s <z < 1 olsun. In —* fonksiyonunun g-analogu

x = (2)
lnqx_s.zz )

275

[25].
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Tanim 4.2.3 (¢-kesirli integral operatorii) (4.10) ifadesinin g-analogu olan en

temel ¢-kesirli integral operatorii

qxT

; z  [(s)
If(z) = /lnq o squS (4.12)
0
seklinde tanimlanir.
(4.12) ifadesinden
N )
}Il_rg I,f(x) = /ln o sTdS (4.13)
0

elde edilir. Boylece f den bagimsiz bir C' > 0 igin (4.13) esitliginden (4.10) ifadesinin

g-analogu

7 o (@)(0,f @) dgz)r <O ]O F0d,) H() 2 0 (114

seklinde ifade edilir [25].

Asgagidaki teoremleri ispatsiz olarak verelim.

Teorem 4.24 0 <r <p<oo, 1 <p very > % olsun. Bu durumda f den

bagimsiz bir C' > 0 i¢in

(071f(517<0/m=5‘”1lnqxgcqsf(s)alqsyalq@i < C(pr(s)dqsf. Vi) >0

(4.15)

olmasi icin gerek ve yeter sart

1 p— p—r
s

By = (/ [xw“;(/x[x,oo)(t)uzgt) dqt> ]Edqx> or

0 0

olmak tizere By < oo olmasidir.

Dolayisiyla (4.15) ifadesindeki C' > 0 sabiti olmak tizere By ~ C' [25].
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1

Teorem 4.2.5 1 < p <r < oo, 7> 5 olsun. Bu durumda f den bagimsiz bir

C > 0 igin
r — € " 1
/u (3:)(/57 'In,, x—qsf(s)dqs) dyx)"
0 0

(4.16)

<¢( 70 Ps)ys)’, V()2 0

olmasi i¢in gerek ve yeter sart

z>0

B; :=sup xﬁzl?(/?([x,oo)(t)
0

olmak tizere By < oo olmasidir.

Dolayisiyla (4.15) ifadesindeki C' > 0 sabiti olmak tizere By ~ C' [25].
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