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SIMGELER VE KISALTMALAR

Bu calismada kullanilmig bazi simgeler ve kisaltmalar, agiklamalari ile birlikte

asagida sunulmustur.

Kisaltmalar Aciklama

[n] Bir n tamsayisinin ¢-benzeri

(a;q)k g-Pochammer sembolii

(a+z)y (a + )" nin ¢-benzeri

ey Ustel fonksiyonun g-benzeri

Ey Ustel fonksiyonun g¢-benzeri
cq(2)Ty(x) Euler integral temsilinin g-geniglemesi
P\(f;z) Picard singiiler integrali

P\(f;q, ) g-Picard singiiler integrali

Wi(f;x) Gauss-Weierstrass singiiler integrali

Wi(f;q, ) q-Gauss-Weierstrass singiiler integrali

wy(f39) f'nin siireklilik modiilii

L,.(R) R {izerinde w agirhik fonksiyonuna gore p-mutlak
integrallenebilir fonksiyonlarin uzayi

B.(f;x) Bernstein polinomu

(
B,(f;q,x) g-Bernstein polinomu

K,(f, x) Bernstein-Kantorovich operatorii
K, .(f,x) g-Bernstein-Kantorovich operatorii
Dy, (f,x) Bernstein-Durrmeyer operatorii
D, (f,x) g-Bernstein-Durrmeyer operatorii
BE(f,x) Bernstein-Schurer operatorii
BE(f;q,x) g-Bernstein-Schurer operatori

KP(f;q;x) g-Bernstein-Schurer-Kantorovich operatorii

ix



1. GIRIS

Kuantum analizi veya g-analizi genellikle limitsiz analiz olarakta bilinir ve
g-analizinin ge¢misi Leonhard Euler’e kadar uzanmaktadir. Ashinda g-serileri ilk
olarak sayilar teorisi, eliptik ve modiiler fonksiyonlarda oérnekler olarak ortaya
¢ikti. Modern anlamda g-analizinin baglangici Jackson tarafindan yayinlanan, ilk
olarak g-integrallerin sistematik olarak tanmmmlamp geligtirildigi [1] makalesi ile
baglatilabilir. Daha sonra ¢-gama ile ¢-beta fonksiyonlarimin integral temsilleri
Sole ve Kac tarafindan [6]’da verilmistir. Giintimiizde g-analizinin genig bir uygu-
lama alani vardir. Matematikte 6zel fonksiyonlar, ortogonal polinomlar ile Lie
cebirleri gibi ve fizikte genel rolativite, sicim teorisi, kuantum kromodinamigi,
molekiiler ve niikleer spektroskopi gibi uygulama alanlar1 vardir. Fizikteki bu

uygulamalar hakkinda bilgi almak icin [2] nolu kaynaga bakilabilir.

Son yillarda, bu tezde yer alan Picard, Gauss-Weierstrass ve Bernstein tipi
(Bernstein-Kantorovich, Bernstein-Durrmeyer ve Bernstein-Schurer-Kantorovich
gibi) operatorlerin yamisira bu tezde yer almayan daha bir ¢ok operatoriin g-
versiyonlari tanimlanip bu operatorlerin gesitli yakinsaklik ve yaklagim ozellikleri
bir ¢cok matematikci tarafindan aragtirnlmaktadir. Ali Aral, Vijay Gupta ve Ravi

P. Agarwal [9]'de son yillarda tanimlanan g-operatorleri derlemiglerdir.

Bu caligmada, son béliim [9] nolu kaynakta yer almayan M. A. Ozarslan
ve T. Vedi tarafindan [18]’de tanitilan g-Bernstein-Schurer-Kantorovich operator-

lerinin incelenmesine ayrilmistir.



2. TEMEL KAVRAMLAR

2.1. ¢-Analizinde Temel Tanimlar

Bu kisimda g-analizindeki temel tanimlar olan g-sayilarinin tanimlanmasi,
g-faktoriyel ve g-Pochammer sembolii gibi kavramlar tanimlanip g-analizinin 6-

nemli teoremlerden biri olan Binom teoremi verilecektir.

Klasik g-teorisi negatif olmayan tamsayilarin ¢-benzerlerini tanimlamakla

baglamigtir. Bir n tamsayisinin g-benzeri 0 < ¢ < 1 igin

1—q"_

lim
q—1- 1-— q

n

esitliginden ilham alarak tanimlanmistir. Bu tez boyunca aksi séylenmedikce

0 < g < 1 kabul edilecektir.

Tamm 2.1. Bir n pozitif tamsayisinin g-benzeri 0 < ¢ < 1 icin [n], veya kisaca
[n] gosterimi kullanilir ve

1—-q"
lL—gq

=l4+q+¢+ - +¢"!

seklinde tanimlanir. Bu son esitlik, reel veya kompleks bir a sayisinin g-benzerini
tanimlamak icin de kullanilir. Yani reel veya kompleks « sayisinin g-benzeri

1—q°
o) = 2

seklinde tanimlanmigtir. Bu son egitlikte o — oo i¢in limit alinarak klasik ana-

lizdeki sonsuz kavraminin ¢-benzeri

seklinde tanimlanir [3].

Tanim 2.2. Dogal sayilardaki faktoriyel kavramina benzer sekilde bir n pozitif

tamsayist igin [n]! = [1][2] - - - [n] esitligi ile tanimlanir. Ayrica [0]! = 1 dir [3].

Tanim 2.3. Bir a kompleks sayisi ve 0 < ¢ < 1igin (1—a)(1—aq)--- (1 —ag"™")

carpimi (a; q) sembolii ile gosterilir ve (a; q)y gosterimine g-Pochhammer sembolii
denir [3].



Bu durumda (a; ¢), = (1—a)(1—aq)--- (1 —ag" ") = [[}= (1 —ag") olur.
Bu esitlikte 7 — oo i¢in limit alinarak sonsuz g-Pochammer sembolii (a;¢q)s =
[Tio(1 — ag®) elde edilir. a = ¢ ahndiginda (¢; ¢)oo = [[hep(1 — ¢¢*) oldugundan

g-faktoriyel, g-Pochhammer sembolii cinsinden

]! = (GDn (4 9)

1-=q¢" (1-=9"(¢"" )

seklinde ifade edilebilir.

Klasik analizde n, k iki dogal say1 ve n > k olmak {izere

(1) = m

(z+y)" = (:) a"hy

k=0

dir ve (z +y)™ iki terimlisi

seklinde acilima sahiptir. g-analizinde

r4 =qr, Yq=qy Ve Yyr =qry

degigsme kurallar1 kabul edildiginde Gaussian katsayilar veya Gaussian Binom

katsayilar: olarak da adlandirilan ¢-binom katsayilarinin tanimina ulagilir.

Tanim 2.4. Binom katsayilarinin g-benzeri

ni_ [n]!
k [n — K| k]!

seklinde tanimlanir [3].

¢-Binom katsayilarinin g-Pochhammer cinsinden ifadesi
n
k
seklindedir. Ustelik (2 + y)™ iki terimlisinin acilminim g-analizindeki karsihg:

(z+y)" =) [Z] 2"y

k=0

(g:9)n

(i—q)" B (¢:9)n

(D) -k (G:Dk Q) .
(1—q)"F (1—q)F (Qa Q) k(Qa Q)k

seklindedir.



Klasik analizde binom katsayilar1 arasinda

("Zl) ) (Z>+<k;i1)

seklinde bir iligki vardir. Gaussian Binom katsayilar1 arasinda ise

n+1 n| n

k k k—1
n+1 n ntl—k | T
k k k—1

seklinde iki iligki s6z konusudur. Burada
n n
=1, =1

g-Pochammer sembolii ile ilgili agagidaki egitlikler daha 6nce verilen tanim

dir [3].

ve esitlikler kullanilarak dogrudan hesaplamalarla ispatlanabilir. Burada verilen

esitlikler ve fazlasi i¢in [5] nolu referansa bakilabilir.

_ (a39)k(ag®;q)n
(aq™;q)k

a;q)n = (a1 @)u(—a)"q(2), @ #0

ag™" @) = (a7 )n(—a)"g ), 0 #£0

Q
- no
Q

no
~—

8

I
—~
8
)
~—
3
n
8
)
~—
3

) (
) (
) (
) (
) (
) (
7) (a3 q)2n = (a:¢*)n(ag; ¢°)n
) (
) (
) (
) (a;q)r = (1 — a)(aq; ¢)r-1
) (@ @)k = (1= ¢") (g @)k
) (a;q)x — (ag; @)x = —a(l — ¢*)(ag; @)r—1

4



Bu kisim, ¢-Binom teoreminin ifadesi, ispat1 ve bazi sonuclar: ile bitirile-

cektir.

Teorem 2.5. Her k£ € Nicin ¢, > 0

o0 o
H(l—ck) <oo<:)ch<oo
k=0 k=0

8].
Teorem 2.6. (¢-Binom Teoremi) |z| < 1, |¢| < 1 igin

3 (a; Q)kxk ~ (az;9)

(G (20

k=0

dir [3].

ispat f,(z) =372, 8?—3))::6"’ olsun. Bu durumda

z(1—q) — (g;q)x z(1—q)
esitliginden
o) = flaz) _ 155 EZ; Z;:zk(l )
=2 Gt

x — (43 )
R o [/ )[R
- ; TErOIPr

—(1—a) io: (ag; @)x—1 Lh1

—1 (4 @)k

bulunur. Dolayisiyla da

esitligi elde edilir.

(2.1)



(aq Q)k o

fa fonksiyonunun tanimlamigindan fu(z) =", e T olup
- (@ q ag; q
fole) = fuglr) = 3 bt Z<( )”ka
k=0 =0 ‘D4
:i a; q)x — aqq)k ok
(¢;q
elde edilir. Burada (13) esitligi kullanilarak
— (a:9)r — (ag; g
fole) = fulgr) = Y O D
—1 (¢ 9k
= —a(l = @) (ag k-1
N =@
k=1 ’
- (aqaq)k—l k—1
= —ax x
; (4 @)k
= (G‘Q7q>k k
= —ax
,; (43 )
= —ax foq(T)
bulunur. Dolayisiyla da
fa(x) = (1 = ax) fag(x) (2.2)

esitligi elde edilir. Elde edilen (2.1) ve (2.2) egitlikleri taraf tarafa oranlanlanarak
fa(x) = falgz) _ (1 = a)zfoq(x)

fam) (1= az) fog(w)
ve bu egitlik diizenlenerek
1
fule) = T falaw)
Fulz) = l—axl-— aqxfa(qzm)

l—2 1—¢qx

l—axl—agrx 1—aq" 'x

npy = QD
falq"w) = T fa(q")

elde edilir. Burada n — oo iken limit alinabilmesi i¢in (az; q), ve (z;q), yakinsak

Ja(@) = l—2 1—gqx 1—q 1z

olmas1 gerekmektedir. O halde, Teorem 2.5.’den dolayr >, ¢* geometrik serisi
yakinsak oldugundan [ ]2 (1 —zq") ve [];=,(1 —axq"”) ¢arpimlar da yakinsaktur.

n — oo iken limit alinarak

_ f: (a0 s _ (a7:0)c

— (G Q) (%3 0)oo

bulunur. =



Sonug 2.7. g-binom teoreminin sonuglari agagida verilmigtir [3].

) ni;o (qT;)n - (x;lq)oo’ o < Llal <1.
(b) i% = (:¢)o, lg| < L.

(©) %JZ<—W¢%ﬁ:w@m

(d) 2205, R +:_ 1] ot = fa < 1

Ispat Teorem(2.6.)'da a = 0, a = ¢~ ve a = ¢~ konularak sirasiyla (a), (c) ve
(d) esitlikleri elde edilir. (b) sikkini elde etmek icin Teorem(2.6.)’'da a yerine 1

ve x yerine ax yazmak yeterlidir. =

2.2. ¢-Tiirev ve ¢-Integral

Tanmim 2.8. Bir f fonksiyonunun g¢-diferensiyeli d, f ile gosterilir ve
def (x) = f(x) — flqz)
seklinde tanimlanir [6].

Tamim 2.9. Bir f fonksiyonunun g-tiirevi D,f ile gosterilir ve z # 0 olmak

tzeren klasik analizdeki tiirev tanimina benzer olarak

4 f(@) _ @)~ flg)

dgx (1-q)z

seklinde iki diferensiyelin orani olarak tanimlanir |6]. f fonksiyonunun x = 0

Dy f(x)

noktasimdaki g-tiirevi ise f/(0) olarak tamimlanir. Buna gore bir f fonksiyonunun

Tt w70
1'(0), x=0

g-tiirevi

D,f(x) =

seklinde de ifade edilir [5].



g-Tiirev ile ilgili 6zellikler agsagida listelenmistir. Bu esitliklerin ispati ¢-
tiirev tanimi ve dogrudan hesaplamalarla elde edilebilir. Bu egitlikler ispat1 ile
[4]’de bulunabilir.

(1) Dy(f () £ g(x)) = (Do f)(x) £ (Dyg)(x)

(2) Dy(af(x)) = a(Dyf)(x)

(3) Dy(f(x)g(x)) = f(qz)(Dqg)(x) + g(2)(Dyf)(x)
(4) Dy(f(2)g(x)) = f(2)(Dyg)(x) + g(qz)(Dyf) ()

0P (ﬁg) e f;<q)x>gf(qug(x)7 9(qr)g(x) # 0
©) 2,120 = eI HaDse) 1)1

Burada sadece Leibniz kuralinin ispati verilecektir.

D,(f(@)g(a)) = L89) = flav)g(ae)

(1-q)x
_ f@)g(x) = flgz)g(x) + flgz)g(x) — flgz)g(gx)
(1 —Q)
_ xg(w)—g(Q) . ) f( )
= f(qz)(Dyg)(x) + g(z)(Dyf)(z)

elde edilir. Boylece (3) ispatlamir. (4) esitligini ispatlamak i¢in ikinci egit-
likte f(qz)g(x) yerine f(z)g(gx) terimi eklenip cikartilir ve gerekli diizenlemeler
yapilirsa (4) goriiliir.

Tanim 2.10. g-integralin tanimi Thomae[1869] ve Jackson|[1910] tarafindan ve-

rilmigtir. Bir f fonksiyonunun [0, a] aralig tizerinden g¢-integrali

/0 @ =3 fad)ag” — ag™) = a(1 - ) S " Flag?)

esitligi ile tamimlanir. a ve b keyfi sayilar olmak iizere

/abf(x)dqm = /Obf(x)dqm - /Oa f(z)d,x

seklinde tanimlanir [3].



Burada ¢ — 17 iken limit alinarak

lim f dx—/f

q—1-

elde edilir. Klasik analizin temel teoremlerinin g-benzerleri asagida verilmigtir.

Bu teoremler ispatlariyla birlikte [3]’de bulunabilir.

Teorem 2.11. z = a noktasinda siirekli bir f fonksiyonunun g-anti tiirevi F' ise

yani D, F' = f ise
b
| #a)da = ) - Fla)
dir [3].
Ispat F(z) = (1—¢)x > 0q"f(¢"x) + F(0) seklinde tanimlansin. Bu durumda

F(x) = F(qx)
(1-q)z

(1_1q (1—q Zquw I—Q)ququ(qj+1$))
]ZL’) _ quﬂf(qjﬂx)
—quf(qjx)zf(fc)

olur. Boylece F' fonksiyonu f nin ilkelidir. Buradan

/ dm_/f dx—/f

b(1 — q) Zq”qu —a(l —q) Zq”faq + F(0) — F(0)

D,F(z) =

<
Il
o

I I
(e L[]
’QQ ’QQ
kﬁ

<.
I
o

= F(b) — F(a)
elde edilir. m
Teorem 2.12. Herhangi bir f fonksiyonu i¢in

D, / T iyt = £(x)

dir [3].



2.3. ¢-Kuvvet Serileri

Klasik analizde

o0

k

czr—a)'=c+calzr—a)+-Fc(z—a)"+---

k=0
seklindeki sonsuz toplama kuvvet serisi denir. Buradaki ¢ sayilarina serinin
katsayilart adi verilir. Eger bir f fonksiyonu a noktasinin bir komgulugunda her

mertebeden tiireve sahip ise f fonksiyonu bu komsguluktaki her bir x icin

© n)(g
)y =3 LD gy

n.

seklinde bir kuvvet serisi olarak ifade edilebilir. Bu kuvvet serisine Taylor serisi

denir. Bu kisimda bir f fonksiyonunun ¢-Taylor serisi kavrami incelenecektir.

Herhangi bir n € Z* U {0} i¢in 2" nmin ¢-tiirevi

pn (@) =a (= vat =g
(¢ — 1z (¢q—1)z l—q z

olmasina ragmen

= [n]a™!

Dy(z — a)" # [n](z — )"

n—1
q

Taylor serisinde (z — a)™ ifadesinin yerini tutacak bir ifadeye ihtiyag vardir.

dir. Dolayisiyla g-analizinde D,(z — a); = [n](x — a)j~" Ozelligini saglayan ve

Tanim 2.13. a,b € Cve n € Z*U{0} olmak iizere (a+b)" nin g-benzeri (a+b)7

ile gosterilir ve

1, n=20

e {H?‘é<a+qu> = (a+0)(a+bg)--(a+bg"), n21

esitligi ile tanimlanir [6].

Ornek 2.14. Bu érnekte, n € Z* ve a € C olmak iizere Dy(z+4a)p = [n)(z+a); ™

10



esitliginin saglandig1 gosterilecektir.

(gz +a)g — (z +a)g

Dy(z +a); = G-
_(gr+a)-- (g +ag"!) = (x+a) - (v +ag"")
a (¢— 1z
gz +a)g" = (z+ag"!))(x +a)y
(¢— 1z
~ (q"r+ ag" ' —x —aq" ) (x +a)p !
(¢— 1Dz
("= D +a)y!
a (¢ — Dz
_-1 (x+a))!

qg—1
=[x +a)y™!, (z+a)y=1

Ornek 2.15. n € Z* ve a € C olmak iizere Dy(a+xz)7 = [n](a+qz)?~" esitliginin

saglandig1 gosterilecektir.

(a+gz)y — (a+ )7

Palata)y = (¢— Dz
_(atqr)--(atq"z) - (a+z) - (a+q"'z)
(¢g— 1z
((a+q"z) — (a+z))(a+qz)y™
N (a— 1=
_(a+qgr—a—2)(a+qr)y™
(¢ — 1)z
_(¢" = Dz(a+qz)y™!
N (a— 1=
— qq — 11 (a+ qx)g"l

= [n)(a + q);™"

Sonug olarak Dy(x + a)7 # Dy(a + )7 dir. Benzer iglemler yapilarak
Dy(z —a)r = —[n](z —a); " esitligi benzer hesaplamalarla gésterilebilir. Béylece

bir f fonksiyonunun Taylor aciliminin ¢-benzeri agagidaki sekilde verilebilir.

Tanim 2.16. f fonksiyonu (a,b) araliginda siirekli ve ¢ € [a, b] olsun. O halde f
nin ¢g-Taylor agilimi

D;[;{]gc) (z—0)y, z€(a,b)

f(z) =

n=0

11



formal serisi ile verilir |7].

Basit hesaplamalarla (a — b); = a”(%;q)n esitligi kolayca gosterilebilir.

Dolayisiyla bir f fonksiyonunun ¢-Taylor serisi

> D'f(c c
=Y 2 ),

z

n=0

esitligi ile verilir.
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3. BAZI OZEL FONKSIYONLAR VE Q-BENZERLERI
3.1. Hipergeometrik Fonksiyonlar

Klasik analizde hipergeometrik fonksiyon

al DR CLT
TFS< ) Y z
bly"' abs

k=0
seklinde tanimlanmaktadir. Burada hipergeometrik fonksiyonun yakinsaklik ya-

ricapi
x;r<s+1

p=11 ;r=s+1
0 ;r>s5+1
dir.

Tanim 3.1. Hipergeometrik fonksiyonun ¢-benzeri
ay, -+, a, — (a1; )k -+ (ar; Q)i N
([ s = S e i ()
1,""",Us

= (013 Q)+ (bs; @) (@ @)
seklinde tanimlanir. Burada g-hipergeometrik fonksiyonun yakinsaklik yaricapi

x;r<s+1
p=191 ;r=s+1
0 ;r>s4+1

dir[5].

(a59)n = (1—a)(1—aq)---(1—ag" ') = (1 —a) oldugundan g-hipergeo-

metrik seri
0 (ala"' y Qr
T S
bla"' 7bs

seklinde verilebilir.

= (11— al)’; (1= Gr)]; o Lbomr 5
¢ Z) :Z (1_b1>§"'(1_bs)§ ((_1)k <2)> (1—q)k

13



Hipergeometrik fonksiyonlarin bazi doniigiim formiilleri

(1) - g (o)
_ (=07l - bZ)3°2 1 (abclz, b' c)

’ q
(1-— c)g<>(1 — z)go bz

(1 —abc'z)® (a‘lc, b~te
= 2¥1
(1— z)go

az

q

Qab

abz)
q, —
¢

olup bu déniigiim formiilleri ile daha fazlasi [5]’de bulunabilir.

C

3.2.  Ustel Fonksiyon

Klasik analizde iistel fonksiyonun seri agilimi
x n
x
T __
€= Z n!
n=0

dir. Bu kisimda iistel fonksiyonun g-benzerleri incelenecektir. Literatiirde iistel

fonksiyonun iki farkh ¢ benzeri mevcuttur. Bu g-iistel fonksiyonlar sirasiyla e, ve
o an

neo o Seri

E7 ile gosterilir. Ustel fonksiyonun €7 ile gésterilen g-benzeri e = 3
acilimi kullanilarak tanimlanir. Yani
n

egzzw

n=0
esitligi ile tanimlanir. Buradan
"
€y = nzg W
_ i (1—q)"a"
— (G Dn
-y (1 =q2)"
= (GDn
1 1

(1=qiq), (1-0-qa);

elde edilir. Ustel fonksiyonun diger ¢-benzeri Ey ile gosterilir ve F iistel fonk-
siyonu Sonug 2.7. (b)’deki

= (—1)rg3a

Yo = (130

(4 @)n

n=0

14



esitliginde x yerine —(1 — q)z yazilarak

Zq 1)—(1)) (- (1—q)xq) (1+(1—Q)$)Zo

seklinde tanimlanir. Yukarida tamitilan g-iistel fonksiyonlarin tanmimlari igin [7]
veya [3]’e bakilabilir.

Burada yeni tanimlanan g-iistel fonksiyonlarin ozellikleri incelenecektir.

Ik olarak, eq ve I, fonksiyonlar g-hipergeometrik fonksiyon cinsinden

. 0
€g =1%o\
q(Z)x"

Fa :0%( ’ _m) B i G Vs

n=

o

z" 1
qr | = = o<1
) ;(q;q)n (%3 @)oo a

ve

seklinde verilebilir. Ayrica

eg.qu:(1_<11_q) = (1-(1—qa) =1

oldugu goriiliir [7].

Teorem 3.2. ¢, iistel fonksiyonunda ¢ — 1~ iken limit alinarak iistel fonksiyon
elde edilir. Yani

1
li =e"
- (- (- qa)g
dir [3].
ispat
5 ! 1
im e* = lim
g=1- T g1 (1= (1 —q))¢°
. = Z"
- ql_lglf Z (1-q)7
n=0 (1—q)»
L e x"
- ql_lglf Z loql-¢®>  1-q"
n=0 1—q 1—q 1—q
oo xn
= lim
qal—nZ 1(1—0—(]) (1+q+ +q" 1)
oo n
_\ =
- n!
n=0
= eCC

elde edilir. m
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Teorem 3.3. Benzer sekilde E, iistel fonksiyonunda ¢ — 1~ iken limit alinarak
iistel fonksiyon elde edilir. Yani

lim (1+(1—¢q)z)” =¢”

q—1-

dir [3].

ispat
lim £ = lim (14 (1 — o
qil* q qil*( ( Q)x)q

& glia
= lim —_—

g—1- (1—a)g
n=0 (1—g)"

oo

= lim Z =

—1- =g
1 n=0 1—q

_
|

<
[N

—

|

<
3

oo

= lim
qel—,;1(1+Q)(1+q+q2)---(1+Q+---+q”1)

q(2>gj"

elde edilir. =

Ornek 3.4. ¢-iistel fonksiyonlarin ¢-tiirevi

- ()
N

=3

-3

_ ; % e



ve

=" (1-gq)[n]!
_ 2 /) [nx:]‘
_ 2 q<";l>[x_’;
_ ni; q(;)+n[i_’;
_ f: /%) (C_[,s] i
_ g

elde edilir.
3.3. Gama Fonksiyonu

Klasik analizde gama fonksiyonu ¢ > 0 icin
seklinde ve beta fonksiyonu ise s,¢ > 0 i¢in

1
B(t,s) = / 271 —2) e
0

seklinde tanimlanair.
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Gama ve beta fonksiyonlarinin bazi 6zelliklerini hatirlatacak olursak

r) =1
L()(s)
Blt.s) = Ta75)

dir.
Tanim 3.5. ¢t > 0 i¢in ¢g-gama fonksiyonu
[o0] e
L,(t) = /0 T B, Yda
olarak tanimlanmigtir. s,¢ > 0 icin ¢-beta fonksiyonu ise
1
B,(t,s) = / o1 — qa:)zfldqx
0

olarak tanimlanmigtir [6].

I',(t) ve By(t,s) gama ve beta fonksiyonlarinin uygun bir g-benzeridir.

Ciinkii ¢ — 17 iken limit almarak sirasi ile I'(t) ve B(t, s) elde edilir.

Teorem 3.6. I'; fonksiyonu

o0

Fy() =1 —a"]] % =(1—-g'™ ((qqaqq);:o

esitligi ile verilebilir [7].
Ozel olarak T',(1) =1 ve her t > 0 i¢in
L, (t+1) = [t]0,(¢)
esitligi saglanir [6].
Teorem 3.7. g-gama ve g-beta fonksiyonlar1 arasinda

B,(t, 00)

=gy

* Ly (0T (5)
P )

iligkisi vardir [6].
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4. Q-ANALIiZININ OPERATOR TEORIYE UYGULAMALARI
4.1. ¢-Picard ve ¢-Gauss-Weierstrass Singiiler Integral Opertérleri

Reel degiskenli, reel degerli bir fonksiyon f olsun. A > 0 ve x € R i¢in

Picard ve Gauss-Weierstrass singiiler integral operatorleri sirasiyla

(i) = o5 [ s e Kar
ve
Wa(f:a) = % | srvefa

esitlikleri ile tanmimlanir.

Bu operatorlerin g-geniglemelerini tanimlamak i¢in [10’da 0 < ¢ < 1 gama

fonksiyonu i¢in Euler integral temsilinin agagidaki g-genislemesi kullanilmigtar:

o0

1—¢q =@ tr—1
Lg(z) = — 4.1
cq(z)Lg(x) n q—lq 2 / B = q)t)dt’ Rexz >0 (4.1)

burada
1—q s [(z)I(1 —2)

al) = In q—lq Ly(x)ly(1—x)
seklinde tanmimhdir. ¢, fonksiyonu

L. cy(z+1) = ¢y(2)
2. ¢(n)=1, n=0,1,2,...

3. limg - cg(x) =1

sartlarini saglar [10].

Tanim 4.1. f : R — R bir fonksiyon olsun. A > 0 ve 0 < ¢ < 1 olmak iizere
f nin g-genellegtirilmis Picard ve g¢-genellestirilmis Gauss-Weierstrass singiiler

integralleri sirasiyla

N k) I i (O )
P\(f;q,z) = SN Ing! /OO E, ((1—{;})|tl)
y 1 < f(z+1)
Wi(fiq,2) = 5 ()
A(fiq,z) ™/ IN(@Y2;59)1/2 /°° Eq (%) t
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tanimlanir [9].

g — 17 i¢in bu genellegtirmelerin Picard ve Gauss-Weierstrass singiiler

integral operatorlere indirgendigine dikkat ediniz.

Bu integral operatérlerin L,(R) de yakinsakhk oranlari, agirhkh uzayda
yakinsakliklari, yaklagik hatalar1 ve global piiriizsiizliik koruma 6zelligi [9]'da in-

celenmigtir.
Tanim 4.2. Bir f € L,(R) igin f nin siireklilik modiilii

wp(f;6) = sup [|[f(-+h)— f()llp

|h|<é
—00

e 00 /p
esitligi ile tamumlanir, burada || f||, = (f |f($)|pdx> dir [9].

Lemma 4.3. Her A > 0 ve 0 < ¢ < 1 icin R iizerinden ¢-Picard singiiler integral

operatorii ile g-Gauss-Weierstrass operatoriiniin integralleri 1 dir, yani

(a) [z PA(f;q,2)dx =1,

(b) Jo Wia(fiq,z)de =1
olur [9].

Simdiki lemma ¢-Picard ve ¢-Gauss-Weierstrass integral operatérlerinin
L,(R) iizerinde sinirh oldugunu ifade eder.

Lemma 4.4. f € L,(R), 1 <p < oo ve0 < q<1olsun. Bu takdirde

P50, < Il

ve
WA a, Ml < (11l

esitsizlikleri dogrudur [9].

Bu operatérler igin yakinsaklik oranlar: agsagidaki teoremde verilmigtir.

Teorem 4.5. 1 < p < oo olmak iizere f € L,(R) ise
1
IPA(f30: ) = FOllp < wp (f5[A]) (1 + E)
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ve

W00 = £Oll < (75 V/) (1 Va2 =)

esitsizlikleri saglanir [9)].

Ispat Lemma 4.3. geregi
1— l-gq [ f z+t)— fz)

PA(f;%x)_f( lnq 1q|t|>

yazilir. Buradan

P 1/p
FMﬁ%)ﬂNp<ﬂ%EE—(/ /fxziﬁfBth)

o 1-g wp(f3]])
~ 2[A]lng™! (1-q)lt]
EACES

< (f: [Abﬁ / (1 " %> @

elde edilir. Burada gama fonksiyonu icin Euler integral temsilinin ¢-geniglemesi
ve I'y(n + 1) = [n]! esitligi ile C' > 0 igin

wy(f;C6) < (1 + C)wy(f;6)

esitsizligi kullanilmigtir.
Benzer sekilde, Berg’in [11]’de hesapladigi

0o t2k 1/2 2 L2
/_ E(tQ)dt_ﬂ-( 7q)1/2q 2 (q 7Q)k; k:0,1,2,

integral kullanilarak

Wp fa\/m i
Wi~ Tl < - ( )L/G+|t>Eﬁ

(@2 )i ],

1/2
1 * 2 dt
w <f§ \/N) 1+ (W[)\](ql/z; D12 /OO m%)
= Wp (f; \/W) (1 + \/q—1/2(1 _ ql/Q))
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elde edilir. =

0 < g < 1 olmak tizere ¢’ nun sabit bir degeri icin

oldugundan son teorem, L,-normunda P,(f;-) — f(-) i¢in bir yakinsakhik oran
vermez. Bununla birlikte, eger A ya bagl ¢, sayisin1 0 < ¢, < 1 ve A\ — oo iken
g» — 1 olacak sekilde segilirse A — oo igin [A],, — oo olur. Boylece agagidaki

teorem verilebilir.

Teorem 4.6. ¢, € (0,1) sayis1t A — oo i¢in gy — 1 sartim saglasin. Eger 1 <
p < oo olmak iizere f € L,(R) ise

IBA(fs ) = Ol < @ (f3 Van) (1 N 1)

ax

s s = 501 < (5 B) (14 (1) )

esitsizlikleri saglanir [9)].

ve

Bu kisimda agirhikli L, uzayinda yakinsaklik incelenecektir. Reel eksen

iizerinde tanimh pozitif siirekli w fonksiyonu

/ t*Pw(t)dt < oo (4.2)

sartim1 saglasin. R iizerinde w agirlik fonksiyonuna goére p-mutlak integrallenebilir

fonksiyonlarin uzay1 L, (R) ile gosterilir. Bu durumda 1 < p < oo igin

%w®%={ﬂR—HMWMWZ(éUﬁWw®ﬁ>;<W}

seklinde tanimlanair.
Asagidaki teorem, agirhikhi L, uzayinda Korovkin tipi teoremdir.

Teorem 4.7. L, ,(R) iizerinde pozitif lineer operatorlerin diizgiin smirh (L)
dizisi i = 0, 1,2 icin
T (1L (t:2) — 2 = 0
sartini saglasin. Bu takdirde her f € L, ,(R) i¢in
Tim [ Lo f = fllpw =0

saglanir [9)].
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p > 1 olmak iizere w(z) = ( " secilirse L, (R) uzayl L, (R) ile

1
1+z0m )
gosterilir.

Lemma 4.8. Eger 1 < p < oo ve bir m pozitif tamsayist icin f € L, ,,(R) ise
0<qg<1icin

s (1 O [6m)
Pl < 27 (14 S0 1l

ve
m— m _om?
IWAC5 0 ) lan < 277 (14 NP5 (6% 0).5, ) 1 i
esitsizlikleri saglanir [9].

Teorem 4.9. g, € (0,1) olsun ve A — oo i¢in ¢y — 1~ sartin saglasin. Bu
takdirde her f € L, ,,(R) i¢in

%li% IPA(fi a0, 0) = fllpm =0

saglanir [9)].

Teorem 4.10. ¢, € (0,1) olsun 6yle ki A\ — oo igin ¢, — 1~ sartin1 saglasin.
Her f € L, (R) i¢in

lsn [TV3(F5 2. ) = Flpn = 0

—0
olur [9].

4.2. g-Bernstein-Kantorovich Operatorleri

n € N olmak iizere n yinci dereceden Bernstein baz polinomlar

boi(z) = (Z) (1 — z)"F, k=0,1,...,n

esitligiyle tanimlanir. Bernstein baz polinomlarinin bir

n

Bn(x) = Z Ckzbn,k (35)

k=0
lineer kombinasyonuna n yinci dereceden Bernstein polinomu ve ¢, katsayilarina
Bernstein katsayilar: veya Bézier katsayilart denir. [0, 1] araligr {izerinde siirekli

bir f fonksiyonu icin

B,(f:x) = kZ:f () busto
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Bernstein polinomunu gozéniine aliniz. Bu durumda

Bu(f;x) = f(x)

yakinsamasi [0, 1] arahig iizerinde diizgiindiir.

Bernstein polinomlart yardimiyla K, : L;1[0,1] — C[0, 1] pozitif lineer
operatorleri

(k+1)/(n+1)

K. (f,z) = n+1ank /k Ft)dt

/(n+1)
esitligiyle tanimlanir. Bu tip operatorler ilk olarak Kantorovich tarafindan tanim-
lanmig ve calisilmigtir. Bu sebepten bu operatorlere Kantorovich operatérleri veya
Bernstein-Kantorovich operatorleri denir. Bu konuda bilgi i¢in [14] nolu kaynak

incelenebilir.

¢-Bernstein polinomlar: [13]'de

Bu(fiq.2) Zf(fj) H S

s=0
seklinde genigletilmistir. ¢ = 1 durumunda ¢-Bernstein polinomlarindan klasik
Bernstein polinomlarinin elde edilecegi kolayca goriilebilir. Daha sonra Dal-
manoglu, g-Bernstein operatorleri,

[k+1]/[n+1]

Kn,q(fa n + 1 Z bnk qu / f(t)dqt

(k]/[n+1]
esitligiyle tanimlamigtir, burada

n—k—1
bni(q; ) [] b H (1—q°z)

esitligiyle tanimhidir [12]. ¢ = 1 durumunda kolayca goriilecegi gibi ¢-Bernstein-
Kantorovich operatoérleri klasik Bernstein-Kantorovich operatorlerine indirgenir.
Dalmanoglu [12]'de ¢-Bernstein-Kantorovich operatorlerin yaklagim 6zellikleri ile

yakinsaklik oranini incelemistir.

Bu operatorlerin yaklagim o6zellikleri ilgili teoremi verelim.

Teorem 4.11. Eger (0,1) i¢indeki (g,,) dizisi lim, o ¢, = 1 ve lim,, [HL =0

]CIn

sartlarim saglarsa 0 < a < 1 olmak iizere her f € C]0, a| i¢in
[Kng(fs2) = fIl =0, n—o0

esitligi saglanir [12].
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ispat g-Bernstein-Kantarovich operatoriiniin tanimi geregi

K,,1,z) =[n+1] kz:%q_k [Z] z*

dir. Burada g-integral tanimi kullanilarak

[k+1]/[n+1] [k+1]/[n+1] [k]/[n+1]
/ dyt = / dyt — / d,t
[k]/[n+1] 0 0

n—k—1 [k+1]/[n+1]

IT - qsss)/ dt

5=0 [k]/[n+1]

[+ 1] o k] <=
=(1—q)[n+1];q —(1—Q)[n+1]§q
_ 1= - 4

=i e =

dolayisiyla da K, ,(1,2) = 1 elde edilir. Buradan agik olarak
[ K g, (12) = 2] =1 =1][ =0 =0

olur. Simdi

Kngt,z) = [n+1] znj —k H g;an

S=

1

[k-+1]/[n+1]
1—-q°x / tdgt
[k]/[n+1]

esitliginde Once ¢-integral hesaplanarak

[k+1]/[n+1] [k+1]/[n+1] [k]/[n+1]
/ td,t = / td,t — / td,t
[k]/[n+1] 0 0

[k +1] g~ ok +1] K] N~ 25 [K]
—(1— j (1 — j
( q)[n+1]j:0q | q)[n+1];q [+ 1]
= e Y = g+ )
[n+ 1] = n+121+
elde edilir. Buradan
n n n—k—1 1 1
K,,(t,z)=n+1 z® —q° —(lk|(14+q)+1
A0 =k 113 [k 1 0oy (M0 +0 4
[n] N 1 1
= T
[n+ 1] 14+q[n+1]
elde edilir. Buradan K, ,(t,z2) —x = ["}[;[f;]“l]x + mm ifadesi  degiskenine
gore azalan oldugundan || K, ,(¢,x) — :UH = 1iq gy bulunur. Boylece g yerine
qn yazilarak, || K, . (t,z) — z|| = qun [n+1] — 0 elde edilir. K, ,(t?, z) degerini

25



hesaplamak icin ilk 6nce asagidaki integral degeri
[k+1]/[n+1] [k+1]/[n+1] [k]/[n+1]
/ t2d,t = / t2d,t — / t2d,t
[k]/[n+1] 0 0
1 1

S T g U M+ 1+ )

olarak hesaplanir ve [k + 1] = ¢[k] + 1 esitligi ile yukaridakilere benzer yontemler

kullanilarak
K, @x< A UC+C+a, [ ¢F+sg+2 1 1
e [n+17 1+q+¢>  [n+1P 1+q+¢> [+ 1P1+q+¢

elde edilir. Buradan

—1lq — 112 243 2
K g(t2,7) — % = [n][n —1]g — [n +1] 22 [n]  ¢*+3q+ .
’ CESIE CES e
1 1

_I_
[n+11+q+¢

[n][n—1]g—[n+1]

ikinci dereceden bir terimlisi elde edilir. 0 < ¢ < 1 igin CESiE <0
oldugundan bu ifade maksimum degerini x = —% o [n_l}[z}_[n P iqujqq; noktasinda

alir. Boylece q yerine ¢, yazilarak

oo = Uy =012, 5 [y, g2+ 30, +2

K, (t?,2)— 2% = x
[ Kngn (8, 2) = 7] o+ 12, CES R
1 1
+ 2 2
n+12 1+q.+¢2
1 [n]3, (2+3q+q2>2
1 [, (2+3q+q2)2
2[4 1]2 ([n]g,[n — g, qn — [+ 12 )\ 14+ g+ ¢?

1 1
+
n+12 14q, +¢2

— 0

elde edilir. Béylece i = 0,1,2 igin || K, ,, (t', ) — 2*|| = 0 olup Korovkin Teoremi
geregi ispat biter. m
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4.3. g-Bernstein-Durrmeyer Operatorleri

fecCo1], xe]l0,1], n=1,2,...ve 0 < ¢q < 1 i¢in ¢g-Durrmeyer tip
operatorler Gupta tarafindan [15]'de

n 1
Do) =0+ 1D ¢ pala) | FOpuatas )
k=0 0

seklinde tanimlanmistir, burada

n n—k—1
Pui(g; ) = [ ] I EE)
k s=0
seklinde tamimlanmaktadir. Kolayca goriilecegi iizere ¢ = 1 durumunda yukarida

tanimli operator iyi bilinen

n 1
Do) = (04 )Y pusta) [ Sepmaltrde
k=0 0
Bernstein-Durrmeyer operatoriinii verir, burada

ile tanumlanair.

Lemma 4.12. Agagidaki egitlikler dogrudur |9].

£(1 — 2)Dy(pn(4: 7)) = [nlpn(a: 2) (% - x)
t(1 = qt) Dy (pni(g; at)) = [n]pn(g; qt) (% - qt)

Simdiki lemma D,, , Bernstein-Durrmeyer operatoriiniin sinirh oldugunu

ifade eder.
Lemma 4.13. f € C[0,1] i¢in || D, f|| < || f] dir [9].

Lemma 4.14. n > 3 olsun ve ¢y = qo(n) € (0,1) sayist her ¢ € (qo,1) igin
¢ — gt —2¢" —2¢" " — - = 3¢3 — ¢* + ¢ + 2 < 0 sartin1 saglayan en kiiciik
say1 olsun. O halde p?(x) = (1 — x), = € [0, 1] igin

2 2 2 !
Dng((t = )% 2) < =gy (9” @)+ [n+31)

esitsizligi saglanir [9)].
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Teorem 4.15. n > 3 ve ¢y = go(n) € (0,1) sayls1 lemma 4.14." deki gibi olsun.

Bu takdirde f € C0,1], 62(z) = ©*(z) + m, xz € [0,1] ve ¢ € (go,1) olmak

uzere

olacak gekilde bir C' > 0 sabiti vardir [9].

Teorem 4.16. n > 3 olsun ve ¢y = qo(n) € (0,1) sayst lemma 4.13.” deki gibi
olsun. Bu takdirde f € C[0,1], ¢ € (qo,1), ¥(z) =1 —z ve z € [0, 1] olmak {izere

IDnof = fIl < Cw§(fo[n+27) +wy(f, [n+27)

olacak gekilde bir C' > 0 sabiti vardir [9].
4.4. g-Bernstein Schurer Kantorovich Operatorleri

Bernstein-Schurer operatorleri 1962 yilinda [16]’da Schurer tarafindan z €

[0, 1] olmak {izere

n—+p

=51 (5) (2 P) - e

esitligi ile tanimlanmigtir.

Muraru, ¢g-Bernstein-Schurer operatorleri [16]’da tanimladi. Bu operator-

ler p € Ny, € [0,1] ve 0 < ¢ < 1 olmak iizere

n+p r
Bi(f:4;7) Zf<n>

esitligi ile tanimlanir. Son egitlikte p = 0 alinirsa klasik g-Bernstein operatdorleri

n+p H 1—(]$

s=0

elde edilir. Bu operatorler icin Muraru tarafindan elde edilen Korovkin tip yak-
lagim ile birinci yakinsaklik modiilii cinsinden operatorlerin yakinsaklik oranini

ifade eden teoremler agagida verilmigtir.

Lemma 4.17. j = 0,1,2 i¢in e;(z) = 27 olmak {izere agagidaki egitlikler saglanr
[17].

1. BP(eg;q;z) = 1.
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2. Bt(ey;q;z) =

3. Bh(es;q;x) = ([n+pla® +2(1 — 2)).

Ispat Tiimevarimla
3 [m] 1 — )k =1
o LF
oldugu kolayca gosterilebilir. Bu egitlikte m = n + p segilirse

n+p—k—1

I-a)r*= 1] Q-auo)

s=0

oldugundan

3
+

n+p—k—1

2" H (1-¢°z) =1

s=0

L n—l—p

=1 elde edilir. Benzer gekilde

\—/O

dolayisiyla da Bﬁ(eo; q;x

n+p Tlﬁ-p n+p—k—1 [k]
Bi(er;qiw) = ) N & J] a- qsﬂf);]
k=1 s=0

n+p—k—2

[n + p] & [n+p—1] i )
2 T kogt 0o

_ n+pl
=z
[n]
elde edilir. Son olarak,
n+p n+p—k—1 2
n+
Bh(ey; q;2) = Pl IT a- qsx)%
k=1 k s=0
n+p[ n+p—k—1

HiE e s
Wm0

k=1 s=0
olup bu egitlikte [k] yerine g[k — 1] + 1 yazlirsa
n+p n+p—k—1
[n + p qglk = 1n+p—1! ,
B €2;4;T) = 1 —qT
d ; T UO ( )
P k—1
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elde edilir. Burada birinci toplamda k& — k£ + 2 ve ikinci toplamda & — k£ + 1

yazilirsa
o ntp—1ntp & n+p-2]
Bn(€27q,l‘) - [n]Q g [k]’[n Tp—k— 2]
l’k+2 H (1 _ qsx)
m+p " -1 TR
[n]? ,; Elln+p—k—1]" 1:[0 (1 —q’x)
_lntp—lintpl o Intpl
[n]? [n]

elde edilir. =

Teorem 4.18. (g,) dizisin € Ni¢in 0 < ¢, < 1 velim,_, ¢, = lilelim,_,., ¢ =
a < 1 sartlarini saglasin. Bu takdirde herhangi bir f € C([0,p + 1]) i¢in

lim BE(fiqn) = f
n—oo

olup yakmsama [0, 1] tizerinde diizgiindiir [17].

ispat Ispatta iyi bilinen Korovkin Teoremi kullanilacaktir. Dolayisiyla i = 0, 1,2
i¢in [0, 1] tizerinde diizgiin olarak

; P(p.ofy - 0
lim BP(e;;qn; ) =
n—oo

sartlarinin saglandigini gostermek yeterlidir.

Teoremi ispatlamak icin basit hesaplamalarla elde edilen

tim PP gy (2
n—oo  [n],, n—oo  [n]2
limitleri hesaba katilir ve bir 6nceki lemmadaki egitliklerin n — oo iizerinden

limitleri alinirsa istenen goriiliir. m

Teorem 4.19. Eger f € C([0,p+ 1]) ise

Op = 1[n]<p+2\/11—7q">’ g€ (0,1)

olmak iizere
1B (f5 ¢5) — f ()] < 2w(f;0n)
esitsizligi saglanir [17].
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Ozarslan ve Vedi [18]'de g-Bernstein-Schurer-Kantorovich operatorlerini
p € Ny sabit 0 < ¢ < 1ve f € C[0,p+ 1] olmak iizere

n+p n-+p n+p—r—1
KX(fiqz) =) i [T a-¢a)
r=0 s=0

' [l 1+ (g =[]
+ t)dgt
[ (i )
seklinde tanimlamiglardir.

Tk iic moment ile birinci ve ikinci merkezi momentler icin Ozarslan ve Vedi

agsagidaki lemmay1 ispatlamiglardar.

Lemma 4.20. ¢-Bernstein-Schurer-Kantorovich operatorleri icin agagidaki egit-

likler saglanir [18].

KE(Lygsz) =1
(ii)
b 2[n+plgr+1
Ka(uig o) = 2+ 1

(i)

D) — L A PPN
it <l (g ) etk
4¢ + 5¢* + 3q 1
+< 23 )m+ﬂx+ﬁ}

(iv)

P (1 — ) 0 7 — n+p . 1
2(u =) = (2t 1) 7+ g

K2 ((u— )% ¢; )
_ (4q4 + ¢ + ¢?
2Bt 1P

4q® + 5¢% + 3q . 1
<mmm+u2m M‘mm+u>'*mm+m

n + p 2
m+p—HM+m—4@E;ﬂq+Qx
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Teorem 4.21. lim,_,o ¢, = 1 ve lim,_,o ﬁ = 0 olmak iizere her f € C[0,p + 1]
icin

Tim [[KR(f5 ) = £l = 0
dir [18].

g-Bernstein-Schurer-Kantorovich operatorleri i¢in Lipschitz smifinin ele-
manlari ile fonksiyonun birinci ve ikinci siireklilik modiilleri cinsinden yakinsaklik

oranlar da yine Ozarslan ve Vedi tarafindan [18]’ de incelemistir.

Bir f fonksiyonunun 6 > 0 i¢in [0, p + 1] arahginda siirekliliginin birinci

modiilii
w(f,0) = max [Ayf(z)|= max [f(z+h)— f(z)|
|h| <o |h|<d
z,x+he[0,p+1] z,z+he[0,p+1]

veya denk olarak

wif,0) = max |f(t) - f(z)]
t,z€[0,p+1]
esitligi ile tammlanir. f € C[0,p + 1] igin
I =0
Jim w(f, )

ve herhangi bir ¢ > 0 i¢in

oldugu bilinmektedir.
Teorem 4.22. 0 < g < 1 olsun. Eger f € C[0,p + 1] ise

KA 050) = F(@)] < 20( /b @)

olur, burada w(f,-), f nin siireklilik modiiliidiir ve &, 4(z) = K&((u — 2)% ¢; z)
dir [18].

Bir f : [0,p+1] — R fonksiyonunun Lipys(a), 0 < o < 1 sinifindan olmasi
i¢in gerek ve yeter sart t,x € [0,p + 1] i¢in

[f(t) = f(2)] < Mt — x|

sartin1 saglamasidir. Boylece bir f fonksiyonu agikar olarak siireklidir. Asagidaki
teorem KP operatorlerinin yakinsaklik oranini Lipys(«) Lipschitz sinifi cinsinden
karakterizasyonunu ifade eder. Bu teorem Ozarslan ve Vedi tarafindan [18] de

ispatlanmigtir.
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Teorem 4.23. f € Lipy(«a) ise

|K2(f ;) — f(x)] < M (64(x))

dir, burada 6, 4(z) = K?((u — z)? ¢;z) dir [18].
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