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OZET

Riesz Potansiyelinin Smirhihig I¢in Spanne-Guliyev ve
Adams-Guliyev Tipli Sonuclar

Yiksek Lisans Tezi

RAMAZAN AKILLI

Ahi Evran Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisii

Mayis 2015

Bu yiiksek lisans tezinde Riesz potansiyeli ve Riesz potansiyelinin sinirliligi
i¢in elde edilen sonuglar hakkinda bilgi verilecektir. Bu tez ¢aligmasi dort béliimden
olugsmaktadir.

Birinci boliim girig kismdir.

Ikinci boliimde, ilerleyen boliimlerde igimize yarayacak bazi temel kavram, no-
tasyon ve teoremlere yer verilmigtir. Morrey uzayi, Genellestirilmis Morrey uzay1 ve
Hardy-Littlewood maksimal operatoriiniin tanimi ve 6zellikleri verilmis olup, ayrica
Hardy-Littlewood maksimal operatériin L,(R™), M, »(R") ve M, ,(R™) uzaylarin-
daki sinirhiliklar ile ilgili elde edilen neticelere yer verilmistir.

Uciincii boliimde, klasik Lebesgue uzaylarinda Riesz potansiyeli tanimlanip,

bunlarin varlik ve sinirhilik 6zellikleri incelenmistir.

Son boliimde ise, Guliyev [5, 11, 12, 13] tarafindan elde edilen ifadeler kul-
lanilarak Riesz potansiyel operatoriiniin genellestirilmis Morrey uzaylarindaki sinir-
liliklart igin elde edilen Spanne-Guliyev ve Adams Guliyev tipli sonuclara yer veril-

mistir.

Anahtar Kelimeler: L, uzaylari, Morrey uzaylari, Genellestirilmis Morrey uzay,
Riesz potansiyel operatorii, laplasyan.

Sayfa Adedi: 33

Danigman: Dog¢. Dr. Ali AKBULUT
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ABSTRACT

Spanne-Guliyev and Adams-Guliyev Type Results For the
Boundedness of the Riesz Potential

Master Thesis
Ramazan AKILLI

Ahi Evran University
Institute of Science

May 2015

In this master thesis, information about the results of the Riesz potentials and
boundedness of Riesz potentials will be given. This thesis consists of four chapters.

The first section is devoted to the introduction.

In the second section, some basic concepts, notations and theorems that
will come in handy in the following sections are included. Morrey spaces, Gen-
eralized Morrey spaces and the definition and properties of the Hardy-Littlewood
maximal operator are given, also the results that related to the boundedness of the
Hardy-Littlewood maximal operator on the L,(R"), M, ,(R™) and M, ,(R"™) spaces
are included.

In the third section, Riesz potential in the classical Lebesgue spaces will be
defined, and their existence and boundedness properties are investigated.

In the last section, by using the expressions that obtained by Guliyev [5, 11,
12, 13|, Spanne-Guliyev and Adams-Guliyev type of results for the boundedness of

the Riesz potential operator in Generalized Morrey spaces are included.

Keywords: L, spaces, Morrey spaces, Generalized Morrey spaces, Riesz poten-
tial operator, laplacian.

Number of Pages:33

Supervisor: Do¢. Dr. Ali AKBULUT
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M Hardy-Littlewood maksimal operatorii
M, Kesirli maksimal operatorii
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1 GIRIS

Morrey uzaylar1 1938 yilinda C.B. Morrey [22] tarafindan eliptik kismi difer-
ensiyel denklemlerin ¢oziimlerinin lokal davraniglar1 aragtirilirken ve varyasyonlar
analizi teorisindeki problemlerle ilgilenilirken ortaya c¢ikarilmigtir. Morrey uzay-
larinin kismi diferensiyel denklemlerin ¢oziimlerinin regiilerlik 6zelliklerinin calig-
masi ve kesin 6n esitsizliklerin bulunmasi gibi konularda énemli uygulamalar: vardir.
Riesz potansiyeli, Macar matematik¢i Marcel Riesz tarafindan ortaya koyulmus ve
matematik diinyasinda énemli bir konu haline gelmistir. Operatorlerin sinirhiliklar:
modern analizde bir ¢ok problemin ¢oéziimiinde kolaylik saglamaktadir. Eliptik kismi
diferensiyel denklemler ve varyasyonlar analizi teorisindeki problemlerde, uzaylarda
kismi diferensiyel denklemlerin ¢oziimlerinin bulunmasi gibi konularda ve 6nemli
uygulama alanlarinda operatérlerin sagladigi kolayliklar: kullanilmaktadir. Ozel-
likle Riesz potansiyelleri yardimiyla eliptik ve hipoeliptik kismi diferensiyel denk-
lemlerin ¢oziimleri i¢in on esitsizlikler elde edilebilmektedir. Dahasi, Morrey uzayi
gibi bircok uzayin siireksiz katsayili eliptik diferensiyel denklemler ve potansiyel
teorisinde 6nemli uygulamalari ortaya ¢ikmigtir. Daha sonra bu uzaylarin Navier-
Stokes ve Schrodinger denklemleri, siireksiz katsayili eliptik diferensiyel denklemler
ve potansiyel teorisinde 6nemli uygulamalari ortaya ¢ikmigtir.

Morrey uzaylarimin geniglemesi olan M, , genellestirilmis Morrey uzaylar
1990 yilinda T. Mizuhara [21] tarafindan tanimlanmig ve singiiler integral opera-
toriiniin bu uzaylardaki sinirhligr aragtirilmigtir. 1994 yilinda E. Nakai [24] tarafin-
dan harmonik analizde 6nemli bir yere sahip olan maksimal integral operatoriiniin,
Riesz potansiyelinin ve singiiler integral operatoriiniin M, , genellestirilmis Morrey
uzaylarmaki simirliligy aragtinlmigtir. Aym yillarda (1990-1994) V.S. Guliyev [13]
tarafindan Doktora Tezinde, harmonik analizin integral operatorlerinin genigletilmis
lokal Morrey uzayindaki sinirliligi E. Nakai'nin sartlarindan daha genis sartlar ile
arastirlmigtir. 2009 yilinda V.S Guliyev, matematik literatiirtinde 6nem verilen M, .,
genellestirilmis Morrey uzayimin normallestirilmis normunu tammlayarak, M, , ge-
nellestirilmis Morrey uzayinda harmonik analizin integral operatorlerinin sinirliligini
Mizuhara ve Nakai’ye gore daha genisg sartlar altinda aragtirmigtir. Daha sonra V.S.

Guliyev [14], [15] tarafindan M, , genellestirilmis Morrey uzaylarinda maksimal,



potansiyel ve singiiler integral operatorlerin siirliliklar: ile ilgili ispat tekniklerini
geligtirerek ispatlamigtir.

Biz, bu caligmada Riesz potansiyel operatoriiniin tanim ve 6zelliklerini verdik-
ten sonra, bu operatoriin genellestirilmis Morrey uzaylarinda siirlihigr ile ilgili elde

edilmig olan sonuglara yer verilmigtir.



2 TEMEL KAVRAMLAR, UZAYLAR VE OPERATORLER

Bu boliimde daha sonraki boliimlerde kullanilan tanmimlara ve 6zelliklere yer
verilmigtir.

2.1 Temel Kavramlar

Tanim 2.1.1 X bir K cismi iizerinde bir vektor uzay: olsun. Eger bir
X =R z— |z
doniisiimii Vo, y € X ve Va € K igin

(N)lz]] = 0, [Jz]| =0 & 2 =6
(No)[|laz| = all]

(Na)llz + yll < llzll + [yl

ozelliklerini sagliyorsa bu doniigiime X {izerinde norm adi verilir. (X, ||-||) ikilisine

bir normlu vektér uzayi denir.

Tanim 2.1.2 X bir kiime olsun. X in alt kiimelerinin bir A sinifi i¢in agagidaki

ozellikler saglanirsa bu A siifi X iizerinde bir o-cebir olarak adlandirilir.
i) XeA
(i) VE€ A, ‘E=X—-FEcA

(iii) Vn=1,2,...i¢in  E, e A=J B, €A

Bu durumda (X, A) ikilisine bir 6l¢iilebilir uzay, A deki her bir kiimeye de

olciilebilir kiime adi verilir.



Tanim 2.1.3 (X, .A) bir dl¢iilebilir uzay olsun. Bir u: A — [0, oo] fonksiyonu

(i) u(@®) =0,
(ii) Her A € Aigin pu(A) >0,
(iii) A nin her ayrik (A,) dizisi icin p ()2, An) =D 00 1 (A4y)

ozelliklerin sagliyorsa bu fonksiyona A iizerinde bir 6lgii fonksiyonu veya 6lgii
adi verilir. Eger her A € A i¢in pu(A) < oo ise p 6Olgiisiine sonlu 6lgii denir.
X kiimesi herbiri sonlu ol¢iiye sahip sayilabilir adetteki kiimelerin birlegimi olarak
yazilabiliyorsa p 6lgiisii o-sonlu olarak adlandirilir. Eger p(X) = 1 ise bu 6lgiiye

olasilik 6lgiisii denir. Ayrica (X, A, u) 6lgii uzay olarak adlandirilir.

Tanim 2.1.4 (X, A) bir dl¢iilebilir uzay ve f: X — RU{—00, 400} bir fonksiyon
olsun. Eger Vt € Rigin {x € X : f(x) >t} € Aoluyorsa f fonksiyonu 6lgiilebilirdir
denir. Olciilebilir fonksiyonlarmn ailesi M (X, A) ile gosterilir.

Tanim 2.1.5 T, reel degerli dl¢iilebilir fonksiyonlarin bir (X, ) 6l¢ii uzayi iizerinde
tanimlanmig ve bir (Y, v) 6lgii uzay: tizerinde biitiin kompleks degerli hemen her
yerde sonlu o6lciilebilir fonksiyonlarin kiimesinde degerler alan bir operatér olsun.

Bu durumda her f, g ve her A € C igin

T(f+9)=T(f)+T(g) ve T(\f)=AT(f)

ise T' ye lineer operator,

T(f+ 9| <|TNHI+1T(9)| ve [T < AT

ise 1" ye altlineer operator, bir K > 0 sabiti icin

T(f+ 9l < KT+ T () ve TN < IAT(S)]

ise T ye quasilineer operator denir. Altlineerlik, quasilinerligin 6zel bir duru-

mudur.

Tamim 2.1.6 X ve Y normlu uzaylar, D(T) C X olmak tizere, ' : D(T) — Y

lineer operator olsun. Eger x € D(T) igin,
[Tz]] < Allz]]

4



olacak gekilde bir A reel sayis1 varsa, 1" operatoriine sinirlidir denir.

Bir T operatériiniin normu

T
IT) = sup I
z€D(T),x£0 [Eal

ile tanimlanir.

Tamim 2.1.7 X ve Y normlu uzaylar, D(T") C X olmak tizere, T' : D(T') — Y lineer
operator ve zg € D(T') olsun. Eger verilen her € > 0 sayisina kargihik, ||z — x| < ¢
kogulunu gergekleyen her x € D(T) i¢in, ||Tz — T'zo|| < € olacak sekilde bir § > 0

sayis1 varsa 1’ operatoriine x( da siireklidir denir.

Tamim 2.1.8 X ve Y normlu uzaylar, D(T) C X olmak iizere, ' : D(T) — Y
lineer operator olsun. Bu durumda 7' operatoriiniin siirekli olmasi igin gerek ve

yeter kogul T" operatoriiniin sinirli olmasidir.

Tanim 2.1.9 f olgiilebilir bir fonksiyon olmak iizere her kompakt K C X kiimesi

uzerinde

/Ifldu < o0

ise f fonksiyonuna lokal integrallenebilirdir denir.

Tanim 2.1.10 = € R” ve f(x), g(z) 6lgiilebilir fonksiyonlar olsunlar. Bu durumda
h=1vg= [ £t~ )y = [ o~ y)at)dy
R™ R®

ile tanmimlanan h fonksiyonuna f ile g nin konvoliisyonu denir.

Tanim 2.1.11 Bir f fonksiyonunun destegi

suppf = {z € R" : f(z) # 0}

ile tanimlanir. Yani f nin destegi onun sifirdan farkli oldugu noktalarin kiimesinin

kapanigidir. Eger suppf sinirhi bir kiime ise f kompakt destege sahiptir denir.



2.2  [P(R") uzay1

Tamim 2.2.1 (LP(R™) uzay1) 1 < p < oo olmak iizere;
/|f(x)|pdx <o
R’VL

ozelligine sahip olgiilebilir f : R™ — R fonksiyonlar simfina LP(R™) uzay1 veya p.
kuvvetten Lebesgue-integrallenebilir fonksiyonlar uzay1 denir. LP(R™) uzay tizerin-

deki norm
1/p

HfhpZNﬂp::h/U@m%m -5

ile tanimlanir.

p = o0 i¢in L>®(R™) uzay,
I flloo == essﬂ%nf\f(a;)\ =inf{K :|f(z)|] <K hhzxeR"} <o
xeR™
ozelligine sahip f : R™ — R fonksiyonlar siifidir.

Tanim 2.2.2 (Zayif LP(R") uzay1) 1 < p < oo olmak iizere zayif Lebesgue uzayi
W LP(R™) agagidaki gekilde tanmimlanir.

WILP(R") := {f — olgiilebilir : || f|lwrr < 00},
burada
1
I lbwis i=supAl{x € R” ¢ (@) > A
>

dir.

Tanim 2.2.3 (Kuvvetli ve Zayif Tip Smirlilik) 1 < p,q < oo, (X, pu) ve (Y,v)
iki olcii uzay1 ve T', L,(X, p) den tanim ve goriintii kiimeleri sirasiyla Y ve C olan

olciilebilir fonksiyonlarin uzayina bir operator olsun. Eger g < oo olmak iizere

v e v i) >ap < (W)

ise T zayif (p, q) tipinden ve eger ¢ = oo iken L,(X, u) den Lo (Y, v) ye smirh bir
operator ise zayif (p,oo) tipindedir denir.
Eger T', L,(X,p) den L,(Y,v) ya smirh ise kuvvetli (p,¢) tiplidir denir.
Yani, her f € L,(X, p) icin
1T fllg < Cll Il

6



olacak sekilde bir C' > 0 sabiti vardir. Buradan ¢ = oo olmasi durumunda zayif ve

kuvvetli tip ¢cakigmaktadir.

Eger T, kuvvetli (p, ¢) tipli ise aym zamanda zayif (p, q) tiplidir. Gergekten,

eger
Ex={yeY:|[Tf(y)>A}

olarak alirsak, bu durumda

V(Eozfdus/‘”f)

A\ A

"y <1 (CUIeY;

olur.

Eger (X, u) = (Y,v) ve T 6zdeslik operatorii olursa zayif (p, p) klasik Cheby-

shev esitsizligi olur.

Teorem 2.2.4 [9] L'*(R™) uzay1 1 < p < oo igin biitiin L,(R™) uzaylarmmn bir-

lesimlerini igerir. Daha genel olarak 0 < p < ¢ < o0 igin
Ly(R") € L(R") € Li(R")
elde edilir

Tanim 2.2.5 [25](Young Esitsizligi) 1 < p,q < oo, i + é =1 ve Va,b > 0 i¢in

a? b
ab < —+ —
p q

olur.

Tanim 2.2.6 [25|(Holder Esitsizligi) 1 < p,q < oo, i + % =1lve felP ge L
ise fg € L' olur ve

1fglly < [1.fllpllgllq

esitsizligi saglanir.

Tanim 2.2.7 [25](Minkowski Esitsizligi) Eger f,g € [P ve 1 <pise f+g € L?

olur ve
1f+glly <N fllp + llgllp

esitsizligi saglanir.



Tamim 2.2.8 (Schwarz esitsizligi) f(z), g(z) € Ly olsun. Bu durumda

/b F(@)g(@)de| < / @) do / 9(@)? da

esitsizligi saglanir. Bu esitsizlige Schwarz esitsizligi denir.

Tamim 2.2.9 (Fourier Déniisiimii) f € L'(R") olsun.

N 1 —i(x,y
fla) = oy / F(y)e @ dy

ile verilen J?fonksiyonu f fonksiyonunun Fourier déniistimii olarak adlandirilir.

Burada (z,y) = 1y + - - - + x,y, dir. Fourier doniigiimii
fla) = 20 [ fwe ey
Rn

veya

= [ f@)e ey
R

olarak da alnabilir. Eger n = 1, f € LY(R) ise bu durumda

ry 1 i —izy
fl@) =@£ F(y)e vy

olur.

Teorem 2.2.10 (Lebesgue Diferensiyelleme Teoremi) Eger f € L!°(R") ise

bu durumda hemen her x € R" i¢in
li
50 |B(z,7)| |B x,r) / Iy (z)
B (z,r)

saglanir.

Teorem 2.2.11 (Lebesgue Yakinsaklik Teoremi) (X,.A, u) bir 6lgii uzayi, g :
X — [0, o0] integrallenebilen bir fonksiyon ve f, fi, fo, - -+ de X iizerinde A-6l¢iilebilir

[—00, 00| degerli fonksiyonlar olsun. Eger hemen hemen her z igin



lim f,(z) = f(x)

(i) Vn € N igin

|[fn(@)| < g(x)

ise f ve f,, fonksiyonlar1 integrallenebilirdir ve

ti [ @) = [ f@)dn(o)

X X

dir.
2.3 Hardy-Littlewood Maksimal Operator

Hardy-Littlewood maksimal fonksiyonu ilk olarak Hardy ve Littlewood [18]
tarafindan bir boyutlu durumda, kompleks analizin uygulamalarina yonelik olarak
tanimlanmigtir. Maksimal fonksiyon analizde pek ¢ok operatoriin sinirliliginda ¢ok
onemli bir role sahiptir. Hardy-Littlewood maksimal fonksiyonunun farkli tanimlar:
Grafakos, Hardy - Litlewood, Stein [10, 18, 28] tarafindan agagidaki gibi verilmistir.
Tanim 2.3.1 f € L'(R") olsun. Bu durumda M f Hardy-Littlewood maksimal

fonksiyonu

r>0

M) = s BO.0N [ 1@ y)ldy
B(0,r)
ile tanimlanir. Bu fonksiyon 400 a esit olabilir.

Hardy-Littlewood maksimal fonksiyonu yuvar yerine kiip alinarak asagidaki gibi

tamimlanabilir.

Tanmim 2.3.2 f € L(R") olsun. Eger B,, [—r,7]" kiibii ise M'f merkezli Hardy-

Littlewood maksimal fonksiyonu

M) =5 oy

156 = vy

B

ile tamimlanir. n = 1 iken M ve M’ cakigir. Eger n > 1 ise bu durumda

enM'f(z) < Mf(x) < CuM' f(x)



olacak gekilde sadece n ye bagh ¢, ve C,, sabitleri vardir. Bu esitsizlikten dolay1r M

ve M’ operatorleri uygun kosullara gore degistirilebilir.

Tanim 2.3.3 f € L'¢(R") olsun. M*f merkezli olmayan Hardy-Littlewood maksi-
mal fonksiyonu

1
M f(z) = sup
B(zo,r)>x ’B(I‘o, T)’

| irwlay

B(zo,r)

ile tanimlanir. Burada supremum x i igeren ve kenarlar1 eksenlere paralel olan biitiin

B C R™ yuvarlar iizerinden alinmaktadir. M ve M* noktasal olarak egdegerdir.

M maksimal operatorii altlineer ve homojendir. Yani,
M(f+g) < Mf+ Mg

ve

MAf) = AMf), ¥A>0

saglanir.

Asgagidaki teorem M Hardy-Littlewood maksimal operatoriiniin hemen hemen
her yerde sonlu, zayif (1,1) ve 1 < p < oo igin (p, p) tipinden bir operatér oldugunu

ifade etmektedir.
Teorem 2.3.4 [19](Hardy-Littlewood-Wiener teoremi)

(1) f € Ly(R") ve 1 < p < oo olsun. Bu durumda hemen her x € R” igin
M f(z) < oo dur.

(2) p=1ise, bu durumda her A > 0 ve f € L;(R") igin
o € B MF@) > M < Sl
olacak gekilde bir C' = C'(n) > 0 sabiti vardir.
(3) 1 <p<ooise her f e L,(R") igin
1My < e

olacak gekilde bir C'= C(n,p) > 0 sabiti vardur.

10



Teorem 2.3.5 [§]
(i) 1 <p< oo igin

w({z € R™: Mf(x) > \}) _/\p/|f|p

zayif (p,p) esitsizliginin saglanmas icin gerek ve yeter sart w € A, olmasidir.

(i) 1 < p < oo iken M, operatériniin L,(w) da smirli olmas: i¢in gerek ve yeter

sart w € A, olmasidir.

Teorem 2.3.6 [7] 1 <p < oo, 0 <\ <nolsun. Bu durumda p > 1 igin

1M fllag, » < Cllfllag, 5

ve p =1 i¢in
||Mf||WM1>\ < CHfHMl)\

saglanir. Burada C, f den bagimsizdir.

Ayrical < p <o0,0< A <nvefe M,,icnR" de Mf maksimal fonksiyonu

hemen her yerde sonludur.

Lemma 2.3.7 [13] 1 <p < oo ve f € L} (R") olsun. Bu durumda p > 1 igin

[ee]
M flL, By < th’/rplllf||Lp(B<x,r))dT‘ (2.1)
t
ve p =1 i¢in
M flwe, (B < Ct”/T_"_1||f||L1(B(z,r))d7" (2.2)

t

saglanir. Burada C, f ve x € R™ e bagh olmayan bir sabit ve ¢ > 0 dur.

2.4 Morrey Uzay1

Klasik Morrey uzaylar: 1938 yilinda C.B. Morrey [22] tarafindan ikinci derece-
den eliptik kismi diferensiyel denklemlerin ¢éziimlerinin lokal davraniglarini aragtirir-

ken ve varyasyonlar analizi teorisindeki problemlerle ilgilenirken ortaya ¢ikarilmigtir.
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Morrey uzaylarimin 6énemli uygulamalar1 Navier-Stokes ve Schrédinger denklem-

lerinde, siireksiz katsayil eliptik problemlerde ve potansiyel teoride ortaya ¢ikmigtir.
Tanim 2.4.1 1 <p<oo, 0<A<n, fe€ LLOC(R”) olmak tizere M, = M, \(R")
Morrey uzay1

My = {f+ |Ifllag,, < oo}
seklinde tanimlanir.

Burada || f||», , normu

=

1
1l = b,y = s | [ 7Py

zeR™,r>0
B(z,r)
seklinde verilir.

A= 0i¢in M,y = Ly(R") dir. Eger A < 0 veya A > n ise bu durumda
M, » = 0 olur. Burada 6, R" iizerinde 0 a denk olan biitiin fonksiyonlarin kiimesini
gostermektedir.

WM, = WM, (R") ile biitiin f € W LY fonksiyonlarimn uzay: olan zayif

Morrey uzayim gosterecegiz. Burada,

_a
[ fllwag,, = [[fllwag, s@ny = sup 72 || fllwa, (B < o0
zER™,r>0
seklindedir.
Lemma 2.4.2 [20] 1 < p < oo olsun. Bu durumda M,,,, = Lo (R"™) ve
11132y = P f 1| o )

olup, burada v, = |B(0,1)| dur.

Ispat. f € Lo (R") olsun. Bu durumda

1/p
([ 1wPay) < e

B(z,t)

olur. Buradan f € M,,, ve

11132, < 0221l 2

12



seklindedir. f € M,,, olmak iizere Lebesgue yakinsaklik teoreminden (bkz. [27])

i B0 [ 1) Pdy = ()P

B(z,t)

olur. Bu durumda

1/p
@l = (i B0 [ 1fPdy) <
B(z,t)

seklindedir. Buradan f € Lo (R") dir ve

1 pe®ny < 0 Y71 fll e

olur. ]

Lemma 2.4.3 [11] 1 <p < 00, 0 < A < n olsun. Bu durumda o = ”TT’\ icin

£ lann—a < 07 (1 £l 5
dir ve buradan M, , C M;,_, olur. Burada 1/p+1/p’ =1 dur.

Ispat. f e Myy, 1 <p <oo0, 0 <X <nveap =n— A\ olmak iizere Holder

/ |f(y)ldy < ( / !f(y)lpdy)l/p( / dy)1/p/
) )

B(x,t B(z,t B(xz,t)

1/p
= o g ( / |f(y>!pdy)

B(xz,t)

esitsizliginden

elde edilir. Ayrica

1/p
| \f(y)|dygv;/f”ta-“/p( / \f(y)|”dy>

B(.Z’,t) B(.I,t)

) 1/p
o (t-* / \f(y)|pdy>
B(z,t)

< 07| Fllag,
elde edilir. Buradan f € M ,_, ve
10 ma < 71 f 1 0
seklindedir. [ ]
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2.5 M, , genellestirilmis Morrey uzayi

Morrey uzaylarmin geniglemesi olan M, , genellestirilmis Morrey uzay1 1990
yilimda Mizuhara [21] tarafindan tanimlanmig ve singiiler integral operatériiniin bu
uzaylardaki smirhligr aragtinlmigtir. 1994 yilinda Nakai [24] tarafindan harmonik
analizde 6nemli bir yere sahip olan maksimal integral operatoriiniin, Riesz potan-
siyelinin ve singiiler integral operatoriiniin M, , genellestirilmis Morrey uzaylarin-
daki sinirhihgr aragtinlmistir. M, , genelestirilmis Morrey uzaymin normallestirilmis
normlu hali ilk olarak 2009 yilinda Guliyev [11] tarafindan tanimlanmig ve harmonik
analizin integral operatorlerinin sinirlilign Mizuhara ve Nakai’ye gére daha genis sart-
lar altinda aragtirilmistir. Ayrica Guliyev [14], [15] tarafindan M, , genellestirilmis
Morrey uzaylarinda maksimal, potansiyel ve singiiler integral operatorlerin sinirlilik-
lar1 ortaya koydugu yeni metot ile elde edilmistir.

M, genellestirilmis Morrey uzay1 Mizuhara [21] tarafindan asagidaki sekilde
tanimlanmigtir.

Tamim 2.5.1 [21] p(z,7), R™ x (0, 00) tizerinde pozitif 6lgiilebilir bir fonksiyon ol-
sun. M, , = M, ,(R"), 1 <p < oo ile
1 latyy = [ty oy = sup o(@,7) " fllL, (B < 00
zER™, r>0
normuna sahip biitiin f € LéOC(R") fonksiyonlarinin uzay1 genellestirilmis Morrey
uzay1 olarak tanimlanir.

Ayrica WM, , = WM, ,(R") ile

P =

I fllwas,, = I fllwas, @y = €§3p>0w(w,T)*leHWLp(B(z,r» <00

normuna sahip biitiin f € WLP(R") fonksiyonlarmin uzay1 zayif genellestirilmig
Morrey uzay1 olarak tanimlanir. Burada W L,(B(z,r)) uzay1 ile
1 f W) = X pem lWL,@n < 00

seklindeki biitiin o6l¢iilebilir f fonksiyonlarmi igeren zayif L, uzay: ifade edilir.

Ayrica dogal topoloji ile verilen LLOC(R") ve WL;OC(R”) uzaylar1 her B C R"™ yuvari
icin fxg € Ly(R™) ve fxg € WL,(R") seklindeki biitiin f fonksiyonlarin uzay:

olarak tamimlanir.
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AL
Bu tanima gore p(x,r) = re icin

Loy =M ‘
DA % ¢(m7r)zr% )
Wipy=WMp, A
o(x,r)=rP

oldugu goriiliir.

M,

o genellestirilmig Morrey uzayimin normallegmis normlu hali Guliyev [11]

tarafindan asagidaki sekilde tanmimlanmigtir.

Tamim 2.5.2 [11] p(z,7), R™ x (0, 00) tizerinde pozitif 6lgiilebilir bir fonksiyon ol-

sun.
M,,=M,,(R"),1<p<oo
ile
12ty = ([ F a0 ()

_1
= sup @, r)" B, )| 77 || flln, (e < oo
z€R™ r>0

normallegmis normuna sahip biitiin f € LLOC(R”) fonksiyonlarinin uzay1 genellesti-

rilmig Morrey uzay1 olarak tanimlanir.

Ayrica

ile
| fllwag, e = 1w, e

_ _1
= sup @z, )" B, )| v ([ fllwe, (e < o0
z€ER™ >0

normallegmis normuna sahip biitiin f € WL;"C(]R”) fonksiyonlarinin uzay1 zayif ge-
nellegtirilmig Morrey uzay1 olarak tanimlanir.

A
Bu tamima gore o(z,r) = rr igin

Lp,/\ = Mzw

p(z,r)=r P

WLyy=WM,,

pler)=r 7

oldugu goriiliir.
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3 RIESZ POTANSIYEL OPERATORU

Riesz potansiyeli harmonik analizin énemli konular arasmdadir. Ozellikle

kismi tiirevli denklemler teorisi ve matematiksel fizikte bir¢cok uygulamalar1 vardir.

Bu kesimde klasik Lebesgue uzaylarinda Riesz potansiyeli tanimlanip, bun-

larin varlik ve sinirlilik ozellikleri incelenecektir.

3.1 I, Riesz Potansiyeli

Tanim 3.1.1 (Riesz potansiyeli) f yeterince diizgiin bir fonksiyon olmak iizere

f fonksiyonunun Laplasyeni;
AT=2 g
j=1
bi¢iminde tanimlanir.

f € S olmak iizere

F—l(f<q;)) = f(:)j) = (271‘1)”/2 /ei(ﬂcy)]’\(y)d’y

R?’L
dir. €@ = gil@vittanyn) glmak iizere
1 o
(D)) = s [ (AT
Rn
1 9% . 0% . 92 . ~
— oy T Sw2y2 ., T W TnYn
(2m)"72 / o 013" o2’ )W
Rn
1 2 i(zy) 7
= (2%)”/2 |y| € (y)dy
Rn
I.f=F 'yl °Ff, feS (3.1)

oldugundan
(=A)f =F ' yPEf

vazilabilir. Bilindigi gibi Laplace operatorii eliptik operatordiir. P. Seeley goster-

migtir ki, eger bir eliptik L operatorii i¢in
Lf =F '¢(x)Ff
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formiilii mevcut ise o zaman onun istenilen kompleks kuvveti i¢in
L*f = F'¢*(2)F
gecerlidir. Dolayisiyla bu teoreme gore Laplace operatorii igin
(A f=Fy[*Ff
yazilabilir. Dolayisiyla goriiliir ki z = —% igin
(=A) " f=F Yy “Ff (3-2)

gegerlidir. Yani (3.1) ve (3.2) den goriiniir ki, Riesz potansiyelinin ve —A nin negatif

kesir kuvvetinin genellesmig anlamda Fourier doniisiimleri aynidir. Bu durumda
I,=(-A)"" 0<a<n (3.3)

ifadesi yazilabilir, burada 0 < o« < n ve

%)

| |ele
Y]]
N—

v(a) = w”/22ar(

Uaf)l@ /\x—y\”“

seklinde tanimlanan [, operatoriine Riesz potansiyeli denir.

N3

olmak tizere

Teorem 3.1.2 (Riesz Potansiyeli igin Hardy-Littlewood-Sobolev Teoremi)

1

0<a<n,1<p<qg<oove-=-—2olsun.
q n

D=

(i) Eger f € L,(R") ise

(Lf) (@ /m Ly

integrali hemen her x i¢in mutlak yakinsaktir.

(77) Eger p > 1 ise bu durumda

Haflly < Apg £,
esitsizligi gergeklenir.
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(i7i) Eger f € Li(R™) ise bu durumda her X i¢in
A q
mA{z: |[Lof(z)] > A} < (%)

dir. Yani, f — I, f doniigimii (1, q) zay:f tiplidir (% =1- %)
Agagidaki teorem I, Riesz potansiyelinin 0 < a < n i¢in (L,, L,) stirhhgim

ifade etmektedir.

Teorem 3.1.3 [10] 1 <p < g<o00,0<a<nvefeL,(R") olsun. Bu durumda
p > 1 i¢in
Hafllz,@ny < Cllfllz, @
ve p =1 i¢in
Mo fgo@ny < ClLFlLaEm)
olacak gekilde C' = C(n, a, p) < oo sabiti vardir ve burada 1l> — % = 2 bicimindedir.

Asagidaki teorem [, Riesz potansiyelinin 0 < a < n ve w € A,, icin

(Lp(wP), Ly(w?)) smurhibgim ifade etmektedir.

Teorem 3.1.4 23] 0 <a <n,l1 <p<n/a,1/p—1/qg=a/nvew € A,, olsun.

Bu durumda I, Riesz potansiyeli p > 1 igin

HafllLyay < CllF MLy r)

vep=1,g=n/(n—a), we A, ve A >0 igin

C
wi({z € R" : [I.f(z)] > A\}) < E”quL““)

olacak gekilde A ve f fonksiyonundan bagimsiz bir C' sabiti vardir.

Teorem 3.1.5 [0 <a<n—\1<p<n/avel/p—1/q=a/n— X olsun. Bu
durumda 0 < A < n icin I, Riesz potansiyeli L, y(R") uzaymdan L, \(R") uzayma

sinirhdar.
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4 M,, GENELLESTIRILMIS MORREY UZAYINDA RIESZ POTAN-
SIYELININ SINIRLILIGI ICIN ELDE EDILEN SONUCLAR

Bu béliimde M, , genellestirilmis Morrey uzaylarinda Riesz potansiyel ope-
ratoriiniin siirliligr ile ilgili 6zellik ve sonuclara yer verilmistir.
Ayrica bu boliimde r <t < 2r olmak tizere, ¢(x,r) fonksionu ¢ > 1; ¢ ve r

ye bagl olmayan bir sabit ve z € R" olmak {izere

¢ lo(z,r) < @la,t) < cp(,7) (4.1)

kogullarim sagladig1 ve yine C' > 0; r ve x € R" ye bagl olmayan bir sabit olmak

iizere maksimal operatorler igin

i dt
[ etatr < oty (12
ve potansiyel operatorii i¢in
ki dt
/to‘pgo(x,t)pT < Cr®Pop(x,r)? (4.3)

T

kogullarinin sagladigi kabul edilmistir.

4.1 Spanne - Guliyev Tipli Sinirlilik

Bu béliimde, I, Riesz potansiyel operatoriiniin sinirliligi icin Spanne-Guliyev
tipli sonuglarda Guliyev [12, 11] tarafindan yapilan ispatlara yer verilmistir.
Asagida ispatsiz olarak verilen I, Riesz potansiyeli operatorii ile ilgili sonug
Nakai [24] tarafindan verilmistir.
Teorem 4.1.1 1 <p < o0, 0 <a < 2, % = }17 — @ olsun. Ayrica ¢(z,7), (4.1) ve

(4.3) kogullarini saglasin. Bu durumda I, Riesz potansiyeli operatérii M, , uzayimn-

dan M, , uzaymma smrhdir.

Lokal Guliyev esitsizligi kullanilarak ispat1 verilen, Mizuhara [21] ve Nakai
[24] tarafindan [, Riesz potansiyeli operatoriiniin sinirlihgr i¢in elde edilen sonug

agsagida verilmistir. (Bkz. [4]-[6], [12, 16]).
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/T“gpl(x,r)dr < C oz, t), (4.4)

kogullarini saglasin. Burada, C' ,x ve t ye bagli olmayan bir sabittir.

Bu durumda p > 1 icin M, ve I, operatorleri; M, ,, uzaymdan WM, ,, uza-

(R™) uzaymdan M,

0,00 (R") uzayma ve p = 1 icin M, ve I, operatorleri

yna ve M,

M, ,, (R") uzaymdan WM, ,,(R") uzayma simirhdir.

Teoremin ispatinda kullanacagimiz lemma daki lokal Guliyev esitsizligi, Guliyev

[5] tarafindan ispatlanmigtir.

Lemma 4.1.3 (Lokal Guliyev Esitsizligi)

l<p<oo,0<a<?, % = ]l)—%vef € L} . (R") alalim. Bu durumda
p > 1igin
n _n_q
Moy oteny < €8 [ 1757 1y (45)
t
ve p =1 i¢in
n _n_q
Mooy < CF [ 1757 1l (46)

t
esitsizligi gerceklenir, burada C, f ye bagh olmayan bir sabittir, x € R" ve t > 0

dir.

ispat. 1 < p <ooalalm. f fonksiyonu f = fi+ fo, fi(y) = f(Y) XB@22 (Y),
fo(y) = [ (Y) XBew,2e) (y), t > 0 olarak tanimlanirsa

Lof (2) = Iafi (x) + Lo fa (z)

elde edilir. 1 <p <oo, 0 <a <2, é = ~ — 2 olmak iizere Teorem 3.1.2 deki (1)

D =

ozelliginden

Hafill L,y < HafillL,n
< CllAlly, @
=C HfHLp(B(:Jc,Qt))

elde edilir, burada C, f den bagimsiz bir sabittir. Ayrica,

[e.9]

n _n_1
o fillz, (s < Ct /7’ Nz, B dr (4.7)

2t
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elde edilir. |x — z| <, |z — y| > 2t oldugunda |z — z| <t < @ dir. Dolayisiyla

lz—y|l=|v—2+2—y|
<l|r—z|+|z -y
<t+lz—yl

<21y
_Z_
B )

ve

lz =yl =z -2+ 1~y

<lz—al+ |z -yl

<t+ |z -yl
|z =y

< _
=5 + [z -y
|z —y

— << —
= < |z —y

dir. Sonug olarak,

eyl <l -yl <2le—y
_Z— — — J——
slr—yl<le—yl<glz—y

elde edilir. Boylece

f ()
Haf2llz, B < / Wdy
o(x,2t) Lq(B(x,t))
|f W)l
<C WdyHX(B(z,t))HLq(R")
Be(z,2t)

elde edilir. § > % secilerek, Holder egitsizliginden
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Be(z,2t)
3 / l — 5" | £ () / s | dy
Be(x,2t) z—y|

=B [s"! z—y|* " f (y)] dy | ds
/ /

{yeR™:2t<|z—y|<s}

< C/Sﬁl Hf”Lp(B(%S)) H|:c — y|a—n+6HL ds
v (B(,9)
1
o pl
N 1
_ C’/S B 1“f”Lp(B(x,S)) / p/dy ds
n—a—£
o 2t<|z—y|<s <’£L’ o y’ )
1
o0 p/
_o [
= C/S ||f||Lp(B(x7s)) / / (n—a—pB)p dpdl’ ds
o n 1 2t
o0 N
. 0/561 T . (Sn*(nfafﬁ)P ) ' ds
2t

= C’/s_ﬂ_ls_vsmLﬁ ||f||Lp(B(:v,8)) ds

2t

o0

= C [ ey (4.9

2t

elde edilir. Diger yandan ; =

3R

% ise 2 = % — a dir. Bu deger (4.8) de yerine

yazilirsa,

a—(24a)-1
1ol ey < C / s (vt g, s
2t

= 0/ K 1Nz, (B ws)) @S
2t
<t / Sl ey 5 (4.9)

2t

elde edilir.
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Sonug olarak, (4.7) ve (4.8) dan (4.5) ispatlanir. p = 1 ve herhangi B =

B(x,r) yuvar igin
o flw ey < MHafillwr, s T Hafollw i, s
esitsizliginin gerceklendigi aciktir. [, operatoriiniin L;(R") uzaymdan W L,(R")
uzayina sinirhigindan
o fillwry s < C UL, e

bulunur, burada C', z ve t ye bagl olmayan bir sabittir.
Dikkat edilmelidir ki (4.9) esitsizligi p = 1 durumu igin de dogrudur. Dolayisiyla
(4.9) dan (4.6) esitsizligi elde edilir. [
Simdi Teorem 4.1.2 ispatini verelim.

Ispat. 1 < p < oo ve f € M, ,(R") olsun. Lemma (4.1.3) den

-n/q
o flln,,, = I po oSz, (B
<C SR S S d
<Cosw ) 112, () AT
t

oo

1 o dr
< Cllflly,,, s [reeien

zER™ t>0¥2 (an t) /

(4.4) den 1 < p < oo igin ispat tamamlanir.

Simdi p =1 ve f € M; ,, (R") olsun. Lemma (4.1.3)

||Ioéf||WMq,¢2 = sup @y (z,t)t e ||]af||WLq(B(w,t))

reR™ t>0
—1 —-n_1
<C s g3'wd) [ 17 S, b
t
elde edilir.
Boylece
1 r dr
I, <C n _ a ,T)—
eIt < Ol 590 —s [ o1
<Ol
bulunur. Buradan p =1 igin de (4.4) den ispat tamamlanmigtir. |
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o1(x, 1) = po(x,7) = @(x,r) olmasi durumunda agagidaki sonug elde edilir

(Guliyev [13],[12]):

Sonug4.14 1 < p < 00, 0 < a < %,% = %— % ve p(x,t), (4.1) ve (4.3)
kosullarim saglasim. Bu durumda M, ve I, operatérleri p > 1 icin M, ,(R") uza-
yindan M, ,(R") uzayma ve p = 1 igin M; ,(R") uzaymmdan WM, ,(R") uzayma

sinarlidir.

4.2 Adams - Guliyev Tipli Sinirlilik

Bu boliimde Riesz potansiyel operatoriiniin sinirhilign icin Adams-Guliyev tipli
sonuglarda Guliyev [11, 12] tarafindan yapilan ispatlara yer verilmistir.

Agagidaki 1, Riesz potansiyeli operatorii ile ilgili sonug Nakai [24] tarafindan
verilmigtir.
Teorem 4.2.1 1 <p <o00,0<a <2, ¢(z,r) (4.1) kosulunu ve

Coat)+ [T < Cotat)

t

SIS

(4.10)

kogulunu saglasin, burada ¢ > p ve C, x € R™ ve t > 0 ’a baglh olmayan bir sabittir.
Ayrica kabul edelim ki, hemen her x € R™ igin ¢(z, r) i¢in ¢(z,.) : [0, 00) — [a, 00)
kogulunu saglayacak bi¢imde herhangi bir a = a(z) > 0 orten fonksiyonu olsun. Bu
durumda, M, ve I, operatorleri, p > 1 icin M, ,(R") uzaymdan M, ./.(R")

uzayma ve p = 1 i¢in M ,(R") uzaymdan WM, ,1/,(R") uzayma smirhdir.

Teoremin ispatinda kullanacagimiz Lemma Guliyev [5] tarafindan ispatlan-

mugtir.

Lemma 4.2.2 1 <p<oo,0<a<2ve fe L? (R™) olsun. Bu durumda C' f, x

loc
ve t den bagimsiz bir sabit olmak iizere

(e}

L f(x)| < CoMf (2) + C / I T P (4.11)

t

esitsizligi gergeklenir.
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ispat. 1 < p<ooalalm. f

f=hH+f A (Z/):f(y)Xszt ( ) f2( ) f(y)XBC(z,Qt) (y), t>0

olarak tamimlanirsa
Iaf (.17) = Iozfl (33‘) + IafZ (Z’)
elde edilir. |1, f1 (x)] < Ct*M f (z) esitsizligi Hedberg [17] tarafindan ispatlanmigtir.

I, f5 icin ise Holder esitsizliginden,

Lnfs ()] < / 2 — 4" |f (1) dy

Be(x,2t)
<C / ]dy/ re "y
Be(x,2t) lz—y|

o0

<c / / F @)l dy | ot
2t \t<|z—y|<r

7
p

<c / TP / 1de | oty

t<|z—y|<r

= C [ W leycotem / / ldpds | ey
i n 1

< C/ ||fHLp(B($,T)) 7,71(1_%%0(7“716#

o0

e / i TP

t

S e

elde edilir. ]

Simdi Teorem 4.2.1 ispatini verelim.

Ispat. M,f(z) < C(I,|f])(z) oldugunu biliyoruz. 1 < p < oo ve f € M, ,(R")

olsun. Lemma 4.2.2

o0

Lf@)] < CroMf@) + C 1, [ 00T

r

dir. ((4.10)) den

b
q

rip(e,r) < Cple,r)
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oldugunu biliyoruz. Ayrica (4.10) sartin1 kullanarak

2_q

|Lf ()] < Cop(w,r)a ™ M f(x) + Cp(a,r)7 | £l ,

elde edilir. ¢(z,r) orten oldugundan r > 0 secebiliriz ve boylece

p(z,r) = Mf(r) ||f||X4lp,¢(Rn)

elde edilir. Burada f nin 0 ’a 6zdeg olmadigini varsayiyoruz. Boylece her z € R"
icin

1 f()] < COMF@)7 1"
esitsizligi gergeklenir. Teorem 4.2.1 deki (4.1) kosulu nedeniyle M, ,(R") genellesti-
rilmig Morrey uzayinda M maksimal operatoriiniin sinirliligindan  teorem gercek-
lenir.
1 <p<qg<ooigin

_pP _n
= sup @(z,t) <t | L. fll,

eP/9 peRm 10 a(B@0)
1-B _p _n
< Cflly,'. sup (e, t) st o |[MfIL
zER™ >0

Lp(B(a.u)
< Clfllw,.,

a1l

vep=1<gq<o0igin

_1 _n
HIafHWMqW% = xe%g§>0¢(x7t) at a HIOéfHWLq(B(rc,t))
1,l 1 n L
q —— = q
S C ||f||Mp,(p xe§%1i€>osp(x7 t) qt q ||Mf||WL1(B(I,t))
< Clfllw,.,
elde edilir. [
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