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Doç. Dr. Ali AKBULUT

Onay
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ÖZET

Riesz Potansiyelinin Sınırlılığı İçin Spanne-Guliyev ve
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Bu yüksek lisans tezinde Riesz potansiyeli ve Riesz potansiyelinin sınırlılığı

için elde edilen sonuçlar hakkında bilgi verilecektir. Bu tez çalışması dört bölümden

oluşmaktadır.

Birinci bölüm giriş kısmıdır.

İkinci bölümde, ilerleyen bölümlerde işimize yarayacak bazı temel kavram, no-

tasyon ve teoremlere yer verilmiştir. Morrey uzayı, Genelleştirilmiş Morrey uzayı ve

Hardy-Littlewood maksimal operatörünün tanımı ve özellikleri verilmiş olup, ayrıca

Hardy-Littlewood maksimal operatörün Lp(Rn),Mp,λ(Rn) ve Mp,ϕ(Rn) uzayların-

daki sınırlılıkları ile ilgili elde edilen neticelere yer verilmiştir.

Üçüncü bölümde, klasik Lebesgue uzaylarında Riesz potansiyeli tanımlanıp,

bunların varlık ve sınırlılık özellikleri incelenmiştir.

Son bölümde ise, Guliyev [5, 11, 12, 13] tarafından elde edilen ifadeler kul-

lanılarak Riesz potansiyel operatörünün genelleştirilmiş Morrey uzaylarındaki sınır-

lılıkları için elde edilen Spanne-Guliyev ve Adams Guliyev tipli sonuçlara yer veril-

miştir.

Anahtar Kelimeler: Lp uzayları, Morrey uzayları, Genelleştirilmiş Morrey uzayı,

Riesz potansiyel operatörü, laplasyan.
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In this master thesis, information about the results of the Riesz potentials and

boundedness of Riesz potentials will be given. This thesis consists of four chapters.

The first section is devoted to the introduction.

In the second section, some basic concepts, notations and theorems that

will come in handy in the following sections are included. Morrey spaces, Gen-

eralized Morrey spaces and the definition and properties of the Hardy-Littlewood

maximal operator are given, also the results that related to the boundedness of the

Hardy-Littlewood maximal operator on the Lp(Rn),Mp,λ(Rn) and Mp,ϕ(Rn) spaces

are included.

In the third section, Riesz potential in the classical Lebesgue spaces will be

defined, and their existence and boundedness properties are investigated.

In the last section, by using the expressions that obtained by Guliyev [5, 11,

12, 13], Spanne-Guliyev and Adams-Guliyev type of results for the boundedness of

the Riesz potential operator in Generalized Morrey spaces are included.
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2.5 Mp,ϕ genelleştirilmiş Morrey uzayı . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 14
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1 GİRİŞ

Morrey uzayları 1938 yılında C.B. Morrey [22] tarafından eliptik kısmi difer-

ensiyel denklemlerin çözümlerinin lokal davranışları araştırılırken ve varyasyonlar

analizi teorisindeki problemlerle ilgilenilirken ortaya çıkarılmıştır. Morrey uzay-

larının kısmi diferensiyel denklemlerin çözümlerinin regülerlik özelliklerinin çalış-

ması ve kesin ön eşitsizliklerin bulunması gibi konularda önemli uygulamaları vardır.

Riesz potansiyeli, Macar matematikçi Marcel Riesz tarafından ortaya koyulmuş ve

matematik dünyasında önemli bir konu haline gelmiştir. Operatörlerin sınırlılıkları

modern analizde bir çok problemin çözümünde kolaylık sağlamaktadır. Eliptik kısmi

diferensiyel denklemler ve varyasyonlar analizi teorisindeki problemlerde, uzaylarda

kısmi diferensiyel denklemlerin çözümlerinin bulunması gibi konularda ve önemli

uygulama alanlarında operatörlerin sağladığı kolaylıkları kullanılmaktadır. Özel-

likle Riesz potansiyelleri yardımıyla eliptik ve hipoeliptik kısmi diferensiyel denk-

lemlerin çözümleri için ön eşitsizlikler elde edilebilmektedir. Dahası, Morrey uzayı

gibi birçok uzayın süreksiz katsayılı eliptik diferensiyel denklemler ve potansiyel

teorisinde önemli uygulamaları ortaya çıkmıştır. Daha sonra bu uzayların Navier-

Stokes ve Schrödinger denklemleri, süreksiz katsayılı eliptik diferensiyel denklemler

ve potansiyel teorisinde önemli uygulamaları ortaya çıkmıştır.

Morrey uzaylarının genişlemesi olan Mp,ϕ genelleştirilmiş Morrey uzayları

1990 yılında T. Mizuhara [21] tarafından tanımlanmış ve singüler integral opera-

törünün bu uzaylardaki sınırlılığı araştırılmıştır. 1994 yılında E. Nakai [24] tarafın-

dan harmonik analizde önemli bir yere sahip olan maksimal integral operatörünün,

Riesz potansiyelinin ve singüler integral operatörünün Mp,ϕ genelleştirilmiş Morrey

uzaylarınaki sınırlılığı araştırılmıştır. Aynı yıllarda (1990-1994) V.S. Guliyev [13]

tarafından Doktora Tezinde, harmonik analizin integral operatörlerinin genişletilmiş

lokal Morrey uzayındaki sınırlılığı E. Nakai’nin şartlarından daha geniş şartlar ile

araştırılmıştır. 2009 yılında V.S Guliyev, matematik literatüründe önem verilenMp,ϕ

genelleştirilmiş Morrey uzayının normalleştirilmiş normunu tanımlayarak, Mp,ϕ ge-

nelleştirilmiş Morrey uzayında harmonik analizin integral operatörlerinin sınırlılığını

Mizuhara ve Nakai’ye göre daha geniş şartlar altında araştırmıştır. Daha sonra V.S.

Guliyev [14], [15] tarafından Mp,ϕ genelleştirilmiş Morrey uzaylarında maksimal,
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potansiyel ve singüler integral operatörlerin sınırlılıkları ile ilgili ispat tekniklerini

geliştirerek ispatlamıştır.

Biz, bu çalışmada Riesz potansiyel operatörünün tanım ve özelliklerini verdik-

ten sonra, bu operatörün genelleştirilmiş Morrey uzaylarında sınırlılığı ile ilgili elde

edilmiş olan sonuçlara yer verilmiştir.
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2 TEMEL KAVRAMLAR, UZAYLAR VE OPERATÖRLER

Bu bölümde daha sonraki bölümlerde kullanılan tanımlara ve özelliklere yer

verilmiştir.

2.1 Temel Kavramlar

Tanım 2.1.1 X bir K cismi üzerinde bir vektör uzayı olsun. Eğer bir

‖ · ‖ : X → R x→ ‖x‖

dönüşümü ∀x, y ∈ X ve ∀a ∈ K için

(N1)‖x‖ ≥ 0, ‖x‖ = 0⇔ x = θ

(N2)‖ax‖ = |a|‖x‖

(N3)‖x+ y‖ ≤ ‖x‖+ ‖y‖

özelliklerini sağlıyorsa bu dönüşüme X üzerinde norm adı verilir. (X, ‖·‖) ikilisine

bir normlu vektör uzayı denir.

Tanım 2.1.2 X bir küme olsun. X in alt kümelerinin bir A sınıfı için aşağıdaki

özellikler sağlanırsa bu A sınıfı X üzerinde bir σ-cebir olarak adlandırılır.

(i) X ∈ A

(ii) ∀E ∈ A, cE = X − E ∈ A

(iii) ∀n = 1, 2, ... için En ∈ A ⇒
⋃∞
n=1En ∈ A

Bu durumda (X,A) ikilisine bir ölçülebilir uzay, A deki her bir kümeye de

ölçülebilir küme adı verilir.
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Tanım 2.1.3 (X,A) bir ölçülebilir uzay olsun. Bir µ : A → [0,∞] fonksiyonu

(i) µ(∅) = 0,

(ii) Her A ∈ A için µ(A) ≥ 0,

(iii) A nin her ayrık (An) dizisi için µ (
⋃∞
n=1An) =

∑∞
n=1 µ (An)

özelliklerin sağlıyorsa bu fonksiyona A üzerinde bir ölçü fonksiyonu veya ölçü

adı verilir. Eğer her A ∈ A için µ (A) < ∞ ise µ ölçüsüne sonlu ölçü denir.

X kümesi herbiri sonlu ölçüye sahip sayılabilir adetteki kümelerin birleşimi olarak

yazılabiliyorsa µ ölçüsü σ-sonlu olarak adlandırılır. Eğer µ(X) = 1 ise bu ölçüye

olasılık ölçüsü denir. Ayrıca (X,A, µ) ölçü uzayı olarak adlandırılır.

Tanım 2.1.4 (X,A) bir ölçülebilir uzay ve f : X → R ∪ {−∞,+∞} bir fonksiyon

olsun. Eğer ∀t ∈ R için {x ∈ X : f(x) > t} ∈ A oluyorsa f fonksiyonu ölçülebilirdir

denir. Ölçülebilir fonksiyonların ailesi M (X,A) ile gösterilir.

Tanım 2.1.5 T , reel değerli ölçülebilir fonksiyonların bir (X,µ) ölçü uzayı üzerinde

tanımlanmış ve bir (Y, ν) ölçü uzayı üzerinde bütün kompleks değerli hemen her

yerde sonlu ölçülebilir fonksiyonların kümesinde değerler alan bir operatör olsun.

Bu durumda her f, g ve her λ ∈ C için

T (f + g) = T (f) + T (g) ve T (λf) = λT (f)

ise T ye lineer operatör,

|T (f + g)| ≤ |T (f)|+ |T (g)| ve |T (λf)| ≤ |λ| |T (f)|

ise T ye altlineer operatör, bir K > 0 sabiti için

|T (f + g)| ≤ K (|T (f)|+ |T (g)|) ve |T (λf)| ≤ |λ| |T (f)|

ise T ye quasilineer operatör denir. Altlineerlik, quasilinerliğin özel bir duru-

mudur.

Tanım 2.1.6 X ve Y normlu uzaylar, D(T ) ⊂ X olmak üzere, T : D(T ) → Y

lineer operatör olsun. Eğer x ∈ D(T ) için,

‖Tx‖ ≤ A‖x‖
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olacak şekilde bir A reel sayısı varsa, T operatörüne sınırlıdır denir.

Bir T operatörünün normu

‖T‖ := sup
x∈D(T ),x 6=0

‖Tx‖
‖x‖

ile tanımlanır.

Tanım 2.1.7 X ve Y normlu uzaylar, D(T ) ⊂ X olmak üzere, T : D(T )→ Y lineer

operatör ve x0 ∈ D(T ) olsun. Eğer verilen her ε > 0 sayısına karşılık, ‖x− x0‖ < δ

koşulunu gerçekleyen her x ∈ D(T ) için, ‖Tx − Tx0‖ < ε olacak şekilde bir δ > 0

sayısı varsa T operatörüne x0 da süreklidir denir.

Tanım 2.1.8 X ve Y normlu uzaylar, D(T ) ⊂ X olmak üzere, T : D(T ) → Y

lineer operatör olsun. Bu durumda T operatörünün sürekli olması için gerek ve

yeter koşul T operatörünün sınırlı olmasıdır.

Tanım 2.1.9 f ölçülebilir bir fonksiyon olmak üzere her kompakt K ⊂ X kümesi

üzerinde ∫
K

|f |dµ <∞

ise f fonksiyonuna lokal integrallenebilirdir denir.

Tanım 2.1.10 x ∈ Rn ve f(x), g(x) ölçülebilir fonksiyonlar olsunlar. Bu durumda

h = f ∗ g =

∫
Rn

f(y)g(x− y)dy =

∫
Rn

f(x− y)g(y)dy

ile tanımlanan h fonksiyonuna f ile g nin konvolüsyonu denir.

Tanım 2.1.11 Bir f fonksiyonunun desteği

suppf = {x ∈ Rn : f(x) 6= 0}

ile tanımlanır. Yani f nin desteği onun sıfırdan farklı olduğu noktaların kümesinin

kapanışıdır. Eğer suppf sınırlı bir küme ise f kompakt desteğe sahiptir denir.
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2.2 Lp(Rn) uzayı

Tanım 2.2.1 (Lp(Rn) uzayı) 1 ≤ p <∞ olmak üzere;∫
Rn

|f(x)|pdx <∞

özelligine sahip ölçülebilir f : Rn → R fonksiyonlar sınıfına Lp(Rn) uzayı veya p.

kuvvetten Lebesgue-integrallenebilir fonksiyonlar uzayı denir. Lp(Rn) uzayı üzerin-

deki norm

‖f‖Lp = ‖f‖p :=

∫
Rn

|f(x)|pdx

1/p

<∞

ile tanımlanır.

p =∞ için L∞(Rn) uzayı,

‖f‖∞ := ess inf
x∈Rn

|f(x)| := inf {K : |f(x)| ≤ K h.h.x ∈ Rn} <∞

özelligine sahip f : Rn → R fonksiyonlar sınıfıdır.

Tanım 2.2.2 (Zayıf Lp(Rn) uzayı) 1 ≤ p <∞ olmak üzere zayıf Lebesgue uzayı

WLp(Rn) aşağıdaki şekilde tanımlanır.

WLp(Rn) := {f − ölçülebilir : ‖f‖WLp <∞} ,

burada

‖f‖WLp := sup
λ>0

λ|{x ∈ Rn : |f(x)| > λ}|
1
p

dır.

Tanım 2.2.3 (Kuvvetli ve Zayıf Tip Sınırlılık) 1 ≤ p, q ≤ ∞, (X,µ) ve (Y, ν)

iki ölçü uzayı ve T , Lp(X,µ) den tanım ve görüntü kümeleri sırasıyla Y ve C olan

ölçülebilir fonksiyonların uzayına bir operatör olsun. Eğer q <∞ olmak üzere

ν ({y ∈ Y : |Tf(y)| > λ}) ≤
(
C‖f‖p
λ

)q
ise T zayıf (p, q) tipinden ve eğer q = ∞ iken Lp(X,µ) den L∞(Y, ν) ye sınırlı bir

operatör ise zayıf (p,∞) tipindedir denir.

Eğer T , Lp(X,µ) den Lq(Y, ν) ya sınırlı ise kuvvetli (p, q) tiplidir denir.

Yani, her f ∈ Lp(X,µ) için

‖Tf‖q ≤ C‖f‖p
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olacak şekilde bir C > 0 sabiti vardır. Buradan q = ∞ olması durumunda zayıf ve

kuvvetli tip çakışmaktadır.

Eğer T , kuvvetli (p, q) tipli ise aynı zamanda zayıf (p, q) tiplidir. Gerçekten,

eğer

Eλ = {y ∈ Y : |Tf(y)| > λ}

olarak alırsak, bu durumda

ν(Eλ) =

∫
Eλ

dν ≤
∫
Eλ

∣∣∣∣Tf(x)

λ

∣∣∣∣q dν ≤ ‖Tf‖pqλq
≤
(
C‖f‖p
λ

)q
olur.

Eğer (X,µ) = (Y, ν) ve T özdeşlik operatörü olursa zayıf (p, p) klasik Cheby-

shev eşitsizliği olur.

Teorem 2.2.4 [9] Lloc(Rn) uzayı 1 ≤ p ≤ ∞ için bütün Lp(Rn) uzaylarının bir-

leşimlerini içerir. Daha genel olarak 0 < p < q <∞ için

Lq(Rn) ⊆ Llocq (Rn) ⊆ Llocp (Rn)

elde edilir

Tanım 2.2.5 [25](Young Esitsizliği) 1 < p, q <∞, 1
p

+ 1
q

= 1 ve ∀a, b > 0 için

ab ≤ ap

p
+
bq

q

olur.

Tanım 2.2.6 [25](Hölder Esitsizliği) 1 < p, q < ∞, 1
p

+ 1
q

= 1 ve f ∈ Lp, g ∈ Lq

ise fg ∈ L1 olur ve

‖fg‖1 ≤ ‖f‖p‖g‖q

eşitsizliği sağlanır.

Tanım 2.2.7 [25](Minkowski Esitsizliği) Eger f, g ∈ Lp ve 1 ≤ p ise f + g ∈ Lp

olur ve

‖f + g‖p ≤ ‖f‖p + ‖g‖p

eşitsizliği sağlanır.
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Tanım 2.2.8 (Schwarz eşitsizliği) f(x), g(x) ∈ L2 olsun. Bu durumda∣∣∣∣∣∣
b∫

a

f(x)g(x)dx

∣∣∣∣∣∣ ≤


b∫
a

|f(x)|2 dx


1
2


b∫
a

|g(x)|2 dx


1
2

eşitsizliği sağlanır. Bu eşitsizliğe Schwarz eşitsizliği denir.

Tanım 2.2.9 (Fourier Dönüşümü) f ∈ L1(Rn) olsun.

f̂(x) =
1

(2π)n

∫
Rn

f(y)e−i(x,y)dy

ile verilen f̂ fonksiyonu f fonksiyonunun Fourier dönüşümü olarak adlandırılır.

Burada (x, y) = x1y1 + · · ·+ xnyn dir. Fourier dönüşümü

f̂(x) = (2π)−n/2
∫
Rn

f(y)e−i(x,y)dy

veya

f̂(x) =

∫
Rn

f(y)e−2πi(x,y)dy

olarak da alınabilir. Eğer n = 1, f ∈ L1(R) ise bu durumda

f̂(x) =
1

(2π)

∞∫
−∞

f(y)e−ixydy

olur.

Teorem 2.2.10 (Lebesgue Diferensiyelleme Teoremi) Eğer f ∈ Lloc(Rn) ise

bu durumda hemen her x ∈ Rn için

lim
r→0

1

|B(x, r)|

∫
B(x,r)

f(y)dy = f(x)

sağlanır.

Teorem 2.2.11 (Lebesgue Yakınsaklık Teoremi) (X,A, µ) bir ölçü uzayı, g :

X → [0,∞] integrallenebilen bir fonksiyon ve f, f1, f2, · · · deX üzerindeA-ölçülebilir

[−∞,∞] değerli fonksiyonlar olsun. Eğer hemen hemen her x için
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(i)

lim
n→∞

fn(x) = f(x)

(ii) ∀n ∈ N için

|fn(x)| ≤ g(x)

ise f ve fn fonksiyonları integrallenebilirdir ve

lim
n→∞

∫
X

fn(x)dµ(x) =

∫
X

f(x)dµ(x)

dir.

2.3 Hardy-Littlewood Maksimal Operatör

Hardy-Littlewood maksimal fonksiyonu ilk olarak Hardy ve Littlewood [18]

tarafından bir boyutlu durumda, kompleks analizin uygulamalarına yönelik olarak

tanımlanmıştır. Maksimal fonksiyon analizde pek çok operatörün sınırlılığında çok

önemli bir role sahiptir. Hardy-Littlewood maksimal fonksiyonunun farklı tanımları

Grafakos, Hardy - Litlewood, Stein [10, 18, 28] tarafından aşağıdaki gibi verilmiştir.

Tanım 2.3.1 f ∈ Lloc(Rn) olsun. Bu durumda Mf Hardy-Littlewood maksimal

fonksiyonu

Mf(x) = sup
r>0
|B(0, r)|−1

∫
B(0,r)

|f(x− y)|dy

ile tanımlanır. Bu fonksiyon +∞ a eşit olabilir.

Hardy-Littlewood maksimal fonksiyonu yuvar yerine küp alınarak aşağıdaki gibi

tanımlanabilir.

Tanım 2.3.2 f ∈ Lloc(Rn) olsun. Eğer Br, [−r, r]n kübü ise M ′f merkezli Hardy-

Littlewood maksimal fonksiyonu

M ′f(x) = sup
r>0

1

(2r)n

∫
Br

|f(x− y)| dy

ile tanımlanır. n = 1 iken M ve M ′ çakışır. Eğer n > 1 ise bu durumda

cnM
′f(x) ≤Mf(x) ≤ CnM

′f(x)
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olacak şekilde sadece n ye bağlı cn ve Cn sabitleri vardır. Bu eşitsizlikten dolayı M

ve M ′ operatörleri uygun koşullara göre değiştirilebilir.

Tanım 2.3.3 f ∈ Lloc(Rn) olsun. M∗f merkezli olmayan Hardy-Littlewood maksi-

mal fonksiyonu

M∗f(x) = sup
B(x0,r)3x

1

|B(x0, r)|

∫
B(x0,r)

|f(y)|dy

ile tanımlanır. Burada supremum x i içeren ve kenarları eksenlere paralel olan bütün

B ⊂ Rn yuvarları üzerinden alınmaktadır. M ve M∗ noktasal olarak eşdeğerdir.

M maksimal operatörü altlineer ve homojendir. Yani,

M(f + g) ≤Mf +Mg

ve

M(λf) = λ(Mf), ∀λ ≥ 0

sağlanır.

Aşağıdaki teoremM Hardy-Littlewood maksimal operatörünün hemen hemen

her yerde sonlu, zayıf (1, 1) ve 1 < p ≤ ∞ için (p, p) tipinden bir operatör olduğunu

ifade etmektedir.

Teorem 2.3.4 [19](Hardy-Littlewood-Wiener teoremi)

(1) f ∈ Lp(Rn) ve 1 ≤ p ≤ ∞ olsun. Bu durumda hemen her x ∈ Rn için

Mf(x) <∞ dır.

(2) p = 1 ise, bu durumda her λ > 0 ve f ∈ L1(Rn) için

|{x ∈ Rn : Mf(x) > λ}| ≤ C

λ
‖f‖L1(Rn)

olacak şekilde bir C = C(n) > 0 sabiti vardır.

(3) 1 < p ≤ ∞ ise, her f ∈ Lp(Rn) için

‖Mf‖Lp(Rn) ≤ C‖f‖Lp(Rn)

olacak şekilde bir C = C(n, p) > 0 sabiti vardır.

10



Teorem 2.3.5 [8]

(i) 1 ≤ p <∞ için

ω ({x ∈ Rn : Mf(x) > λ}) ≤ C

λp

∫
Rn

|f |p ω(x)dx

zayıf (p, p) eşitsizliğinin sağlanması için gerek ve yeter şart ω ∈ Ap olmasıdır.

(ii) 1 < p < ∞ iken M , operatörünün Lp(ω) da sınırlı olması için gerek ve yeter

şart ω ∈ Ap olmasıdır.

Teorem 2.3.6 [7] 1 ≤ p <∞, 0 ≤ λ < n olsun. Bu durumda p > 1 için

‖Mf‖Mp,λ
≤ C‖f‖Mp,λ

ve p = 1 için

‖Mf‖WM1,λ
≤ C‖f‖M1,λ

sağlanır. Burada C, f den bağımsızdır.

Ayrıca 1 ≤ p ≤ ∞, 0 < λ < n ve f ∈ Mp,λ için Rn de Mf maksimal fonksiyonu

hemen her yerde sonludur.

Lemma 2.3.7 [13] 1 ≤ p <∞ ve f ∈ Lploc(Rn) olsun. Bu durumda p > 1 için

‖Mf‖Lp(B(x,t)) ≤ Ct
n
p

∞∫
t

r−
n
p
−1‖f‖Lp(B(x,r))dr (2.1)

ve p = 1 için

‖Mf‖WL1(B(x,t)) ≤ Ctn
∞∫
t

r−n−1‖f‖L1(B(x,r))dr (2.2)

sağlanır. Burada C, f ve x ∈ Rn e bağlı olmayan bir sabit ve t > 0 dır.

2.4 Morrey Uzayı

Klasik Morrey uzayları 1938 yılında C.B. Morrey [22] tarafından ikinci derece-

den eliptik kısmi diferensiyel denklemlerin çözümlerinin lokal davranışlarını araştırır-

ken ve varyasyonlar analizi teorisindeki problemlerle ilgilenirken ortaya çıkarılmıştır.
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Morrey uzaylarının önemli uygulamaları Navier-Stokes ve Schrödinger denklem-

lerinde, süreksiz katsayılı eliptik problemlerde ve potansiyel teoride ortaya çıkmıştır.

Tanım 2.4.1 1 ≤ p < ∞, 0 ≤ λ ≤ n, f ∈ Llocp (Rn) olmak üzere Mp,λ ≡ Mp,λ(Rn)

Morrey uzayı

Mp,λ :=
{
f : ||f ||Mp,λ

<∞
}

şeklinde tanımlanır.

Burada ||f ||Mp,λ
normu

||f ||Mp,λ
≡ ||f ||Mp,λ(Rn) = sup

x∈Rn,r>0

 1

rλ

∫
B(x,r)

|f(y)|pdy


1
p

şeklinde verilir.

λ = 0 için Mp,0 ≡ Lp(Rn) dir. Eğer λ < 0 veya λ > n ise bu durumda

Mp,λ = θ olur. Burada θ, Rn üzerinde 0 a denk olan bütün fonksiyonların kümesini

göstermektedir.

WMp,λ ≡ WMp,λ(Rn) ile bütün f ∈ WLlocp fonksiyonlarının uzayı olan zayıf

Morrey uzayını göstereceğiz. Burada,

‖f‖WMp,λ
≡ ‖f‖WMp,λ(Rn) = sup

x∈Rn,r>0
r−

λ
p ‖f‖WMp,λ(B(x,r)) <∞

şeklindedir.

Lemma 2.4.2 [20] 1 ≤ p <∞ olsun. Bu durumda Mp,n ≡ L∞(Rn) ve

‖f‖Mp,n = v1/pn ‖f‖L∞(Rn)

olup, burada vn = |B(0, 1)| dır.

İspat. f ∈ L∞(Rn) olsun. Bu durumda(
t−n

∫
B(x,t)

|f(y)|pdy
)1/p

≤ v1/pn ||f ||L∞(Rn)

olur. Buradan f ∈Mp,n ve

‖f‖Mp,n ≤ v1/pn ‖f‖L∞(Rn)
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şeklindedir. f ∈Mp,n olmak üzere Lebesgue yakınsaklık teoreminden (bkz. [27])

lim
t→∞
|B(x, t)|−1

∫
B(x,t)

|f(y)|pdy = |f(x)|p

olur. Bu durumda

|f(x)| =
(

lim
t→∞
|B(x, t)|−1

∫
B(x,t)

|f(y)|pdy
)1/p

≤ v−1/pn ‖f‖Mp,n

şeklindedir. Buradan f ∈ L∞(Rn) dır ve

‖f‖L∞(Rn) ≤ v−1/pn ‖f‖Mp,n

olur.

Lemma 2.4.3 [11] 1 ≤ p <∞, 0 ≤ λ < n olsun. Bu durumda α = n−λ
p

için

‖f‖M1,n−α ≤ v1/p
′

n ‖f‖Mp,λ

dır ve buradan Mp,λ ⊂M1,n−p olur. Burada 1/p+ 1/p′ = 1 dır.

İspat. f ∈ Mp,λ, 1 ≤ p < ∞, 0 ≤ λ < n ve αp = n − λ olmak üzere Hölder

eşitsizliğinden ∫
B(x,t)

|f(y)|dy ≤
( ∫
B(x,t)

|f(y)|pdy
)1/p( ∫

B(x,t)

dy

)1/p′

= v1/p
′

n tn/p
′
( ∫
B(x,t)

|f(y)|pdy
)1/p

elde edilir. Ayrıca

tα−n
∫

B(x,t)

|f(y)|dy ≤ v1/p
′

n tα−n/p
( ∫
B(x,t)

|f(y)|pdy
)1/p

= v1/p
′

n

(
t−λ

∫
B(x,t)

|f(y)|pdy
)1/p

≤ v1/p
′

n ‖f‖Mp,λ

elde edilir. Buradan f ∈M1,n−α ve

‖f‖M1,n−α ≤ v1/p
′

n ‖f‖Mp,λ

şeklindedir.
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2.5 Mp,ϕ genelleştirilmiş Morrey uzayı

Morrey uzaylarının genişlemesi olan Mp,ϕ genelleştirilmiş Morrey uzayı 1990

yılında Mizuhara [21] tarafından tanımlanmış ve singüler integral operatörünün bu

uzaylardaki sınırlılığı araştırılmıştır. 1994 yılında Nakai [24] tarafından harmonik

analizde önemli bir yere sahip olan maksimal integral operatörünün, Riesz potan-

siyelinin ve singüler integral operatörünün Mp,ϕ genelleştirilmiş Morrey uzayların-

daki sınırlılığı araştırılmıştır. Mp,ϕ geneleştirilmiş Morrey uzayının normalleştirilmiş

normlu hali ilk olarak 2009 yılında Guliyev [11] tarafından tanımlanmış ve harmonik

analizin integral operatörlerinin sınırlılığı Mizuhara ve Nakai’ye göre daha geniş şart-

lar altında araştırılmıştır. Ayrıca Guliyev [14], [15] tarafından Mp,ϕ genelleştirilmiş

Morrey uzaylarında maksimal, potansiyel ve singüler integral operatörlerin sınırlılık-

ları ortaya koyduğu yeni metot ile elde edilmiştir.

Mp,ϕ genelleştirilmiş Morrey uzayı Mizuhara [21] tarafından aşağıdaki şekilde

tanımlanmıştır.

Tanım 2.5.1 [21] ϕ(x, r), Rn × (0,∞) üzerinde pozitif ölçülebilir bir fonksiyon ol-

sun. Mp,ϕ ≡Mp,ϕ(Rn), 1 ≤ p <∞ ile

‖f‖Mp,ϕ ≡ ‖f‖Mp,ϕ(Rn) = sup
x∈Rn, r>0

ϕ(x, r)−1‖f‖Lp(B(x,r)) <∞

normuna sahip bütün f ∈ Llocp (Rn) fonksiyonlarının uzayı genelleştirilmiş Morrey

uzayı olarak tanımlanır.

Ayrıca WMp,ϕ ≡ WMp,ϕ(Rn) ile

‖f‖WMp,ϕ ≡ ‖f‖WMp,ϕ(Rn) = sup
x∈Rn, r>0

ϕ(x, r)−1‖f‖WLp(B(x,r)) <∞

normuna sahip bütün f ∈ WLlocp (Rn) fonksiyonlarının uzayı zayıf genelleştirilmiş

Morrey uzayı olarak tanımlanır. Burada WLp(B(x, r)) uzayı ile

‖f‖WLp(B(x,r)) ≡ ‖fχB(x,r)
‖WLp(Rn) <∞

şeklindeki bütün ölçülebilir f fonksiyonlarını içeren zayıf Lp uzayı ifade edilir.

Ayrıca doğal topoloji ile verilen Llocp (Rn) ve WLlocp (Rn) uzayları her B ⊂ Rn yuvarı

için fχB ∈ Lp(Rn) ve fχB ∈ WLp(Rn) şeklindeki bütün f fonksiyonların uzayı

olarak tanımlanır.
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Bu tanıma göre ϕ(x, r) = r
λ
p için

Lp,λ = Mp,ϕ

∣∣∣
ϕ(x,r)=r

λ
p
,

WLp,λ = WMp,ϕ

∣∣∣
ϕ(x,r)=r

λ
p

olduğu görülür.

Mp,ϕ genelleştirilmiş Morrey uzayının normalleşmiş normlu hali Guliyev [11]

tarafından aşağıdaki şekilde tanımlanmıştır.

Tanım 2.5.2 [11] ϕ(x, r), Rn × (0,∞) üzerinde pozitif ölçülebilir bir fonksiyon ol-

sun.

Mp,ϕ ≡Mp,ϕ(Rn), 1 ≤ p <∞

ile

‖f‖Mp,ϕ ≡ ‖f‖Mp,ϕ(Rn)

= sup
x∈Rn, r>0

ϕ(x, r)−1 |B(x, r)|−
1
p ‖f‖Lp(B(x,r)) <∞

normalleşmiş normuna sahip bütün f ∈ Llocp (Rn) fonksiyonlarının uzayı genelleşti-

rilmiş Morrey uzayı olarak tanımlanır.

Ayrıca

WMp,ϕ ≡ WMp,ϕ(Rn)

ile

‖f‖WMp,ϕ ≡ ‖f‖WMp,ϕ(Rn)

= sup
x∈Rn, r>0

ϕ(x, r)−1 |B(x, r)|−
1
p ‖f‖WLp(B(x,r)) <∞

normalleşmiş normuna sahip bütün f ∈ WLlocp (Rn) fonksiyonlarının uzayı zayıf ge-

nelleştirilmiş Morrey uzayı olarak tanımlanır.

Bu tanıma göre ϕ(x, r) = r
λ
p için

Lp,λ = Mp,ϕ

∣∣∣
ϕ(x,r)=r

λ−n
p

,

WLp,λ = WMp,ϕ

∣∣∣
ϕ(x,r)=r

λ−n
p

olduğu görülür.
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3 RİESZ POTANSİYEL OPERATÖRÜ

Riesz potansiyeli harmonik analizin önemli konuları arasındadır. Özellikle

kısmi türevli denklemler teorisi ve matematiksel fizikte birçok uygulamaları vardır.

Bu kesimde klasik Lebesgue uzaylarında Riesz potansiyeli tanımlanıp, bun-

ların varlık ve sınırlılık özellikleri incelenecektir.

3.1 Iα Riesz Potansiyeli

Tanım 3.1.1 (Riesz potansiyeli) f yeterince düzgün bir fonksiyon olmak üzere

f fonksiyonunun Laplasyeni;

∆f =
n∑
j=1

∂2f

∂x2j

biçiminde tanımlanır.

f ∈ S olmak üzere

F−1(f̂(x)) = f(x) =
1

(2π)n/2

∫
Rn

ei(xy)f̂(y)dy

dir. ei(xy) = ei(x1y1+···+xnyn) olmak üzere

(−∆)f(x) =
1

(2π)n/2

∫
Rn

(−∆ei(xy))f̂(y)dy

=
1

(2π)n/2

∫
Rn

(− ∂2

∂x21
eix1y1 − ∂2

∂x22
eix2y2 − · · · − ∂2

∂x2n
eixnyn)f̂(y)dy

=
1

(2π)n/2

∫
Rn

|y|2ei(xy)f̂(y)dy

Iαf = F−1|y|−αFf, f ∈ S (3.1)

olduğundan

(−∆)f = F−1|y|2Ff

yazılabilir. Bilindiği gibi Laplace operatörü eliptik operatördür. P. Seeley göster-

miştir ki, eğer bir eliptik L operatörü için

Lf = F−1φ(x)Ff
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formülü mevcut ise o zaman onun istenilen kompleks kuvveti için

Lzf = F−1φz(x)Fy

geçerlidir. Dolayısıyla bu teoreme göre Laplace operatörü için

(−∆)zf = F−1|y|2zFf

yazılabilir. Dolayısıyla görülür ki z = −α
n

için

(−∆)−
α
n f = F−1|y|−αFf (3.2)

geçerlidir. Yani (3.1) ve (3.2) den görünür ki, Riesz potansiyelinin ve −∆ nın negatif

kesir kuvvetinin genelleşmiş anlamda Fourier dönüşümleri aynıdır. Bu durumda

Iα = (−∆)−
α
n , 0 < α < n (3.3)

ifadesi yazılabilir, burada 0 < α < n ve

γ(α) = πn/22α
Γ(α

2
)

Γ(n
2
− α

2
)

olmak üzere

(Iαf)(x) =
1

γ(α)

∫
Rn

f(y)

|x− y|n−α
dy

şeklinde tanımlanan Iα operatörüne Riesz potansiyeli denir.

Teorem 3.1.2 (Riesz Potansiyeli İçin Hardy-Littlewood-Sobolev Teoremi)

0 < α < n, 1 ≤ p < q <∞ ve 1
q

= 1
p
− α

n
olsun.

(i) Eğer f ∈ Lp(Rn) ise

(Iαf) (x) =
1

γ(α)

∫
Rn

f(y)

|x− y|n−α
dy

integrali hemen her x için mutlak yakınsaktır.

(ii) Eğer p > 1 ise bu durumda

‖Iαf‖q ≤ Ap,q ‖f‖p

eşitsizliği gerçeklenir.
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(iii) Eğer f ∈ L1(Rn) ise bu durumda her λ için

m {x : |Iαf(x)| > λ} ≤
(
A ‖f‖1
λ

)q
dir. Yani, f → Iαf dönüşümü (1, q) zayıf tiplidir

(
1
q

= 1− α
n

)
Aşağıdaki teorem Iα Riesz potansiyelinin 0 < α < n için (Lp, Lq) sınırlılığını

ifade etmektedir.

Teorem 3.1.3 [10] 1 ≤ p < q < ∞, 0 < α < n ve f ∈ Lp(Rn) olsun. Bu durumda

p > 1 için

‖Iαf‖Lq(Rn) ≤ C‖f‖Lp(Rn)

ve p = 1 için

‖Iαf‖Lq,∞(Rn) ≤ C‖f‖L1(Rn)

olacak şekilde C = C(n, α, p) <∞ sabiti vardır ve burada 1
p
− 1

q
= α

n
biçimindedir.

Aşağıdaki teorem Iα Riesz potansiyelinin 0 < α < n ve ω ∈ Ap,q için

(Lp(ω
p), Lq(ω

q)) sınırlılığını ifade etmektedir.

Teorem 3.1.4 [23] 0 < α < n, 1 ≤ p < n/α, 1/p − 1/q = α/n ve ω ∈ Ap,q olsun.

Bu durumda Iα Riesz potansiyeli p > 1 için

‖Iαf‖Lq(ωq) ≤ C‖f‖Lp(ωp)

ve p = 1, q = n/(n− α), ω ∈ A1,q ve λ > 0 için

ωq({x ∈ Rn : |Iαf(x)| > λ}) ≤ C

λq
‖f‖qL1(ω)

olacak şekilde λ ve f fonksiyonundan bağımsız bir C sabiti vardır.

Teorem 3.1.5 [1] 0 < α < n− λ, 1 ≤ p < n/α ve 1/p− 1/q = α/n− λ olsun. Bu

durumda 0 < λ < n için Iα Riesz potansiyeli Lp,λ(Rn) uzayından Lq,λ(Rn) uzayına

sınırlıdır.
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4 Mp,ϕ GENELLEŞTİRİLMİŞ MORREY UZAYINDA RİESZ POTAN-

SİYELİNİN SINIRLILIĞI İÇİN ELDE EDİLEN SONUÇLAR

Bu bölümde Mp,ϕ genelleştirilmiş Morrey uzaylarında Riesz potansiyel ope-

ratörünün sınırlılığı ile ilgili özellik ve sonuçlara yer verilmiştir.

Ayrıca bu bölümde r ≤ t ≤ 2r olmak üzere, ϕ(x, r) fonksionu c ≥ 1; t ve r

ye bağlı olmayan bir sabit ve x ∈ Rn olmak üzere

c−1ϕ(x, r) ≤ ϕ(x, t) ≤ cϕ(x, r) (4.1)

koşullarını sağladığı ve yine C > 0; r ve x ∈ Rn ye bağlı olmayan bir sabit olmak

üzere maksimal operatörler için

∞∫
r

ϕ(x, t)p
dt

t
≤ Cϕ(x, r)p (4.2)

ve potansiyel operatörü için

∞∫
r

tαpϕ(x, t)p
dt

t
≤ Crαpϕ(x, r)p (4.3)

koşullarının sağladığı kabul edilmiştir.

4.1 Spanne - Guliyev Tipli Sınırlılık

Bu bölümde, Iα Riesz potansiyel operatörünün sınırlılığı için Spanne-Guliyev

tipli sonuçlarda Guliyev [12, 11] tarafından yapılan ispatlara yer verilmiştir.

Aşağıda ispatsız olarak verilen Iα Riesz potansiyeli operatörü ile ilgili sonuç

Nakai [24] tarafından verilmiştir.

Teorem 4.1.1 1 < p < ∞, 0 < α < n
p
, 1
q

= 1
p
− α

n
olsun. Ayrıca ϕ(x, r), (4.1) ve

(4.3) koşullarını sağlasın. Bu durumda Iα Riesz potansiyeli operatörü Mp,ϕ uzayın-

dan Mq,ϕ uzayına sınırlıdır.

Lokal Guliyev eşitsizliği kullanılarak ispatı verilen, Mizuhara [21] ve Nakai

[24] tarafından Iα Riesz potansiyeli operatörünün sınırlılığı için elde edilen sonuç

aşağıda verilmiştir. (Bkz. [4]-[6], [12, 16]).
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Teorem 4.1.2 1 < p <∞, 0 < α < n
p
, 1
q

= 1
p
− α

n
ve (ϕ1, ϕ2) fonksiyonları

∞∫
t

rαϕ1(x, r)
dr

r
≤ C ϕ2(x, t), (4.4)

koşullarını sağlasın. Burada, C ,x ve t ye bağlı olmayan bir sabittir.

Bu durumda p > 1 için Mα ve Iα operatörleri; Mp,ϕ1 uzayından WMq,ϕ2 uza-

yına ve Mp,ϕ1(R
n) uzayından Mq,ϕ2(R

n) uzayına ve p = 1 için Mα ve Iα operatörleri

M1,ϕ1(R
n) uzayından WMq,ϕ2(R

n) uzayına sınırlıdır.

Teoremin ispatında kullanacağımız lemma daki lokal Guliyev eşitsizliği, Guliyev

[5] tarafından ispatlanmıştır.

Lemma 4.1.3 (Lokal Guliyev Eşitsizliği)

1 < p < ∞ , 0 < α < n
p
, 1
q

= 1
p
− α

n
ve f ∈ Lploc (Rn) alalım. Bu durumda

p > 1 için

‖Iαf‖Lq(B(x,t)) ≤ Ct
n
q

∞∫
t

r−
n
q
−1 ‖f‖Lp(B(x,r)) dr (4.5)

ve p = 1 için

‖Iαf‖WLq(B(x,t)) ≤ Ct
n
q

∞∫
t

r−
n
q
−1 ‖f‖L1(B(x,r))

dr (4.6)

eşitsizliği gerçeklenir, burada C, f ye bağlı olmayan bir sabittir, x ∈ Rn ve t > 0

dir.

İspat. 1 < p < ∞ alalım. f fonksiyonu f = f1 + f2 , f1 (y) = f (y)χB(x,2t) (y),

f2 (y) = f (y)χBc(x,2t) (y), t > 0 olarak tanımlanırsa

Iαf (x) = Iαf1 (x) + Iαf2 (x)

elde edilir. 1 < p <∞, 0 < α < n
p
, 1

q
= 1

p
− α

n
olmak üzere Teorem 3.1.2 deki (ii)

özelliğinden

‖Iαf1‖Lq(B(x,t)) ≤ ‖Iαf1‖Lq(Rn)

≤ C ‖f1‖Lp(Rn)

= C ‖f‖Lp(B(x,2t))

elde edilir, burada C, f den bağımsız bir sabittir. Ayrıca,

‖Iαf1‖Lq(B(x,t)) ≤ Ct
n
q

∞∫
2t

r−
n
q
−1 ‖f‖Lp(B(x,r)) dr (4.7)
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elde edilir. |x− z| ≤ t, |z − y| ≥ 2t olduğunda |x− z| ≤ t ≤ |z−y|
2

dir. Dolayısıyla

|x− y| = |x− z + z − y|

≤ |x− z|+ |z − y|

≤ t+ |z − y|

≤ 3

2
|z − y|

ve

|z − y| = |z − x+ x− y|

≤ |z − x|+ |x− y|

≤ t+ |x− y|

≤ |z − y|
2

+ |x− y|

⇒ |z − y|
2

≤ |x− y|

dir. Sonuç olarak,
1

2
|z − y| ≤ |x− y| ≤ 3

2
|z − y|

elde edilir. Böylece

‖Iαf2‖Lq(B(x,t)) ≤

∥∥∥∥∥∥∥
∫

Bc(x,2t)

f (y)

|z − y|n−α
dy

∥∥∥∥∥∥∥
Lq(B(x,t))

≤ C

∫
Bc(x,2t)

|f (y)|
|x− y|n−α

dy
∥∥χ(B(x,t))

∥∥
Lq(Rn)

elde edilir. β > n
q

seçilerek, Hölder eşitsizliğinden
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∫
Bc(x,2t)

|f (y)|
|x− y|n−α

dy

= β

∫
Bc(x,2t)

|x− y|α−n+β |f (y)|

 ∞∫
|x−y|

s−β−1ds

 dy

= β

∞∫
2t

s−β−1

 ∫
{y∈Rn:2t≤|x−y|≤s}

|x− y|α−n+β |f (y)| dy

 ds

≤ C

∞∫
2t

s−β−1 ‖f‖Lp(B(x,s))

∥∥∥|x− y|α−n+β∥∥∥
L
p
′
(B(x,s))

ds

= C

∞∫
2t

s−β−1 ‖f‖Lp(B(x,s))

 ∫
2t≤|x−y|≤s

1(
|x− y|n−α−β

)p′ dy


1

p
′

ds

= C

∞∫
2t

s−β−1 ‖f‖Lp(B(x,s))

 ∫
Sn−1

s∫
2t

ρn−1

ρ(n−α−β)p
′ dρdx

′

 1

p
′

ds

≤ C

∞∫
2t

s−β−1 ‖f‖Lp(B(x,s))

(
sn−(n−α−β)p

′) 1

p
′
ds

= C

∞∫
2t

s−β−1s−
n
p sα+β ‖f‖Lp(B(x,s)) ds

= C

∞∫
2t

sα−
n
p
−1 ‖f‖Lp(B(x,s)) ds (4.8)

elde edilir. Diğer yandan 1
q

= 1
p
− α

n
ise n

q
= n

p
− α dir. Bu değer (4.8) de yerine

yazılırsa,

‖Iαf2‖Lq(B(x,t)) ≤ C

∞∫
2t

sα−(nq+α)−1 ‖f‖Lp(B(x,s)) ds

= C

∞∫
2t

s−
n
q
−1 ‖f‖Lp(B(x,s)) ds

≤ Ct
n
q

∞∫
2t

s−
n
q
−1 ‖f‖Lp(B(x,s)) ds (4.9)

elde edilir.
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Sonuç olarak, (4.7) ve (4.8) dan (4.5) ispatlanır. p = 1 ve herhangi B =

B(x, r) yuvarı için

‖Iαf‖WL1(B(x,t)) ≤ ‖Iαf1‖WL1(B(x,t)) + ‖Iαf2‖WL1(B(x,t))

eşitsizliğinin gerçeklendiği açıktır. Iα operatörünün L1(R
n) uzayından WLq(R

n)

uzayına sınırlığından

‖Iαf1‖WL1(B(x,t)) ≤ C ‖f‖Lq(B(x,2t))

bulunur, burada C, x ve t ye bağlı olmayan bir sabittir.

Dikkat edilmelidir ki (4.9) eşitsizliği p = 1 durumu için de doğrudur. Dolayısıyla

(4.9) dan (4.6) eşitsizliği elde edilir.

Şimdi Teorem 4.1.2 ispatını verelim.

İspat. 1 < p <∞ ve f ∈Mp,ϕ(Rn) olsun. Lemma (4.1.3) den

‖Iαf‖Mq,ϕ2
= sup

x∈Rn,t>0

t−n/q

ϕ2(x, t)
‖Iαf‖Lq(B(x,t))

≤ C sup
x∈Rn,t>0

1

ϕ2(x, t)

∞∫
t

r−
n
q
−1 ‖f‖Lp(B(x,r)) dr

≤ C ‖f‖Mp,ϕ1
sup

x∈Rn,t>0

1

ϕ2(x, t)

∞∫
t

rαϕ1(x, r)
dr

r

(4.4) den 1 < p <∞ için ispat tamamlanır.

Şimdi p = 1 ve f ∈M1,ϕ1(R
n) olsun. Lemma (4.1.3)

‖Iαf‖WMq,ϕ2
= sup

x∈Rn,t>0
ϕ−12 (x, t)t−

n
q ‖Iαf‖WLq(B(x,t))

≤ C sup
x∈Rn,t>0

ϕ−12 (x, t)

∞∫
t

r−
n
q
−1 ‖f‖L1(B(x,r))

dr

elde edilir.

Böylece

‖Iαf‖WMq,w2
≤ C ‖f‖M1,ϕ1 (R

n) sup
x∈Rn,t>0

1

ϕ2(x, t)

∞∫
t

rαϕ1(x, r)
dr

r

≤ C ‖f‖M1,ϕ1

bulunur. Buradan p = 1 için de (4.4) den ispat tamamlanmıştır.
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ϕ1(x, r) = ϕ2(x, r) = ϕ(x, r) olması durumunda aşağıdaki sonuç elde edilir

(Guliyev [13],[12]):

Sonuç 4.1.4 1 ≤ p < ∞, 0 < α < n
p
, 1
q

= 1
p
− α

n
ve ϕ(x, t), (4.1) ve (4.3)

koşullarını sağlasın. Bu durumda Mα ve Iα operatörleri p > 1 için Mp,ϕ(Rn) uza-

yından Mq,ϕ(Rn) uzayına ve p = 1 için M1,ϕ(Rn) uzayından WMq,ϕ(Rn) uzayına

sınırlıdır.

4.2 Adams - Guliyev Tipli Sınırlılık

Bu bölümde Riesz potansiyel operatörünün sınırlılığı için Adams-Guliyev tipli

sonuçlarda Guliyev [11, 12] tarafından yapılan ispatlara yer verilmiştir.

Aşağıdaki Iα Riesz potansiyeli operatörü ile ilgili sonuç Nakai [24] tarafından

verilmiştir.

Teorem 4.2.1 1 ≤ p <∞, 0 < α < n
p
, ϕ(x, r) (4.1) koşulunu ve

tαϕ(x, t) +

∞∫
t

rαϕ(x, r)
dr

r
≤ Cϕ(x, t)

p
q (4.10)

koşulunu sağlasın, burada q ≥ p ve C, x ∈ Rn ve t > 0 ’a bağlı olmayan bir sabittir.

Ayrıca kabul edelim ki, hemen her x ∈ Rn için ϕ(x, r) için ϕ(x, .) : [0,∞) −→ [a,∞)

koşulunu sağlayacak biçimde herhangi bir a = a(x) > 0 örten fonksiyonu olsun. Bu

durumda, Mα ve Iα operatörleri, p > 1 için Mp,ϕ(Rn) uzayından Mq,wp/q(R
n)

uzayına ve p = 1 için M1,ϕ(Rn) uzayından WMq,ϕ1/q(Rn) uzayına sınırlıdır.

Teoremin ispatında kullanacağımız Lemma Guliyev [5] tarafından ispatlan-

mıştır.

Lemma 4.2.2 1 ≤ p <∞, 0 < α < n
p

ve f ∈ Lploc (Rn) olsun. Bu durumda C f , x

ve t den bağımsız bir sabit olmak üzere

|Iαf(x)| ≤ CtαMf (x) + C

∞∫
t

rα−
n
p
−1 ‖f‖Lp(B(x,r)) dr (4.11)

eşitsizliği gerçeklenir.
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İspat. 1 < p <∞ alalım. f

f = f1 + f2, f1 (y) = f (y)χB(x,2t) (y) , f2 (y) = f (y)χBc(x,2t) (y) , t > 0

olarak tanımlanırsa

Iαf (x) = Iαf1 (x) + Iαf2 (x)

elde edilir. |Iαf1 (x)| ≤ CtαMf (x) eşitsizliği Hedberg [17] tarafından ispatlanmıştır.

Iαf2 için ise Hölder eşitsizliğinden,

|Iαf2 (x)| ≤
∫

Bc(x,2t)

|x− y|α−n |f (y)| dy

≤ C

∫
Bc(x,2t)

|f (y)| dy
∞∫

|x−y|

rα−n−1dr

≤ C

∞∫
2t

 ∫
2t<|x−y|<r

|f (y)| dy

 rα−n−1dr

≤ C

∞∫
t

‖f‖Lp(B(x,r))

 ∫
t<|x−y|<r

1dx


1

p
′

rα−n−1dr

= C

∞∫
t

‖f‖Lp(B(x,r))

 ∫
Sn−1

r∫
t

ρn−1dρdx
′

 1

p
′

rα−n−1dr

≤ C

∞∫
t

‖f‖Lp(B(x,r)) r
n(1− 1

p)rα−n−1dr

= C

∞∫
t

rα−
n
p
−1 ‖f‖Lp(B(x,r)) dr

elde edilir.

Şimdi Teorem 4.2.1 ispatını verelim.

İspat. Mαf(x) ≤ C(Iα |f |)(x) olduğunu biliyoruz. 1 ≤ p < ∞ ve f ∈ Mp,ϕ(Rn)

olsun. Lemma 4.2.2

|Iαf(x)| ≤ CrαMf(x) + C ‖f‖Mp,ϕ

∞∫
r

tαϕ(x, t)
dt

t

dir. ((4.10)) den

rαϕ(x, r) ≤ Cϕ(x, r)
p
q

25



olduğunu biliyoruz. Ayrıca (4.10) şartını kullanarak

|Iαf(x)| ≤ Cϕ(x, r)
p
q
−1Mf(x) + Cϕ(x, r)

p
q ‖f‖Mp,ϕ

elde edilir. ϕ(x, r) örten olduğundan r > 0 seçebiliriz ve böylece

ϕ(x, r) = Mf(x) ‖f‖−1Mp,ϕ(Rn)

elde edilir. Burada f nin 0 ’a özdeş olmadığını varsayıyoruz. Böylece her x ∈ Rn

için

|Iαf(x)| ≤ C(Mf(x))
p
q ‖f‖

1− p
q

Mp,ϕ

eşitsizliği gerçeklenir. Teorem 4.2.1 deki (4.1) koşulu nedeniyle Mp,ϕ(Rn) genelleşti-

rilmiş Morrey uzayında M maksimal operatörünün sınırlılığından teorem gerçek-

lenir.

1 < p < q <∞ için

‖Iαf‖M
q,ϕp/q

= sup
x∈Rn,t>0

ϕ(x, t)−
p
q t−

n
q ‖Iαf‖Lq(B(x,t))

≤ C ‖f‖
1− p

q

Mp,ϕ
sup

x∈Rn,t>0
ϕ(x, t)−

p
q t−

n
q ‖Mf‖p/qLp(B(x,t))

≤ C ‖f‖Mp,ϕ

ve p = 1 < q <∞ için

‖Iαf‖WM
q,ϕ

1
q

= sup
x∈Rn,t>0

ϕ(x, t)−
1
q t−

n
q ‖Iαf‖WLq(B(x,t))

≤ C ‖f‖
1− 1

q

Mp,ϕ
sup

x∈Rn,t>0
ϕ(x, t)−

1
q t−

n
q ‖Mf‖

1
q

WL1(B(x,t))

≤ C ‖f‖Mp,ϕ

elde edilir.
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