T.C.
AHI EVRAN UNIVERSITESI
FEN BILIMLERI ENSTITUSU

RIESZ UZAYINDA POZITIF OPERATORLER

Hiiseyin BAHADIR

YUKSEK LISANS TEZI
MATEMATIK ANABILIM DALI

KIRSEHIR 2017



T.C.
AHI EVRAN UNIVERSITESI
FEN BILIMLERI ENSTITUSU

RIESZ UZAYINDA POZITIF OPERATORLER

Hiiseyin BAHADIR,

YUKSEK LISANS TEZI
MATEMATIK ANABILIM DALI

DANISMAN
YRD. DOC. DR. SEBNEM YILDIZ

KIRSEHIR 2017



Fen Bilimleri Enstitiisii Miidiirliigii’ne

Bu caligma jiirimiz tarafindan MATEMATIK Anabilim Dalinda YUKSEK LISANS
TEZI olarak kabul edilmistir.

Baskan
Doc. Dr. H. Nedret OZGEN

Yrd. Doc¢. Dr. Sebnem YILDIZ

e

Yrd. Do¢. Dr. Turhan KARAMAN

Onay

Yukanidaki imzalarin, adi gecen 6gretim iiyelerine ait oldugunu onaylarim.

../07/2017

Prof. Dr. Levent KULA
Enstitii Mudiirii




TEZ BILDIRIMI

Yiiksek Lisans tezi olarak sundugum “Riesz Uzayinda Pozitif Operatorler”
baglikli caligmamin, akademik kurallara ve etik degerlere uygun olarak yazildigini,
yararlandigim eserlerin kaynaklarda eksiksiz olarak gosterildigini ve caligmamin iginde

kullanildiklar1 her yerde bunlara atif yapildigini bildiririm.

Hiiseyin BAHADIR



OZET

RIESZ UZAYINDA POZITIF OPERATORLER
Yiiksek Lisans Tezi
Hiiseyin BAHADIR

Ahi Evran Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisii

Temmuz 2017

Bu tez beg boliimden olugmaktadir. Birinci boliim giris kismina ayrilmigtir.
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uzayinda pozitif operatorler ile ilgili 6nemli tanim ve teoremlere yer verilmigtir.
Ayrica Dedekind tam Riesz uzayr ve Archimedean Riesz uzayindan bahsedilerek
bunlarin sonuglar1 hakkinda bilgiler ayrintili olarak incelenmistir.

Dordiincii boliimde, f-cebirleri ve 6zellikleri verildikten sonra band koruyan
operatorler ile orthomorfizmalar kavramlarina yer verilmistir. f-cebirleri ile ortho-
morfizmalar arasindaki iligkiler verilmigtir. Ayrica esglenik operatorler yardimiyla
orthomorfizmalarin alt kiimesi olan merkezcil operatorler ve merkezcil operatorlerin
eglenigi ifade edilmistir.
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1 GIRIS

Riesz uzaylar: konusunda ilk yapilan ¢aligma 1928 yilinda F. Riesz’in Bologna da
diizenlenen Uluslararasi Matematikciler Kongresinde lineer fonksiyonellerin ayrigimi iize-
rine sundugu makale olarak kabul edilir. Daha sonra Riesz uzay teorisi 1930 yilinin orta-
larinda F. Riesz, H. Freudenthal ve L.V.Kantorovich tarafindan geligtirildi. Bu tarihten
sonra bu alanda gelismeler artmaya baglamig, 1950°li yillarin ortalarina kadar bu alanda
matematikgiler 6nemli katkilar yapmiglardir. 1980 yillarina gelindiginde pozitif operator-
ler teorisi oldukca genig bir hal almigtir. Bu tarihten sonra Riesz uzay teorisi, degisik
yonleriyle incelenmis olup finans, oyun terisi, genel denge teorisi, niikleer reaktor teorisi,
istatistiki karar alma ve ekonomi alanlarinda ¢nemli katkilar saglamigtir.

Bu galigmamizda gerekli temel tanim ve teoremler verildikten sonra Riesz uzayinda
pozitif operatorler ifade edilmistir. Riesz uzay kavramina ayrintih bir gekilde yer verilerek
bircok 6nemli teoremlerin ispati verilmistir. f-cebirleri ile orthomorfizmalar arasindaki ilis-
kiler tizerinde durulmustur. Ayni zamanda band koruyan operatérler kiimesi olan B(E) nin
orthomorfizmalar sinifina dahil oldugundan ve orthomorfizmalar ile orthomorfizmalarin bir

alt kiimesi olan merkezcil operatorlerden bahsedilmigtir.



2 TEMEL TANIM VE TEOREMLER

Bu boliimde calismamizda kullanilacak temel tanim ve teoremler verilecektir.

2.1 Vektor Uzay: ve Siralama

Tanim 2.1.1 K bos olmayan bir kiime olsun. K iizerinde toplama (+) ve ¢arpma (-)
islemleri tanimlayalim.

(i) Vx,y € Kiginx+y € K vexy € K dir. (K nm toplama ve ¢garpma iglemlerine
gore kapalilik 6zelligi)

i) Vx,yeKicinx+ (y+2) = (x+y) +2z (Birlesme ozelligi)

(iii) K icersinde bir tek sifir elemen bulunabilir kiVx € Kiginx+0=0+x=x
dir (0, K nin birimi).

(iv) ¥ x,y € K i¢in bir tek —x € K bulunabilir ki x 4+ (—x) = 0 dur.

(v) Vx,y € Kigin x+y =y +x dir. (Degisme 6zelligi)
(vi) ¥V x,y € K igin xy = yx dir. (Degisme 6zelligi)
(vil) V x,y,2 € K i¢in x(yz) = (xy)z dir. (Birlesme 6zelligi)
(viii) V x € K i¢in x - 1 = x egitligini saglayan K nimn bir tek 0 # 1 (bir) elemam

(ix) V 0 # x € K ya karsihk xx ! = 1 esitligini saglayan K icinde bir tek x !
elemani vardir.

(x) Vx,y,2z € K icin x(y +2z) = xy +x2 , (y +2)x = yx + zx dir. (Carpmanin
toplama iizerinde dagilma ozelligi)

Bu ozellikleri saglayan K kiimesine bir cisim ve elemanlarina skaler denir. R
reel sayilar kiimesi ve C kompleks sayilar kiimesi yukaridaki 6zellikleri sagladigindan birer

cisimdir (Gok, 1997).

Tanim 2.1.2 E bog olmayan bir kiime ve K cismi R veya C olsun. x,y € E igin
+:EXxE—=E, (x,y) > x+y
K XxE—E,(a,x) = ax
doniigiimleri ile toplama ve carpma iglemleri tanimlansin.
(i) Vx,y,2z € E i¢cin
x+(y+2z)=(x+y)+z (Toplamada birlesme &zelligi)
(ii)V x,y € E i¢in
X+y=y+x (Toplamada degisme 6zelligi)



(iii) V x € E i¢in
x+0=x=0+x
esitligini saglayan E iginde bir tek 0 (sifir) elemam vardir. (Burada 0 eleman: etkisiz
elemandr.)
(iv) V x € E i¢in
x+(—x)=0=(—x)+x
esitligini saglayan bir tek —x € E vardir. (—x toplamada ters elemandir.)
(v) Vx € E igin
l-x=x
dir. (1 ¢carpmada birim ya da etkisiz elemandir.)
(vi) V x,y € E ve a € K i¢in
a(x +y) = ax + ay.
(vil) Vx € EveV a,b e K icin
a(bx) = (ab)x.
(viii) Vx € E ve ¥V a,b € K i¢in
(a+b)x = ax + bx
kogullar1 saglamyorsa E ye K iizerinde bir vektor uzay: (lineer uzay) denir. K = R

alinirsa E ye bir reel vektor uzayi ve K = C alinirsa E ye bir kompleks vektor uzay:
denir (Gok, 1997).

Ornek 2.1.3 Reel sayilar kiimesi ve kompleks sayilar kiimesi bildigimiz toplama ve carpma

islemine gore vektor uzaylaridir (Gok, 1997).

Ornek 2.1.4 E=R", K =R olsun.
x = (x1,X2,..,%Xn), ¥ = (y1,¥2,---,¥n) ve X,y € E i¢in toplama isglemini su sekilde
tanimlayalim:

X+y:(X1+Y1a---7Xn+Yn)-

a € Rile x = (x1,Xo,...,X,) € E vektoriiniin garpimin da su sekilde tanimlayalim:
a-x = (axy,...,axXp).
Bu toplama ve garpma tanimlar: ile R™ bir vektor uzayidir (Gok, 1997).

Ornek 2.1.5 K = R veya K = C cismi ve X bos olmayan bir kiime olsun. X kiimesinden

K kiimesine taniml tiim fonksiyonlarin kiimesi E olsun. Yani, E = {f|f: X — K} dir.

f,g € E fonksiyonlar1 ve x € X elemam i¢in (f + g)(x) = f(x) + g(x) toplam
tanmlansimn.
a € K skaleri ve f € E fonksiyonu igin (af)(x) = af(x) ¢arpimi tanmimlansin.

Bu toplama ve garpma iglemlerinin tanimlari ile E bir vektor uzayidir (Gok, 1997).



Tanim 2.1.6 E bir vektor uzay1 ve F, E nin bos olmayan bir alt kiimesi olsun. Eger F
kiimesi

) Vx,yeFiginx+yeF

(i) VxeF,aecKiginax € F
ozelliklerini saghyarsa, F kiimesi (aym cisim iizerinde) bir vektor uzayidir ve F ye E nin

vektor alt uzay: ya da lineer alt uzay: denir (Gok, 1997).

Tanim 2.1.7 Bogtan farkh bir kiime tizerinde yansima, ters simetri ve gecisme 6zellikleri
varsa [ bagntisina bu kiime iizerinde siralama bagintisi denir. Bogtan farklh bir E
kiimesi {izerinde < siralama bagintis1 V x,y,z € E icin

(i) x < x (yansima)

(ii) x <y ve y < x iken x = y (ters simetri)

(iii) x <y ve y < z iken x < z (gecisme)
ozelliklerini saghyorsa E ye kismi sirali kiime denir (Aliprantis ve Burksinshaw,
1985).

Tanim 2.1.8 Herhangi x,y € E igin x <y veya y < x oluyorsa E ye tam sirali kiime
denir (Abramovich ve Aliprantis 2002).

Tanim 2.1.9 E, bir reel vektor uzayr ve < E iizerinde bir siralama bagintisi olsun.
V x,y,z € E ve a > 0 reel sayist igin,

() x<yikenx+z<y+z

(ii) x <y iken ax < ay
ozellikleri saglaniyorsa E ye sirali vektor uzayi denir ve L(E) ile gosterilir (Aliprantis
ve Burksinshaw, 1985).

Tanmim 2.1.10 A kiimesi E sirali kiimesinin bog olmayan bir alt kiimesi olsun.

(i) V x € A igin x < a olacak sekilde bir a € E varsa, a ya A kiimesinin bir iist
simuir1 denir. A kiimesi bir {ist simira sahipse A kiimesine iistten simirli kiime denir.

(ii) a, A kiimesinin bir tist smir1 ve A kiimesinin her « ist smur1 i¢in a < u oluyorsa
a ya A kiimesinin en kiigiik iist sinir1 (supremumu) denir ve sup(A) = a geklinde
gosterilir.

(iii) ¥V x € A i¢in b < x olacak sekilde bir b € E varsa, b ye A kiimesinin bir alt
sinir1 denir. A kiimesi bir alt sinira sahipse A kiimesine alttan sinirli kiime denir.

(iv) b, A kiimesinin bir alt sinir1 ve A kiimesinin her v alt siur1 i¢in v < b oluyorsa b

ye A kiimesinin en biiyiik alt sinir1 (infimumu) denir ve inf(A) = b seklinde gosterilir.

(v) A sirali bir kiime ve x <y olacak gekilde x,y € A olsun.
xyl={zeA:x<z<y}
kiimesine x ve y arasinda sirali aralik denir.
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(vi) A kiimesi iistten ve alttan siirh kiime ise A kiimesine sira siirh kiime denir
(Meyer ve Nieberg 1991).

2.2 Banach Uzay1

Tamim 2.2.1 E bir K cismi {izerinde bir vektér uzay: olsun. |[.|| : E — R, x — [|x]|,
tanimli doniisiimii igin

(i) Vx € E i¢in [x]| > 0

(ii) V x € E icin ||x|| = 0 gerek ve yeter kogul x = 0

(ili) V x € E ve o € K i¢in ||ox]|| = |a.||x]]

() ¥ x,y € E icin [[x+ yl| < [Ixl| + Ilyll ~(iiggen esitsilii)
ozellikleri saglaniyorsa E iizerinde bir norm denir. Bu durumda (E, ||.||) ¢iftine normlu

vektor uzay denir. Uzerinde norm tanimlanmig bir uzaya normlu bir uzay denir (Gok,
1997).

Ornek 2.2.2 E = R olsun. x € R igin |[x|| = |x| tanmu ile ||.||, R iizerinde bir norm
belirtir (Gok, 1997).

Ornek 2.2.3 E = C olsun. x € C i¢in ||x|| = |x| tanim ile ||.||, C fizerinde bir norm
belirtir (Gok, 1997).

Tanim 2.2.4 (E,||.||) normlu bir uzay olsun. f: N — E taniml fonksiyonuna E de bir
dizi denir ve (f(n)) = (x,) ile gosterilir (Gok, 1997).

Tamim 2.2.5 (x,) i¢in lim x, = 0 ise bu diziye sifir dizisi denir. Biitiin sifir dizilerinin
n—oo
kiimesini cg ile gosterelim.

co = {(xn) : nli_)rgoxn =0}

dir (Gok, 1997).

Tanim 2.2.6 (E,||.||) normlu bir uzay ve (x,),E de bir dizi olsun. V & > 0 igin bir
no(e) € N sayis1 vardir ki n > ng oldugunda ||x, —x|| < ¢ saglaniyorsa lim x, =x, x € E
n—oo

dir. Bunu saglayan bir diziye yakinsak dizi denir (G&k, 1997).

Tanmim 2.2.7 (E,||.||) normlu bir uzay ve (x,),E de bir dizi olsun. V ¢ > 0 i¢in bir ng
bulundugunda V n,m > ng igin ||x, — Xm|| < € oluyorsa (x,) dizisine E de bir Cauchy
dizisi denir (Gok, 1997).

Tanim 2.2.8 E deki her Cauchy dizisi E deki norma gore yakinsak yani normlu uzay tam

ise E uzayma bir Banach uzayi1(Tam uzay) denir (G&k, 1997).

Ornek 2.2.9 1 < p < oo icin l, uzay1 bir Banach uzayidir. [, uzaymm Banach uzay:

oldugunu gosterelim.



(xn),l, de bir Cauchy dizisi olsun. Yani (x,) = (yjn)j>1 ,(n = 1,2,...),e > 0

verilsin. Bu durumda ng sayis1 bulunabilir ki n, m > ng icin
[|Xn, — xm|| < €

saglanir. O halde n,m > ng igin

(o ¢]
> yjm = yinl? <&
=1

olur. Dolayisiyla V k£ > 0 icin

Yem = Yenl” <> 1yim — vinl” <€
j

olur. (ygn)n reel sayilarda bir Cauchy dizisi oldugundan yakinsar, yani
limyg, = yr € R, (/{ =1,2,.. )
n

olsun. Serinin kismi toplamlar dizisini diigiinelim. Bunun i¢in keyfi bir 0 < K sayis1 igin

K (o)
D 1¥im =il £ yim = yinlP <P
P j=1

yazalim. V n > ng igin
K K
Z |ij - an|p = Z ‘ij - an|p <eP
j=1 J

olur. 0 < K keyfi oldugundan her n > ng igin Zj lyj — vjn|? serisi yakinsar. O halde

VY n > ng igin
[e.e]
S lyj—yinlP <P
J

oldugundan (y; —yjn,) € lp, (j =1,2,...) elde edilir. (yjn,) €1, (7 =1,2,...) ve l, bir
vektor uzay1 oldugundan (y;) = (y; — ¥jno) + (Vjno) € lp olur. x = (y;) ve n > ng igin

1
p
||xn—x||=[§j|yjn—yj|p] <:
J

oldugundan limx,, = x elde edilir. Béylece [, uzay1 bir Banach uzayidir (Gok, 1997).
n

Tanim 2.2.10 E bir kismi sirali kiime olsun. E kiimesinin bog olmayan her alt kiimesinin

supremumu ve infimumu varsa E kiimesine tamdir denir (Meyer ve Nieberg 1991).

Tanim 2.2.11 E bir kismi sirali kiime olsun. E kiimesinin iki elemanl her alt kiimesinin

supremumu ve infimumu varsa E ye latis (6rgii) denir (Meyer ve Nieberg 1991).
Ornek 2.2.12 R siralama bagintisina gore latistir (Meyer ve Nieberg 1991).
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Ornek 2.2.13 M bostan farkli bir kiime ve E= P(M) olsun. E deki siralama bagmtisi
A,B € E olmak iizere A < B & A C B seklinde tanimlansin. Bu siralama bagintisina gore
E kismi sirali bir kiimedir.

Ayrica A ve B kiimesinin supremumu A U B ve infimumu A N B oldugundan E
kiimesi bir latistir. Benzer olarak I bir indis kiimesi olmak iizere sup{A,,« € I} = [J A

ve inf{A,, @ € I} = () A, oldugundan E latisi tamdir (Meyer ve Nieberg 1991).

2.3 Operator ve Lineer Fonksiyoneller

Tanmim 2.3.1 X, Y vektor uzay1 olmak iizere, bir T : X — Y fonksiyonu V x,y € X ve
V a, b skalerleri icin
T(ax + by) = aT(x) + bT(y)

kosulunu saglyorsa lineer operatodr veya operatdr olarak adlandirihr (Aliprantis ve
Burksinshaw, 1985).

Tanim 2.3.2 X ve Y normlu uzaylar ve T : X — Y operatorii bir lineer operator olsun.
T nin normu,

1Tl = sup [|Tx|| = sup [|Tx]]
<1 Iell=1

seklinde tanimlanir.

Eger HTH < oo ise T ye smurh operator denir (Aliprantis ve Burksinshaw,
1985).

Tanim 2.3.3 E ve F sirali vektor uzaylar: arasinda tanimlanan bir T : E — F operatorii
V x > 0 igin T(x) > 0 esitsizligini saghyorsa T ye pozitif operatér denir ve T > 0 ile
gosterilir (Aliprantis ve Burksinshaw, 1985).

Tanim 2.3.4 Hem pozitiflik hem de lineerlik 6zelligini saglayan operatore kisaca lineer

pozitif operatér denir (Aliprantis ve Burksinshaw, 1985).

Tamim 2.3.5 E sirali bir vektor uzay1 olmak iizere, E nin biitiin pozitif elemanlarinin
kiimesi ET ile gosterilir. Yani, Et={x € E : x > 0} dir ve E nin pozitif konisi denir
(Aliprantis ve Burksinshaw, 1985).

Tanim 2.3.6 E, F normlu uzaylar ve T : E — F lineer sinirli bir operatér olsun.

T :F — E,g € F/ igin T'g = gT seklinde tanimlanirsa T’ operatoriine T operatériiniin
eslenigi (adjointi) denir. Burada E’ ve F’ sirasiyla E ve F nin eglenik uzaylardir. (Gok,
1997).

Tanim 2.3.7 E bir vektor uzay: ve K reel ya da kompleks cisim olsun. T : E — K lineer

operatoriine lineer fonksiyonel denir (Meyer ve Nieberg 1991).



Tanmim 2.3.8 E bir sirali vektor uzayi olmak {izere T : E — R lineer fonksiyoneli
V x € ET igin T(x) > 0 oluyorsa T ye pozitif lineer fonksiyonel denir (Meyer ve
Nieberg 1991).

Tanmim 2.3.9 T lineer fonksiyoneli E nin sira sinirli alt kiimelerini R nin sira simirh alt
kiimelerine gotiiriiyorsa T ye sira sinmirhi lineer fonksiyonel denir (Meyer ve Nieberg
1991).

Tanmim 2.3.10 E normlu bir vektor uzay: olsun. E de taniml tiim sinirl lineer fonksiyo-

nellerin uzayima E nin dual uzay1 denir (Gok, 1997).



3 RIESZ UZAYINDA POZITIiF OPERATORLER
Bu béliimde Riesz uzayinda pozitif operatorlerden bahsedilecektir.
3.1 Riesz Uzay1

Tanim 3.1.1 E | bir sirali vektor uzay1 olsun. V x,y € E i¢in {x, y} kiimesinin supremumu
ve infimumu yine E nin elemani ise E ye bir Riesz uzay1 (vektor latis) denir (Aliprantis
ve Burksinshaw, 1985).

Tanmim 3.1.2 E sirali bir vektor uzay1 ve E nin herhangi iki eleman:1 x,y olsun. Eger,
(i)x<zvey<z
(i) VseEiginx <s,y <sikenz<s

kogullarini saglayan E nin bir z eleman varsa buna x ve y nin supremumu(en kiigiik

iist smir) denir ve
x Vy = sup{x, y}

seklinde ifade edilir (Meyer ve Nieberg 1991).

Tanim 3.1.3 E sirali bir vektor uzay1 ve E nin herhangi iki elemani x,y olsun. Eger,
(i)z<xvez<y
(i) VseEigins <x,s<yikens <z

kogullarini saglayan E nin bir z eleman1 varsa buna x ve y nin infimumu(en biiyiik alt

sinir) denir ve
x Ay = inf{x,y}
seklinde ifade edilir (Meyer ve Nieberg 1991).

Ornek 3.1.4 B(X), bostan farkl herhangi bir X kiimesi iizerindeki tiim sinirh reel degerli

fonksiyonlarin kiimesi olsun. B(X),
(f+2)(x) = f(x) + g(x)
(af)(x) = af(x) , « €R
islemlerine gore bir reel vektor uzayidir. B(X) in pozitif konisi
B(X); ={feB(X):f(t) >0, te X}

seklindedir. f > g olmas: igin gerek ve yeter kogul f — g € B(X)4+ olmasidir. Vt € X ve
f,g € B(X) icin

(f v g)(t) = sup{f(t), g(t)} = max{f(t), g(t)}

(f A g)(t) = inf{f(t), g(t)} = min{f(t), g(t)}
dir. Bundan dolay1 B(X) bir Riesz uzayidir (Aliprantis ve Burksinshaw, 1985).
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Ornek 3.1.5 R” (n > 1), x = (x1,...,%,) seklindeki reel say1 n-li terimlerinin toplama
ve garpmaya gore bir reel vektoér uzayi olsun. y = (yi,...,y,) olmak iizere eger x <y
ifadesi 1 < k < n i¢in x; < yi olacak gekilde tanimlanirsa R™, buradaki kismi siralamaya

gore bir Riesz uzayidir.Burada x ve y gibi iki vektoriin supremumu ve infimumu sirasiyla

xVy= (max{xl, yi}s ..., max{x,, yn})

ve
XAy = (min{xl, vi},. .., min{x,, yn})

ile verilir (Aliprantis ve Burksinshaw, 1985).

Ornek 3.1.6 Reel dizilerin olusturdugu

oo
Ep:{(xl, X2, **r ,Xp, ), VRnEN, x, €R ve Z]Xn|p<oo} , (1<p<o0)

n=1

¢, uzay1 Riesz uzayinda 6nemli bir siiftir (Aliprantis ve Burksinshaw, 1985).

Genel olarak aksi sdylenmedikce E bir Riesz uzayim gosterecektir.

Tanmim 3.1.7 Bir E Riesz uzayinda V x € E i¢in, x in pozitif kismi, negatif kismi ve mutlak

degeri sirasiyla

xT=xV0
x =(—-x)VO0
x| =xV (=)

seklinde tanimlanir (Aliprantis ve Burksinshaw, 1985).

Teorem 3.1.8 Riesz uzayinda x,y,z keyfi elemanlar: i¢in agagidaki 6zellikler vardir.

() xVy = —[(=%) A (=y)] ve XAy = (=) V (~y)]

(i) x+y=xAy+xVy

(ili) x+ (yVz) =(x+y)V(x+2z) vex+ (yAz) = (x+y) A (x+2)

(iv) a(xVy) = (ax) V (ay) ve a(x Ay) = (ax) A (ay) , @« > 0 (Aliprantis ve
Burksinshaw, 1985).

Ispat. (1) xVyvey <xVy olmak iizere buradan

ve

olur.
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Diger taraftan
—x >z ve —y > z iken

—z > x ve —z > y dir. Bundan dolay1 —z > x V y olur.
Bu da
—(xVy) >z, —(xV y) nin {—x, —y} kiimesinin infimumu oldugunu gosterir yani
(—x) A (—y) = —(x Vy) elde edilir.
Diger esitlik icin x yerine —x, y yerine —y alinarak ispat yapilabilir.
(ii) (xAy) <ydeny—xAy >0 yazihr. Buradan
X<x+y—xAyvey<x+y—xAy
elde edilir. Sonug olarak xVy <x+y—xAyvexAy+xVy <x+7y olur.
y < xV y oldugundan
x+y—xVy<xvex+y—xVy <y olur. Dolaysiyla
x+y—xVy <xAy dir. Boylece
x+y<xAy+xVy
elde edilir.
(iii) Agik olarak x +y <x+yVzve x+z < x+y Vz dir. Buradan
(x+y)V(x+2z) <x+yVzolur. Diger taraftan
v=—3x+x+y)<—=x+(x+y)V(x+2z) vez < —x+ (x+y)V (x+ 2) esitsizliklerinden
yVz< —x+(x+y)V(x+2z) bulunur. Buradan
x+yVz<(x+y)V(x+z)vex+yVz=(x+y)V(x+2)
elde edilir.
Diger esitlik de benzer sekilde ispatlanir.
(iv) a > 0 icin
(ax) V (ay) < a(xVy)
ax <z ve ay <z dir.

Buradan

1z ve y < o'z yazlabilir ve x Vy < o~ 'z dir.

x < a”
Dolayisiyla a(x Vy) < z bulunur.
a(xVy), {ax,ay} kiimesinin supremumudur.
Bu nedenle
(ax) V (ay) = a(x Vy)
elde edilir.
Digeri de benzer sekilde ispatlanir. ]
Sonug olarak A, en kiiciik iist sinira sahip ve bir Riesz uzayinin bogtan farkl bir
alt kiimesi olsun. Bu durumda;

(a) —A :={—a:a € A} kiimesinin infimumu vardir ve

inf(—A) = —sup A dur.
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(b) V x vektorii igin x + A = {x + a: a € A} kiimesinin supremumu vardir ve
sup(x + A) =x +supA dir.
(¢) Va>0i¢in A = {aa: a € A} kiimesinin supremumu vardir ve

sup(aA) = asup A dir.

Teorem 3.1.9 x bir Riesz uzayinin elemani olmak {izere;
(i) x=x" —x"
(i) |x] = x" +x~
(iii) xF Ax~ =0

seklindedir (Aliprantis ve Burksinshaw, 1985).

ispat.
(i) Teorem 3.1.8 (i),(ii) deki verilen esitliklerden ve x in negatif kismi ile pozitif
kismi tanimindan yararlanilarak
x=x+0
=xVO0+xA0
=xV0—(—x)VO0
=xt —x"
elde edilir.
(i) x in mutlak kismimin tanimindan, x| = x V (—x) oldugu Tanim 3.1.7 de ifade
edildi. Simdi —x + [(2x) V 0] ifadesinden yararlamlarak x V (—x) elde etmeye caligalim.
—x + [(2x) Vv 0] ifadesinde Teorem 3.1.8 (iii) deki verilen esitlik kullanilarak
—x+[(2x) V0] = (—x+2x) V (—x +0)

=xV (—x)
= Ix]
elde edilir. Buradan da
x| = x V (—x)
= —x+[(2x) vV 0]
=[(2x) V0] —x
=2(xV0)—x

yazilabilir. Tamm 3.1.7 de verilen x in pozitif kisminin esiti olan x™ = x V 0 ve Teorem

3.1.9 daki (i) de verilen x = x* — x~ egitlikleri kullanlarak,
x| =2(xV0)—x
=2xT — (xT —x7)
=2xt —xt +x~
=xt +x~

elde edilir. Boylece egitlik ispatlanir.
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(iii) x~ + [(xT —x7) A 0] ifadesinden yararlamlarak (x* Ax™) ifadesini elde etmeye
caligalim.

Teorem 3.1.8 deki (iii) deki esitlik kullanilarak

x 4+ [xT=x)A0=(x +x"T—x")A(x +0)

=xT Ax™

elde edilir. Boylece

xTAxT =x" +[(xT —x7) A0] esitliginde (i) de verilen (x* —x~) = x kullanilarak

xTAxT =x" 4+ (xA0)
bulunur. Buradan da Teorem 3.1.8 deki (i) de x Ay = —[(—x) V (—y)] esitliginden yarar-

lanilarak
xTAx™ = —[(—x) VO] +x~
yazilabilir. Buradan da Tanim 3.1.7 de verilen x in negatif kisminin egiti olan x~ = (—x)V0
kullanilarak
xPAxT = —[(—x) V0] +x~
==X. +x
=0
elde edilerek ispat tamamlanir. [

Teorem 3.1.10 Riesz uzayinda x ve y keyfi elemanlari igin;
i) xVy=sx+y+lx—y) vexAy=3(x+y—|x-yl
(ii) x—y|=xVy—xAy
(i) [x V |y = 3(x + |+ [x = y])
( 2ll

iv) [x| Aly| = 3||x + y| = [x — y|| (Aliprantis ve Burksinshaw, 1985).

ispat.
(i) Tanim 3.1.7 de x in mutlak kismimin tamm |x| = x V (—x) olarak verilmisti.
Bundan yararlanilarak
x—yl=&-y)V(-=x+y)
yazilabilir. Bu esitlik agagida yerine yazilarak
x+y+x—yl=x+y+[x-y)V(y—x)
bulunur. Buradan da Teorem 3.1.8 deki (iii) de verilen
x+(yVz) = (x+y)V(x+2z)
esitliginden yararlanilarak,
x+y+x—yl=x+y+[x-y)V(y—x)
=x+y+x—y)Vx+y+y—x)
=2xV2y
=2(xVy)
elde edilir.
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Benzer olarak
x+y—[x—yl=x+y-[x-y)V(=x+y)]
esitliginde de Teorem 3.1.8 (i) den
(x—y)V(—=x+y)=—[(=x+y)A(x—Y)]
yazilabilir. Bu da yerine yazilarak
x+y—[x—yl=x+y—[-(—x+y)Ax-y)
— x4y [y =) A(x—y)]
bulunur. Buradan da Teorem 3.1.8 deki (iii) de verilen
x+ (yAz)=x+y)Ax+2)
esitliginden yararlanilarak,
x+y-—[x—yl=E+y+y-—x)A(x+y+x—y)
=2y A 2x
=2(y Ax)
=2(xA\Yy)
elde edilir. Boylece ispat tamamlanir.
(i) |x —y| = xVy —x Ay esitliginin elde edilebilmesi igin (i) deki verilen esitliklerin
taraf tarafa gikartilmasi yeterlidir.
(iii) Tanmim 3.1.7 de x in mutlak kisminin tamm |[x| = x V (—x) olarak verilmisti.
Bundan yararlanilarak
x+yl=&+y)V(=x-y)
elde edilir. Bu da esitlikte yerine yazilarak
x+yl+|x—y|l=(x+y)V(—x—y)+|x —y| bulunur. Buradan da Teorem 3.1.8
deki (iii) de verilen
x+(yVz)=x+y)V(x+2z)
esitliginden yararlanilarak,
x—y[+&E+y)V(=x=-y)=[x—y[+&E+y)]V[x—yl-x—V]
yazilabilir. Yani,
x+y[+x—yl=E+y)V(=x—y)+[x—y|
=[x—yl+&+y)]VIx—yl-x-y]
bulunur. (i) de verilen esitlik kullanilarak
x+yl+x—yl=[x—yl+&E+y)]VIx—yl-x—y]
=2[xVy]V2[(—x) V (-y)]
=2(x vyl V(=) Vv (-y)])
=2([xV (=] V [y Vv (-y)])
olur. Buradan da x in mutlak kismi tanimindan
5+l Jx vl = 2( v (=] V [y v (—y)])
)

V
V
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elde edilir.
(iv)
(i) ve (iii) esitlikleri kullanarak,
x4yl ==yl =2(x+y|VIx—y) = (x+y[+]x—yl)
= 2([x[ + 1) = 2(x v [y])

= 2(x[ A lyl)
elde edilir. ]

Teorem 3.1.11 Riesz uzayinda x,y,z keyfi elemanlar igin agagidaki esitsizlikler vardir.
) |1 = ¥l] < [x +y| < x| + Iy (Usgen Esitsizligi)
(i) [xVz—yVz| <|x—y|ve [x Az—y Az <|x—y| (Birkoff Esitsizlikleri)
(iii) x,y,z > 0 i¢in x A (y +2) < x Ay + x Az (Aliprantis ve Burksinshaw,
1985).

Ispat (i) x in pozitif kismi, negatif kismi ve mutlak kismi tanimlarindan yararlamlarak
x+yl=(x+y)"+x+y)”
SET YD)+ +y)
=" +x7)+ " +y)
=[x+ Iyl
seklinde elde edilir. Esitsizligin diger tarafi icin
Xl =lx—y+yl<[x=yl+]yl
esitsizliginden yararlanilarak
x| = Iyl < [x =l
elde edilir. Benzer sekilde
Iyl = x| < [x =]
yazilabileceginden
[ —y| = sup{[x| = |y| , Iy| = [x[} = [|x| = Iy]|
bulunur. Burada y yerine (—y) alimirsa
[Ix| = Iyl < [x+ ]
olup esitsizligin sol tarafi da elde edilmis olur.
(i) xVz—yVz=[x—2z)VO+2z]—[(y—2)VO+7
=(x-2)"-(y-2)"

=[x-y)+F-2)" -y -2)*

<S[E=-Ft+ -2 -y -2)7"
=(x—2)"

< [x—yl

elde edilebilir.

15



Benzer olarak yVz—xVz < |x—y| olduguda gosterilebilir. Bsylece bu iki sonugtan
istenen esitsizlik elde edilir. Diger esitsizlikte benzer sekilde elde edilir.
(ili) x A (y + z) = a olsun. Buradan
a<xvea<y-+z
elde edilebilir.
a—z<a<xvea—z<y
esitsizliklerinden yararlanilarak
a—z<xXAy
bulunur. Yine buradan da
a—xANy<zveca—xAy<a<sx
yazilabilir. Bu egitsizlikliklerden
a—xANy<xAz
olur. Boylece
aslxXAy+xAz

bulunarak ispat tamamlanir. [

Tanim 3.1.12 A ve B, E Riesz uzayimnin bogtan farkl alt kiimeleri olsun. Bu durumda
asagidaki tanimlar: yazabiliriz.

(i) Al ={Ja] : a € A}

(i) At ={aT:a€ A}

(iii) A= ={a” :a€ A}

(ivAvB={aVvb:a€ AvebeB}

(v) AAB={aAb:acAvebeB}

(vi) x€eE, xVA={xVa:acA}

(vii)x e E, x NA={xANa:acA}
(Aliprantis ve Burksinshaw, 1985).

Teorem 3.1.13 E bir Riesz uzay1 ve A, E nin bogtan farkli bir alt kiimesi olsun. sup A
varsa V x € E i¢in sup(x A A) = x A supA dir. Benzer gekilde infA var ise V x € E igin
inf(x VA) =x V infA dir (Aliprantis ve Burksinshaw, 1985).

Ispat. supA var ve supA =y olsun. x € E ve V a € A i¢in
xANa<xAy
dir. Buradan x A A kiimesi x Ay de iistten sinirhidir. Boylece
xANa<z
dir. Yine V a € A igin
a=xANa+xVa—x<z+4+xVy—xdir. Buradanday <z+xVy—x
elde edilir. Dolayisiyla
xAy=x+y—xVy<zvesup(xAA)=x A supA oldugu goriiliir.
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Benzer olarak inf(x V A) = x V infA dir. ]

Tanim 3.1.14 E Riesz uzayinda |x|A|y| = 0 kogulunu saglayan x ve y elemanlarima ayrik

(dik) denir ve x L y ile gosterilir (Aliprantis ve Burksinshaw, 1985).

Tanim 3.1.15 A kiimesi bir E Riesz uzayimin bos olmayan bir alt kiimesi ise A nin A9
ayrik tiimleyeni (dik tiimleyeni);
Al={xcE:VyecAicnx Ly}
veya
Ad={xeE:VyeAicn [x|Aly| =0}
seklinde tanimlanir.

(AN | Add seklinde ifade edilir. Ayni zamanda
AnAY={0}
dir (Aliprantis ve Burksinshaw, 1985).

Tanim 3.1.16 Bir Riesz uzayinin bostan farkl her iistten sinirli alt kiimesinin bir supre-
mumu ya da alttan sinirli her bogtan farkh alt kiimesinin bir infumumu varsa, bu uzaya
Dedekind tam denir (Zaanen, 1971).

Tanmim 3.1.17 Bir Riesz uzayimnin bogtan farkl tistten sinirhi her sayilabilir alt kiimesinin

supremumu varsa o uzaya Dedekind o-tam denir (Zaanen, 1971).
Ornek 3.1.18 R siralama bagmtisina gére Dedekind tamdir (Zaanen, 1971).

Ornek 3.1.19 X = {(x,y) : x> +y2 = 1} C R? kiimesi x = (x1,%x2) , y = (y1,y2) € X

“

olmak iizere “ x <y & x; < y; ve xo < yo 7 geklinde tanimlanan diizlemsel siralama

bagintisina gore Dedekind tamdir (Zaanen, 1971).

Teorem 3.1.20 Riesz uzayinda kismi sirali bir X kiimesinin Dedekind tam olmasi igin
gerek ve yeter kosul X kiimesinin bog olmayan ve iistten sinirli her alt kiimesinin supre-

mumunun var olmasidir (Zaanen, 1971).

ispat. X kiimesi Dedekind tam oldugundan X kiimesinin bogtan farkli iistten sinirli her
alt kiimesinin supremumu vardir.

Tersi i¢cin X bos olmayan ve iistten sinirh her alt kiimesinin supremumu mevcut
olsun. Ispat icin § # Y C X ve alttan simrli herhangi Y kiimesi icin inf Y € X oldugu
gosterilmelidir. A(Y), Y kiimesinin tiim alt sinirlarinin kiimesi olsun. A(Y) # 0 ve ) Y
oldugundan A(Y) iistten simirhdir. Bu durumda sup A(Y) = k mevcuttur. Vy € Y,
A(Y) kiimesinin bir {ist simirh oldugundan k < y yazilabilir. Bu ise & € A(Y) oldugunu
gosterir. Boylece k elemeni Y kiimesinin bir alt sinir1 ve diger alt sinirlardan daha biiyiik

oldugundan k£ = inf Y bulunur. Boylece ispat tamamlanir. ]
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Tanim 3.1.21 E bir Riesz uzay1 ve A, E nin bir alt kiimesi olsun. V x,y € A igin x < z
ve y < z olacak sekilde bir z € A varsa A ya yukar1 yonlendirilmig kiime denir ve A 1
seklinde gosterilir.
A 1 x ifadesi, A yukar1 yonlendirilmig bir kiime ve sup A = x demektir.

Yukar1 yonlendirilmig kiimelerden yararlanilarak E Riesz uzaymin Dedekind tam
olmas: icin gerek ve yeter kosul ET kiimesinden alman yukar: yonlendirilmis ve iistten
sinirh her alt kiimesinin supremumunun var olmasidir. Benzer olarak Dedekind o-tam

olmasi igin aymi sart gegerlidir (Aliprantis ve Burksinshaw, 1985).

Tanim 3.1.22 E bir Riesz uzay1 ve A, E nin bir alt kiimesi olsun. V x,y € A igin x > z
ve y > z olacak gekilde bir z € A varsa A ya asag1 yonlendirilmis kiime denir ve A |
seklinde gosterilir.

A | x ifadesi, A agag1 yonlendirilmig bir kiime ve inf A = x demektir (Aliprantis ve
Burksinshaw, 1985).

Tanim 3.1.23 X, E Riesz uzaymn bir alt kiimesi ve A siralama bagmtisina gore yon-
lendirilmisg bir kiime olsun. f: /\ — X fonksiyonu verilsin. f fonksiyonuna terimleri X in
elemanindan olusan bir ag (net) denir. a € A ic¢in f(a) = x, € E veya {x,} seklinde

gosterilir (Aliprantis ve Burksinshaw, 1985).

Tanim 3.1.24 E bir Riesz uzay1 ve (x,,) E de bir dizi olsun.
(i) (xp) artandir < x,, < Xp41 ve x, T ile gosterilir.
(ii) (xp) azalandir < x,, > X471 Ve x,, | ile gosterilir.

(iii) xp, T x & (xp,) artandir ve supx, = x dir.

(

iv) x, | X & (x4,) azalandir ve inf x, = x dir (Aliprantis ve Burksinshaw,

1985).
Tamim 3.1.25 ||.|| , E Riesz uzayinda tanimli bir norm olsun. x,y € E i¢in [x| < |y|
iken ||x|| < [|y|| kosulunu saghyorsa ||.|| normuna latis normu denir. Latis normlu Riesz

uzayina normlu Riesz uzayi denir (Zaanen, 1971).

Tanmim 3.1.26 E normlu Riesz uzay1 tam ise E ye bir Banach latis denir (Meyer ve
Nieberg 1991).

Ornek 3.1.27 K Kompakt Hausdorff uzay: olsun. K iizerindeki siirekli reel degerli tiim
fonksiyonlarim Banach uzay1r C(K) olmak iizere V x € K i¢in f < g & f(x) < g(x)
siralamasina gore (C(K),<) bir Banach latistir (Meyer ve Nieberg 1991).

Ornek 3.1.28 ¢ dizi uzay1 Banach latistir (Meyer ve Nieberg 1991).

Tanim 3.1.29 E bir Riesz uzay1 olsun. V x € ET ve n € N icin n™'x | 0 oluyorsa E

Riesz uzayimma Archimedean Riesz uzay: denir (Aliprantis ve Burksinshaw, 1985).
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Caligmamizdaki Riesz uzaylari Archimedean kabul edilecektir.

Ornek 3.1.30 R? Archimedean Riesz uzayidir. Gergekten (a, b), (c,d) € R? olmak {izere
V n € Nigin (0,0) < (a,b) < 1(c,d) i¢in
V n € Nigin (0,0) < (a,b) < inf (2(c,d)) =0

dir. Boylece (a,b) = (0,0) elde edilir (Aliprantis ve Burksinshaw, 1985).

Ornek 3.1.31 C[0,1] Archimedean Riesz uzayidir. f < g < f(x) < g(x),V x € [0,1]
siralamasi verilsin. f,g € C[0,1] = {f|f : X — R} siirekli olmak iizere V n € N ve
V x € [0,1] igin
Mggéﬂﬂﬁiﬁﬂ,
= f(x) =0,V x€[0,]1]
=1{=0
elde edilir (Aliprantis ve Burksinshaw, 1985).

3.2 Riesz Uzaylarinda Tanimli Operatorler

Tanmim 3.2.1 (i) E ve F Riesz uzaylari ve T : E — F bir operatdr olsun. Eger T operatorii
E Riesz uzayinin sirali araliklarini F Riesz uzayimin sira sinirli kiimelerine doniigtiiriiyorsa
T operatoriine sira sinirhh operatdr denir. Bir E Riesz uzayinin bir F Riesz uzayma
tamml sira siurh operatoérler uzay: Ly (E, F) ile gosterilir.

(i) Iki pozitif operatériin fark: seklinde yazilabilen operatére regiiler (diizenli)
operator denir. Bir E Riesz uzayindan bir F Riesz uzay1 igine tanimlanan regiiler opera-
torlerin uzay: ise Ly (E, F) ile gosterilir.

(iii) E ve F Riesz uzaylar1 arasinda tanimli biitiin operatorlerin olugturdugu L(E, F)
kiimesi {izerinde toplama ve carpma iglemleri aligilmig sekilde tanimlanir.

T >8S < T—S > 0 siralamasi ele alinirsa L(E,F) bir sirali vektor uzayi olur.
L(E,F) iizerindeki siralama bagntis1 Ly (E, F) ve L, (E,F) uzaylarinda da korunursa bu
uzaylar da sirali vektor uzayi olur.

T operatorii regiiler ise tanim geregince T = T — T9 olacak biciminde T; > 0 ,
Ty > 0 operatorleri vardir ve Ty > T olur. Tersi olarak T < S olacak sekilde en az bir
S > 0 operatorii varsa T = S — (S — T) yazilabileceginden T operatérii regiilerdir. O halde
bir operatoriin regiilerligi icin T operatorii regiilerdir < T < S olacak sekilde en az bir
S > 0 operatorii vardir diyebiliriz.

Buradan goriildiigii gibi T € L, (E, F) ile herhangi bir [x,y] sira aralig1 i¢in
T([x,y]) € [Ty, Sy] oldugundan T € Ly, (E, F) dir. Dolayisiyla

L,(E,F) CLy(E,F) C L(E,F)
yazilabilir (Aliprantis ve Burksinshaw, 1985).
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Teorem 3.2.2 (Kantorovich Teoremi) E ve F Riesz uzaylar1 olmak tizere F Archimedean
olsun. Eger T : E* — FT toplamsal (yani V x,y € ET i¢in T(x +y) = T(x) + T(y)) ise
x € ET igin S(x) = T(x) olacak bigimde bir tek pozitif S € L(E,F) vardir ve V x € E i¢in
S(x) = S(x™) — S(x7) saglanir (Aliprantis ve Burkinshaw, 2003).

Ispat. T : Et — F* toplamsal olmak iizere S(x) = T(x") — T(x~) operatoriinii ele
alalim. V x € ET igin S(x) = T(x) saglandigindan, S operatorii T operatdriiniin pozitif

T — x~ oldugundan S miimkiin olan

bir geniglemesidir. Ayrica V x € ET igin x = x
tek geniglemedir. Ispati tamamlamak icin S operatériiniin lineer oldugunu géstermek

yeterlidir. Bunun i¢in 6ncelikle S nin toplamsal oldugunu gosterelim.

x € E iki pozitif elemanm farkl sekilde yazlabiliyorsa, yani vi,v2 € ET olmak
tizere x = v} — vy yazilabiliyorsa S(x) = T(v1) — T(v2) olur. Bunu gormek i¢in x € E

+

alalim ve v1,vo € ET olmak {izere x = x" — x~ = v; — vy oldugunu varsayalm. Bu

durumda xt 4 vo = v1 +x~ olur ve T operatoriiniin toplamsalligindan,
T(xT) + T(ve) = T(x" +v3) = T(vy +x) = T(v1) + T(x"), yani
S(x) = T(xT) — T(x7) = T(v1) — T(v2) elde edilir. Bu 6zellik kullanilarak V x,y € E igin,

S(x+y) =S[(x+y") - (x~ +y)7]
=T +yh) —T(x +y)
=T(x") +T(y") = T(x") = T(y™)

=5(x) +5(y)
olup, S toplamsaldir. S operatériiniin toplamsalligindan dolayi, V x € E ve r rasyonel
say1s1 icin S(rx) = rS(x) saglanir.

Simdi de S operatoriiniin homojen oldugunu gosterelim. Bunun i¢in 6ncelikle S nin
monotonluguna ihtiyacimiz vardir. Eger x > y ise x —y € E* oldugundan S operatériiniin
toplamsalligindan,

Sx=S5((x—y)+y) =8x—-y)+5(y) =Tkx—-y)+ Ty =Sy
olup S nin monotonlugunu gosterilmis olur. Herhangi bir x € E ve A € R olsun. Bu
durumda r, T A ve t, | X olacak bigimde iki (ry) ve () rasyonel dizisi vardir. V n € N

igin rp,x < Ax < t,x oldugundan ve S operatoriiniin monotonlugundan,
rnS(x) = S(rpx) < S(Ax) < S(tpx) = t,5x
elde edilir. F Archimedean oldugundan AS(x) = S(Ax) olur.
Son olarak x € E ve A € R olmak iizere,
S(Ax) = S(AxT + (=N\)x7)
=S(AxT) +S((=A)x7)
= AS(xT) — AS(x7)
— A[T(xF) = ()
= ASx
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saglanir. Dolayisiyla S operatorii homojendir. Boylece ispat tamamlanir. [

Tanim 3.2.3 E ve F Riesz uzaylar1 arasinda tanimlh bir T : E — F operatorii icin
T) =TV (=T)

oluyorsa |T| ye T nin modiilii denir.

Eger bir T : E — F operatoriiniin modiilii varsa, V x € E i¢in |Tx| < |T|(]x|) esitsi-
zligi gerceklenir. Gergekten de, £Tx < |T|x ve |T|x < |T|(|x|) olmasimndan yararlamlarak
istenen sonug elde edilebilir.

Tanmim 3.2.3 geregince her operatoriin modiiliiniin var olmasimin gerekmedigine
dikkat edilmelidir. Asgagidaki teorem bir operatoriin modiiliiniin varhigini garantileyen

onemli bir durumu vermektedir (Aliprantis ve Burksinshaw, 1985).

Teorem 3.2.4 E ve F iki Riesz uzay1 ve T € L(E,F) olsun. Bu durumda, V x € E* igin
sup{|Ty]| : |y| < x} mevcutsa |T| modiilii vardir ve ¥V x € E™ igin

T|x = sup{[Ty| : |[y| <x}
saglanir (Aliprantis ve Burkinshaw, 1985).

Ispat. x € ET olmak iizere S(x) = sup{|Ty| : |y| < x} seklinde bir S : Et — F+
operatdrii tammlayalim. V x € ET igin |y| < x olmasi | +y| < x olmasim gerektireceginden
S(x) =sup{Ty : |y| < x} yazlabilir.

Oncelikle S operatériiniin toplamsal oldugunu gosterelim. Bunun igin u,v € ET
olsun. Eger, |y| < u ve |z| < vise [y +z| < |y| + |z| < w4+ v yazlabilir. Ayrica
T(y) + T(z) = T(y +2z) < S(u+ v) oldugundan S(u) + S(v) < S(u + v) bulunur. Diger
taraftan, |y| < u-+wvise |y1| <wu, |y2| < v vey=y;+y2 olacak bigimde yi,y2 € E oldugu
soylenebilir. Buradan T(y) = T(y1) + T(y2) < S(u) + S(v) yazlabilir. Bu ise |y| < u+ v
olarak alindiginda S(u 4+ v) < S(u) + S(v) oldugunu gosterir. Bdylece S operatoriiniin
toplamsallig1 saglandigindan Teorem 3.2.2 geregince S operatériiniin bir pozitif geniglemesi
vardir.

Simdi de S nin {T, —T} kiimesinin supremumu oldugunu gosterelim. L(E, F) uza-
ymda T < S ve —T < S oldugundan S, {T,—T} kiimesinin bir iist sinrdir. £T < R
olacak bigimde R € L(E,F) oldugunu varsayalim. R operatoriiniin pozitif oldugu aciktir.
x € ET olmak iizere |y| < xise Ty = Ty"T—Ty~ < Ryt — Ry~ = R(y"—y~) = Rly| < Rx
olur. Yani sabit bir x € ET ve |y| < x kogulunu saglayan V y € E igin Ty < Rx elde edilir.
ly| < x kogulunu saglayan V y € E elemanlar: tizerinden supremum alimisa Sx < Rx elde
edilir. BuV x € E* i¢in dogru oldugundan S < R elde edilir ve ispat tamamlanir. ]

Bu teorem kullanilarak, F nin Dedekind tam olmasi durumunda Ly (E, F) uzayinin

bir Dedekind tam Riesz uzay1 oldugunu gosteren agagidaki teorem verilebilir.
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Teorem 3.2.5 (Riesz-Kantorovich Teoremi)E ve F iki Riesz uzay1 ve F Dedekind tam
olsun. Bu durumda Ly,(E, F) , bir Dedekind tam Riesz uzayidir.
Ayrica, VS, T € Ly(E,F) ve V x € ET igin,
(SVT)(x) =sup{S(y) + T(z) : y,z € ET ve y +z = x}
(SAT)(x) =inf{S(y) + T(z) : v,z € Et ve y + z = x}
esitlikleri gergeklenir (Aliprantis and Burkinshaw 1985).

Ispat. T € Ly(E,F) olsun. T sira simirh ve F Dedekind tam oldugundan V x € ET icin
sup{|Ty| : |y| < x} =sup{Ty: |y| < x} =sup{T[—x, x|} € F dir. Buradan, Teorem 3.2.4
geregince T operatériiniin modiiliiniin oldugu ve |T|(x) = sup{Ty : |y| < x} esitliginin
saglandig1 soylenebilir. Ayrica T, S € Ly (E, F) i¢in Teorem 3.1.10 dan yararlanmlarak TV S
ve T A'S nin oldugunu, dolayisiyla Ly, (E, F) nin Riesz uzay1 oldugu da elde edilebilir.

S,T € Ly(E,F) ve x € E* olsun. y,z € ET olmak iizere y +z = x olmas icin gerek
ve yeter kosulun y = % (x +u) ve z = 3(x — u) olacak bigimde |u| < x olmasmdan ve yine
Teorem 3.1.10 dan yararlanilarak,

(SVT)(x)=2(Sx+Tx+[S— Tl)

= 2(Sx+ Tx +sup{(S — Tu : [u| <x})

= Lsup{Sx + Su+ Tx — Tu : |u| < x}

= sup{S(L(x + w) + T(H(x = w) : Jul < x}
=sup{S(y) + T(z) : y,z€ ET vey +z = x}

ve
(SAT)(x) = 4(Sx+ Tx—[S — T|x)
= 2(Sx + Tx — inf{(T — S)u : [u] > x})
= L inf{Sx+ Tx — Tu+ Su: u| > x}
= inf{S(2(x+u)) + T(3(x — u)) : |u| > x}
=inf{S(y) + T(2) : y,z€ ET ve y +z = x}
bulunur.

Simdi Ly (E, F) uzaymin Dedekind tam oldugunu gosterelim. Bunun igin Ly, (E, F)
uzayinda 0 < T, 1< T olacak bigimde bir {T,} ag1 alalim.

V x € ET i¢in S(x) = sup{Ty(x)} seklinde tanimlandiginda Ty (x) T S(x) olur.

Ta(x +y) = To(x) + To(y) oldugundan limit alarak S : ET — F* operatériiniin
toplamsal oldugunu ve Teorem 3.2.2 geregince S operatoriiniin E uzaymdan F uzayina
pozitif bir operator tanimlandigim soyleyebiliriz. Boylece To(x) 1S € Ly (E, F) elde edilir

ve F uzayimin Dedekind tam oldugu gosterilmis olur. ]
Teorem 3.2.6 E,F Riesz uzaylar1, F Dedekind tam ve T € Ly,(E, F) oldugunda V x € ET
icin,

T|(x) = sup{|Ty| : [y| <x}

TH(x) =sup{Ty: 0 <y <x}
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T7(x) =sup{-Ty:0<y <x}

gerceklenir.

Teorem 3.2.6 geregince F Dedekind tam ve T € L,(X,Y) ise T ve T~ operatorleri
mevcuttur. Ayrica T = Tt — T~ oldugundan L, (X, Y) uzayindaki her operator, iki pozitif
operatoriin farkl olarak yazilabilmekte ve dolayisiyla L, (E,F) C L,(E,F) olmaktadir.
Diger taraftan her zaman L,(E,F) C Ly (E, F) var oldugundan,

L,(E,F) = Ly(E,F)
esitligi elde edilir (Aliprantis ve Burksinshaw, 1985).

Tanmim 3.2.7 (i) E ve F Riesz uzaylari, T : E — F bir pozitif operator olsun. V x,y € E
icin
TxVy)=T(x) Vv T(y)
oluyorsa T operatoriine bir Riesz homomorfizmasi (veya latis homomorfizmasi)
denir.
(ii) Bir Riesz homomorfizmas: birebir ise buna Riesz izomorfizmasi denir.

(iii) Bir Riesz homomorfizmasi rten ise buna Riesz izomorfiktir denir.

Her Riesz homomorfizmas: bir pozitif operatérdiir. Gergekten de V x € ET igin
T(x) =T(xV0)=T(x)VT0)=[Tx)]">0
saglanir (Aliprantis ve Burksinshaw, 1985).

Ornek 3.2.8 K ve Ky Kompakt Hausdorff uzayi, ® : Ko — K siirekli fonksiyon ve
g€ C (K2)" olsun.

T:C(K;) — C(K2)

Tf=g-fod
seklinde tanimlanan T operatorii bir Riesz homomorfizmasidir.

Gergekten f.h € C(K7) olmak iizere,
T(fvh)=g-(fVh)od
=(g-fvg-h)od
—g-fodVg-hod
=TfvTh
dir (Aliprantis ve Burksinshaw, 1985).

Teorem 3.2.9 E ve F Riesz uzaylari olmak iizere T : E — F pozitif operatorii i¢in agagi-
daki ifadeler denktir.

(i) T bir Riesz homomorfizmasidir
(i) V x € E igin T(x") = [T(x)]"
(ili) V x,y € Eicin T(x Ay) = T(x) A T(y)
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(iv) V x € E i¢in T(|x]) = |T(x)]
(v) E Riesz uzaymda xAy = 0 ise F Riesz uzayinda T(x)AT(y) = 0 dir (Aliprantis
ve Burksinshaw, 1985).

Ispat. (i)= (ii) T bir Riesz homomorfizmasi olsun. Bu durumda V x € E icin
T(xt) =T(xV0)
=T(x) v T(0)
=Tx)VvO0
— [T
elde edilir.
(ii)= (ili) Vx,y € Eicin x Ay = x — (x — y) " esitliginde yararlamlarak
TxAy)=Tx-(x-y)")
T) = T[(x — y)J*
T(e) — (Tx — Ty)*
T(x) A T(y)

elde edilir.
(iii)= (iv) Vx,y € Eigin [x —y| =x+y —2(xAy) esitligi kullanilarak
T(jx—yl) = T(x) + T(y) = 2[T(x A y)]
= T(x) + T(y) = 2[T(x) A T(y)]
= |T(x) - T(y)l
bulunur. Buradan da 6zel olarak y = 0 alirsa |T(x)| = T(]x|) elde edilir.
(iv) = (v) x Ay = 0 olsun. Teorem 3.1.10 da verilen x Ay = [(x +y)—|x—vyl]

esitliginden yararlanilarak

T(x) AT(y) = 5[T(x) + T(y) — |T(x) = T(y)]]
= 3[T(x) + T(y) — T|x — y]]
= TlE(x+y — [x—yl)]
=T(xAYy)
= T(0)
—0

elde edilir.
(v) = (1) (x=xAy)A(y —xAy) =0 oldugundan T(x Ay) = T(x) A T(y) elde
edilir. Ayrica xVy =x+y —x Ay esitliginden yararlanilarak
T(xVy) =T +T(y) - T(xAy)
=T(x) + T(y) = [T(x) AT(y)]
=T() VT(y)

bulunur. Buradan T bir Riesz homomorfizmasidir. []
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Tanim 3.2.10 E ve F Riesz uzaylari, T : E — F bir operator olsun.
Cek T={xeE:Tx =0}

kiimesine T nin ¢ekirdegi denir (Aliprantis ve Burksinshaw, 1985).

Tanim 3.2.11 Riesz uzaylarinda tammh T : E — F operatorii ve T € L(E,F) olsun.
V x,y € E igin x Ly oldugunda F de Tx LTy oluyorsa T ye ayriklig: (dikligi) koruyan
operator denir (Meyer ve Nieberg 1991).

Tanim 3.2.12 E bir Riesz uzay1 olsun. E iizerindeki tiim sira sinirh lineer fonksiyonellerin
vektor uzayma E Riesz uzayimin sira duali denir ve E™ ile gosterilir (Meyer ve Nieberg
1991).

Tanim 3.2.13 E ve F vektor uzaylar: olmak iizere T : E — F cebirsel eglenigi
™ :FY - E~,VfeFYvexeEign
[T*f] (x) = f(Tx)
seklinde tanimlanir. Dual gosterimi
(T*f,x) = (f,(Tx))
seklinde de ifade edilebilir (Aliprantis ve Burksinshaw, 1985).

Teorem 3.2.14 E ve F Riesz uzaylar1 ve T : E — F sira sinirh operatér olsun. T nin

eslenigi T’ olmak iizere V f € F~ ve x € ET i¢in
(£, 1Tx]) < (| T, %)

dir (Aliprantis ve Burksinshaw, 1985).
3.3 Riesz Uzaylarinda Ideal ve Band Kavramlari

Tanim 3.3.1 E bir Riesz uzay1 ve V, E nin lineer alt uzayi olsun. Vx,y € V i¢in xVy ve
x Ay, V de kapsamyorsa V ye Riesz lineer alt uzay (Vektor alt latis) denir (Zaanen,
1971).

Ornek 3.3.2 I, = {x = (x,) : sup|x,| < oo} smurh dizi uzaymnm
n

co = {(xn) : nlergoxn =0}

ve

c={(xp): lim x, =1, 1€R}

n—oo

uzaylar1 noktasal siralamaya gore Riesz lineer alt uzaylaridir (Meyer ve Nieberg 1991).

Tanim 3.3.3 E bir Riesz uzay1 ve A C E olsun. A alt kiimesi, x € A ve |y| < |x| iken
y € A kosulunu saghyorsa A ya kat1 (solid) denir (Meyer ve Nieberg 1991).
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Tanim 3.3.4 Bir E Riesz uzayinda solid olan alt uzaya ideal denir (Meyer ve Nieberg
1991).

Ornek 3.3.5 E ve F Riesz uzaylari, T : E — F bir Riesz homomorfizmas: olsun. Bu
durumda Cek T bir idealdir. Cek T nin ideal oldugunu gosterelim. Bunun i¢in Cek T nin
alt uzay ve kat1 oldugu gosterilmelidir.
x,y € Cek T olsun.
T(x+y)=T(x)+ T(y) =0+ 0=0 dir. Buradan da x+y € Cek T dir.
A€ R ve x e Cek T olsun.
T(Ax) = ATx = A0 = 0 dir. Buradan da Ax € Cek T dir.
O halde Cek T bir alt uzaydir.
x| < |y| ve y € Cek T olsun. |x| < |y| ise |y| — |x| > 0 olur.
T bir Riesz homomorfizmasi1 oldugundan pozitiftir.

T(lyl = [x[) = T(0)

Tly| = T|x| > 0
[ Ty| — |Tx| >0
Tx| < |Ty|

olur. y € Cek T oldugundan T(y) = 0 dir. Dolayisiyla T(x) = 0 olur. Buradan da
x € Cek T elde edilir.

Goriildiigii gibi Cek T hem alt uzay hem de kat1 oldugundan idealdir (Aliprantis
ve Burksinshaw, 1985).

Ornek 3.3.6 I, = {x = (x,) : sup|x,| < co}, Riesz uzaymnda
n
co={(xpn) : nlLH;oXn =0}
vektor uzay: bir idealdir. Fakat

c={(xp): lim x, =1, 1R}

n—oo
uzay1 icin [((—=1)")] < [(1)]; (1) € c iken ((—1)") ¢ c oldugundan c, I Riesz uzayinda
ideal degildir.

Tanim 3.3.7 E bir Riesz uzay1 icin 0 < u € E olsun. wu ile iiretilen ideal
E,={x€E:bir A>0igin |[x| < Au}
dir. E, seklindeki bir ideale temel ideal denir (Aliprantis ve Burksinshaw, 1985).

Tanim 3.3.8 E bir Riesz uzay1 ve A, E de ideal olsun. ¥V B C A igin supB=b € E iken
b € A oluyorsa A ya band denir (Meyer ve Nieberg 1991).

Ornek 3.3.9 E tiim reel dizilerin Riesz uzay1 olsun. E Riesz uzay icin f = (f(1),£(2),...)
iceren ve f(1) = 0 sartim1 saglayan bir alt kiimesi E Riesz uzayinda bir banddir (Meyer
ve Nieberg 1991).
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Ornek 3.3.10 E Riesz uzay1 ve A, E nin bostan farkli bir alt kiimesi olsun. Bu durumda
A4 banddir (Aliprantis ve Burksinshaw, 1985).

Tanim 3.3.11 E bir Riesz uzay1 olsun. x € E vektoriiyle {iretilen band
By ={y e E:[y[An[x|1|y[}
olarak tamimlanir. By seklindeki her banda temel band denir (Aliprantis ve Burksin-

shaw, 1985).

Tanim 3.3.12 E bir Riesz uzay1 olsun. Bir e > 0 vektorii icin E, = E oluyorsa yani,
V x € E i¢in |x| < A olacak gekilde bir A > 0 varsa e ye gii¢lii sirali birim denir (Meyer
ve Nieberg 1991).

Ornek 3.3.13 K Kompakt Hausdorff uzay: icin 1x, K da bir sabit fonksiyon olmak
tizere reel degerli siirekli tiim fonksiyonlarim uzay1 C(K) uzay1 i¢in 1k giiclii siral birimdir
(Meyer ve Nieberg 1991).

Tanim 3.3.14 E bir Riesz uzay: olsun. Bir e > 0 vektorii igin B, = E oluyorsa yani,
V x € ET igin x A ne 1 x saglamyorsa e ye zayif sirali birim denir (Meyer ve Nieberg
1991).

Tanim 3.3.15 (i) Bir V vektor uzaymda P : V — V lineer operatorii P2 = P 6zelligini
sagliyorsa P operatoriine izdiigiim(projeksiyon) denir.

(ii) Bir P izdugiimi bir E Riesz uzayinda tanimli ve P ayni zamanda bir pozitif
operator ise bu durumda P ye pozitif izdiisiim denir.

(iii) Bir E Riesz uzaymda B izdiisiim band oldugunda E Riesz uzay1 E = B @ B¢
seklinde ifade edilir. V x € E vektorii x; € B ve xo € BY icin x = x; + xo seklinde tek
gosterime sahiptir.

(iv) Bir E Riesz uzaymda E = B @ B9 yi saglayan bir B bandina izdiigiim
bandi(projeksiyon bandi) denir.

(v) P : E — Eizdiigiimii ve Pp(x) = x; seklinde verilsin. Py seklinde bir izdiigiime
sira izdiigiimii (band izdiisiimii) denir.

(vi) Bir Riesz uzayinda her band bir izdiigiim bandi ise bu uzay izdiigiim 6zel-
ligine sahiptir denir.

(vii) Bir Riesz uzaymda her temel band bir izdiigiim bandi ise bu uzay temel
izdiigiim 6zelligine sahiptir denir.

(viii) Bir E Riesz uzaymda T : E — E operatorii i¢in I, E iizerinde birim operatér
olmak iizere 0 < T < I 6zelligi saglaniyorsa T operatoriine sira izdiigiim denir (Zaanen,
1971).

27



Teorem 3.3.16 Riesz uzayindaki bir x vektoriiniin bir projeksiyon vektorii olmasi igin
gerek ve yeter kogul V y > 0 i¢in sup{y An|x| : n € N} var olmasidir. Bu durumda ¥V y > 0
icin

P«(y) = sup{y A n|x| : n € N}

dir (Aliprantis ve Burksinshaw, 1985).

Teorem 3.3.17 (Temel Kapsama Teoremi) : Bir E Riesz uzaymda agagidaki gosterim

saglanir.
Dedekind o — tam
/! N\
Dedekind tam Temel Izdiigiim Ozelligi — Archimedean
¢ /!

Izdiigiim Ozelligi

Her Dedekind tam Riesz uzayr Dedekind o—tamdir. Goriildiigii gibi Dedekind o— tamlik
ve izdiiglim o6zelligi birbirinden bagimsiz 6zelliklerdir. E Dedekind tam Riesz uzayinda
her band izdiigim bandidir. E Riesz uzay:i izdiigim bandi oldugundan dolay: izdiigiim

ozelligine sahiptir (De. Pagter, 1981)
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4 f{-CEBIRLERI VE ORTHOMORFIZMALAR

Bu boliimde f-cebirleri ve orthomorfizmalar arasindaki iligkiler verilerek orthomor-

fizmalarin bir alt kiimesi olan merkezcil operatorlerden bahsedilecektir.
4.1 f-Cebirleri ve Ozellikleri

Tanim 4.1.1 E bir kompleks vektor uzay: olsun. V x,y € E icin xy € E olmak {izere
i) x(yz) = (xy)z

(i
(ii) x(y+z) = xy + xz
(iii) (x+y)z=xz +yz
(iv) a € K igin a(xy) = x(ay)
ozelliklerini saghyorsa E ye bir cebir denir.
V x € E igin ex = xe = x egitligini saglayan 0 # e € E varsa E ye birimli cebir

denir.

V x,y € E i¢in xy = yx ise E ye degismeli cebir denir (Zaanen, 1983).

Tanim 4.1.2 Normlu bir E uzay: cebir aksiyomlarini saglasin. V x,y € E icin
llxy|| < [|x|||ly]| ise E ye normlu cebir denir. Tam normlu cebire bir Banach cebiri
denir (Zaanen, 1983).

Ornek 4.1.3 K Kompakt Hausdorff uzay1 olmak iizere C(K) Banach cebiridir (Zaanen,
1983).

Tanim 4.1.4 E bir Riesz uzay1 ve carpmanin birlesme 6zelligine sahip cebir olsun.

u,v € ET igin uv > 0 oluyorsa E ye bir Riesz cebiri denir. 0 < u,v € E igin |u.v| < |ul.|v]
olmasina denktir. Ayrica bir E Riesz cebiri V u,v € E igin uv = vu ise E ye degismelidir
denir.

Riesz cebirine agagidaki 6rnekleri verebiliriz (Zaanen, 1983).

Ornek 4.1.5 Dedekind tam Riesz uzay1 E deki tiim sira simirh operatdrler cebiri olan
Ly(E) bir Riesz cebiridir (Aliprantis ve Burksinshaw, 1985).

Ornek 4.1.6 X topolojik uzay: iizerindeki tiim siirekli reel degerli fonksiyonlarin uzay:
C(X) bir Riesz cebiridir (Aliprantis ve Burksinshaw, 1985).

Tanmim 4.1.7 E bir Riesz cebiri olsun. Va,bcEveVccE" aAb =0 iken
caAb = acAb = 0 oluyorsa E ye f-cebiri denir. Archimedean 6zelligini saglayan f-cebirine

Archimedean f-cebiri denir (Zaanen, 1983).

Simdi f-cebirlerinin temel 6zelliklerini gosteren teorem ispati ile verilecektir.
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Teorem 4.1.8 Her E f-cebiri icin agagidaki aksiyomlar saglanir.

(i) Bir pozitif eleman ile garpim Riesz homomorfizmasidir. Yani u € Et vea,b € E
icin

u(a Ab) = (ua) A (ub) ve (aAb)u= (au) A (bu) esitsizlikleri saglanir.
Benzer olarak

u(aVb) = (ua)V (ub) ve (aVb)u=(au)V (bu) esitlikleri de saglanmir. Ayrica

T ve atu = (au)™" egitlikleri de saglanir.

uat = (ua)

(ii) V a,b € E igin |ab| = |a| - |b]| esitlikleri saglanir. Ayrica
(ab)T =atbT +a b~ ve (ab)” =atb™ +a b egitlikleri de saglanir.

(iii) a,b,c € E ve aLb ise caLb ve acLb olur.

(iv) a,b,c € Eigin albise a-b =0 dir. Va € E igin ata™ = a~a™ = 0 egitligi
saglanir.

(v) Va€ Eigin a2 > 0 ve aat = ata = (a™)? > 0 dir.

(vi) ¥V u,v € ET igin u? A v? < (uv) A (vu) ve u? V v? > (uv) V (vu) saglanir.

(vii) V¥ u,v € ET icin u? A v? = (u Av)? ve u? Vo2 = (u Vv v)? saglanir (Zaanen,
1983).

Ispat. (i) {a—(aAb)}A{b—(aAb)} = 0 oldugundan {ua—u(aAb)}A{ub—u(anb)} =0
olur. Buradan da u(a A b) = (ua) A (ub) elde edilir. aVb = (a+b) — (aAb) esitliginden
yararlanilarak u(aVb) = (ua)V (ub) elde edilir. Sagdan ¢arpim da benzer olarak gosterilir.

(ii) a,b € E olsun. f-cebiri tammmindan atb* Lath™ , atbtla b™ , a b~ Lath~
ve a~ b~ La~b" vardir. Buradan

up = (atbT +a b7 )L(athb™ +a b)) =uy
bulunur. Ayni zamanda ab = u; — ug oldugundan wu; ile us elemanlar: pozitiftir ve farklar:
da ab dir. O zaman (ab)™ = u; ve (ab)™ = ug oldugundan

lab| = (ab)® + (ab)” = w1 +uz = (a* +a7)(bT +b") = |a| - |b]
elde edilir.

(iii) aLb ve ¢ keyfi olsun. |a|] A |b| = 0 oldugundan (|c| - |a|) A |b| = 0 dir. Yani
|ca] A |b] = 0 dir. Diger bir ifadeyle calb dir. Benzer olarak acLb dir.

(iv) aLb ise (iii) den ab_lb elde edilir. Buradan ab_Lab yani ab = 0 duir.

(v) Va€Eiginata™ =a a" =0 dir. Buradan da

a?2=(at—a")?=(a")?+(a")?2>0
dir. Ayrica

aat = (a¥ —a7)at = (at)?2 —a"at = (ah)?
elde edilir. Benzer olarak a*a = (a®)? dur.

(vi) (u —v)" A (v —u)t = 0 oldugundan {u(u — v)*} A {(v —w)Tv} = 0 olur.
ft Agt = (f+g)" esitlginden yararlanilarak

{u(u —v) A (v —u)v}t =0
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elde edilir. Buradan da
{(u? Av?) — v}t = {(u® — uv) A (v? — wv)}t = 0 olur.
Bu esitlikten u? A v? < uv ve u? A v? < vu esitsizlikleri saglanir. u? V v? icin ispat benzer
olarak
(u—v)TA(w—u)t =0
esitliginden yararlanilarak
{(u=v) v} Adu(v—u)T} =0
olmasiyla gosterilir.
(vii) (uAv)? = {u(uAv)} Av(uAv)}
= u? Auv A vu Av?
= u? N v?
oldugundan
u? Av? < (uv) A (vu)
bulunur. (uV v)? icin ispat benzer olarak gosterilir. ]

f-cebirlerine agagidaki érnekleri verebiliriz (De. Pagter, 1981).

Ornek 4.1.9 Bir X topolojik uzay iizerinde tiim siirekli reel fonksiyonlarin cebiri C(X)
bir f- cebiridir (De. Pagter, 1981).

Ornek 4.1.10 Bir X topolojik uzay1 iizerinde tiim smirh siirekli reel fonksiyonlarn olus-
turdugu Riesz uzay1 Cy,(X) bir f-cebiridir (De. Pagter, 1981).

Tanmim 4.1.11 E f-cebiri olmak iizere V x,y € E i¢cin x Ay = 0 iken xy = 0 ise E ye
hemen hemen f-cebiri denir (De. Pagter, 1981).

4.2  Orthomorfizmalar

Tanim 4.2.1 Bir Riesz uzay: iizerindeki bir T : E — E operatorii, E nin her B bandi
icin T(B) C B ise band koruyan operatér adini alir. E den E ye tiim band koruyan
opetatorleri B(E) ile ifade edecegiz.

Asgagidaki teorem band koruyan operatorlerin 6zelliklerini gostermektedir (Aliprantis ve
Burksinshaw, 1985).

Teorem 4.2.2 E bir Archimedean Riesz uzay1 ve T : E — E operatorii olsun. I, , x in

iirettigi ideal ve By, x in iirettigi band olmak iizere asagidaki ifadeler denktir.
(i) T band koruyan operatordiir
(ii) x Ly ise Tx Ly dir
(iii) V x € E i¢in Tx € By olur (Aliprantis ve Burksinshaw, 1985).

Ispat. (i) = (ii) xLy iken Iy Ly oldugunu gésterelim. V k € Iy icin 0 < |k| < A|x| olacak
sekilde 0 < X vardir.
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0 < B[ Afyl < Ax[ Ayl < Allx|Aly]) =0
dir. Boylece kLy dir. Buradan da I Ly elde edilir.
Simdi de x Ly iken By Ly oldugunu gosterelim. V k € By icin k,, = |k| Ak|x| alimirsa
(kn) C Ik ve k, 1 |k| dir. Dolaysiyla ¥V n € N igin k,, € Iy oldugundan k, Ly dir.
knly =V neNign (k| Aly]) =0
=V n € N i¢in sup(|k,| A ly]) =0
=V n € Nigin |y| Asup(|k,|) =0
=V n € Nigin |y| Asup(k,) =0
= y[ ALkl =0
=ylk
saglanir. Boylece y 1By elde edilir. T bir band koruyan operator oldugu igin T(By) € By
dir. Béylece y 1By olur. Buradan da y L T(By) dir. Dolayisiyla x € By igin Tx Ly elde
edilir.
(ii) = (iii) x € E olsun. Bu durumda, ¥ y € B icin x L y olur ve boylece
vy € Bd icin Tx L y gecerli olur. Buradan da, Tx € B4 = B, olur.
(iii) = (i) B, E nin bir band1 olsun. x € B ise, By C B ve boylece Tx € By C B
olur. Yani, T(B) C B oldugundan T bir band koruyan operatordiir. [ |

Teorem 4.2.3 E bir Riesz uzay1 ve T : E — E band koruyan operatorii verilsin. Bu

durumda T operatorii ayrikligi koruyan operatordiir (Meyer ve Nieberg 1991).

Ispat. T band koruyan operatér ile V x,y € E icin x Ly ise Tx Ly dir. Buradan da Tx LTy

elde edilir. Boylece T ayrikligi koruyan operatordiir. [

Teorem 4.2.4 E temel izdiisiim 6zelligine sahip olsun. T : E — E operatorii E nin her
sira izdiiglimii ile degismeli olmasi icin gerek ve yeter kosul T operatériiniin band koruyan

olmasidir (Aliprantis ve Burksinshaw, 1985).

Ispat. Tlk olarak T nin her sira izdiigiim ile degismeli oldugunu varsayalim. Bu durumda
V x € E igin,
T(x) = TPx(x) = PyT(x) € Bx

olur ve boylece Teorem 4.2.2 den T operatérii band koruyandir.

Tersi igin, T nin band koruyan oldugunu varsayalim ve Pg de bir sira izdiigiim olsun.

x€Eisex=y+z€B®BY, ve T(y) € B ve T(z) € B? olduguna dikkat edelim.
Dolayisiyla,
PBT(X) = PBTy +PpT, = Ty =TPp (X)

dir. Boylece PgT = TPpg elde edilir. [ |

Tanim 4.2.5 Bir Riesz uzayinda V x,y € E i¢in T : E — E operatorii |x| A |y| = 0 iken

|x| A |Ty| = 0 oluyorsa T operatériine orthomorfizma denir.
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Bir E Riesz uzayindaki orthomorfizmalar kiimesi bir vektér uzayidir ve bu vektor

uzay1 Orth(E) ile gosterilir. Yani,
Orth(E) ={T e Ly(E):x Ly = Tx Ly}

dur.
Orth(E) , Ly (E) nin bir vektor alt uzaydir.

Diger bir ifade ile E bir Archimedean Riesz uzay: olsun. E deki sira sinirli band

koruyan operatore orthomorfizma denir (Aliprantis ve Burksinshaw, 1985).

Teorem 4.2.6 E bir Archimedean Riesz uzay: olsun. Sirali vektdr uzay: olan Orth(E),

bir Archimedean Riesz uzayidir ve V Tq, Ty € Orth(E) ve 0 < u € E igin
(T1 vV Tg)u = (Tlu) V (Tgu)

ve
(Tl VAN Tg)u — (Tlu) AN (Tgu)

egitlikleri saglanir.

Ayrica, T € Orth(E) ve 0 < u € E igin

(THu = (Tu)™

(T7)u = (Tu)™
Tlu = [Tu|
esitlikleri saglanir (Zaanen, 1983).

Ispat. T € Orth(E) Teorem 3.2.9 dan dolay1 |T| var ve ¥V u € E icin |T|ju| = |Tu|

oldugundan |T| sira simirhdir. Ayrica u_Llv oldugundan
0 < [|TJu| Aol < [ITful| Aol = [T[[ul Afo] = [Tul A Jv] =0

elde edilir. Buradan da |T| € Orth(E) dir. S, T € Orth(E) i¢in
SVT= %(S+T+\S—T1)
ve
SAT = %(SJrT—\S—T])
esitlikleri saglandigindan Orth(E) Riesz uzayidir ve V u € ET igin (SVT)(u) = S(u) VT (u)
ve (SAT)(u) =S(u) A'T(u) dir. T € Orth(E); ikenV x € ET ve V n € NT i¢in
(n'TA0)=(n"1Tx)A0
=T 'x)A0
=0
oldugundan Orth(E) Archimedean Riesz uzay: oldugu goriiliir.
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Ty, Ty € Orth(E) ve u € E olsun. Bu durumda T; — T € Orth(E) olur. Buradan
da (T; — T2)* € Orth(E) dir. Ty V Ty = (T; — Ty)™ + To esitliginden yararlanilarak
vV u € E' igin

(T1V To)u = (T1 — To)Tu+ Tou

= (T1u — Tou)™ + Tou
=TiuV Tu
ve yine V u € ET igin Ty A Ty = Ty — (Tg — T1) 7 esitliginden yararlamlarak
(Ty A To)u = Tou — (To — Tq)Tu
= Tou — (Tou — Tyu)™*
=Tiu N Tou
elde edilir.
Simdi de diger esitlikler igin Tanim 3.1.7 den ve Teorem 3.1.10 (i) den yararlanilarak
T*(u) = (T V0)(u)
=2(T+0+|T—0[)(u)

= 3(IT| +T)( )
= 3[ITI(u) + T(w)}]
=3 [(TV (-T))(u) + T(u)]
= 5 [(T(u) V (=T)(uw)) + ( )}
=3 [(T(@) + T(w) v (=T)(u) + T(u))]
= 5[2T(u) v 0]
=T(u) VO
= [T(u)]*
elde edilir.
T (u) = ((=T) v 0)(w)
= 5((=T) + 0+ =T - 0])(u)
— L((=T) + [T[) ()
— H(=T)(w) + [TI(w)]
— L[(=T)(w) + (T V (~T))(w)]
— L[(=T)(w) + T(x) V (~T)(w)]
= H[(=T)(u) + T() V (~T)(w) + (~T)(w)
= 1[0V (—2T)(u)]
=(=T)(u) VO
— [T(w)]

elde edilir.
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=5[T+ (=T) +|T — (-T)[Ju
= 1[Tu+ (—T)u+ |2Tu|]
= 5[0+ 2[Tul]
= [Tul
elde edilir. -

Teorem 4.2.7 E bir Archimedean Riesz uzay1 olsun. Orth(E) bilegke iglemi altinda [
operatoriinii birim eleman kabul eden Archimedean f-cebiridir (Aliprantis ve Burksin-

shaw, 1985).

Ispat. Orth(E) Teorem 4.2.6 dan dolay1 Archimedean Riesz uzayidir. Ayrica Orth(E)
nin {izerindeki ¢arpim bilegke iglemi olarak alindiginda Orth(E) bir Riesz cebiridir. Simdi
Orth(E) nin bir f-cebiri oldugunu gosterelim. Buradan T € Orth(E)4 ve Tq, Ty € Orth(E)
olmak iizere T1 A Ty = 0 oldugundan u € ET igin Tyu A Tou = (T1 A To)u =0

dir. Buradan

(TTl VAN TQ)(U) =TTiuATou =0

ve
0 < (T1T A Ta)(u)
=TTu A Tou
<A{T; (Tu Vu)} AM{T2 (Tu Vu)}
= (T1 AT2)(Tu V u)
=0
oldugundan Orth(E) f-cebiridir. |

Teorem 4.2.8 E bir Dedekind tam Riesz uzayi ise [ ile iiretilen band B; olmak iizere
Orth(E)= By dir (Aliprantis ve Burksinshaw, 1985).

Ispat. I birim operatér ile iiretilen band By ise Teorem 3.3.16 dan dolay1 By C Orth(E)
dir.
Tersi i¢in de T € Orth(E) olsun. Orth(E) Arcimedean Riesz uzay: olduguna gore
I zayif birimi T Anl 1T dir. Buradan {T Anl} C By olur. Yani Orth(E)C B; bulunur.
Boylece By C Orth(E) ve Orth(E)C B oldugundan Orth(E)= By elde edilir. m

Teorem 4.2.9 (De Pagter Teoremi) E bir Archimedean f-cebiri olsun. e garpmanin birimi

olmak iizere V x € E* ve n € N igin
()S)(—X/\negn_lx2

dir (Aliprantis ve Burksinshaw, 1985).
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Teorem 4.2.10 Bir E Riesz uzayinda T : E — E bir orthomorfizma ise T operatoriiniin
eslenigi T’ operatorii TV : E' — E’ ye bir orthomorfizmadir. Orth(E) den Orth(E’) ne
T — T’ operatérii bir Riesz homomorfizmasidir.

V T € Orth(E) i¢in |T’| = |T|" dir (Meyer ve Nieberg 1991).

ispat. T: E — E pozitif orthomorfizma olsun. Teorem 4.2.9 geregi Riesz homomorfizmasi
oldugu ve V n € N i¢in
0<T-TAnl <n 'T?

esitsizliginin saglandig1 goriiliir. T operatoriiniin eslenigi olan T’ icin de V n € N olmak
uzere

0<T —T' Anl’ <T — (T AnI) <n 'T?

dir. Buradan da goriildiigii gibi T/ orthomorfizmadar.

Digeri i¢in T € Orth(E) olsun. 0 < f € E~ ve x € ET i¢in Teorem 3.2.14 ten dolay1
(£, 1Tx]) < (T']E, %)

dir. Dolayisiyla |T|" < |T’| elde edilir. T pozitif oldugundan T’ de porzitiftir ve |T’| < |T|
dir. Boylece |T|) < |T'| ve |T’| < |T|" oldugundan |T’| = |T|" bulunur. ]

Tanim 4.2.11 E bir Archimedean f-cebiri olmak {izere V x € E ve v € E i¢in
T : E — Orth(E)

u— Ty(x) =ux

olarak tanimlanir (Meyer ve Nieberg 1991).

Teorem 4.2.12 E bir Archimedean f-cebiri olmak iizere
T :E — Orth(E)

u— Ty(z) =ux

operatorii f-cebir izomorfizmasidir ve Orth(E)= E dir. Ayrica E bir Archimedean Riesz
uzay1 olmak tizere Orth(Orth(E))=0rth(E) dir (Aliprantis ve Burksinshaw, 1985).

Ispat. T nin lineer ve carpmay1 koruyan doniisiim oldugunu gosterelim. e > 0 olsun. e
T nin garpmaya gore birim elemani olmak tizere S € Orth(E) igin Tg()(e) = S(e)e = S(e)
dir. Dolayisiyla B, = E oldugundan E iizerinde Tg() = S, yani T orten olur. uj,up € E
i¢cin T,,, = Ty, olmak iizere T, (¢) = Ty, (e) oldugundan u;(e) = ug(e) dir. Buradan da
u1 = ug olur. Bdylece T birebirdir. v € E, u > 0ise V x € ET igin Ty(x) = u.x > 0
oldugundan T, > 0 dir. Ayrica T,, > 0 ise u = ue = T\, (e) oldugundan v > 0 dir. Boylece
T, Riesz homomorfizmasi olur. Sonug olarak T, f-cebir izomorfizmasidir. Orth(E)= E
oldugundan Orth(Orth(E))=0rth(E) oldugu kolayca goriiliir. ]
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4.3 Merkezcil Operator

Tanim 4.3.1 Reel veya kompleks bir Riesz uzayinda tanimh bir T : E — F operatorii
birim operatoriin bir carpimi ile simirlaniyorsa merkezcil operatér adimi alir. Yani, T nin
bir merkezcil operator olmasi i¢in gerek ve yeter kogul V x € E igin | Tx| < A|x| esitsizligini
saglayan bir A > 0 skalerinin var olmasidir.

Merkezcil operatorlerinin kiimesi Z(E) ile gosterilir ve Z(E) , bir E Riesz uzayinin

merkezi olarak isimlendirilerek
Z(E) = {T € Orth(E) : [T| < M, A €R"}

seklinde ifade edilir.

Merkezcil operatorlerin 6zellikleri:

(i) Z(E) bir Riesz uzayidur.

(ii) Her merkezcil operatorler regiilerdir ve her pozitif merkezcil operatorler bir
Riesz homomorfizmasidir.

(iii) Genel olarak band koruyan operatoriin sira sinirli olmasi gerekmektedir. Fakat

Banach latiste band koruyan operattrler merkezcil operatorlere esittir.

(iv) Merkezcil operatorler orthomorfizmalar simifinin bir alt kiimesidir. Yani
Z(E) C Orth(E)
seklinde ifade edilir (Abramovich ve Aliprantis 2002).

Teorem 4.3.2 Bir E Riesz uzayinda Z(E) bir hemen hemen f-cebirdir (Zaanen, 1983).

Ispat. S, T € Z(E) olsun. S, T > 0 ve x € E* i¢in
Tx < A1x olacak gekilde A; > 0 ve

Sx < Aox olacak sekilde Ao > 0 vardir.
max{A;, A2} = A ve SAT =0 olsun.
Buradan
0 < (ST)x = S(Tx) < S(Ai1x) = A\1Sx
0 < (ST)x = S(Tx) < \Tx
0<(ST)x < AMSxAXNTx=ASxATx)=ASAT)x=0
dir.
Boylece ST = 0 elde edilir. |
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Teorem 4.3.3 (Abramovich-Veksler-Koldunov Teoremi) Bir E Banach latisde verilen

T : E — E operatorii icin agagidaki 6zellikler denktir.
(i) T bir merkezcil operatordiir
(ii) T bir orthomorfizmadir

(iii) T bir band koruyan operatordiir

Teoremden dolay1 E bir Banach latis oldugundan
Orth(E) = Z(E) = B(E)
dir (Abramovich ve Aliprantis 2002).

Teorem 4.3.4 E bir Archimedean Riesz uzay1 ise Z(E) de bir Archimedean Riesz uzayidir.
VT, T, Ty € Z(E) ve 0 < u € E igin

(T1 V Tg)u = (Tlu) vV (Tgu)

ve

(Tl A Tg)u = (Tlu) VAN (Tgu)

esitlikleri saglanir.
Ayrica, T € Z(E) ve 0 < u € E igin

(TH)u = (Tu)*
(T )u = (Tu)”
Tl = [Tu
esitlikleri saglanir (Zaanen, 1983).

Ispat. Teorem 4.3.3 te ifade edilen Z(E)= Orth(E) vardir. Dolayisiyla Teorem 4.2.6 da

verilen ispat benzer sekilde gecerlidir. [
Tanim 4.3.5 E bir Archimedean f-cebiri olmak {izere V x € E ve u € E igin
T:E — Z(E)
u— Ty(z) =ux
olarak tanimlanir (Meyer ve Nieberg 1991).
Teorem 4.3.6 E bir Archimedean f-cebiri olmak iizere
T:E — Z(E)

u— Ty(z) =ux

operatorii f-cebir izomorfizmasidir ve Z(E)= E dir. Ayrica E bir Archimedean Riesz uzay:
olmak iizere Z(Z(E))=Z(E) dir (Aliprantis ve Burksinshaw, 1985).
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Ispat. Teorem 4.3.3 te ifade edilen Z(E)= Orth(E) vardir. Dolayisiyla Teorem 4.2.12 de

verilen ispat benzer sekilde gecerlidir. [

Teorem 4.3.7 Bir E Banach latis iizerinde Z(E) bir Banach cebiridir (Abramovich ve
Aliprantis 2002).

Ispat. E bir Banach latis olsun. V S, T € Z(E) i¢in
ISl < [S)r) ai.

Tl = sup |[Tx]| = sup [[[Tx| < sup [|ITix][} = T[]} den
x| <1 [xl1<1 [1xl1<1
|T|| < ||IT||| elde edilir. u

Teorem 4.3.8 Bir Banach latiste her merkezcil operatér band izdiisiim operatoérleri ile

degismelidir (Aliprantis ve Burksinshaw, 1985).

ispat. Bir Banach latiste T : E — E bir merkezcil operatér ve P : E — E bir band
izdiisiim olsun.

P(E) = B bir izdiigiim oldugundan E = B&B? ve T bir band koruyan operatér oldugundan
da T(B) C B ve T(B%) C B4 dir.

x€EBicinx=y®z y € B, z€ Bl yazlabilir. Buradan Ty € B ve Tz € B4 olur.

V x € E igin
(TP)x = T(Px) = Ty = P(Ty) = P(Ty) + P(Tz) = P(Ty + Tz) = P(Tx) = (PT)x
dur.
Boylece TP = PT elde edilir.
Sonug olarak tiim band izdiisiimler Z(E) nin elemanidir. |

Teorem 4.3.9 E bir Dedekind tam Banach latis ise By, I ile iiretilen band olmak iizere
Z(E)= B dir (Aliprantis ve Burksinshaw, 1985).

Ispat. I birim operatérii ile iiretilen bir band Bj ise Teorem 3.3.16 dan dolay1 By C Z(E)
dir.

Tersi i¢cin 0 < T € Z(E) olsun. Z(E) Archimedean Riesz uzay1 oldugundan I zayif
birimi T Anl 1 T dir. Buradan {T Anl 1 T} C By olur. Yani, Z(E) C By bulunur.

Boylece By C Z(E) ve Z(E) C By oldugundan Z(E)= By elde edilir. ]

Teorem 4.3.10 Bir E Riesz uzayinda Z(E') , E nin dualinin merkezi olmak iizere
VS, T € Z(E') ve V f € E/ icin

(S'VT)f =StV Tt

ve

(S AT)f=SfATE

dir (Zaanen, 1997).
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Ispat. &', T" € Z(E/) icin |T'|, S’V T/, ' A'T" merkezcil operatér oldugu gosterilmelidir.
V f € E i¢in |[T'f] < A|f| olacak gekilde A > 0 vardur.
u € E i¢in |T'|u = sup |T'f| < sup A|f| = Au oldugundan |T'| € Z(E') dur.
If|<u If]<u
Simdi de
S'VT, S AT mn Z(E') ye ait oldugunu gostermek igin Teorem 3.1.10 dan

VT = %(S’ T 4+ |T =S

SAT = %(s’ T - T =S
latis igslemleri kullanilir.
S, T € Z(E') igin
Eger gAu=0ise gAT'u=0ve S'’g A T'u =0 dir.
Buradan S'g + T'u = S'g vV T'u dir.
vV feE, icin
(SvVTHf=sup {S'g+Tu:gAhu=0veg+u=f}
=sup {SgVTu:gANu=0veg+u="{}
<S'fvTf
oldugundan
(S'vTHf =StV Tt
V f € B, igin
(S ATHf = %(S’ +T —S' vT)f
= %(S’H T'f — S'f v T'f)
=St ATA.
0<S —S'ANT €Z(E)ve 0 <T —S' AT € Z(E') oldugundan
(S"—SAT)A (T =S'AT)=0
dir.
vV f e E/ icin
0=[(S"=S'AT)A(T =S ATt
= [S'f — (S" ATHE A [T'E = (S" AT
= (S =S ATEA (T — S' AT
—SEATE— (S ATt
veya
(S"AT)(f) =StATS
elde edilir.
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Teorem 4.3.11 Bir Banach latiste, Z(E) , E nin merkezi ve Z(E’) de E nin dualinin
merkezi olmak iizere T € Z(E) iken T/ € Z(E') dir (Orhon, 2010).

Ispat. T € Z(E) ve x € ET i¢in —Ax < Tx < Ax olacak gekilde A > 0 vardir. V x € ET
i¢in ve f € E/_ icin
—M(x) < f(Tx) = (T'f)(x) < M(x)
den
“MSTE<SNM | T e Z(E)

dir.

0<TeZE)olsun. T, =TAnl , (n=12,---) olacak sekilde bir (T,,) dizisi
alalim. Buradan T Anl 1T ve E de T, 1 T oldugundan E’ de T/, 1 T/ olur. Boylece
T' € Z(E') elde edilir. [
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5 SONUCLAR

Bu tezde Riesz uzayinda pozitif operatorler ve orthomorfizmalar iizerinde ¢aligil-
mistir. Band koruyan operatorlerin orthomorfizmalar sinifina dahil oldugu hakkinda bilgi
verilmigtir. Bir Banach latiste band koruyan operatérler kiimesi olan B(E), orthomorfiz-
malar kiimesi olan Orth(E) ve orthomorfizmalarin bir alt kiimesi olan merkezcil operatorler

kiimesi Z(E) arasindaki iligkiler sonucu
Orth(E) = Z(E) = B(E)

oldugu ifade edilmigtir. Merkezcil operatorlerin orthomorfizmalar ile ayni sinifta yer aldig
durumlar goriillmiigtiir.

Ayrica Dedekind tam bir Banach latiste merkezcil operatorler incelenmigtir ve
bununla birlikte merkezcil operatorlerin egleniginden yararlanilarak énemli ifadelere yer

verilmigtir.
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