
AH  EVRAN ÜN VERS TES

FEN B L MLER  ENST TÜSÜ

SCHRODINGER OPERATÖRÜNE KAR ILIK GELEN 

MARCINKIEWICZ NTAGRAL OPERATÖRÜNÜN

MORREY UZAYLARINDA SINIRLILI I

TEZ
MATEMAT K ANAB L M DALI

KIR EH R 2014



AH  EVRAN ÜN VERS TES

FEN B L MLER  ENST TÜSÜ

SCHRODINGER OPERATÖRÜNE KAR ILIK GELEN 

MARCINKIEWICZ NTAGRAL OPERATÖRÜNÜN

MORREY UZAYLARINDA SINIRLILI I

DOKTORA TEZ
MATEMAT K ANAB L M DALI

DANI MAN

Doç. Dr.

KIR EH R 2014



Fen Bilimleri Enstitüsü Müdürlüğü’ne
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cinkiewicz İntegral Operatörünün Morrey Uzaylarında Sınırlılığı”başlıklı çalışmamın,
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ÖZET

Bu çalışmada Schrödinger operatörüne karşılık gelen Marcinkiewicz integral

operatörünün Morrey uzaylarındaki sınırlılıkları incelenmiş ve birçok yeni sonuçlar

elde edilmiştir.

Beş bölümden oluşan bu çalışmanın birinci bölümü olan ”Giriş” bölümünde, liter-

atürde bu konu ile ilgili araştırmaları olan birçok matematikçi hakkında bilgi verilmiş

ve bu çalışmanın amacından bahsedilmiştir.

İkinci bölümde, çalışmamız ile ilgili olan temel kavramlar, uzaylar ve operatörler

hakkında genel bilgilere ve bazı temel tanımlara yer verilmiştir.

Üçüncü bölümde Schrödinger operatörüne karşılık gelen Marcinkiewicz integral ope-

ratörünün ve komütatörünün genelleştirilmiş Morrey uzaylarındaki sınırlılığı göster-

ilmiştir.

Dördüncü bölümde Schrödinger operatörüne karşılık gelen kaba çekirdekli Marcin-

kiewicz integral operatörünün ve komütatörünün vanishing genelleştirilmiş Morrey

uzaylarındaki sınırlılığı gösterilmiştir.

Çalışmamızın sonuncu bölümü olan beşinci bölümde, Schrödinger operatörüne karşılık

gelen kaba çekirdekli Marcinkiewicz integral operatörünün ve komütatörünün Guliyev

tarafından tanımlanan genelleştirilmiş ağırlıklı Morrey uzaylarındaki sınırlılığı ver-

ilmiştir.

Anahtar Kelimeler: Schrödinger operatörü, Morrey uzayı, Marcinkiewicz integral

operatörü, Komütatör, Ap Muckenhoupt sınıfı.
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ABSTRACT

In this study, the boundedness of Marcinkiewicz integral operators associated

with Schrödinger operators on Morrey spaces are investigated and many new results

are obtained.

This study is arranged in five chapters, in ”The Introduction” chapter which is first

part, informations are given about many mathematicians studying in this field in

the literature and also about purpose of this study.

In the second chapter, some basic definitions and general informations about basic

concepts, spaces and operators related to this study are given.

In the third chapter, the boundedness of Marcinkiewicz integral operators associated

with Schrödinger operators its commutators on generalized Morrey spaces is proved.

In the fourth chapter, the boundedness of Marcinkiewicz integral operators with

rough kernel associated with Schrödinger operators and its commutators on vanis-

hing generalized Morrey spaces is proved.

In the fifth chapter which is last part of this study, the boundedness of Marcinkie-

wicz integral operators with rough kernel associated with Schrödinger operators and

its commutators on generalized weighted Morrey spaces introduced by Guliyev is

proved.
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j,Ω,b Mar-
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j,Ω,b KOMÜTATÖRÜNÜNMp,ϕ(ω)GENELLEŞ-
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1 GİRİŞ

Klasik Morrey uzayları 1938 yılında C.B. Morrey [66] tarafından ikinci derece-

den eliptik kısmi diferensiyel denklemlerin çözümlerinin lokal davranışları araştırılır-

ken ve varyasyonlar analizi teorisindeki problemlerle ilgilenilirken ortaya çıkarılmıştır.

Morrey uzayları Lebesgue uzaylarının bir uzantısı olarak değerlendirileceğin-

den klasik operatörlerin sınırlılıklarının Morrey uzaylarında araştırılması oldukça

doğal ve önemlidir. Morrey uzaylarında Hardy-Littlewood maksimal operatörünün

ve singüler integral operatörünün sınırlılık koşulları F. Chiarenza ve M. Frasca [18]

tarafından gösterilmiştir. Ayrıca D.R. Adams [1] tarafından Riesz potansiyelin sınır-

lılığı çalışılmıştır. Harmonik analizde bu operatörlerin ağırlıklı eşitsizliklerini çalış-

mak önemli bir yere sahip olup, Lp(ω) ağırlıklı Lebesgue uzaylarında sınırlılıklar

R. Coifman ve C. Fefferman [23], B. Muckenhoupt [67], B. Muckenhoupt ve R.

Wheeden [69] tarafından elde edilmiştir. Bu sonuçlar Mp,ϕ genelleştirilmiş Mor-

rey, Lp,κ(ω) ağırlıklı Morrey ve Mp,ϕ(ω) genelleştirilmiş ağırlıklı Morrey uzayları

gibi birçok uzaylara genişletilmiştir. Morrey uzaylarının genişlemesi olan Mp,ϕ ge-

nelleştirilmiş Morrey uzayları 1990 yılında T. Mizuhara [65] tarafından tanımlan-

mış ve singüler integral operatörünün bu uzaylardaki sınırlılığı araştırılmıştır. 1994

yılında E. Nakai [72] tarafından harmonik analizde önemli bir yere sahip olan mak-

simal integral operatörünün, Riesz potansiyelinin ve singüler integral operatörünün

Mp,ϕ genelleştirilmiş Morrey uzaylarınaki sınırlılığı araştırılmıştır. Aynı yıllarda V.S.

Guliyev [42] tarafından doktora tezinde, harmonik analizin integral operatörlerinin

genişletilmiş lokal Morrey uzayındaki sınırlılığı E. Nakai’nin şartlarından daha geniş

şartlar ile araştırılmıştır. 2009 yılında V.S Guliyev, matematik literatüründe önem

verilen Mp,ϕ genelleştirilmiş Morrey uzayının normalleştirilmiş normunu tanımlaya-

rak, Mp,ϕ genelleştirilmiş Morrey uzayında harmonik analizin integral operatörleri-

nin sınırlılığını Mizuhara ve Nakai’ye göre daha geniş şartlar altında araştırmıştır.

Ayrıca V.S. Guliyev [45], [46] tarafından Mp,ϕ genelleştirilmiş Morrey uzaylarında

maksimal, potansiyel ve singüler integral operatörlerin sınırlılıkları ortaya koyduğu

yeni metot ile elde edilmiştir. 2009 yılında Y. Komori ve S. Shirai [59] tarafın-

dan Lp,κ(ω) ağırlıklı Morrey uzayları tanımlanarak harmonik analizin klasik opera-

törlerinin sınırlılıkları bu uzaylarda araştırılmıştır. 2011 yılında V.S. Guliyev [41]
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tarafından Mp,ϕ genelleştirilmiş Morrey uzayını ve Lp,κ(ω) ağırlıklı Morrey uzayını

kapsayan Mp,ϕ(ω) genelleştirilmiş ağırlıklı Morrey uzayı tanımlanmış ve harmonik

analizin integral operatörlerinin ve yüksek mertebeden komütatörlerinin bu uzay-

lardaki sınırlılıkları araştırılmıştır. Ayrıca Mp,ϕ(ω) genelleştirilmiş ağırlıklı Morrey

uzayı V.S. Guliyev ile birlikte A. Akbulut, F.Ch. Alizadeh, R.Ch. Mustafayev, A.

Serbetci gibi araştırmacılar tarafından da çalışılmıştır (bkz. [39], [47], [50], [51] [58],

[71]). V.S. Guliyev [42], [43] tarafından harmonik analizin integral operatörleri için

doktora tezinde ortaya koyduğu yeni metot ile lie gruplarında ve Rn de sınırlılıkları

elde edilmiştir. V.S. Guliyev ile birlikte V.I. Burenkov, H.V. Guliyev, A. Serbetci,

T. Tararykova, A. Gogotashvili, R.Ch Mustafayev, S. Samko ve H. Hasanov gibi

araştırmacılar, Morrey-tipli uzaylar başta olmak üzere diğer fonksiyon uzaylarında

da yeni sonuçlar elde etmiştir (bkz. [11]-[15], [43], [48], [49]).

Marcinkiewicz integral operatörü ilk olarak 1938 yılında J. Marcinkiewicz

[62] tarafından bir boyutta ortaya atılmıştır. 1958 yılında E.M. Stein [81] tarafın-

dan n-boyutta Marcinkiewicz integral operatörü tanımlanmıştır. 1960 yılında ise L.

Hörmander [54] tarafından parametrik Marcinkiewicz integral operatörü tanımlan-

mış ve bu operatörün Lp sınırlılığı gösterilmiştir. Ayrıca V.S. Guliyev, A. Al-Salman,

H. Al-Qassem, L. Cheng, Y. Pan, Y. Ding D. Fan, S. Lu, D. Yang, A. Torchinsky, S.

Wang gibi birçok araştırmacı tarafından Lp Lebesgue ve Lp,λ Morrey uzaylarında,

Marcinkiewicz integral operatörleri ile ilgili çalışmalar yapılmış ve bu uzaylardaki

sınırlılıkları ile ilgili yeni sonuçlar elde edilmiştir (bkz. [5], [8], [24]-[27], [29], [44],

[60], [85], [87]).

Son yıllarda, fonksiyon uzayları ve Schrödinger operatörleri için harmonik

analizin integral operatörlerinin teorisinde büyük gelişmeler olmuştur. Bu durum,

analizde bazı önemli problemlerin anlaşılmasında daha derin bir anlayışa yol açmıştır.

Ters Hölder eşitsizliğini sağlayan negatif olmayan V potansiyelli −Δ+ V for-

mundaki Schrödinger operatörüne karşılık gelen harmonik analizde Lp Lebesgue ve

Lp,λ Morrey uzaylarının özel yeri ve ağırlığı vardır. Ayrıca Schrödinger operatörüne

karşılık gelen diferensiyel denklemlerin çözümlerinin araştırılması da bu uzaylarda

önemli bir yere sahiptir. B. Bongioanni, A. Cabral ve E. Harboure [9], T. Martinez

[63], L. Tang ve J. Dong [83] tarafından Schrödinger operatörüne karşılık gelen har-

monik analizin integral operatörlerinin Lp Lebesgue uzayı ve Lp(ω) ağırlıklı Lebesgue

2



uzaylarında sınırlılıkları araştırılmıştır.

Bu tezde V.S Guliyev tarafından verilen ispat tekniği yardımıyla Schrödinger

operatörüne karşılık gelen μL
j Marcinkiewicz integral operatörünün ve μL

j,b komü-

tatörünün Mp,ϕ genelleştirilmiş Morrey uzaylarındaki sınırlılıkları ile Schrödinger

operatörüne karşılık gelen kaba çekirdekli μL
j,Ω Marcinkiewicz integral operatörü-

nün ve μL
j,Ω,b komütatörünün VMp,ϕ vanishing genelleştirilmiş Morrey uzaylarındaki

ve Mp,ϕ(ω) genelleştirilmiş ağırlıklı Morrey uzaylarındaki sınırlılıkları ile ilgili yeni

sonuçlar elde edilmiştir.

Schrödinger operatörüne karşılık gelen μL
j Marcinkiewicz integral operatö-

rünün Mp,ϕ genelleştirilmiş Morrey uzaylarındaki sınırlılığı incelenmiş ve Mp,ϕ1 ge-

nelleştirilmiş Morrey uzayından bir diğer Mp,ϕ2 genelleştirilmiş Morrey uzayına ve

M1,ϕ1 genelleştirilmiş Morrey uzayından WM1,ϕ2 zayıf genelleştirilmiş Morrey uza-

yına sınırlılığını sağlayan (ϕ1, ϕ2) çifti üzerinde yeterlilik şartları elde edilmiştir.

Elde edilen bu sonuçlar ”Journal of Mathematical Inequalities” isimli dergide ”Mar-

cinkiewicz integrals associated with Schrödinger operator on generalized Morrey

spaces” başlığı ile yayımlanmıştır. Ayrıca b ∈ BMO(Rn) olmak üzere j = 1, . . . , n

için μL
j,b komütatörününMp,ϕ genelleştirilmiş Morrey uzaylarındaki sınırlılığı da elde

edilmiştir.

Schrödinger operatörüne karşılık gelen kaba çekirdekli μL
j,Ω Marcinkiewicz in-

tegral operatörünün VMp,ϕ vanishing genelleştirilmiş Morrey uzaylarındaki sınırlılığı

incelenmiş ve VMp,ϕ1 vanishing genelleştirilmiş Morrey uzayından bir diğer VMp,ϕ2

vanishing genelleştirilmiş Morrey uzayına ve VM1,ϕ1 vanishing genelleştirilmiş Mor-

rey uzayından WVM1,ϕ2 zayıf vanishing genelleştirilmiş Morrey uzayına sınırlılığını

sağlayan (ϕ1, ϕ2) çifti üzerinde yeterlilik şartları elde edilmiştir. Elde edilen bu

sonuçlar ”Azerbaijan Journal of Mathematics” isimli dergide ”Marcinkiewicz inte-

grals with rough kernel associated with Schrödinger operator on vanishing generali-

zed Morrey spaces” başlığı ile yayımlanmıştır. Ayrıca 1 < q ≤ ∞ için Ω ∈ Lq(S
n−1)

ve b ∈ BMO(Rn) olmak üzere j = 1, . . . , n için μL
j,Ω,b komütatörünün VMp,ϕ vanis-

hing genelleştirilmiş Morrey uzaylarındaki sınırlılığı da elde edilmiştir.

Schrödinger operatörüne karşılık gelen kaba çekirdekli μL
j,Ω Marcinkiewicz in-

tegral operatörünün ve b ∈ BMO(Rn) olmak üzere μL
j,Ω,b komütatörünün Mp,ϕ(ω)

genelleştirilmiş ağırlıklı Morrey uzaylarındaki sınırlılığı incelenmiş, q′ < p < ∞ ve
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ω ∈ Ap/q′ veya 1 < p < q ve ω1−p′ ∈ Ap′/q′ için μL
j,Ω ve μ

L
j,Ω,b operatörlerininMp,ϕ1(ω)

genelleştirilmiş ağırlıklı Morrey uzayından bir diğer Mp,ϕ2(ω) genelleştirilmiş ağır-

lıklı Morrey uzayına sınırlılığını sağlayan (ϕ1, ϕ2) çifti üzerinde yeterlilik şartları

elde edilmiştir. Elde edilen bu sonuçlar uluslararası indeksli dergide ”Commuta-

tors of Marcinkiewicz integrals associated with Schrödinger operator on generalized

weighted Morrey spaces” başlığı ile yayımlanması için gönderilmiştir.
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2 TEMEL KAVRAMLAR, UZAYLAR VE OPERATÖRLER

2.1 Temel Kavramlar

Tanım 2.1.1 ([77]) X bir küme olsun. X in alt kümelerinin birM sınıfı için aşağı-

daki özellikler sağlanırsa bu M sınıfı X üzerinde bir σ-cebir olarak adlandırılır.

(i) X ∈ M

(ii) ∀E ∈ M, cE = X − E ∈ M

(iii) ∀n = 1, 2, ... için En ∈ M ⇒ ⋃∞
n=1En ∈ M

Bu durumda (X,M) ikilisine bir ölçülebilir uzay, M deki her bir kümeye

de ölçülebilir küme adı verilir.

Tanım 2.1.2 ([77]) (X,M) bir ölçülebilir uzay olsun. Bir μ : M → [0,∞] fonksi-
yonu

(i) μ(∅) = 0,

(ii) Her A ∈ M için μ(A) ≥ 0,

(iii) M nin her ayrık (An) dizisi için μ (
⋃∞

n=1An) =
∑∞

n=1 μ (An)

özelliklerin sağlıyorsa bu fonksiyona M üzerinde bir ölçü fonksiyonu veya ölçü

adı verilir. Eğer her A ∈ M için μ (A) < ∞ ise μ ölçüsüne sonlu ölçü denir.

X kümesi herbiri sonlu ölçüye sahip sayılabilir adetteki kümelerin birleşimi olarak

yazılabiliyorsa μ ölçüsü σ-sonlu olarak adlandırılır. Eğer μ(X) = 1 ise bu ölçüye

olasılık ölçüsü denir. Ayrıca (X,M, μ) ölçü uzayı olarak adlandırılır.

Tanım 2.1.3 ([77]) (X,M) bir ölçülebilir uzay ve f : X → R ∪ {−∞,+∞} bir
fonksiyon olsun. Eğer ∀t ∈ R için {x ∈ X : f(x) > t} ∈ M oluyorsa f fonksiyonu

ölçülebilirdir denir. Ölçülebilir fonksiyonların ailesi M (X,M) ile gösterilir.

M nin elemanları Rn nin (Lebesgue) ölçülebilir alt kümeleri olarak adlandırılır

ve μ, Rn de (Lebesgue) ölçü olarak adlandırılır. Lebesgue ölçüsü R3 deki hacmin

doğal bir genişlemesi olduğundan A ∈ M için μ(A), A nın ölçüsü veya hacmi olarak

adlandırılır.
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Tanım 2.1.4 ([77]) (X,M, μ) bir ölçü uzayı olsun. Eğer bir önerme, ölçüsü sıfır

olan bir kümenin tümleyeni üzerinde veya kendisiM ya ait olmadığında, sıfır ölçülü

bir küme tarafından kapsanan bir kümenin tümleyeni üzerinde doğru ise, o önerme

hemen hemen her yerde doğrudur denir.

Rn üzerinde dx = dx1 · · · dxn ile Lebesgue ölçüsünü göstereceğiz. Rn tam

uzayı üzerinde f fonksiyonunun (Lebesgue) integrali∫
Rn

f(x)dx =

∫
· · ·

∫
f(x1, ..., xn)dx1 · · · dxn

ile gösterilir.

B = B(x, r) = {y ∈ Rn : |x− y| < r}, merkezi x, yarıçap uzunluğu r olan

açık yuvarı ve cB(x, r) onun tümleyenini göstersin. |B(x, r)|, B(x, r) açık yuvarının
Lebesgue ölçüsü ve νn = |B(0, 1)| olmak üzere

|B(x, r)| = νnr
n =

2πn/2rn

nΓ(n/2)
=
1

n
|Sn−1|rn

biçimindedir. Burada |Sn−1| = 2πn/2/Γ(n/2), Rn de n ≥ 1 için yarıçapı 1 olan

Sn−1 = {x ∈ Rn : |x| = 1} küresinin yüzey alanıdır. Γ(z) gamma fonksiyonu ve bir
z kompleks sayısı için Rez > 0 olmak üzere Γ(z) =

∫∞
0

tz−1e−tdt ile tanımlanır.

Bu çalışmada Q = Q(x0, r) ile x0 merkezli ve kenar uzunluğu r olan küpü

ifade edeceğiz. Verilen bir Q küpü ve λ > 0 için λQ ile Q nun mekezine sahip ve

kenar uzunluğu Q nun kenar uzunluğunun λ katı olan küpü göstereceğiz. Ayrıca

A � B gösterimini A ≤ CB, C > 0 eşitsizliğinin yerine kullanacağız. Eğer A � B

ve B � A ise A ≈ B yazılır ve A, B ye eşdeğerdir denir. Bu çalışma boyunca C

farklı sabitleri gösterecektir. 1 ≤ p ≤ ∞ olmak üzere, Rn nin her bir kompakt alt

kümesinde p. kuvveti integrallenebilen tüm ölçülebilir fonksiyonların uzayı Lloc
p (R

n)

ile gösterilir. Bu uzay p = 1 için Lloc
1 (R

n) ≡ Lloc(Rn) şeklinde gösterilen lokal

integrallenebilir fonksiyonların sınıfını gösterir.

2.2 Lp Lebesgue Uzayı ve Lp(ω) Ağırlıklı Lebesgue Uzayı

Lp Lebesgue uzayı sonlu boyutlu vektör uzayı için p normunun genelleşmesi

kullanılarak tanımlanmış bir fonksiyon uzayıdır. Bourbaki grubuna göre ilk olarak

1910 yılında F. Riesz [10] tarafından tanıtılmasına rağmen 1958 yılında Fransız
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matematikçi H. Lebesgue’nin adını almıştır. Fonksiyonel analizde, Banach uzay-

larının ve topolojik vektör uzaylarının önemli bir sınıfını Lp Lebesgue uzayı oluş-

turur. Lebesgue uzayının fizik, istatistik, finans, mühendislik ve diğer disiplinlerde

uygulamaları vardır.

Tanım 2.2.1 0 < p ≤ ∞ ve f ölçülebilir bir fonksiyon olmak üzere Lebesgue uzayı

Lp(Rn) :=
{
f − ölçülebilir : ‖f‖Lp(Rn) < ∞

}
ile verilir, burada 0 < p < ∞ için

‖f‖Lp(Rn) =

(∫
Rn

|f |pdx
) 1

p

ve p =∞ durumunda ise

‖f‖L∞(Rn) = ess sup
x∈Rn

|f(x)|

biçiminde verilir.

Tanım 2.2.2 WLp(Rn) zayıf Lp uzayı 1 ≤ p < ∞ olmak üzere

‖f‖WLp(Rn) = sup
t>0

t |{y ∈ Rn : |f(y)| > t}|1/p < ∞

quasi-normuna sahip f ölçülebilir fonksiyonlarının uzayıdır. Kolayca gösterilebilir

ki 1 ≤ p < ∞ için Lp(Rn) ⊂ WLp(Rn) dir.

Örnek 2.2.3

(1) f(x) = |x|α �∈ Lp(Rn)

(2) f(x) = |x|αχB(0,1)(x) ∈ Lp(Rn)⇔ α > −n
p

(3) f(x) = |x|αχcB(0,1)(x) ∈ Lp(Rn)⇔ α < −n
p

(4) f(x) = |x|−n
p �∈ Lp(Rn), f(x) = |x|−n

p ∈ WLp(Rn)

Teorem 2.2.4 Eğer 1 ≤ p ≤ ∞ ise Lp bir Banach uzayıdır.

Tanım 2.2.5 (Hölder eşitsizliği) ([53], [76]) X ölçülebilir herhangi bir küme ve

p > 1 için 1/p+ 1/q = 1 olsun. Bu durumda f ∈ Lp(X) ve g ∈ Lq(X) olmak üzere

‖fg‖L1(X) ≤ ‖f‖Lp(X)‖f‖Lq(X)

eşitsizliğine Hölder eşitsizliği denir.
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Tanım 2.2.6 (Minkowski eşitsizliği) ([77]) X ölçülebilir herhangi bir küme ve

p ≥ 1 için f, g ∈ Lp(X) ise

‖f + g‖Lp(X) ≤ ‖f‖Lp(X) + ‖g‖Lp(X)

eşitsizliğine Minkowski eşitsizliği denir.

Teorem 2.2.7 Lloc(Rn) uzayı 1 ≤ p ≤ ∞ için bütün Lp(Rn) uzaylarının birleşim-

lerini içerir. Daha genel olarak 0 < p < q < ∞ için

Lq(Rn) ⊆ Lloc
q (R

n) ⊆ Lloc
p (R

n)

elde edilir.

Teorem 2.2.8 (Lebesgue diferensiyelleme teoremi) Eğer f ∈ Lloc(Rn) ise bu

durumda hemen her x ∈ Rn için

lim
r→0

1

|B(x, r)|

∫
B(x,r)

f(y)dy = f(x)

sağlanır.

Tanım 2.2.9 ([77]) Bir f fonksiyonunun desteği

suppf = {x ∈ Rn : f(x) �= 0}

ile tanımlanır. Yani f fonksiyonunun desteği onun sıfırdan farklı olduğu noktaların

kümesinin kapanışıdır. Eğer suppf sınırlı bir küme ise f fonksiyonuna kompakt

desteğe sahiptir denir.

Tanım 2.2.10 ([77]) T , reel değerli ölçülebilir fonksiyonların bir (X,μ) ölçü uzayı

üzerinde tanımlanmış ve bir (Y, ν) ölçü uzayı üzerinde bütün kompleks değerli hemen

her yerde sonlu ölçülebilir fonksiyonların kümesinde değerler alan bir operatör olsun.

Bu durumda her f, g ve her λ ∈ C için

T (f + g) = T (f) + T (g) ve T (λf) = λT (f)

ise T ye lineer operatör,

|T (f + g)| ≤ |T (f)|+ |T (g)| ve |T (λf)| ≤ |λ| |T (f)|
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ise T ye altlineer operatör, bir K > 0 sabiti için

|T (f + g)| ≤ K (|T (f)|+ |T (g)|) ve |T (λf)| ≤ |λ| |T (f)|

ise T ye quasilineer operatör denir. Altlineerlik, quasilinerliğin özel bir duru-

mudur.

Tanım 2.2.11 ((p, q) tipli operatör) ([60])

1 ≤ p, q ≤ ∞, (X,μ) ve (Y, ν) iki ölçü uzayı ve T , Lp(X,μ) den tanım ve görüntü

kümeleri sırasıyla Y ve C olan ölçülebilir fonksiyonların uzayına bir operatör (altli-

neer) olsun. Eğer q < ∞ olmak üzere

ν ({y ∈ Y : |T f(y)| > λ}) ≤
(
C‖f‖p

λ

)q

ise T zayıf (p, q) tipinden ve eğer q = ∞ iken Lp(X,μ) den L∞(Y, ν) ye sınırlı bir

operatör ise zayıf (p,∞) tipindedir denir.

Eğer T , Lp(X,μ) den Lq(Y, ν) ya sınırlı ise kuvvetli (p, q) tiplidir denir. Yani,

her f ∈ Lp(X,μ) için

‖T f‖q ≤ C‖f‖p

olacak şekilde bir C > 0 sabiti vardır. Buradan q = ∞ olması durumunda zayıf ve

kuvvetli tip çakışmaktadır.

Eğer T , kuvvetli (p, q) tipli ise aynı zamanda zayıf (p, q) tiplidir. Gerçekten,
eğer Eλ = {y ∈ Y : |T f(y)| > λ} olarak alırsak, bu durumda

ν(Eλ) =

∫
Eλ

dν ≤
∫
Eλ

∣∣∣∣T f(x)

λ

∣∣∣∣q dν ≤
‖T f‖qq
λq

≤
(
C‖f‖p

λ

)q

olur.

Eğer (X,μ) = (Y, ν) ve T özdeşlik operatörü olursa zayıf (p, p) klasik Cheby-

shev eşitsizliği olur.

Teorem 2.2.12 (Marcinkiewicz interpolasyon teoremi) ([28]) (X,μ) ve (Y, ν)

ölçü uzayları olsunlar. 1 ≤ p0 < p1 ≤ ∞ olmak üzere T , Lp0(X,μ) + L(p1)(X,μ)

den Y üzerindeki ölçülebilir fonksiyonlara giden ve zayıf (p0, p0) ve zayıf (p1, p1) tipli

bir altlineer operatör olsun. Bu durumda T , p0 < p < p1 için kuvvetli (p, p) tiplidir.
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Tanım 2.2.13 (Ap Muckenhoupt sınıfı) ([67]) Eğer 1 < p < ∞ olmak üzere

herhangi bir B = B(x, r) yuvarı için

[ω]Ap = sup
B
[ω]Ap(B)

= sup
B

(
1

|B|

∫
B

ω(x)dx

)(
1

|B|

∫
B

w(x)1−p′dx

)p−1

< ∞ (2.1)

ise ω ağırlık fonksiyonu Ap Muckenhoupt sınıfındandır denir. Burada supremum

bütün B yuvarları üzerinden alınmaktadır ve 1/p+1/p′ biçimindedir. Burada Hölder

eşitsizliğini kullanarak bütün B yuvarları için

[ω]
1/p
Ap(B) = |B|−1‖w‖1/pL1(B) ‖w−1/p‖Lp′ (B) ≥ 1

olur. p = 1 iken, hemen hemen her x için

Mω(x) ≤ Cω(x) (2.2)

olacak şekilde C > 1 varsa ω ∈ A1 dir ve (2.2) eşitsizliğini sağlayan C sayısının

infimumu [ω]A1 ile gösterilir.

p ve p′ üsleri ile Hölder eşitsizliği kullanılırsa

1 =
1

|B|

∫
B

dx =
1

|B|

∫
B

ω(x)1/pω(x)−1/pdx ≤ [ω]
1/p
Ap

elde edilir.

(2.1) eşitsizliğinde p → ∞ iken limite geçilirse

1

|B|

∫
B

ω(x)dx ≤ C exp

(
1

|B

∫
B

logω(x)dx

)
elde edilir ve eşitsizlik sağlandığında ω ∈ A∞ denir. Ayrıca, p = ∞ iken A∞ =⋃

1≤p<∞ Ap ile tanımlanır. A∞ için verilen bu iki tanım eşdeğerdir (bkz. [36]).

Ap sınıfı 1972 yılında Muckenhoupt [67] tarafından ağırlıklı L
loc
p (R

n, ωdx)

uzayı üzerinde tanımlı Hardy-Littlewood maximal operatörünün sınırlılıkları ile ilgili

çalışmalarında tanımlanmış ve ε > 0 için

Ap ⊂ Ap−ε

olduğu gösterilmiştir.

ω ∈ Ap, 1 < p < ∞ Muckenhoupt ağırlıklarının en önemli örneklerinden biri

−n < α < n(p − 1) iken ω(x) = |x|α fonksiyonudur. Eğer −n < α ≤ 0 olarak
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alınırsa ω ∈ A1 elde edilir. 0 < δ < 1 ise bu durumda ω(x) = |x|−n(1−δ) ∈ A1 ve

ω(x) = |x|−n(p−1)(1−δ) ∈ Ap elde edilir.

Eğer ω bir ağırlık ve 1/ω lokal integrallenebilir ise bu durumda 1/ω da ayrıca

bir ağırlıktır. Verilen bir ω ağırlığı ve bir E ölçülebilir kümesi için

ω(E) =

∫
E

ω(x)dx

notasyonunu E kümesinin ω-ölçüsünü gösterir. Ağırlıklar lokal integrallenebilir fonk-

siyonlar olduklarından dolayı bir yuvardaki bütün E kümeleri için ω(E) < ∞ olur.

Lemma 2.2.14 ([28]) Eğer ω ∈ Ap ise bu durumda w ∈ Ap−ε sağlanır ve

[ω]Ap−ε ≤ C[ω]Ap

olacak şekilde bir C sayısı vardır ve burada ε ∼ [ω]
− 1

p−1

Ap
şeklindedir.

Önerme 2.2.15 ([28])

(1) 1 ≤ p < q olmak üzere Ap ⊂ Aq sağlanır.

(2) 1 < p < ∞ olmak üzere Ap =
⋃

q<p Aq sağlanır.

(3) 1/p+ 1/p′ = 1 olmak üzere ω ∈ Ap olması için gerek ve yeter şart ω
1−p′ ∈ Ap′

olmasıdır.

(4) w0, w1 ∈ A1 ise bu durumda ω0ω
1−p
1 ∈ Ap olur.

(5) ω ∈ Ap, 1 ≤ p < ∞ ise bu durumda ω1+ε ∈ Ap olacak şekilde ε > 0 vardır.

Tanım 2.2.16 ([28]) Verilen bir w ağırlık fonksiyonu için B herhangi bir yuvar

olmak üzere eğer ω(2B) ≤ Cω(B) olacak şekilde bir C > 0 sabiti varsa ω doubling

şartını sağlar denir ve ω ∈ Δ2 şeklinde yazılır.

Lemma 2.2.17 ([59]) Eğer ω ∈ Δ2 iken

ω(2Q) ≥ Cω(Q)

olmak üzere C > 1 sabiti varsa ω ters doubling şartını sağlar.
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Lemma 2.2.18 ([37]) 1 ≤ p < ∞, ω ∈ Ap olsun. Bu durumda

(1) ω ∈ Δ2 sağlanır. Ayrıca her λ > 1 için

ω(λB) ≤ λnp[ω]Apω(B)

elde edilir.

(2) Eğer ω ∈ A∞ ise bu durumda ω ∈ Δ2 sağlanır. Ayrıca her λ > 1 için

ω(λB) ≤ 2λ
n

[ω]λ
n

A∞ω(B)

elde edilir.

(3)

Mf(x) ≤ [ω]
1/p
Ap

Mω (|f |p) (x)1/p

eşitsizliği sağlanır ve burada

Mωf(x) = sup
B�x

ω(B)−1

∫
B

|f(y)|ω(y)dy

biçimindedir.

(4) Her B yuvarı ve bir S ⊂ B ölçülebilir kümesi için

ω(S)

ω(B)
≤ C

( |S|
|B|

)δ

(2.3)

olacak şekilde C > 0 ve δ > 0 sayısı vardır.

ω ağırlık fonksiyonu, (2.3) eşitsizliğini sağlamak üzere, Muckenhoupt [68],

Coifman ve Fefferman [23] tarafından ω ∈ A∞ olduğu gösterilmiştir.

Uyarı 2.2.19 Eğer 0 < α < n, 1 ≤ p < n/α ve 1/q = 1/p − α/n olmak üzere,

aşağıdaki ifadeler doğrudur.

(1) Eğer p > 1 ise bu durumda ω ∈ Ap,q ⇐⇒ ωq ∈ Aq n−α
n

⇐⇒ ωq ∈ A1+ q
p′

⇐⇒
ω−p′ ∈ A

1+ p′
q

olur.

(2) Eğer p > 1 ise bu durumda ω ∈ Ap,q ⇐⇒ ωq ∈ Aq ve ω
p ∈ Ap olur.

(3) Eğer p = 1 ise bu durumda ω ∈ A1,q ⇐⇒ ωq ∈ A1 olur.
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Tanım 2.2.20 1 ≤ p ≤ ∞, ω bir ağırlık fonksiyonu olsun. Bu durumda, Lp(ω) ≡
Lp(Rn, w) ağırlıklı Lebesgue uzayı

‖f‖Lp,ω ≡ ‖f‖Lp,ω =

(∫
Rn

|f(x)|p ω(x)dx

) 1
p

< ∞

normuna sahip bütün bütün ölçülebilir f fonksiyonların uzayı olarak tanımlanır.

p =∞ durumunda ise L∞(ω) ≡ L∞(Rn, ω) de norm

‖f‖L∞,ω ≡ ‖f‖L∞,ω(Rn)
= ess sup

x∈Rn

|f(x)| ω(x)

ile tanımlanır.

2.3 BMO Uzayı

BMO (Bounded Mean Oscillation) uzayı, 1961 yılında John ve Nirenberg

[56] tarafından ortaya konulmuştur. BMO uzayı L∞ uzayı ile benzer özelliklere

sahiptir ve sıklıkla L∞ yerine kullanılır. Klasik singüler integral operatörler L∞

uzayından L∞ uzayına sınırlı olmamasına rağmen L∞ uzayından BMO uzayına

sınırlıdır. Fefferman 1971 yılında BMO uzayının H1 Hardy uzayına dual olduğunu

göstermiştir.

Tanım 2.3.1 f fonksiyonu Rn de lokal integrallenebilir bir fonksiyon olmak üzere

BMO(Rn) uzayı

‖f‖∗ = sup
x∈Rn,r>0

1

|B(x, r)|

∫
B(x,r)

|f(y)− fB(x,r)|dy < ∞

ile verilen ‖ · ‖∗ yarı-normu ile tanımlı Banach uzayıdır. Burada f ∈ Lloc(Rn) ve

fB(x,r) =
1

|B(x, r)|

∫
B(x,r)

f(y)dy

dır. BMO uzayı L∞(Rn) uzayına eşit değildir. Fakat L∞(Rn) ⊂ BMO(Rn) dır.

Gerçekten;

1

|B(x, r)|

∫
B(x,r)

∣∣f(y)− fB(x,r)

∣∣ dy
≤ 1

|B(x, r)|

∫
B(x,r)

|f(y)|dy + 1

|B(x, r)|

∫
B(x,r)

∣∣fB(x,r)

∣∣ dy
=

1

|B(x, r)|

∫
B(x,r)

|f(y)|dy + |fB(x,r)|

≤ 2
1

|B(x, r)|

∫
B(x,r)

|f(y)|dy

≤ 2||f ||∞
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ve buradan

||f ||∗ ≤ 2||f ||∞

elde edilir.

||f ||∗ ≤ 2||f ||∞ olduğundan L∞(Rn) ⊂ BMO(Rn) sağlanır. Her sınırlı

(ölçülebilir) fonksiyon BMO uzayındandır. Ancak sınırlı olmayan BMO fonksiy-

onları da vardır. BMO(Rn) uzayına ait olan fakat L∞(Rn) uzayına ait olmayan

tipik bir örnek log |x| verilebilir. Şimdi BMO fonksiyonlarına pekçok örnek vermeyi

sağlayan bir sonucu verelim.

Teorem 2.3.2 ([36]) Eğer ω bir A1 ağırlığı ise bu durumda sadece [ω]A1 e bağlı bir

norm ile logω ∈ BMO sağlanır.

Şimdi BMO uzayına ait olmayan bir fonksiyon örneği verelim.

Örnek 2.3.3 g(x) = sign(x) log 1
|x| fonksiyonu BMO([−1, 1]) uzayına ait değildir.

Gerçekten 0 < h < 1 ve I ≡ [−h, h] için g1 = 0 ve

1

|I|

∫
I

|g(y)− g1|dy =
1

2h

∫ h

−h

∣∣∣∣log 1

|x|

∣∣∣∣ dx = 1

h

∫ h

0

log
1

x
dx

= 1 + log
1

h
−→ ∞, h −→ 0 iken

elde edilir. Dolayısıyla bu örnek bir fonksiyonun mutlak değeri BMO sınıfına ait ise

bu fonksiyonun bir BMO fonksiyonu olmasını gerektirmeyeceğini gösterir.

Uyarı 2.3.4 ([56])

(1) Her f ∈ BMO(Rn) ve α > 0 için

|{x ∈ B : |f(x)− fB| > α}| ≤ C1 |B| e−C2α/‖f‖∗ , ∀B ⊂ Rn

olacak şekilde pozitif C1 ve C2 sayıları vardır. Bu eşitsizlik John-Nirenberg

eşitsizliği olarak bilinir.

(2) John-Nirenberg eşitsizliği 1 < p < ∞ için

‖f‖∗ ≈ sup
x∈Rn,r>0

(
1

|B(x, r)|

∫
B(x,r)

∣∣f(y)− fB(x,r)

∣∣p dy) 1
p

olmasını gerektirir.
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(3) f ∈ BMO(Rn) olsun. Bu durumda 0 < 2r < t için∣∣fB(x,r) − fB(x,t)

∣∣ ≤ C‖f‖∗ ln
t

r
(2.4)

olacak şekilde x, r, t ve f fonksiyonundan bağımsız pozitif bir C sayısı vardır.

Uyarı 2.3.5

(i) Eğer f ∈ BMO(Rn) ve h ∈ Rn ise bu durumda f (· − h) ∈ BMO(Rn) ve

‖f (· − h) ‖BMO = ‖f‖BMO

dır.

(ii) Eğer f ∈ BMO(Rn) ve h ∈ Rn, λ > 0 ise bu durumda f (λx) ∈ BMO(Rn) ve

‖f (λ·) ‖BMO = ‖f‖BMO

dır.

(iii) Eğer f ∈ BMO(Rn) ise bu durumda

‖f‖BMO ≈ sup
Q

inf
c∈Rn

1

|Q|

∫
Q

|f(x)− c| dx

dır.

2.4 Lp,λ Morrey Uzayı

Klasik Morrey uzayları 1938 yılında C.B. Morrey tarafından ikinci dereceden

eliptik kısmi diferensiyel denklemlerin çözümlerinin lokal davranışları araştırılırken

ve varyasyonlar analizi teorisindeki problemlerle ilgilenilirken ortaya çıkarılmıştır.

Morrey uzaylarının önemli uygulamaları Navier-Stokes ve Schrödinger denklem-

lerinde, süreksiz katsayılı eliptik problemlerde ve potansiyel teoride ortaya çıkmıştır.

Tanım 2.4.1 1 ≤ p < ∞, 0 ≤ λ ≤ n, f ∈ Lloc
p (R

n) olmak üzere Lp,λ ≡ Lp,λ(Rn)

Morrey uzayı

Lp,λ :=
{
f : ||f ||Lp,λ

< ∞
}

şeklinde tanımlanır. Burada ||f ||Lp,λ
normu

||f ||Lp,λ
≡ ||f ||Lp,λ(Rn) = sup

x∈Rn,r>0

(
1

rλ

∫
B(x,r)

|f(y)|pdy
) 1

p

şeklinde verilir.
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λ = 0 için Lp,0 ≡ Lp(Rn) dir. Eğer λ < 0 veya λ > n ise bu durumda

Lp,λ = θ olur. Burada θ, Rn üzerinde 0 a denk olan bütün fonksiyonların kümesini

göstermektedir.

WLpλ ≡ WLp,λ(Rn) ile bütün f ∈ WLloc
p fonksiyonlarının uzayı olan zayıf

Morrey uzayını göstereceğiz. Burada,

‖f‖WLp,λ
≡ ‖f‖WLp,λ(Rn) = sup

x∈Rn,r>0
r−

λ
p ‖f‖WLp,λ(B(x,r)) < ∞

şeklindedir.

Lemma 2.4.2 1 ≤ p < ∞ olsun. Bu durumda Lp,n ≡ L∞(Rn) ve

‖f‖Lp,n = v1/pn ‖f‖L∞(Rn)

olup, burada vn = |B(0, 1)| dır.

İspat. f ∈ L∞(Rn) olsun. Bu durumda(
t−n

∫
B(x,t)

|f(y)|pdy
)1/p

≤ v1/pn ||f ||L∞(Rn)

olur. Buradan f ∈ Lp,n ve

‖f‖Lp,n ≤ v1/pn ‖f‖L∞(Rn)

şeklindedir. f ∈ Lp,n olmak üzere Lebesgue yakınsaklık teoreminden (bkz. [82])

lim
t→∞

|B(x, t)|−1

∫
B(x,t)

|f(y)|pdy = |f(x)|p

olur. Bu durumda

|f(x)| =
(
lim
t→∞

|B(x, t)|−1

∫
B(x,t)

|f(y)|pdy
)1/p

≤ v−1/p
n ‖f‖Lp,n

şeklindedir. Buradan f ∈ L∞(Rn) dır ve

‖f‖L∞(Rn) ≤ v−1/p
n ‖f‖Lp,n

olur.

Lemma 2.4.3 1 ≤ p < ∞, 0 ≤ λ < n olsun. Bu durumda α = n−λ
p
için

‖f‖L1,n−α ≤ v1/p
′

n ‖f‖Lp,λ

dır ve buradan Lp,λ ⊂ L1,n−p olur. Burada 1/p+ 1/p
′ = 1 dır.
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İspat. f ∈ Lp,λ, 1 ≤ p < ∞, 0 ≤ λ < n ve αp = n − λ olmak üzere Hölder

eşitsizliğinden∫
B(x,t)

|f(y)|dy ≤
(∫

B(x,t)

|f(y)|pdy
)1/p(∫

B(x,t)

dy

)1/p′

= v1/p
′

n tn/p
′
(∫

B(x,t)

|f(y)|pdy
)1/p

elde edilir. Ayrıca

tα−n

∫
B(x,t)

|f(y)|dy ≤ v1/p
′

n tα−n/p

(∫
B(x,t)

|f(y)|pdy
)1/p

= v1/p
′

n

(
t−λ

∫
B(x,t)

|f(y)|pdy
)1/p

≤ v1/p
′

n ‖f‖Lp,λ

elde edilir. Buradan f ∈ L1,n−α ve

‖f‖L1,n−α ≤ v1/p
′

n ‖f‖Lp,λ

şeklindedir

2.5 Lp,κ(ω) Ağırlıklı Morrey Uzayı

Lp,κ(ω) ağırlıklı Morrey uzayı 2009 yılında Komori ve Shirai [59] tarafın-

dan tanımlanmış ve Hardy-Littlewood maximal operatörleri ve Calderón-Zygmund

operatörleri gibi harmonik analizin klasik operatörlerinin sınırlılıkları bu uzaylarda

araştırılmıştır.

Tanım 2.5.1 1 ≤ p < ∞, 0 < κ < 1 ve ω bir ağırlık fonksiyonu olsun. Bu durumda

Lp,κ(ω) ≡ Lp,κ(Rn, ω) ağırlıklı Morrey uzayı

‖f‖Lp,κ(ω) = sup
x∈Rn,r>0

ω (B(x, r))−
κ
p ‖f‖Lp,ω(B(x,r)) < ∞

ile bütün lokal integrallenebilir fonksiyonların uzayı olarak tanımlanır.

Ayrıca WLp,κ(ω) ≡ WLp,κ(Rn, ω) ile

‖f‖WLp,κ(ω) = sup
x∈Rn,r>0

ω (B(x, r))−
κ
p ‖f‖WLp,ω(B(x,r)) < ∞

olmak üzere bütün lokal integrallenebilir fonksiyonların zayıf ağırlıklı Morrey uzayı

gösterilir.
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Uyarı 2.5.2 ([84])

(1) Eğer ω ≡ 1 ve 0 < λ < n olmak üzere κ = λ/n ise bu durumda Lp,λ/n(1) =

Lp,λ(Rn) klasik Morrey uzayıdır.

(2) ω ∈ Δ2 olsun. Eğer κ = 0 ise bu durumda Lp,0(ω) = Lp(ω) olur. Eğer κ = 1

ise, bu durumda ω ye göre Lebesgue diferensiyelleme teoreminden Lp,1(ω) =

L∞(ω) elde edilir.

2.6 Mp,ϕ Genelleştirilmiş Morrey Uzayı

Morrey uzaylarının genişlemesi olan Mp,ϕ genelleştirilmiş Morrey uzayı 1990

yılında Mizuhara [65] tarafından tanımlanmış ve singüler integral operatörünün bu

uzaylardaki sınırlılığı araştırılmıştır. 1994 yılında Nakai [72] tarafından harmonik

analizde önemli bir yere sahip olan maksimal integral operatörünün, Riesz potan-

siyelinin ve singüler integral operatörünün Mp,ϕ genelleştirilmiş Morrey uzayların-

daki sınırlılığı araştırılmıştır. Mp,ϕ geneleştirilmiş Morrey uzayının normalleştirilmiş

normlu hali ilk olarak 2009 yılında Guliyev [38] tarafından tanımlanmış ve harmonik

analizin integral operatörlerinin sınırlılığı Mizuhara ve Nakai’ye göre daha geniş şart-

lar altında araştırılmıştır. Ayrıca Guliyev [45], [46] tarafından Mp,ϕ genelleştirilmiş

Morrey uzaylarında maksimal, potansiyel ve singüler integral operatörlerin sınırlılık-

ları ortaya koyduğu yeni metot ile elde edilmiştir.

Mp,ϕ genelleştirilmiş Morrey uzayı Mizuhara [65] tarafından aşağıdaki şekilde

tanımlanmıştır.

Tanım 2.6.1 ([65]) ϕ(x, r), Rn × (0,∞) üzerinde pozitif ölçülebilir bir fonksiyon
olsun. Mp,ϕ ≡ Mp,ϕ(Rn), 1 ≤ p < ∞ ile

‖f‖Mp,ϕ ≡ ‖f‖Mp,ϕ(Rn) = sup
x∈Rn, r>0

ϕ(x, r)−1‖f‖Lp(B(x,r)) < ∞

normuna sahip bütün f ∈ Lloc
p (R

n) fonksiyonlarının uzayı genelleştirilmiş Morrey

uzayı olarak tanımlanır.

Ayrıca WMp,ϕ ≡ WMp,ϕ(Rn) ile

‖f‖WMp,ϕ ≡ ‖f‖WMp,ϕ(Rn) = sup
x∈Rn, r>0

ϕ(x, r)−1‖f‖WLp(B(x,r)) < ∞

18



normuna sahip bütün f ∈ WLloc
p (R

n) fonksiyonlarının uzayı zayıf genelleştirilmiş

Morrey uzayı olarak tanımlanır. Burada WLp(B(x, r)) uzayı ile

‖f‖WLp(B(x,r)) ≡ ‖fχ
B(x,r)

‖WLp(Rn) < ∞

şeklindeki bütün ölçülebilir f fonksiyonlarını içeren zayıf Lp uzayı ifade edilir.

Ayrıca doğal topoloji ile verilen Lloc
p (R

n) ve WLloc
p (R

n) uzayları her B ⊂ Rn

yuvarı için fχB ∈ Lp(Rn) ve fχB ∈ WLp(Rn) şeklindeki bütün f fonksiyonların

uzayı olarak tanımlanır.

Bu tanıma göre ϕ(x, r) = r
λ
p için

Lp,λ =Mp,ϕ

∣∣∣
ϕ(x,r)=r

λ
p
, WLp,λ = WMp,ϕ

∣∣∣
ϕ(x,r)=r

λ
p

olduğu görülür.

Mp,ϕ genelleştirilmiş Morrey uzayının normalleşmiş normlu hali Guliyev [38]

tarafından aşağıdaki şekilde tanımlanmıştır.

Tanım 2.6.2 [38] ϕ(x, r), Rn × (0,∞) üzerinde pozitif ölçülebilir bir fonksiyon ol-
sun. Mp,ϕ ≡ Mp,ϕ(Rn), 1 ≤ p < ∞ ile

‖f‖Mp,ϕ ≡ ‖f‖Mp,ϕ(Rn) = sup
x∈Rn, r>0

ϕ(x, r)−1 |B(x, r)|− 1
p ‖f‖Lp(B(x,r)) < ∞

normalleşmiş normuna sahip bütün f ∈ Lloc
p (R

n) fonksiyonlarının uzayı genelleşti-

rilmiş Morrey uzayı olarak tanımlanır.

Ayrıca WMp,ϕ ≡ WMp,ϕ(Rn) ile

‖f‖WMp,ϕ ≡ ‖f‖WMp,ϕ(Rn) = sup
x∈Rn, r>0

ϕ(x, r)−1 |B(x, r)|− 1
p ‖f‖WLp(B(x,r)) < ∞

normalleşmiş normuna sahip bütün f ∈ WLloc
p (R

n) fonksiyonlarının uzayı zayıf ge-

nelleştirilmiş Morrey uzayı olarak tanımlanır.

Bu tanıma göre ϕ(x, r) = r
λ−n
p için

Lp,λ =Mp,ϕ

∣∣∣
ϕ(x,r)=r

λ−n
p

, WLp,λ = WMp,ϕ

∣∣∣
ϕ(x,r)=r

λ−n
p

olduğu görülür.

Harmonik analizin integral operatörlerininMp,ϕ genelleştirilmiş Morrey uzay-

larındaki sınırlılıklarını elde etmek amacıyla (ϕ1, ϕ2) üzerindeki şart için tartışan

birçok çalışma vardır. Guliyev [38] tarafından (ϕ1, ϕ2) çifti için∫ ∞

r

tαϕ1(x, t)
dt

t
≤ Cϕ2(x, r) (2.5)
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şartı getirilmiştir. Burada, C sayısı x ve r den bağımsız pozitif bir sayıdır. Guliyev

[2], [46] tarafından Calderón-Zygmund singüler integral operatörünün ve 1 < p <

q < ∞, α = n(1/p − 1/q) olmak üzere, Riesz potansiyelinin, Mp,ϕ1(R
n) uzayından

Mq,ϕ2(R
n) uzayına sınırlılığı elde edilmiş ve x ∈ Rn ve 1 ≤ p < ∞ için

∫ ∞

r

ess inf
t<s<∞

ϕ1(x, s)s
n
p

t
n
q
+1

dt ≤ ϕ2(x, r) r > 0 (2.6)

daha zayıf şart tanımlanmıştır.

Eğer (ϕ1, ϕ2) çifti (2.5) şartını sağlarsa, bu durumda (2.6) şartını da sağlar.

Ancak tersi doğru değildir (bkz. [46]).

(ϕ1, ϕ2) çifti (2.6) ve

∫ ∞

r

(
1 + ln

t

r

)ess inf
t<s<∞

ϕ1(x, s)s
n
p

t
n
q

dt

t
≤ Cϕ2(x, r)

şartlarını sağlamak üzere, Guliyev [2], [46] tarafından kaba çekirdekli TΩ,α kesirli in-

tegral operatörünün ve [b, TΩ,α] komütatörünün genelleştirilmiş Morrey uzaylarında

sınırlılığı elde edilmiştir.

2.7 Mp,ϕ(ω) Genelleştirilmiş Ağırlıklı Morrey Uzayı

2009 yılında Komori ve Shirai [59] tarafından tanımlanan Lp,κ(ω) ağırlıklı

Morrey uzayları ile aynı yıllarda Guliyev [38] tarafından tanımlananMp,ϕ geneleştir-

ilmiş Morrey uzayının normalleştirilmiş normlu halini kapsayan Mp,ϕ(ω) genelleşti-

rilmiş ağırlıklı Morrey uzayları 2011 yılında Guliyev [41] tarafından tanımlanmış

ve harmonik analizin integral operatörlerinin ve yüksek mertebeden komütatör-

lerinin bu uzaylardaki sınırlılıkları araştırılmıştır. Ayrıca Mp,ϕ(ω) genelleştirilmiş

ağırlıklı Morrey uzayı Guliyev ile birlikte Akbulut, Alizadeh, Mustafayev, Serbetci

gibi araştırmacılar tarafından da çalışılmıştır (bkz. [39], [47], [50], [51], [58], [71]).

Mp,ϕ(ω) genelleştirilmiş ağırlıklı Morrey uzayı Guliyev [41] tarafından aşağı-

daki şekilde tanımlanmıştır.

Tanım 2.7.1 ([41])ϕ(x, r), Rn × (0,∞) üzerinde bir pozitif ölçülebilir fonksiyon ve
ω, Rn üzerinde negatif olmayan ölçülebilir fonksiyon olsun. Mp,ϕ(ω) ≡ Mp,ϕ(Rn, ω)
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olmak üzere 1 ≤ p < ∞ için

‖f‖Mp,ϕ(ω) ≡ ‖f‖Mp,ϕ(Rn,ω)

= sup
x∈Rn,r>0

ϕ(x, r)−1ω(B(x, r))−
1
p‖f‖Lp,ω < ∞

normuna sahip bütün f ∈ Lloc
p,ω(R

n) fonksiyonlarının uzayı genelleştirilmiş ağırlıklı

Morrey uzayı olarak tanımlanır.

Ayrıca WMp,ϕ(ω) ≡ WMp,ϕ(Rn, ω) ile

‖f‖WMp,ϕ(ω) ≡ ‖f‖WMp,ϕ(Rn,ω)

= sup
x∈Rn,r>0

ϕ(x, r)−1ω(B(x, r))−
1
p‖f‖WLp,ω < ∞

normuna sahip bütün f ∈ WLloc
p,ω(R

n) fonksiyonlarının uzayı zayıf genelleştirilmiş

ağırlıkı Morrey uzayı olarak tanımlanır.

Uyarı 2.7.2

(1) Eğer ω ≡ 1 ise, bu durumda Mp,ϕ(1) =Mp,ϕ genelleştirilmiş Morrey uzayıdır.

(2) Eğer ϕ(x, r) ≡ ω(B(x, r))
κ−1
p ise, bu durumda Mp,ϕ(ω) = Lp,κ(ω) ağırlıklı

Morrey uzayıdır.

(3) Eğer ω ≡ 1 ve 0 < λ < n olmak üzere ϕ(x, r) = r
λ−n
p ise, bu durumdaMp,ϕ(1) =

Lp,λ klasik Morrey uzayı ve WMp,ϕ(1) = WLp,λ zayıf Morrey uzayıdır.

(4) Eğer ϕ(x, r) ≡ ω(B(x, r))−
1
p ise, bu durumdaMp,ϕ(ω) = Lp(ω) ağırlıklı Lebesgue

uzayıdır.

Guliyev [41], [50] tarafından her x ∈ Rn ve t > 0 olduğunda 1 ≤ p < q < ∞
için C > 0 olmak üzere∫ ∞

r

ess inf
t<s<∞

ϕ1(x, s)ω(B(x, s))
1
p

ω(B(x, t))
1
q

dt

t
≤ Cϕ2(x, r) (2.7)

şeklinde bir ağırlık şartı tanımlanmıştır.

ω ∈ Ap ve 1 ≤ p < q < ∞ için (ϕ1, ϕ2) çifti (2.7) veya∫ ∞

r

lnk
(
e+

t

r

)ess inf
t<s<∞

ϕ1(x, s)(ω(B(x, s)))
1
p

ω(B(x, t))
1
q

dt

t
≤ Cϕ2(x, r)

şartlarını sağlamak üzere, Guliyev [41] tarafından Tα operatörünün ve [b, Tα]
k ko-

mütatörünün Mp,ϕ(ω) genelleştirilmiş ağırlıklı Morrey uzaylarında sınırlılığı elde

edilmiştir.
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2.8 Hardy-Littlewood Maksimal Operatörü, Riesz Potansiyeli,

Singüler İntegral Operatörü ve Komütatör Operatörü

Hardy-Littlewood maksimal fonksiyonu ilk olarak 1930 yılında n = 1 için

Hardy ve Littlewood [52] tarafından 1939 yılında Wiener [88] tarafından n > 1

için kompleks analizin uygulamalarına yönelik olarak tanımlanmıştır. Maksimal

fonksiyon analizde pekçok operatörün sınırlılığında çok önemli bir role sahiptir.

Hardy-Littlewood maksimal fonksiyonunun farklı tanımları aşağıdaki gibi verilebilir.

Tanım 2.8.1 (Hardy-Littlewood maksimal fonksiyonu) f ∈ Lloc(Rn) olsun.

Bu durumda Mf Hardy-Littlewood maksimal fonksiyonu

Mf(x) = sup
r>0

|B(0, r)|−1

∫
B(0,r)

|f(x− y)|dy (2.8)

ile tanımlanır. Bu fonksiyon +∞ a eşit olabilir.

Hardy-Littlewood maksimal fonksiyonu yuvar yerine küp alınarak aşağıdaki

gibi tanımlanabilir.

f ∈ Lloc(Rn) olsun. EğerQr, [−r, r]n kübü iseM ′f merkezli Hardy-Littlewood

maksimal fonksiyonu

M ′f(x) = sup
r>0

1

(2r)n

∫
Qr

|f(x− y)| dy (2.9)

ile tanımlanır. n = 1 iken M ve M ′ çakışır. Eğer n > 1 ise bu durumda

C1M
′f(x) ≤ Mf(x) ≤ C2M

′f(x)

olacak şekilde sadece n ye bağlı C1 ve C2 sabitleri vardır. Bu eşitsizlikten dolayı

M ve M ′ operatörleri uygun koşullara göre değiştirilebilir. Ayrıca, M∗f merkezli

olmayan Hardy-Littlewood maksimal fonksiyonu f ∈ Lloc(Rn) için

M∗f(x) = sup
B(x0,r)�x

1

|B(x0, r)|

∫
B(x0,r)

|f(y)|dy (2.10)

şeklinde tanımlanır. Burada supremum x i içeren ve kenarları eksenlere paralel

olan bütün B ⊂ Rn yuvarları üzerinden alınmaktadır. M ve M∗ noktasal olarak

eşdeğerdir.

Uyarı 2.8.2 (2.8)-(2.10) ifadeleri için her x ∈ Rn olmak üzere

C0Mf(x) ≤ C1M
′f(x) ≤ C2M

∗f(x) ≤ C3Mf(x)
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eşitsizliğini sağlayan n ye bağlı Ci(i = 0, 1, 2, 3) sayıları vardır. Mf , M ′f ve M∗f

Hardy-Littlewood maksimal fonksiyonları noktasal olarak eşdeğerdir.

Uyarı 2.8.3 f ∈ Lloc
1 olmak üzere Mf(x) Hardy-Littlewood maksimal fonksiyonu

Rn de alt yarı sürekli ölçülebilir bir fonksiyondur.

M Hardy-Littlewood maksimal operatörü altlineer ve homojen bir operatördür.

Yani,

M(f + g) ≤ Mf +Mg ve M(λf) = λ(Mf), ∀λ ≥ 0

sağlanır.

Hardy-Littewood maksimal operatörünün Lp(Rn) Lebesgue uzayındaki sınır-

lılığı 1 < p ≤ ∞ olmak üzere n = 1 için Hardy-Littlewood [52] tarafından n > 1 için

Wiener [88] tarafından araştırılmıştır

Uyarı 2.8.4 M Hardy-Littlewood maksimal operatörü L1(Rn) uzayından L1(Rn)

uzayına sınırlı değildir. Gerçekten; n = 1 ve x ≥ 1 durumunda f(x) = χ[0,1](x) için

Mf(x) ≥ 1

2x

∫ 2x

0

|f(y)|dy = 1

2x

olup, buradan ∫
Rn

Mf(x)dx ≥
∫ ∞

1

Mf(x)dx ≥
∫ ∞

1

1

2x
dx =∞

elde edilir.

Önerme 2.8.5 ([28]) Eğer f ∈ L1(Rn) sıfıra denk değilse bu durumda Mf �∈
L1(Rn) dir.

M Hardy-Littlewood maksimal operatörü L1(Rn) uzayında sınırlı olmamasına

rağmen, L1(Rn) uzayından WL1(Rn) uzayına sınırlıdır. Aağıdaki teorem M Hardy-

Littlewood maksimal operatörünün hemen hemen her yerde sonlu, zayıf (1, 1) ve

1 < p ≤ ∞ için (p, p) tipinden bir operatör olduğunu ifade etmektedir.

Teorem 2.8.6 ([82])

(1) f ∈ Lp(Rn) ve 1 ≤ p ≤ ∞ olsun. Bu durumda hemen her x ∈ Rn için

Mf(x) < ∞ dır.
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(2) p = 1 ise, bu durumda her λ > 0 ve f ∈ L1(Rn) için

|{x ∈ Rn : Mf(x) > λ}| ≤ C

λ
‖f‖L1(Rn)

olacak şekilde bir C = C(n) > 0 sabiti vardır.

(3) 1 < p ≤ ∞ ise, her f ∈ Lp(Rn) için

‖Mf‖Lp(Rn) ≤ C‖f‖Lp(Rn)

olacak şekilde bir C = C(n, p) > 0 sabiti vardır.

Theorem (2.8.7) ve Theorem (2.8.8) ilk olarak 1972 yılında bir boyutta Muck-

enhoupt [67] tarafından n > 1 durumunda ise 1983 yılında Journé [57] tarafından

ispatlanmıştır.

Teorem 2.8.7 ([57]) 1 ≤ p < ∞ olsun. Bu durumda ω ∈ Ap için M Hardy-

Littlewood maksimal operatörü zayıf (Lp(ω), Lp(ω)) tipinden bir operatördür. Yani,

1 ≤ p < ∞ ve ω ∈ Ap olmak üzere, her λ > 0 ve f(x) ∈ Lp(ω) için

ω ({x ∈ Rn : Mf(x) > λ}) ≤ C

λp
‖f‖pLp(w)

eşitsizliğini sağlayan bir C > 0 sayısı vardır.

Teorem 2.8.8 ([57]) 1 < p < ∞ olsun. Bu durumda ω ∈ Ap için M Hardy-

Littlewood maksimal operatörü (Lp(ω), Lp(ω)) tipinden bir operatördür.

Teorem 2.8.9 ([18]) 1 ≤ p < ∞, 0 ≤ λ < n olsun. Bu durumda p > 1 için

‖Mf‖Lp,λ
≤ C‖f‖Lp,λ

ve p = 1 için

‖Mf‖WL1,λ
≤ C‖f‖L1,λ

sağlanır. Burada C sabiti f fonksiyonundan bağımsızdır.

Ayrıca 1 ≤ p ≤ ∞, 0 < λ < n ve f ∈ Lp,λ için Rn de Mf maksimal fonksiyonu

hemen her yerde sonludur.
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Teorem 2.8.10 ([59]) 1 < p < ∞ ve 0 < κ < 1 olsun. Bu durumda ω ∈ Ap için M

Hardy-Littlewood maksimal operatörü Lp,κ(ω) ağırlıklı Morrey uzayında sınırlıdır.

Eğer p = 1, 0 < κ < 1 ve ω ∈ A1 ise bu durumda her λ > 0 ve herhangi bir Q küpü

için

ω ({x ∈ Q :Mf(x) > λ}) ≤ C

λ
‖f‖L1,κ(ω)ω(Q)

κ

eşitsizliği sağlanır.

Aşağıdaki teorem 1994 yılında Nakai [72] tarafından ispatlanmıştır.

Teorem 2.8.11 ([72]) 1 ≤ q < p < ∞ olsun. r ≤ t ≤ 2r iken c ≥ 1 sayısı t, r,

x ∈ Rn den, C sayısı da x ve r den bağımsız olmak üzere ϕ(x, r)

c−1ϕ(x, r) ≤ ϕ(x, t) ≤ cϕ(x, r)

ve ∫ ∞

r

ϕ(x, t)p
dt

t
≤ Cϕ(x, r)p

şartlarını sağlasın. Bu durumda M operatörü 1 ≤ q < p < ∞ için Mp,ϕ genelleşti-

rilmiş Morrey uzayında sınırlıdır.

Aşağıdaki teorem 2011 yılında Guliyev [41] tarafından ispatlanmıştır.

Teorem 2.8.12 [41] 1 ≤ p < ∞, ω ∈ Ap için C pozitif bir sayı olmak üzere (ϕ1, ϕ2)

çifti ∫ ∞

r

ess inf
t<s<∞

ϕ1(x, s)(ω(B(x, s)))
1
p

ω(B(x, t))
1
p

dt

t
≤ Cϕ2(x, r)

şartını sağlasın. Bu durumda p > 1 için M Hardy-Littlewood maksimal operatörü

Mp,ϕ1(ω) uzayından Mp,ϕ2(ω) uzayına ve p = 1 için M1,ϕ1(ω) uzayından WM1,ϕ2(ω)

uzayına sınırlıdır.

Singüler integral operatörler harmonik analizde önemli bir yere sahip olup ik-

inci dereceden kısmi diferensiyel denklemlerin çözümlerinin regülerliği ile ilgili çalış-

malarla yakından ilgilidir.

Tanım 2.8.13 (Singüler integral operatörü ve komütatör operatörü) Singüler

integraller y′ = y/|y| olmak üzere

T f(x) = lim
ε→0

∫
|y|>ε

Ω(y′)
|y|n f(x− y)dy
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biçimindeki operatörlerdir. Burada Ω, Rn deki Sn−1 birim küresi üzerinde tanım-

lanmış olup sıfır ortalamalı, integrallenebilir bir fonksiyondur.

Cc
∞(R

n) den Lloc
1 (R

n) tanımlı T operatörü aşağıdaki şartları sağlarsaCalderón-

Zygmund operatörü olarak adlandırılır.

(a) T , L2(Rn) de sınırlı lineer operatördür.

(b) Her f ∈ Lc
∞(R

n), için

T f(x) =

∫
Rn

K(x, y)f(y)dy x ∈ {suppf}c,

şeklinde bir K çekirdeği vardır.

(c) K çekirdeği x, y ∈ Rn ve x �= y olduğunda C > 0 ve bazı δ > 0 için

|K(x, y)| ≤ C

|x− y|n ,

|K(x+ h, y)−K(x, y)| ≤ C|h|δ
|x− y|n+δ

,

|K(x, y + h)−K(x, y)| ≤ C|h|δ
|x− y|n+δ

Calderón-Zygmund eşitsiziklerini sağlar. Burada |h| < |x−y|/2 dır (bkz. [80]).

Teorem 2.8.14 ([30]) Eğer 1 < p < ∞ için T Calderón-Zygmund operatörü Lp(Rn)

üzerinde sınırlıdır. Eğer p = 1 ise, bu durumda her λ > 0 ve f ∈ L1(Rn) için

|{x ∈ Rn : |T f(x)| > λ}) ≤ C

λ
‖f‖L1(Rn)

olacak şekilde bir C = C(n) > 0 sabiti vardır.

Teorem 2.8.15 ([28]) Eğer 1 < p < ∞ ve ω ∈ Ap ise T Calderón-Zygmund oper-

atörü Lp(ω) üzerinde sınırlıdır. Eğer p = 1 ve ω ∈ A1 ise her λ > 0 için

ω ({x ∈ Rn : |T f(x)| > λ}) ≤ C

λ
‖f‖L1(ω)

ifadesi sağlanır.

Teorem 2.8.16 ([18]) 1 ≤ p < ∞, 0 < λ < n olsun. Bu durumda 1 < p < ∞
için T Calderón-Zygmund operatörü Lp,λ üzerinde sınırlıdır. Ayrıca p = 1 için L1,λ

uzayından WL1,λ uzayına sınırlıdır.
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Teorem 2.8.17 ([59]) 1 < p < ∞, 0 < κ < 1 ve ω ∈ Ap olsun. Bu durumda T
Calderón-Zygmund operatörü Lp,κ(ω) üzerinde sınırlıdır. Eğer p = 1, 0 < κ < 1 ve

ω ∈ A1 ise bu durumda her λ > 0 ve herhangi bir Q küpü için

ω ({x ∈ Q : |T f(x)| > λ}) ≤ C

λ
‖f‖L1,κ(ω)ω(Q)

κ

eşitsizliği sağlanır.

Aşağıdaki teorem 1994 yılında Nakai [72] tarafından ispatlanmıştır.

Teorem 2.8.18 ([72]) 1 ≤ p < ∞ olsun. r ≤ t ≤ 2r iken c ≥ 1 sayısı t, r, x ∈ Rn

den, C sayısı da x ve r den bağımsız olmak üzere ϕ(x, r)

c−1ϕ(x, r) ≤ ϕ(x, t) ≤ cϕ(x, r)

ve ∫ ∞

r

ϕ(x, t)p
dt

t
≤ Cϕ(x, r)p

şartlarını sağlasın. Bu durumda T operatörü p > 1 içinMp,ϕ genelleştirilmiş Morrey

uzayında ve M1,ϕ uzayından WM1,ϕ uzayına sınırlıdır.

Aşağıdaki teorem, 1994 yılında Guliyev [42] tarafından ispatlanmış ve Mizuhara

[65] tarafından elde edilen sonuçları içermektedir. Ayrıca ϕ1 = ϕ2 = ϕ durumu için

1994 yılında Nakai [72] tarafından elde edilen sonuçları da içermektedir. Burada her

t, r > 0 ve C > 0 için 0 < r ≤ t ≤ 2r olacak şekilde ϕ

C−1ϕ(t) ≤ ϕ(r) ≤ Cϕ(t)

doubling şartını sağlar.

Teorem 2.8.19 ([42]) 1 ≤ p < ∞ iken C pozitif bir sayı olmak üzere her t > 0 için

ϕ1 ve ϕ2 ∫ ∞

r

ϕ1(x, r)
dr

r
≤ Cϕ2(x, t) (2.11)

şartını sağlasın. Bu durumda p > 1 için T Calderón-Zygmund operatörü Mp,ϕ1

uzayından Mp,ϕ2 uzayına ve p = 1 için M1,ϕ1 uzayından WM1,ϕ2 uzayına sınırlıdır.

Ayrıca, Guliyev [2], [46] tarafından daha zayıf şartla Calderón-Zygmund

singülar integral oparatörünün 1 ≤ p < ∞ için Mp,ϕ1 uzayından Mp,ϕ1 uzayına

sınırlılığı araştırılmışır.
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Teorem 2.8.20 ([2], [46]) 1 ≤ p < ∞ iken C pozitif bir sayı olmak üzere her t > 0

için ϕ1 ve ϕ2 çifti ∫ ∞

r

ess inf
t<s<∞

ϕ1(x, s)s
n
p

t
n
p
+1

dt ≤ Cϕ2(x, r) (2.12)

şartını sağlasın. Bu durumda p > 1 için T Calderón-Zygmund operatörü Mp,ϕ1

uzayından Mp,ϕ2 uzayına ve p = 1 için M1,ϕ1 uzayından WM1,ϕ2 uzayına sınırlıdır.

Eğer (ϕ1, ϕ2) çifti (2.11) şartını sağlarsa, bu durumda (2.12) şartını da sağlar.

Ancak tersi doğru değildir (bkz. [46]).

Teorem 2.8.21 [41] 1 < p < ∞, ω ∈ Ap için C pozitif bir sayı olmak üzere (ϕ1, ϕ2)

çifti ∫ ∞

r

ess inf
t<s<∞

ϕ1(x, s)(ω(B(x, s)))
1
p

ω(B(x, t))
1
p

dt

t
≤ Cϕ2(x, r)

şartını sağlasın. Bu durumda p > 1 için T Calderón-Zygmund operatörü Mp,ϕ1(ω)

uzayından Mp,ϕ2(ω) uzayına ve p = 1 için M1,ϕ1(ω) uzayından WM1,ϕ2(ω) uzayına

sınırlıdır.

Calderón komütatörü 1965 yılında Calderón [16] tarafından Cauchy inte-

gralinin Lipschitz eğrisi üzerindeki çalışması sırasında

Ch,ϕ(f)(x) = p.v.

∫ ∞

∞
h

(
ϕ(x)− ϕ(y)

x− y

)
f(y)

x− y
dy

şeklinde tanımlanmıştır. Burada h ∈ C∞(Rn), ϕ ise R üzerinde bir Lipschitz fonksiy-

onudur. Eğer h(t) = (1 + it)1 ise bu durumda Ch,ϕ(f), y = ϕ(x) eğrisi üzerinde

Cauchy integralidir. Eğer h = 1 ise bu durumda Ch,ϕ(f) Hilbert dönüşümüdür.

Eğer k bir doğal sayı olmak üzere h(t) = tk ise bu durumda Ch,ϕ(f), ϕ nin Hilbert

dönüşümünün k. mertebeden komütatörüdür.

Tanım 2.8.22 f ∈ C∞
0 , b ∈ Lloc(Rn) ve T Calderón-Zygmund operatörü olmak

üzere [b, T ] komütatör operatörü

[b, T ]f(x) =
∫
Rn

[b(x)− b(y)] k(x− y)f(y)dy, x �∈ suppf

şeklinde tanımlanır.

K, Calderón-Zygmund singüler integral operatör ve b ∈ BMO(Rn) olmak

üzere [b,K]f = K(bf)− bKf şeklinde tanımlanan komütatör operatörü 1 < p < ∞
için Lp(Rn) uzayında sınırlıdır (bkz. [16], [17]).
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1976 yılında Coifman, Rochberg veWeiss [22] tarafından TΩ Calderón-Zygmund

singüler integral operatörünün ve bir b fonksiyonunun ürettiği [b, TΩ] komütatörünün

Lp(Rn)(1 < p < ∞) sınırlılığı üzerine araştırma yapılmıştır. Burada Ω

(i) Herhangi bir λ > 0 ve her x ∈ Rn için Ω(λx) = Ω(x)

(ii)
∫
Sn−1 Ω(x

′)dσ(x′) = 0

şartlarını sağlamak üzere, b ∈ BMO(Rn) fonksiyonu için [b, TΩ] komütatörü

[b, TΩ](f)(x) = p.v.

∫
Rn

Ω(x− y)

|x− y|n [b(x)− b(y)] f(y)dy (2.13)

şeklinde tanımlanır.

Ölçülebilir fonksiyonlar kümesi üzerinde tanımlı bir lineer T operatörü ve bir

b fonksiyonu için [b, T ] komütatörü [b, T ]f(x) = b(x)T f(x) − T (bf)(x) ile tanım-
lanır. Coifman, Rochberg ve Weiss [22] tarafından [b, TΩ] komütatörünün Lp(Rn),

1 < p < ∞ sınırlılığını kullanarak başarılı bir şekilde H1(Rn) Hardy uzayının

ayrışımı verilmiştir. (2.13) tipindeki komütatörler ikinci mertebeden eliptik kısmi

diferensiyel denklemlerin çözümlerinin regülerliği çalışmalarında önemli bir rol oy-

namaktadır (bkz. [19], [20], [34]). Açık olarak b ∈ L∞(Rn) ise bu durumda [b, T ],
Lp(Rn), 1 < p < ∞ üzerinde sınırlıdır. Coifman, Rochberg ve Weiss, [22] çalış-

masında b ∈ BMO(Rn) iken [b, T ] komütatörünün Lp(Rn), 1 < p < ∞ sınır-

lılığını göstermişlerdir. Daha sonra Janson, [55] çalışmasında [b, T ] komütatörü
Lp(Rn), 1 < p < ∞ üzerinde sınırlı iken b ∈ BMO(Rn) olduğunu göstermiştir.

T Calderón-Zygmund operatörü zayıf (1, 1) eşitsizliğini sağlamasına rağmen [b, T ]
komütatörü bu eşitsizliği sağlamaz. Buna karşılık aşağıdaki zayıf sonuç doğrudur.

Teorem 2.8.23 ([73]) T Calderón-Zygmund operatörü ve b ∈ BMO(Rn) olsun.

Bu durumda her f ∈ C∞
0 ve her λ > 0 için

|{y ∈ Rn : |[b, T ]f(y)| > λ}| ≤ C‖b‖∗
∫
Rn

|f(y)|
λ

(
1 + log+

( |f(y)|
λ

))
dy

sağlanır. Burada, log+ t = max(log t, 0) biçimindedir.

Teorem 2.8.24 ([79]) b ∈ BMO(Rn) ve T Calderón-Zygmund operatörü olsun.

Eğer 1 < p < ∞ ve ω ∈ Ap ise bu durumda [b, T ], Lp(ω) ağırlıklı Lebesgue uzayında

üzerinde sınırlıdır.
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Teorem 2.8.25 ([33]) 1 < p < ∞, 0 < λ < n ve b ∈ BMO(Rn) olsun. Bu durumda

T Calderón-Zygmund operatörü olmak üzere [b, T ] komütatör operatörü Lp,λ(Rn)

Morrey uzayında sınırlıdır.

Teorem 2.8.26 ([59]) 1 < p < ∞, 0 < κ < 1 ve b ∈ BMO(Rn) olsun. Bu durumda

ω ∈ Ap için T Calderón-Zygmund operatörü olmak üzere [b, T ] komütatör operatörü
Lp,κ(ω) ağırlıklı Morrey uzayında sınırlıdır.

Aşağıdaki teorem 2011 yılında Guliyev [46] tarafından ispatlanmıştır.

Teorem 2.8.27 [46] 1 < p < ∞, b ∈ BMO(Rn) için C pozitif bir sayı olmak üzere

(ϕ1, ϕ2) çifti ∫ ∞

r

(
1 + ln

t

r

)ess inf
t<s<∞

ϕ1(x, s)s
n
p

t
n
p

dt

t
≤ Cϕ2(x, r)

şartını sağlasın. Bu durumda p > 1 için Tb Calderón-Zygmund operatörünün komü-

tatörüMp,ϕ1 uzayındanMp,ϕ2 uzayına ve p = 1 içinM1,ϕ1 uzayındanWM1,ϕ2 uzayına

sınırlıdır.

Aşağıdaki teorem 2011 yılında Guliyev [41] tarafından ispatlanmıştır.

Teorem 2.8.28 [41] 1 < p < ∞, b ∈ BMO(Rn), ω ∈ Ap için C pozitif bir sayı

olmak üzere (ϕ1, ϕ2) çifti

∫ ∞

r

(
1 + ln

t

r

)ess inf
t<s<∞

ϕ1(x, s)(ω(B(x, s)))
1
p

ω(B(x, t))
1
p

dt

t
≤ Cϕ2(x, r)

şartını sağlasın. Bu durumda p > 1 için Tb Calderón-Zygmund operatörünün komü-

tatörü Mp,ϕ1(ω) uzayından Mp,ϕ2(ω) uzayına ve p = 1 için M1,ϕ1(ω) uzayından

WM1,ϕ2(ω) uzayına sınırlıdır.

Tanım 2.8.29 (Riesz potansiyeli) 0 < α < n için Iα Riesz potansiyeli

Iαf(x) =

∫
Rn

f(y)

|x− y|n−α
dy

şeklinde tanımlanır.

Aşağıdaki teorem Iα Riesz potansiyelinin 0 < α < n için (Lp, Lq) sınırlılığını

ifade etmektedir.
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Teorem 2.8.30 ([37]) 1 ≤ p < q < ∞, 0 < α < n ve f ∈ Lp(Rn) olsun. Bu

durumda p > 1 için

‖Iαf‖Lq(Rn) ≤ C‖f‖Lp(Rn)

ve p = 1 için

‖Iαf‖Lq,∞(Rn) ≤ C‖f‖L1(Rn)

olacak şekilde C = C(n, α, p) < ∞ sabiti vardır ve burada α = n(1/p − 1/q)

biçimindedir.

Aşağıdaki teorem Iα Riesz potansiyelinin 0 < α < n ve ω ∈ Ap,q için

(Lp(ω
p), Lq(ω

q) sınırlılığını ifade etmektedir.

Teorem 2.8.31 ([70]) 0 < α < n, 1 ≤ p < n/α, α = n(1/p − 1/q) ve ω ∈ Ap,q

olsun. Bu durumda Iα Riesz potansiyeli p > 1 için

‖Iαf‖Lq(ωq)
≤ C‖f‖Lp(ωp)

ve p = 1, q = n/(n− α), ω ∈ A1,q ve λ > 0 için

ωq({x ∈ Rn : |Iαf(x)| > λ}) ≤ C

λq
‖f‖qL1(ω)

olacak şekilde λ ve f fonksiyonundan bağımsız bir C sabiti vardır.

Teorem 2.8.32 ([1], [74]) 0 < α < n, 1 ≤ p < n/α ve α = n(1/p− 1/q) olsun. Bu
durumda 0 < λ < n için Iα Riesz potansiyeli Lp,λ(Rn) uzayından Lq,λ(Rn) uzayına

sınırlıdır.

Teorem 2.8.33 ([59]) 0 < α < n, 1 < p < n/α, α = n(1/p− 1/q), 0 < κ < p/q ve

ω ∈ Ap,q olsun. Bu durumda Iα Riesz potansiyeli p > 1 için Lp,κ(ω
p, ωq) uzayından

Lq,κq/p(ω
p, ωq) uzayına sınırlıdır. Eğer p = 1 ise herhangi bir Q küpü için

ωq({x ∈ Q : |Iαf(x)| > λ}) ≤ C

λq
‖f‖qL1,κ(ω,ωq)ω

q(Q)κq

olacak şekilde λ ve f fonksiyonundan bağımsız bir C sabiti vardır.

Aşağıdaki teorem 1994 yılında Nakai [72] tarafından ispatlanmıştır.
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Teorem 2.8.34 ([72]) 1 ≤ p < ∞ ve α = n(1/p−1/q) olsun. r ≤ t ≤ 2r iken c ≥ 1

sayısı t, r, x ∈ Rn den, C sayısı da x ve r den bağımsız olmak üzere ϕ(x, r)

c−1ϕ(x, r) ≤ ϕ(x, t) ≤ cϕ(x, r)

ve ∫ ∞

r

tαϕ(x, t)p
dt

t
≤ Cϕ(x, r)p

şartlarını sağlasın. Bu durumda Iα operatörü p > 1 içinMp,ϕ genelleştirilmiş Morrey

uzayında ve M1,ϕ uzayından WM1,ϕ uzayına sınırlıdır.

Aşağıdaki teorem, 1994 yılında Guliyev [42] tarafından ispatlanmış ve Mizuhara

[65] tarafından elde edilen sonuçları içermektedir. Ayrıca ϕ1 = ϕ2 = ϕ durumu için

1994 yılında Nakai [72] tarafından elde edilen sonuçları da içermektedir. Burada her

t, r > 0 ve C > 0 için 0 < r ≤ t ≤ 2r olacak şekilde ϕ

C−1ϕ(t) ≤ ϕ(r) ≤ Cϕ(t)

doubling şartını sağlar.

Teorem 2.8.35 ([42]) 1 ≤ p < ∞ ve α = n(1/p− 1/q) olsun. Ayrıca her r > 0 için

ϕ1 ve ϕ2 ∫ ∞

r

tαϕ1(x, t)
dt

t
≤ Cϕ2(x, r) (2.14)

şartını sağlayan pozitif ölçülebilir fonksiyon olmak üzere, pozitif bir C sayısı vardır.

Bu durumda p > 1 için Iα operatörü operatörü Mp,ϕ1 uzayından Mp,ϕ2 uzayına ve

p = 1 için M1,ϕ1 uzayından WM1,ϕ2 uzayına sınırlıdır.

Ayrıca, Guliyev [2], [46] tarafından daha zayıf şartla Riesz potansiyelinin

1 ≤ p < ∞ için Mp,ϕ1 uzayından Mp,ϕ1 uzayına sınırlılığı araştırılmışır.

Teorem 2.8.36 ([2], [46]) 1 ≤ p < q < ∞ ve α = n(1/p − 1/q) olsun. Ayrıca her

t > 0 için ϕ1 ve ϕ2 çifti∫ ∞

r

ess inf
t<s<∞

ϕ1(x, s)s
n
p

t
n
q
+1

dt ≤ Cϕ2(x, r) (2.15)

şartını sağlayan pozitif ölçülebilir fonksiyon olmak üzere, pozitif bir C sayısı vardır.

Bu durumda p > 1 için Iα Riesz potansiyeliMp,ϕ1 uzayındanMp,ϕ2 uzayına ve p = 1

için M1,ϕ1 uzayından WM1,ϕ2 uzayına sınırlıdır.
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Eğer (ϕ1, ϕ2) çifti (2.14) şartını sağlarsa, bu durumda (2.15) şartını da sağlar.

Ancak tersi doğru değildir (Hatırlatma 4.7, [46]).

Teorem 2.8.37 ([41]) 1 ≤ p < q < ∞ ve 0 < α < n/p, 1/q = 1/p−α/n ve ω ∈ Ap,q

olsun. Ayrıca her t > 0 için (ϕ1, ϕ2) çifti

∫ ∞

r

ess inf
t<s<∞

ϕ1(x, s)(ω
p(B(x, s)))

1
p

(ωq(B(x, t)))
1
q

dt

t
≤ Cϕ2(x, r)

şartını sağlamak üzere, pozitif bir C sayısı vardır. Bu durumda p > 1 için Iα Riesz

potansiyeliMp,ϕ1(ω
p) uzayındanMp,ϕ2(ω

q) uzayına ve p = 1 içinM1,ϕ1(ω) uzayından

WM1,ϕ2(ω) uzayına sınırlıdır.

2.9 Marcinkiewicz İntegral Operatörü

Marcinkiewicz integral operatörü ilk olarak 1938 yılında Marcinkiewicz [62]

tarafından klasik Littlewood-Paley g fonksiyonun analoğu olarak bir boyutta

μ(f)(x) =
(∫ π

0

|F (x+ t) + F (x− t)− 2F (x)|2dt
t3

) 1
2
, x ∈ [0, 2π]

tanımlanmıştır. Burada F (x) =
∫ x

0
f(t) dt şeklindedir. 1944 yılında Zygmund [89]

tarafından kompleks değişkenler yöntemi kullanılarak aşağıdaki teoremin ispatı ver-

ilmiştir.

Teorem 2.9.1 ([89]) 1 < p < ∞ için∫ 2π

0

[μ(f)(x)]p dx ≤ Bp

∫ 2π

0

|f(x)|p dx

eşitsizliği sağlanır. Eğer
∫ 2π

0
f(x) dx = 0 ise, bu durumda∫ 2π

0

|f(x)|p dx ≤ Ap

∫ 2π

0

[μ(f)(x)]pdx

eşitsizliği sağlanır.

1958 yılında Stein [81] Marcinkiewicz integralini n-boyutta

μΩ(f)(x) =

(∫ ∞

0

|FΩ,t(f)(x)|2
dt

t3

)1/2

şeklinde tanımlamıştır. Burada

FΩ,t(f)(x) =

∫
|x−y|≤t

Ω(x− y)

|x− y|n−1
f(y)dy
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şeklindedir. n ≥ 2 için Sn−1 = {x ∈ Rn : |x| = 1}, Rn de normalleştirilmiş Lebesgue

ölçüsü dσ = dσ(x′) ile donatılmış birim küre olmak üzere Ω ise aşağıdaki şartları

sağlamaktadır.

(i) Ω, Rn de derecesi sıfır olan homojen bir fonksiyondur. Yani, t > 0 ve x ∈ Rn

olmak üzere

Ω(tx) = Ω(x) (2.16)

şeklindedir.

(ii) Ω, Sn−1 birim küre üzerinde ortalama sıfırı vardır. Yani,∫
Sn−1

Ω(x′)dσ(x′) = 0 (2.17)

şeklindedir. Burada her x �= 0 için x′ = x/|x| biçimindedir.

(iii) Ω ∈ L1(S
n−1).

Uyarı 2.9.2 n-boyutlu μΩ Marcinkiewicz integrali klasik haldeki bir boyutlu μMar-

cinkiewicz integralinin genelleştirilmiş bir versiyonu olarak kabul edilebelir. Ayrıca

μΩ Marcinkiewicz integrali g(x) = Ω(x
′)|x|−n+1χ{|x|≤1}(| x|) için Littlewood-Paley g

fonksiyonunun özel bir durumudur.

Eğer her x′, y′ ∈ Sn−1 için |Ω(x′) − Ω(y′)| ≤ C|x′ − y′|α olacak şekilde bir
C > 0 sabiti varsa bu durumda 0 < α ≤ 1 için Ω ∈ Lipα(Sn−1) dır.

Teorem 2.9.3 ([81]) Ω, (2.16) şartını sağlasın.

(a) Eğer Ω ∈ L1(S
n−1) var ve tek ise, bu durumda μΩ 1 < p < ∞ için Lp(Rn) de

sınırlıdır.

(b) Eğer Ω, (2.17) şartını sağlıyorsa ve 0 < α ≤ 1 için Ω ∈ Lipα(S
n−1) ise bu

durumda μΩ zayıf (1, 1) tiplidir. Yani, her t > 0 ve f ∈ L1(Rn) için

|{x ∈ Rn : μΩ(f)(x) > t}| ≤ C

t

∫
Rn

|f(x)|dx

olacak şekilde C sabiti vardır.

34



(c) Eğer Ω, (2.17) şartını sağlıyorsa ve 0 < α ≤ 1 için Ω ∈ Lipα(S
n−1) ise bu

durumda μΩ, 1 < p ≤ 2 için (p, p) tiplidir. Yani, her f ∈ Lp(Rn) için

‖μΩ(f)‖Lp
≤ Ap ‖f‖Lp

olacak şekilde Ap sabiti vardır.

1962 yılında Benedek, Calderón ve Panzone [8] tarafından Stein’in sonucu

genişletilmiş ve düzgün çekirdekli Marcinkiewicz integralinin Lp deki sınırlılığı aşağı-

daki teorem ile gösterilmiştir.

Teorem 2.9.4 ([8]) Ω ∈ C1(Sn−1) olsun ve (2.16), (2.17) şartlarını sağlasın. Bu

durumda 1 < p < ∞ için

‖μΩ(f)‖Lp ≤ Ap‖f‖Lp

olacak şekilde Ap sabiti vardır.

1972 yılında Walsh [87] tarafından düzgün çekirdekli Marcinkiewicz integralinin yer-

ine kaba çekirdekli Marcinkiewicz integrali kullanılarak aşağıdaki teoremin ispatı

verilmiştir.

Teorem 2.9.5 ([87]) 1 < p < ∞ ve r = min{p, p′}(1/p + 1/p′ = 1) olsun. Eğer

Ω ∈ L (log+ L)1/r(log+log+ L)2(1−2/r′)(Sn−1), (2.16) ve (2.17) şartlarını sağlıyorsa, bu

durumda

‖μΩ(f)‖Lp ≤ Ap‖f‖Lp

olacak şekilde Ap sabiti vardır.

Uyarı 2.9.6 1 < r ≤ 2 için Sn−1 deki fonksiyon uzayları arasındaki ilişki

Lipα � Lq (q > 1) � L log+ L � L (log+ L)1/r(log+log+ L)2(1−2/r′) � L1.

şeklinde verilebilir.

Ayrıca Ω, Teorem 2.9.5 deki Sn−1 birim küresinde hiçbir düzgünlüğe sahip

olmadığı için, Teorem 2.9.5, Teorem 2.9.4 deki sonucun daha gelişmiş halidir.

2001 yılında Fan ve Sato [32], 2002 yılında Al-Salman, Al-Quassaem, Cheng

ve Pan [5] tarafından aşağıdaki teoremin ispatı verilmiştir.
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Teorem 2.9.7 ([5]) Ω, (2.16) ve (2.17) ifadelerini sağlasın. Eğer

Ω ∈ L(log+ L)1/2(Sn−1) (2.18)

ise bu durumda μΩ, 1 < p < ∞ için Lp(Rn) de sınırlıdır. Eğer

Ω ∈ L(log+ L)(Sn−1), (2.19)

ise bu durumda μΩ, L1(Rn) den WL1(Rn) e sınırlıdır.

Uyarı 2.9.8 Teorem 2.9.7 de seçilen 1/2 kuvveti seçilebilecek en iyi kuvvettir.

Uyarı 2.9.9 L (log+ L)1/r(log+log+ L)2(1−2/r′) (1 < r ≤ 2) � L (log+ L)1/2 olup

Teorem 2.9.7, Teorem 2.9.5 deki sonucun daha gelişmiş halidir.

1960 yılında Hörmander [54] çalışmasında, 0 < ρ < n için

μρ
Ω(f)(x) =

(∫ ∞

0

∣∣∣ 1
tρ

∫
|x−y|≤t

Ω(x− y)

|x− y|n−ρ
f(y)dy

∣∣∣2dt
t

)1/2

şeklinde tanımlanan parametrik Marcinkiewicz integrali Lp sınırlılığını göstermiştir.

Burada ρ = 1 alınırsa Stein [81] tarafından tanımlanan klasik μΩ(x) elde edilir.

Teorem 2.9.10 ([54]) 0 < α ≤ 1 için Ω ∈ Lipα(S
n−1), (2.16) ve (2.17) şartlarını

sağlıyorsa bu durumda 1 < p < ∞ için

‖μρ
Ω(f)‖Lp ≤ Ap‖f‖Lp

olacak şekilde Ap sabiti vardır.

2002 yılında Ding, Lu ve Yabuta [25] çalışmasında p = 2 için Hörmander’in

sonucunu geliştirmiştir.

Teorem 2.9.11 ([25]) Ω ∈ L log+L(Sn−1), (2.16) ve (2.17) şartlarını sağlıyorsa bu

durumda

‖μρ
Ω(f)‖L2 ≤ Ap‖f‖L2

olacak şekilde Ap sabiti vardır.

Tanım 2.9.12 μΩ,b kaba çekirdekli Marcinkiewicz integral operatörünün komütatörü

μΩ,b(f)(x) =

(∫ ∞

0

∣∣∣ ∫
|x−y|≤t

Ω(x− y)

|x− y|n−1
[b(x)− b(y)]f(y)dy

∣∣∣2dt
t3

)1/2

şeklinde tanımlamıştır.

36



3 SCHRODINGER OPERATÖRÜNE KARŞILIK GELEN μL
j MAR-

CINKIEWICZ İNTEGRAL OPERATÖRÜNÜN VE μL
j,b KOMÜTA-

TÖRÜNÜNMp,ϕ GENELLEŞTİRİLMİŞ MORREY UZAYLARINDA

SINIRLILIĞI

Bu bölümde 1 < p < ∞ için Schrödinger operatörüne karşılık gelen μL
j Mar-

cinkiewicz integral operatörünün genelleştirilmiş Morrey uzaylarındaki sınırlılığı elde

edilmiştir. Elde edilen bu sonuçlar ”Journal of Mathematical Inequalities” isimli

dergide ”Marcinkiewicz integrals associated with Schrödinger operator on generali-

zed Morrey spaces” başlığı ile yayımlanmıştır.

3.1 Schrödinger Operatörüne Karşılık Gelen μL
j Marcinkiewicz İntegral

Operatörünün Mp,ϕ Genelleştirilmiş Morrey Uzaylarında Sınırlılığı

ω ağırlık fonksiyonu olmak üzere ağırlıklı Hardy operatörleri

H∗
ωg(t) :=

∫ ∞

t

g(s)ω(s)ds, 0 < t < ∞,

ve

H∗
ωg(t) :=

∫ ∞

t

(
1 + ln

s

t

)
g(s)ω(s)ds, 0 < t < ∞,

şeklinde olup bu bölümde aşağıdaki sonuç kullanılacaktır.

Teorem 3.1.1 ([40]) v1, v2 ve ω, (0,∞) aralğında ağırlık olup v1(t) orjinin komşu-

luğu dışında sınırlı olsun. Bütün negatif olmayan ve (0,∞) üzerinde azalmayan g

fonksiyonu için

ess sup
t>0

v2(t)H
∗
ωg(t) ≤ C ess sup

t>0
v1(t)g(t) (3.1)

eşitsizliğinin sağlandığı bir C > 0 sabitinin olması için gerek ve yeter şart

B := ess sup
t>0

v2(t)

∫ ∞

t

ω(s)ds

ess sup
s<τ<∞

v1(τ)
< ∞ (3.2)

olmasıdır. Ayrıca C = B değeri (3.1) için seçilebilecek en iyi sabittir.

Uyarı 3.1.2 (3.1) ve (3.2) ifadelerinde 0 · ∞ = 0 olduğu varsayılır.
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Son yıllarda, ters Hölder eşitsizliğini sağlayan negatif olmayan V potan-

siyelli L = −Δ+ V formundaki Schrödinger operatörleri için harmonik analizin

integral operatörlerinin teorisinde büyük gelişmeler olmuş ve analizde bazı önemli

problemlerin anlaşılmasında daha derin bir anlayışa yol açmıştır. Özellikle Shen

[80] çalışmasında, j = 1, . . . , n için RL
j = ∂

∂xj
L− 1

2 şeklindeki Schrödinger Riesz

dönüşümünü içeren potansiyelli L Schrödinger operatörünün Lp uzayındaki durumu

üzerine çalışmıştır. Dziubanński ve Zienkiewicz [31] klasik H1(Rn) Hardy uzayından

daha geniş olan HL
1 (R

n) Schrödinger operatörüne karşılık gelen Hardy tipli uzayı

tanımlamıştır.

n �= 3 olmak üzere Rn de Schrödinger operatörü

L = −Δ+ V

olsun. Burada Δ, Rn de Δ ≡ ∑n
j=1

∂2

∂x2
j
eşitliğini sağlayan Laplace operatörüdür.

Negatif olmayan V �≡ 0 potansiyeli ise bazı q ≥ n/2 için RHq ters Hölder sınıfın-

dandır. Yani V potansiyeli her B ⊂ Rn yuvarı için(
1

|B(x, r)|

∫
B(x,r)

V (y)q dy

)1/q

≤ C

(
1

|B(x, r)|

∫
B(x,r)

V (y)dy

)
(3.3)

şeklindeki ters Hölder eşitsizliğini sağlar. x ∈ Rn olmak üzere mV (x) fonksiyonu

1

mV (x)
= ρ(x) = sup

{
r > 0 :

1

rn−2

∫
B(x,r)

V ≤ 1

}
şeklinde tanımlanır. Burada B = B(x, r), x merkezli r yarıçaplı bir yuvarı belirtir.

V = 0 ise mV (x) = 0, V �= 0 ise 0 < mV (x) < ∞, V = 1 ise mV (x) = 1 ve V = |x|2

ise mV (x) ∼ (1 + |x|) dır (bkz. [80]).

Lemma 3.1.3 ([80]) q ≥ n/2 için V ∈ Bq olduğunu varsayalım. Bu durumda

(a) |x− y| ≤ C

mV (x)
iken mV (x) ∼ mV (y)

(b) mV (y) ≤ C(1 + |xy|mV (x))
N0mV (x),

(c) mV (y) ≥
CmV (x)

(1 + |x− y|mV (x))N0/(N0+1)
.

ifadelerini sağlayacak şekilde pozitif C ve N0 sabitleri vardır.

Önerme 3.1.4 ([80]) V ∈ RHn/2 olmak üzere her x, y ∈ Rn için

C−1ρ(x)

(
1 +

|x− y|
ρ(x)

)−N0

≤ ρ(y) ≤ Cρ(x)

(
1 +

|x− y|
ρ(x)

) N0
N0+1

(3.4)
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eşitsizliğini sağlayacak şekilde C ve N0 ≥ 1 mevcuttur. y ∈ B(x, r) ve r ≤ Cρ(x)

(veya |x− y| < Cρ(x)) iken ρ(x) ∼ ρ(y) dır. Ayrıca r = ρ(x) ise B(x, r) ⊂ Rn

yuvarı kritik yuvar olarak adlandırılır ve σ > 0 için

ρ(x) ≥ cσρ(y)

şeklindedir. Burada Cσ = C2(1 + σ)
2N0+1
N0+1 dır.

Sonuç 3.1.5 x, y ∈ B(x0, r0) olsun. Bu durumda

(i)

1 +
r0
ρ(y)

≤ C

(
1 +

r0
ρ(x0)

)N0

(3.5)

eşitsizliğini sağlayan C > 0 sayısı vardır.

(ii) Her r > r0 için

1 +
r

ρ(y)
≤ C

(
1 +

r0
ρ(x0)

)γ (
1 +

r

ρ(x)

)
(3.6)

eşitsizliğini sağlayan C > 0 sayısı vardır. Burada γ = N0

(
1 + N0

ρ(x)

)
şeklindedir.

İspat. (3.5) eşitsizliği, (3.4) eşitsizliğinin sol tarafının basit bir sonucudur. (3.6)ise

(3.4) eşitsizliğinin sağ tarafınından ve (3.5) eşitsizliğinden çıkmaktadır.

Bu çalışmada klasik Marcinkiewicz fonksiyonu

μjf(x) =

(∫ ∞

0

∣∣∣∣∫|x−y|≤t

Kj(x, y)f(y)dy

∣∣∣∣2 dtt3
)1/2

şeklinde olup Kj(x, y) = KΔ
j (x, y) dır. Schrödinger operatörüne karşılık gelen Mar-

cinkiewicz fonksiyonu ise

μL
j f(x) =

(∫ ∞

0

∣∣∣∣∫|x−y|≤t

KL
j (x, y)f(y)dy

∣∣∣∣2 dtt3
)1/2

şeklinde tanımlanır. Burada KL
j (x, y) = K̃L

j (x, y)|x− y| ve K̃L
j (x, y), R

L
j =

∂
∂xj

L− 1
2 ,

j = 1, . . . , n nin çekirdeğidir. V = 0 iken KΔ
j (x, y) = K̃Δ

j (x, y)|x− y| = (x−y)j/|x−y|
|x−y|n−1

ve K̃Δ
j (x, y), Rj =

∂
∂xj
Δ− 1

2 , j = 1, . . . , n nin çekirdeği olur. Eğer q > 1 için V ∈ Bq

ise, bu durumda V ∈ Bq+ε olacak şekilde n ve (3.3) eşitsizliğindeki C sabitine bağlı

bir ε > 0 vardır. Bu çalışma boyunca 0 �= V ∈ Bn olduğu kabul edilecektir.
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Lemma 3.1.6 [80] q ≥ n/2 için V ∈ Bq olduğunu varsayalım. Her N0 > 0 için∣∣∣∣KL
j (x, y)

∣∣∣∣ ≤ CN0(
1 + |x−y|

ρ(x)

)N0

1

|x− y|n−1

ve ∣∣∣∣KL
j (x, y)−Kj(x, y)

∣∣∣∣ ≤ C
ρ(x)−1

|x− y|n−2

eşitsizliklerini sağlayan bir CN0 > 0 sabiti vardır.

Teorem 3.1.7 [35] V ∈ Bn olsun. Bu durumda μL
j , j = 1, . . . , n, 1 < p < ∞ için

Lp(Rn) de p = 1 için L1(Rn) den WL1(Rn) e sınırlıdır.

Lemma 3.1.8 V ∈ Bn olsun. Herhangi bir B(x0, r) yuvarı için eğer 1 < p < ∞
ise, bu durumda her f ∈ Lloc

p (R
n) için

‖μL
j (f)‖Lp(B(x0,r)) � r

n
p

∫ ∞

2r

t−
n
p
−1‖f‖Lp(B(x0,t)) dt

eşitsizliği sağlanır. Eğer p = 1 ise, bu durumda her f ∈ Lloc
1 (R

n) için

‖μL
j (f)‖WL1(B(x0,r)) � rn

∫ ∞

2r

t−n−1‖f‖L1(B(x0,t)) dt

eşitsizliği sağlanır.

İspat. p ∈ (1,∞) olsun. Keyfi bir x0 ∈ Rn için B = B(x0, r), x0 merkezli r yarıçaplı

yuvar olmak üzere 2B = B(x0, 2r) olsun. f fonksiyonunu

f = f1 + f2, f1(y) = f(y)χ2B(y), f2(y) = f(y)χ �(2B)
(y), r > 0

biçiminde ifade edelim. Bu durumda

‖μL
j (f)‖Lp(B) ≤ ‖μL

j (f1)‖Lp(B) + ‖μL
j (f2)‖Lp(B)

şeklinde yazabiliriz.

f1 ∈ Lp(Rn) olduğundan μL
j f1 ∈ Lp(Rn) olur ve μL

j in Lp(Rn) uzayındaki

sınırlılığından

‖μL
j (f1)‖Lp(B) ≤ ‖μL

j (f1)‖Lp(Rn) � ‖f1‖Lp(Rn) ≈ ‖f‖Lp(2B)

elde edilir. Burada C, f fonksiyonundan bağımsız pozitif bir sabittir.
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x ∈ B, y ∈ �
(2B) olması 1

2
|x0 − y| ≤ |x− y| ≤ 3

2
|x0 − y| olduğunu gösterir ve

μL
j f2(x) ≤

∫
Rn

|Ω(x− y)|
|x− y|n−1

|f2(y)|
(∫ ∞

|x−y|

dt

t3

) 1
2

dy

�
∫

�
(2B)

|f(y)|
|x− y|n dy

�
∫

�(2B)

|f(y)|
|x0 − y|n dy

elde ederiz. Fubini teoreminden∫
�
(2B)

|f(y)|
|x0 − y|ndy ≈

∫
�
(2B)

|f(y)|
∫ ∞

|x0−y|

dt

tn+1
dy

≈
∫ ∞

2r

∫
2r≤|x0−y|<t

|f(y)|dy dt

tn+1

�
∫ ∞

2r

∫
B(x0,t)

|f(y)| dy dt

tn+1

elde edilir. Hölder eşitsizliğinin uygulanmasıyla∫
�(2B)

|f(y)|
|x0 − y|ndy �

∫ ∞

2r

‖f‖Lp(B(x0,t))
dt

tn+1

elde edilir. Ayrıca her p ∈ [1,∞) için

‖μL
j (f2)‖Lp(B) � r

n
p

∫ ∞

2r

t−
n
p
−1‖f‖Lp(B(x0,t)) dt

eşitsizliği bulunur. Sonuç olarak

‖μL
j (f)‖Lp(B) � ‖f‖Lp(2B) + r

n
p

∫ ∞

2r

t−
n
p
−1‖f‖Lp(B(x0,t)) dt

elde edilir. Öte yandan

‖f‖Lp(2B) ≈ r
n
p ‖f‖Lp(2B)

∫ ∞

2r

dt

t
n
p
+1

� r
n
p

∫ ∞

2r

t−
n
p
−1 ‖f‖Lp(B(x0,t)) dt (3.7)

bulunur. O halde sonuç olarak

‖μL
j (f)‖Lp(B) � r

n
p

∫ ∞

2r

t−
n
p
−1‖f‖Lp(B(x0,t)) dt

elde edilir. Eğer p = 1 ise, bu durumda μL
j in zayıf (1, 1) sınırlılığından ve (3.7)

ifadesinden

‖μL
j f1‖WL1(B) ≤ ‖μL

j f1‖WL1(Rn) � ‖f1‖L1(Rn) = ‖f‖L1(2B)

� rn
∫ ∞

2r

∫
B(x0,t)

|f(y)|dy dt

tn+1

≤ rn
∫ ∞

2r

t−n−1‖f‖L1(B(x0,t)) dt

olduğu görülür ve ispat tamamlanır.
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Teorem 3.1.9 1 ≤ p < ∞ olsun. Ω ∈ Lipα(S
n−1) ise (2.16) ve (2.17) ifadelerini

sağlasın. Eğer (ϕ1, ϕ2), ∫ ∞

r

ess inf
t<s<∞

ϕ1(x, s)

t
n
p
+1

dt ≤ C
ϕ2(x, r)

r
n
p

şartını sağlıyorsa, bu durumda p > 1 için μL
j , j = 1, . . . , n, Mp,ϕ1 den Mp,ϕ2 ve p = 1

için M1,ϕ1 den WM1,ϕ2 e sınırlıdır. Yani, p > 1 için

‖μL
j (f)‖Mp,ϕ2

� ‖f‖Mp,ϕ1

ve p = 1 için

‖μL
j (f)‖WM1,ϕ2

� ‖f‖M1,ϕ1

sağlanır. Burada C, x ve r den bağımsızdır.

İspat. Teorem 3.1.1 ve Lemma 3.1.8 kullanılarak p > 1 için

‖μL
j (f)‖Mp,ϕ2

� sup
x∈Rn, r>0

ϕ2(x, r)
−1 r

n
p

∫ ∞

r

‖f‖Lp(B(x,t))
dt

t
n
p
+1

� sup
x∈Rn, r>0

ϕ1(x, r)
−1 ‖f‖Lp(B(x,r))

= ‖f‖Mp,ϕ1

elde edilir. Eğer p = 1 ise, bu durumda

‖μL
j (f)‖WM1,ϕ2

� sup
x∈Rn, r>0

ϕ2(x, r)
−1 rn

∫ ∞

r

‖f‖L1(B(x,t))
dt

tn+1

� sup
x∈Rn, r>0

ϕ1(x, r)
−1 ‖f‖L1(B(x,r))

= ‖f‖M1,ϕ1
.

3.2 Schrödinger Operatörüne Karşılık Gelen μL
j,b Marcinkiewicz

İntegral Operatörünün Komütatörünün Mp,ϕ Genelleştirilmiş

Morrey Uzaylarında Sınırlılığı

Bu bölümde klasik Marcinkiewicz fonksiyonunun komütatörü

μj,bf(x) =

(∫ ∞

0

∣∣∣∣∫|x−y|≤t

|Kj(x, y)[b(x)− b(y)]f(y)dy

∣∣∣∣2 dtt3
)1/2
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şeklinde olup Kj(x, y) = KΔ
j (x, y) dır. Schrödinger operatörüne karşılık gelen Mar-

cinkiewicz fonksiyonu ise

μL
j,bf(x) =

(∫ ∞

0

∣∣∣∣∫|x−y|≤t

KL
j (x, y)[b(x)− b(y)]f(y)dy

∣∣∣∣2 dtt3
)1/2

şeklinde tanımlanır. b ∈ Lloc
1 (R

n) için maximal operatörünün komütatörü Mb

Mbf(x) = sup
t>0

|B(x, t)|−1

∫
B(x,t)

|b(x)− b(y)| |f(y)|dy

şeklinde tanımlanır.

Teorem 3.2.1 ([7], [64])1 < p < ∞ ve b ∈ BMO(Rn) olmak üzere

‖Mb(f)‖Lp ≤ C‖f‖Lp

eşitsizliğini sağlayan f fonksiyonundan bağımsız bir C sabiti vardır. Yani p > 1 için

Mb, Lp(Rn) de ve p = 1 için L1(Rn) den zayıf WL1(Rn) e sınırlıdır.

Teorem 3.2.2 ([26]) b ∈ BMO(Rn) olmak üzere p > 1 için μΩ,b, Lp(Rn) sınırlıdır

ve p = 1 için L1(Rn) den zayıf WL1(Rn) e sınırlıdır.

Teorem 3.2.3 V ∈ Bn ve b ∈ BMO(Rn) olmak üzere her 1 < p < ∞ için

‖μL
j,b(f)‖Lp ≤ C‖f‖Lp

eşitsizliğini sağlayacak şekilde f fonksiyonundan bağımsız bir C sabiti mevcuttur.

İspat. Bu lemmanın ispatı, [3], [4] ve [35] çalışmalarındaki ispat tekniği kullanılarak

yapılmıştır. Mb Hardy-Littlewood maximal operatörün komütatörü olmak üzere

μL
j,bf(x) ≤ μj,bf(x) + CMbf(x), h.h.y. x ∈ Rn

olduğunun gösterilmesi yeterlidir.

x ∈ Rn ve r = ρ(x) olmak üzere

μL
j,bf(x) ≤

(∫ r

0

∣∣∣∣∫|x−y|≤t

KL
j (x, y)[b(x)− b(y)]f(y)dy

∣∣∣∣2 dtt3
) 1

2

+

(∫ ∞

r

∣∣∣∣∫|x−y|≤r

KL
j (x, y)[b(x)− b(y)]f(y)dy

∣∣∣∣2 dtt3
) 1

2
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+

(∫ ∞

r

∣∣∣∣∫
r<|x−y|≤t

KL
j (x, y)[b(x)− b(y)]f(y)dy

∣∣∣∣2 dtt3
) 1

2

≤
(∫ r

0

∣∣∣∣∫|x−y|≤t

[KL
j (x, y)−Kj(x, y)][b(x)− b(y)]f(y)dy

∣∣∣∣2 dtt3
) 1

2

+

(∫ r

0

∣∣∣∣∫|x−y|≤t

Kj(x, y)[b(x)− b(y)]f(y)dy

∣∣∣∣2 dtt3
) 1

2

+

(∫ ∞

r

∣∣∣∣∫|x−y|≤r

KL
j (x, y)[b(x)− b(y)]f(y)dy

∣∣∣∣2 dtt3
) 1

2

+

(∫ ∞

r

∣∣∣∣∫
r<|x−y|≤t

KL
j (x, y)[b(x)− b(y)]f(y)dy

∣∣∣∣2 dtt3
) 1

2

:=E1 + E2 + E3 + E4

şeklindedır.

Lemma 3.1.6 den E1,

E1 ≤ C

(∫ r

0

∣∣∣∣1r
∫
|x−y|≤t

[b(x)− b(y)]
|f(y)|

|x− y|n−2
dy

∣∣∣∣2 dtt3
) 1

2

≤ CMbf(x)

olduğu görülür. Ayrıca

E2 ≤ μj,bf(x)

olduğu açıktır.

E3 için Lemma 3.1.6 kullanılarak

E3 ≤
(∫ ∞

r

∣∣∣∣1r
∫
|x−y|≤r

[b(x)− b(y)]
|f(y)|

|x− y|n−2
dy

∣∣∣∣2 dtt3
) 1

2

≤ CMbf(x)

olduğu gösterilir. Son olarak E4 için tekrar Lemma 3.1.6 kullanılarak

E4 ≤ C

(∫ ∞

r

∣∣∣∣r ∫
r<|x−y|≤t

[b(x)− b(y)]
|f(y)|
|x− y|ndy

∣∣∣∣2 dtt3
) 1

2

≤ Cr

⎛⎝∫ ∞

r

∣∣∣∣∣∣
[log2 t/r]+1∑

k=0

(2kr)n
∫
|x−y|≤2kr

[b(x)− b(y)]|f(y)|dy

∣∣∣∣∣∣
2

dt

t3

⎞⎠
1
2
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≤ Cr

(∫ ∞

r

|([log2 t/r] + 1)Mbf(x)|2
dt

t3

) 1
2

≤ Cr

(∫ ∞

r

t

r
Mbf(x)

2dt

t3

) 1
2

≤ CMbf(x)

elde edilir ve Teorem 3.2.3 nin ispatı tamamlanır.

Lemma 3.2.4 V ∈ Bn ve b ∈ BMO(Rn) olsun. Herhangi bir B(x0, r) yuvarı için

eğer 1 < p < ∞ ise, bu durumda her f ∈ Lloc
p (R

n) için

‖μj,bf‖Lp(B(x0,r)) � ‖b‖∗r
n
p

∫ ∞

2r

(
1 + ln

t

r

)
t−

n
p
−1‖f‖Lp(B(x0,t)) dt

eşitsizliği sağlanır. Herhangi bir B(x, r) yuvarı için eğer p = 1 ise, bu durumda her

f ∈ Lloc
1 (R

n) için

‖μj,bf‖WL1(B(x,r)) � ‖b‖∗rn
∫ ∞

2r

(
1 + ln

t

r

)
t−n−1‖f‖L1(B(x,t)) dt

eşitsizliği sağlanır.

İspat. p ∈ (1,∞) ve b ∈ BMO(Rn) olsun. Keyfi bir x0 ∈ Rn için B = B(x0, r), x0

merkezli r yarıçaplı yuvar olmak üzere 2B = B(x0, 2r) olsun. f fonksiyonunu

f = f1 + f2, f1(y) = f(y)χ2B(y), f2(y) = f(y)χ �(2B)
(y), r > 0

biçiminde ifade edelim. Bu durumda

‖μL
j,bf‖Lp(B) ≤ ‖μL

j,bf1‖Lp(B) + ‖μL
j,bf2‖Lp(B)

şeklinde yazabiliriz.

f1 ∈ Lp(Rn) olduğundan μL
j,b (f1) ∈ Lp olur ve μL

j,b in Lp(Rn) uzayındaki

sınırlılığından (Teorem 3.2.2)

‖μL
j,bf1‖Lp(B) ≤ ‖μL

j,bf1‖Lp(Rn) � ‖f1‖Lp(Rn) ≈ ‖b‖∗ ‖f‖Lp(2B)

elde edilir.

x ∈ B, y ∈ �
(2B) olması 1

2
|x0 − y| ≤ |x− y| ≤ 3

2
|x0 − y| olduğunu gösterir ve

μL
j,b(f2(x)) �

∫
�(2B)

|b(y)− b(x)| |f(y)|
|x0 − y|ndy
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elde edilir. Buradan,

‖μj,bf2‖Lp(B) �
(∫

B

(∫
�(2B)

|b(y)− b(x)| |f(y)|
|x0 − y|n dy

)p

dx

) 1
p

�
(∫

B

(∫
�(2B)

|b(y)− bB|
|f(y)|

|x0 − y|n dy

)p

dx

) 1
p

+

(∫
B

(∫
�
(2B)

|b(x)− bB|
|f(y)|

|x0 − y|n dy

)p

dx

) 1
p

=I1 + I2

olur.

I1 = r
n
p

∫
�
(2B)

|b(y)− bB|
|f(y)|

|x0 − y|n dy

≈ r
n
p

∫
�(2B)

|b(y)− bB||f(y)|
∫ ∞

|x0−y|

dt

tn+1
dy

≈ r
n
p

∫ ∞

2r

∫
2r≤|x0−y|≤t

|b(y)− bB||f(y)| dy
dt

tn+1

� r
n
p

∫ ∞

2r

∫
B(x0,t)

|b(y)− bB||f(y)|dy
dt

tn+1

eşitsizliği bulunur. Hölder eşitsizliği ve (2.4) kullanılarak,

I1 � ‖b‖∗ r
n
p

∫ ∞

2r

(
1 + ln

t

r

)
‖f‖L1(B(x0,t))

dt

tn+1

� ‖b‖∗ r
n
p

∫ ∞

2r

(
1 + ln

t

r

)
‖f‖Lp(B(x0,t)) |B(x0, t)|1−

1
p

dt

tn+1

� ‖b‖∗ r
n
p

∫ ∞

2r

(
1 + ln

t

r

)
t−

n
p
−1 ‖f‖Lp(B(x0,t)) dt

bulunur. Öte yandan

I2 =

(∫
B

|b(x)− bB|pdx
) 1

p
∫

�(2B)

|f(y)|
|x0 − y|n dy

elde edilir. (2.4) kullanılarak

I2 � ‖b‖∗ r
n
p

∫
�(2B)

|f(y)|
|x0 − y|n dy

� ‖b‖∗ r
n
p

∫ ∞

2r

t−
n
p
−1 ‖f‖Lp(B(x,t)) dt

bulunur. Buradan p ∈ (1,∞) için I1 ve I2 ifadeleri toplanırsa

‖μL
j,bf2‖Lp(B) � ‖b‖∗ r

n
p

∫ ∞

2r

(
1 + ln

t

r

)
t−

n
p
−1‖f‖Lp(B(x0,t))dt
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elde edilir. O halde sonuç olarak

‖μL
j,bf‖Lp(B) � ‖b‖∗

(
‖f‖Lp(2B)

+ r
n
p

∫ ∞

2r

(
1 + ln

t

r

)
t−

n
p
−1‖f‖Lp(B(x0,t))dt

)
bulunur. Öte yandan

‖μL
j,bf‖Lp(B) � ‖b‖∗ r

n
p

∫ ∞

2r

(
1 + ln

t

r

)
t−

n
p
−1‖f‖Lp(B(x0,t)) dt

� ‖b‖∗ (B(x0, r))
1
p

∫ ∞

2r

(
1 + ln

t

r

)
t−

n
p
−1‖f‖Lp(B(x0,t)) dt

elde edilir. Sonuç olarak

‖μL
j f‖Lp(B) � ‖b‖∗r

n
p

∫ ∞

2r

(
1 + ln

t

r

)
t−

n
p
−1‖f‖Lp(B(x0,t))dt

bulunur. Eğer p = 1 < s < ∞ ise, bu durumda μL
j in zayıf (1, 1) sınırlılığından ve

(3.7) ifadesinden

‖μL
j f1‖WL1(B) ≤ ‖μL

j f1‖WL1(Rn) � ‖b‖∗‖f1‖L1(Rn) = ‖b‖∗‖f‖L1(2B)

≤ ‖b‖∗rn
∫ ∞

2r

(
1 + ln

t

r

)
t−n−1‖f‖L1(B(x0,t)) dt

olduğu görülür ve ispat tamamlanır.

Teorem 3.2.5 1 ≤ p < ∞ ve b ∈ BMO(Rn) olsun. Ω ∈ Lipα(Sn−1) ise (2.16) ve

(2.17) ifadelerini sağlasın. Eğer (ϕ1, ϕ2),∫ ∞

r

(
1 + ln

t

r

)ess inf
t<s<∞

ϕ1(x, s)

t
n
p
+1

dt ≤ C
ϕ2(x, r)

r
n
p

şartını sağlıyorsa, bu durumda p > 1 için μL
j,b, j = 1, . . . , n,Mp,ϕ1 denMp,ϕ2 ve p = 1

için M1,ϕ1 den WM1,ϕ2 e sınırlıdır. Yani, p > 1 için

‖μL
j,b(f)‖Mp,ϕ2

� ‖f‖Mp,ϕ1

ve p = 1 için

‖μL
j,b(f)‖WM1,ϕ2

� ‖f‖M1,ϕ1

sağlanır. Burada C, x ve r den bağımsızdır.
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İspat. Theorem 3.1.1 ve Lemma 3.2.4 kullanılarak p > 1 için

‖μL
j,b(f)‖Mp,ϕ2

� sup
x∈Rn, r>0

ϕ2(x, r)
−1 r

n
p

∫ ∞

r

‖f‖Lp(B(x,t))
dt

t
n
p
+1

� ‖b‖∗ sup
x∈Rn, r>0

ϕ1(x, r)
−1

∫ ∞

r

(
1 + ln

t

r

)
‖f‖Lp(B(x,r))

dt

t

� ‖b‖∗ sup
x∈Rn, r>0

ϕ1(x, r)
−1 ‖f‖Lp(B(x,r))

= ‖b‖∗‖f‖Mp,ϕ1

elde edilir. Eğer p = 1 ise, bu durumda

‖μL
j,b(f)‖WM1,ϕ2

� sup
x∈Rn, r>0

ϕ2(x, r)
−1 rn

∫ ∞

r

‖f‖L1(B(x,t))
dt

tn+1

� ‖b‖∗ sup
x∈Rn, r>0

ϕ1(x, r)
−1 ‖f‖L1(B(x,r))

� ‖b‖∗ sup
x∈Rn, r>0

ϕ1(x, r)
−1

∫ ∞

r

(
1 + ln

t

r

)
‖f‖Lp(B(x,r))

dt

t

= ‖b‖∗‖f‖M1,ϕ1
.
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4 SCHRODINGER OPERATÖRÜNE KARŞILIK GELEN KABA ÇE-

KİRDEKLİ μL
j,Ω MARCINKIEWICZ İNTEGRAL OPERATÖRÜNÜN

VE μL
j,Ω,b KOMÜTATÖRÜNÜN VMp,ϕ VANISHING GENELLEŞTİ-

RİLMİŞ MORREY UZAYLARINDA SINIRLILIĞI

Bu bölümde 1 < q ≤ ∞ için Ω ∈ Lq(S
n−1) olmak üzere Schrödinger op-

eratörüne karşılık gelen kaba çekirdekli μL
j,Ω Marcinkiewicz integral operatörünün

vanishing genelleştirilmiş Morrey uzaylarındaki sınırlılığı elde edilmiştir. Elde edilen

bu sonuçlar ”Azerbaijan Journal of Mathematics” isimli dergide ”Marcinkiewicz inte-

grals with rough kernel associated with Schrödinger operator on vanishing generali-

zed Morrey spaces” başlığı ile yayımlanmıştır. Ayrıca 1 < q ≤ ∞ için Ω ∈ Lq(S
n−1)

ve b ∈ BMO(Rn) olmak üzere j = 1, . . . , n için μL
j,Ω,b komütatörünün vanishing

genelleştirilmiş Morrey uzaylarındaki sınırlılığı da elde edilmiştir.

4.1 VMp,ϕ Vanishing Genelleştirilmiş Morrey Uzayı

Klasik vanishing Morrey uzayı V Lp,λ(Rn), 1990 yılında Vitanza [86] tarafın-

dan kısmi diferansiyel denklemlerin bir uygulaması olarak ortaya atılmıştır. Ayrıca

bu gibi uzayların özellikleri hakkında Chiarenza ve Frasca [18] ve Ragusa [75] tarafın-

dan bazı çalışmalar yapılmıştır. Vanishing Morrey uzayı,

lim
r→0

sup
x∈Rn

0<t<r

t−
λ
p ‖f‖Lp(B(x,t)) = 0

şartını sağlayan Lp,λ(Rn) Morrey uzayının bir alt uzayıdır.

ϕ(x, r), Rn × (0,∞) üzerinde pozitif ölçülebilir bir fonksiyon olmak üzere
vanishing genelleştirilmiş Morrey uzayı VMp,ϕ(Rn), 1 ≤ p < ∞ için

lim
r→0

sup
x∈Rn

ϕ(x, r)−1 ‖f‖Lp(B(x,r)) = 0

şeklindeki bütün ölçülebilir f ∈ Lloc
p (R

n) fonksiyonlarının uzayı olarak tanımlanır.

ϕ(x, r) fonksiyonunu için

lim
t→0

t
n
p

ϕ(x, t)
= 0 (4.1)

ve

sup
0<t<∞

t
n
p

ϕ(x, t)
< ∞ (4.2)
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şartları sağlanmaktadır. Burada VMp,ϕ(Rn) aşikar olmayan bir uzaydır. Çünkü

kompakt destekli sınırlı fonksiyonlar bu uzaylara aittir. Ayrıca vanishing genelleşti-

rilmiş Morrey uzayı VMp,ϕ(Rn),

‖f‖VMp,ϕ = sup
x∈Rn, r>0

ϕ(x, r)−1‖f‖Lp(B(x,r))

normuna göre bir Banach uzayıdır (bkz. [78]).

4.2 Schrödinger Operatörüne Karşılık Gelen Kaba Çekirdekli μL
j,Ω

Marcinkiewicz İntegral Operatörünün VMp,ϕ Vanishing

Genelleştirilmiş Morrey Uzaylarında Sınırlılığı

f ∈ Lloc
1 (R

n) olsun. Bu durumda MΩ kaba çekirdekli maximal operatör

MΩf(x) = sup
t>0

|B(x, t)|−1

∫
B(x,t)

|Ω(x− y)| |f(y)|dy

şeklinde tanımlanır. Ω ≡ 1 iken MΩ klasik Hardy-Littlewood maximal operatördür.

p = 1 için [21] ve 1 < p ≤ ∞ için [61] çalışmalarında aşağıdaki teorem

ispatlanmıştır.

Teorem 4.2.1 ([21], [61]) Ω, (2.16) şartını sağlasın. Eğer Ω ∈ L1(S
n−1) ise, bu

durumda MΩ, 1 < p ≤ ∞ için Lp(Rn) de sınırlıdır. Eğer Ω, (2.19) şartını sağlıyorsa

bu durumda MΩ, L1(Rn) den WL1(Rn) e sınırlıdır.

Sonuç 4.2.2 1 ≤ p < ∞ ve 1 < q ≤ ∞ için Ω ∈ Lq(S
n−1) olsun. Bu durumda

p > 1 için MΩ, Lp(Rn) de sınırlıdır. Ayrıca, p = 1 için L1(Rn) den WL1(Rn) e

sınırlıdır.

Teorem 4.2.3 V ∈ Bn olsun ve Ω, (2.16), (2.17) şartlarını sağlasın. Eğer Ω, (2.18)

şartını sağlıyorsa, bu durumda μL
j,Ω, j = 1, . . . , n, 1 < p < ∞ için Lp(Rn) de; eğer

Ω, (2.19) şartını sağlıyorsa L1(Rn) den WL1(Rn) e sınırlıdır.

İspat. Bu lemmanın ispatı, [35] çalışmasındaki ispat tekniği kullanılarak yapılmıştır.

MΩ kaba çekirdekli Hardy-Littlewood maximal operator olmak üzere

μL
j,Ωf(x) ≤ μj,Ωf(x) + CMΩf(x), h.h.y. x ∈ Rn

olduğunun gösterilmesi yeterlidir.
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x ∈ Rn ve r = ρ(x) olmak üzere

μL
j,Ωf(x) ≤

(∫ r

0

∣∣∣∣∫|x−y|≤t

|Ω(x− y)|KL
j (x, y)f(y)dy

∣∣∣∣2 dtt3
) 1

2

+

(∫ ∞

r

∣∣∣∣∫|x−y|≤r

|Ω(x− y)|KL
j (x, y)f(y)dy

∣∣∣∣2 dtt3
) 1

2

+

(∫ ∞

r

∣∣∣∣∫
r<|x−y|≤t

|Ω(x− y)|KL
j (x, y)f(y)dy

∣∣∣∣2 dtt3
) 1

2

≤
(∫ r

0

∣∣∣∣∫|x−y|≤t

|Ω(x− y)|[KL
j (x, y)−Kj(x, y)]f(y)dy

∣∣∣∣2 dtt3
) 1

2

+

(∫ r

0

∣∣∣∣∫|x−y|≤t

|Ω(x− y)|Kj(x, y)f(y)dy

∣∣∣∣2 dtt3
) 1

2

+

(∫ ∞

r

∣∣∣∣∫|x−y|≤r

|Ω(x− y)|KL
j (x, y)f(y)dy

∣∣∣∣2 dtt3
) 1

2

+

(∫ ∞

r

∣∣∣∣∫
r<|x−y|≤t

|Ω(x− y)|KL
j (x, y)f(y)dy

∣∣∣∣2 dtt3
) 1

2

:=E1 + E2 + E3 + E4

şeklindedır.

Lemma 3.1.6 den E1,

E1 ≤ C

(∫ r

0

∣∣∣∣1r
∫
|x−y|≤t

|Ω(x− y)|
|x− y|n−2

|f(y)|dy
∣∣∣∣2 dtt3

) 1
2

≤ CMΩf(x)

olduğu görülür. Ayrıca

E2 ≤ μj,Ωf(x)

olduğu açıktır.

E3 için Lemma 3.1.6 kullanılarak

E3 ≤
(∫ ∞

r

∣∣∣∣1r
∫
|x−y|≤r

|Ω(x− y)|
|x− y|n−2

|f(y)|dy
∣∣∣∣2 dtt3

) 1
2

≤ CMΩf(x)
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olduğu gösterilir. Son olarak E4 için tekrar Lemma 3.1.6 kullanılarak

E4 ≤ C

(∫ ∞

r

∣∣∣∣r ∫
r<|x−y|≤t

|Ω(x− y)|
|x− y|n |f(y)|dy

∣∣∣∣2 dtt3
) 1

2

≤ Cr

⎛⎝∫ ∞

r

∣∣∣∣∣∣
[log2 t/r]+1∑

k=0

(2kr)n
∫
|x−y|≤2kr

|Ω(x− y)||f(y)|dy

∣∣∣∣∣∣
2

dt

t3

⎞⎠
1
2

≤ Cr

(∫ ∞

r

∣∣∣∣([ log2 t

r

]
+ 1

)
MΩf(x)

∣∣∣∣2 dtt3
) 1

2

≤ Cr

(∫ ∞

r

t

r
MΩf(x)

2dt

t3

) 1
2

≤ CMΩf(x)

elde edilir ve Teorem 4.2.3 nin ispatı tamamlanır.

Lemma 4.2.4 x0 ∈ Rn, 1 ≤ p < ∞ ve V ∈ Bn olsun. Ω ∈ Lq(S
n−1), 1 < q ≤ ∞

(2.16) ve (2.17) şartlarını sağlasın. Herhangi bir B(x0, r) yuvarı için eğer p > 1 ise,

bu durumda q′ ≤ p olacak şekilde her f ∈ Lloc
p (R

n) için

‖μL
j,Ωf‖Lp(B(x0,r)) � r

n
p

∫ ∞

2r

t−
n
p
−1‖f‖Lp(B(x0,t))dt (4.3)

ve p < q olaca şekilde her f ∈ Lloc
p (R

n) için

‖μL
j,Ωf‖Lp(B(x0,r)) � r

n
p
−n

q

∫ ∞

2r

t
n
q
−n

p
−1‖f‖Lp(B(x0,t))dt (4.4)

eşitsizliği sağlanır. Eğer p = 1 ise, bu durumda her f ∈ Lloc
1 (R

n) için

‖μL
j,Ωf‖WL1(B(x0,r)) � rn

∫ ∞

2r

t−n−1‖f‖L1(B(x0,t))dt

eşitsizliği sağlanır.

İspat.

‖Ω(x− ·)‖Lq(B(x0,t)) =

(∫
B(x−x0,t)

|Ω(y)|qdy
) 1

q

≤
(∫

B(0,t+|x−x0|)
|Ω(y)|qdy

) 1
q

(4.5)

=

(∫ t+|x−x0|

0

rn−1dr

∫
Sn−1

|Ω(y′)|qdσ(y′)
) 1

q

= c0 ‖Ω‖Lq(Sn−1) |B(0, t+ |x− x0|)|
1
q ,
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olup p ∈ (1,∞) olsun. Burada, c0 = (nvn)−1/q ve vn = |B(0, 1)| şeklindedir.

Keyfi bir x0 ∈ Rn için B = B(x0, r), x0 merkezli r yarıçaplı yuvar olmak

üzere 2B = B(x0, 2r) olsun. f fonksiyonunu

f = f1 + f2, f1(y) = f(y)χ2B(y), f2(y) = f(y)χ �(2B)
(y), r > 0

biçiminde ifade edelim. Bu durumda

‖μL
j,Ωf‖Lp(B) ≤ ‖μL

j,Ωf1‖Lp(B) + ‖μL
j,Ωf2‖Lp(B)

şeklinde yazabiliriz.

f1 ∈ Lp(Rn) olduğundan μL
j f1 ∈ Lp(Rn) olur ve μL

j in Lp(Rn) uzayındaki

sınırlılığından

‖μL
j,Ωf1‖Lp(B) ≤ ‖μL

j,Ωf1‖Lp(Rn)

� ‖Ω‖Lq(Sn−1)‖f1‖Lp(Rn)

≈ ‖Ω‖Lq(Sn−1)‖f‖Lp(2B)

elde edilir. Burada C, f fonksiyonundan bağımsız pozitif bir sabittir.

x ∈ B, y ∈ �
(2B) olması 1

2
|x0 − y| ≤ |x− y| ≤ 3

2
|x0 − y| olduğunu gösterir ve

μL
j f2(x) �

∫
�(2B)

|Ω(x− y)||f(y)|
|x0 − y|n dy

elde ederiz. Fubini teoreminden∫
�(2B)

|Ω(x− y)||f(y)|
|x0 − y|n dy ≈

∫
�(2B)

|Ω(x− y)| |f(y)|
∫ ∞

|x0−y|

dt

tn+1
dy

≈
∫ ∞

2r

∫
2r≤|x0−y|<t

|Ω(x− y)| |f(y)|dy dt

tn+1

�
∫ ∞

2r

∫
B(x0,t)

|Ω(x− y)| |f(y)|dy dt

tn+1

elde edilir. q′ ≤ p iken (4.5) ve Hölder eşitsizliği uygulanırsa∫
�
(2B)

|Ω(x− y)| |f(y)|
|x0 − y|n dy �

∫ ∞

2r

‖Ω(x− ·)‖Lq(B(x0,t)) ‖f‖Lq′ (B(x0,t))
dt

tn+1

� ‖Ω‖Lq(Sn−1)

∫ ∞

2r

‖f‖Lp(B(x0,t)) |B(x0, t)|1−
1
p
− 1

q |B(x0, t+ |x− x0|)|
1
q

dt

tn+1

� ‖Ω‖Lq(Sn−1)

∫ ∞

2r

‖f‖Lp(B(x0,t)) |B(x0, t)|1−
1
p
− 1

q |B(x0, t)|
1
q

dt

tn+1

� ‖Ω‖Lq(Sn−1)

∫ ∞

2r

t−
n
p
−1‖f‖Lp(B(x0,t))dt
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elde edilir. Ayrıca her p ∈ [1,∞) için

‖μL
j,Ωf2‖Lp(B) � ‖Ω‖Lq(Sn−1) r

n
p

∫ ∞

2r

t−
n
p
−1‖f‖Lp(B(x0,t))dt

eşitsizliği bulunur. Sonuç olarak

‖μL
j,Ωf‖Lp(B) � ‖Ω‖Lq(Sn−1)

(
‖f‖Lp(2B) + r

n
p

∫ ∞

2r

t−
n
p
−1‖f‖Lp(B(x0,t))dt

)
elde edilir. Öte yandan

‖f‖Lp(2B) ≈ r
n
p ‖f‖Lp(2B)

∫ ∞

2r

dt

t
n
p
+1

� r
n
p

∫ ∞

2r

t−
n
p
−1‖f‖Lp(B(x0,t))dt (4.6)

bulunur. O halde sonuç olarak

‖μL
j,Ωf‖Lp(B) � ‖Ω‖Lq(Sn−1) r

n
p

∫ ∞

2r

t−
n
p
−1‖f‖Lp(B(x0,t))dt

� r
n
p

∫ ∞

2r

t−
n
p
−1‖f‖Lp(B(x0,t))dt

elde edilir. 1 < p < q iken Minkowski teoremi ve Hölder eşitsizliğinin uygulanmasıyla

‖μL
Ωf2‖Lp(B) ≤

(∫
B

(∫ ∞

2r

∫
B(x0,t)

|Ω(x− y)||f(y)|dy dt

tn+1

)p

dx

) 1
p

≤
∫ ∞

2r

∫
B(x0,t)

‖Ω(· − y)‖Lp(B)|f(y)| dy
dt

tn+1

� |B(x0, r)|
1
p
− 1

q

∫ ∞

2r

∫
B(x0,t)

‖Ω(· − y)‖Lq(B) |f(y)| dy
dt

tn+1

� ‖Ω‖Lq(Sn−1) |B(x0, r)|
1
p
− 1

q

∫ ∞

2r

∫
B(x0,t)

|B(0, r + |x0 − y|)| 1q |f(y)| dy dt

tn+1

� ‖Ω‖Lq(Sn−1) r
n
p
−n

q

∫ ∞

2r

‖f‖L1B(x0,t) |B(0, r + t)| 1q dy dt

tn+1

� ‖Ω‖Lq(Sn−1) r
n
p
−n

q

∫ ∞

2r

‖f‖L1(B(x0,t)) t
n
q

dt

tn+1

� r
n
p
−n

q

∫ ∞

2r

t
n
q
−n

p
−1‖f‖Lp(B(x0,t)) dt

elde edilir. Sonuç olarak

‖μL
j,Ωf‖Lp(B) � r

n
p
−n

q

∫ ∞

2r

t
n
q
−n

p
−1‖f‖Lp(B(x0,t))dt
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bulunur. Eğer p = 1 < s < ∞ ise, bu durumda μL
j,Ω in zayıf (1, 1) sınırlılığından ve

(4.6) ifadesinden

‖μL
j,Ωf1‖WL1(B) ≤ ‖μL

j,Ωf1‖WL1(Rn) � ‖f1‖L1(Rn) = ‖f‖L1(2B)

� rn
∫ ∞

2r

∫
B(x0,t)

|f(y)|dy dt

tn+1

≤ rn
∫ ∞

2r

t−n−1‖f‖L1(B(x0,t)) dt

olduğu görülür ve ispat tamamlanır.

Teorem 4.2.5 1 ≤ p < ∞, 1 < q ≤ ∞ ve q′ ≤ p veya p < q olsun. Ayrıca

Ω ∈ Lq(S
n−1), (2.16), (2.17) ifadelerini sağlasın ve V ∈ Bn olsun. Eğer (ϕ1, ϕ2) çifti

(4.1),(4.2) şartlarını sağlıyorsa ve δ > 0 için

cδ :=

∫ ∞

δ

sup
x∈Rn

ϕ1(x, t)t
−n

p
−1dt < ∞ (4.7)

ve ∫ ∞

r

ϕ1(x, t)

t
n
p
+1

dt ≤ C0
ϕ2(x, r)

r
n
p

(4.8)

ise, bu durumda μL
j,Ω, ise, j = 1, . . . , n, VMp,ϕ1 den VMp,ϕ2 e sınırlıdır. C0, x ∈ Rn

ve r > 0 den bağımsızdır.

Uyarı 4.2.6 Eğer ϕ(x, r), x e bağlı değilse (4.7) şartına gerek yoktur. Çünkü (4.7)

şartı (4.8) den çıkmaktadır.

İspat. Lemma 4.2.4 ve (4.8) den

‖μL
j,Ωf‖VMp,ϕ2

= sup
x∈Rn,r>0

ϕ2(x, r)
−1 ‖μL

j,Ω‖Lp(B(x,r))

� sup
x∈Rn,r>0

ϕ2(x, r)
−1 r

n
p

∫ ∞

r

‖f‖Lp(B(x0,t))
dt

t
n
p
+1

� sup
x∈Rn,r>0

ϕ2(x, r)
−1 r

n
p

∫ ∞

r

ϕ1(x, t)
[
ϕ1(x, t)

−1 ‖f‖Lp(B(x0,t))

] dt

t
n
p
+1

� ‖f‖VMp,ϕ1
sup

x∈Rn,r>0
ϕ2(x, r)

−1 r
n
p

∫ ∞

r

ϕ1(x, t)
dt

t
n
p
+1

� ‖f‖VMp,ϕ1

elde edilir. O halde

lim
r→0

sup
x∈Rn

ϕ1(x, r)
−1‖f‖Lp(B(x,r)) = 0 ⇒ lim

r→0
sup
x∈Rn

ϕ2(x, r)
−1‖μL

j,Ω‖Lp(B(x,r)) = 0
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gösterilmesi yeterlidir. Bu yüzden sup
x∈Rn

ϕ2(x, r)
−1‖μL

j,Ω‖Lp(B(x,r)) < ε olduğunu göster-

mek için olabildiğince küçük r ler için (4.4) ifadesinin sağ tarafını parçalayalım.

ϕ2(x, r)
−1‖μL

j,Ω‖Lp(B(x,r)) ≤ C[Iδ(x, r) + Jδ(x, r)], (4.9)

olup burada δ0 > 0 dır. (Ayrıca δ0 > 1 alınabilir),

Iδ(x, r) :=
r

n
p

ϕ2(x, r)

(∫ δ0

r

ϕ1(x, t)t
−n

p
−1

(
ϕ1(x, t)

−1‖f‖Lp(B(x,t))

)
dt

)
ve

Jδ(x, r) :=
r

n
p

ϕ2(x, r)

(∫ ∞

δ0

ϕ1(x, t)t
−n

p
−1

(
ϕ1(x, t)

−1‖f‖Lp(B(x,t))

)
dt

)
ve r < δ0 olduğu varsayılsın.

sup
x∈Rn

ϕ1(x, t)
−1‖f‖Lp(B(x,t)) <

ε

2CC0

olacak şekilde herhangi bir δ0 > 0 sayısı seçelim. Burada C ve C0 (4.8) ve (4.9) daki

sabitlerdir. Bu durum r ∈ (0, δ0) için ilk terimin

sup
x∈Rn

CIδ0(x, r) <
ε

2
, 0 < r < δ0.

şeklinde olduğunu gösterir.

Şimdi yeterince küçük r için ikinci terimin durumuna bakalım. (4.1) şartından

dolayı

Jδ(x, r) ≤ cδ0‖f‖VMp,ϕ

r
n
p

ϕ(x, r)

olur. Burada cδ0 , (4.7) deki sabittir. Bu durumda (4.1) ifadesinden dolayı

sup
x∈Rn

r
n
p

ϕ(x, r)
≤ ε

2cδ0‖f‖VMp,ϕ

olacak şekilde yeterince küçük r seçmek yeterlidir.

4.3 Schrödinger Operatörüne Karşılık Gelen Kaba Çekirdekli μL
j,Ω,b

Marcinkiewicz İntegral Operatörünün Komütatörünün VMp,ϕ

Vanishing Genelleştirilmiş Morrey Uzaylarında Sınırlılığı

Bu çalışmada kaba çekirdekli klasik Marcinkiewicz fonksiyonunun komütatörü

μj,Ω,bf(x) =

(∫ ∞

0

∣∣∣∣∫|x−y|≤t

|Ω(x− y)|Kj(x, y)[b(x)− b(y)]f(y)dy

∣∣∣∣2 dtt3
)1/2
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şeklinde olup Kj(x, y) = KΔ
j (x, y) dır. Schrödinger operatörüne karşılık gelen Mar-

cinkiewicz fonksiyonunun komütatörü

μL
j,Ω,bf(x) =

(∫ ∞

0

∣∣∣∣∫|x−y|≤t

|Ω(x− y)|KL
j (x, y)[b(x)− b(y)]f(y)dy

∣∣∣∣2 dtt3
)1/2

şeklinde tanımlanır. b ∈ Lloc
1 (R

n) için maximal operatörünün komütatörü MΩ,b ise

aşağıdaki şekildedir.

MΩ,bf(x) = sup
t>0

|B(x, t)|−1

∫
B(x,t)

|b(x)− b(y)| |Ω(x− y)| |f(y)|dy

Teorem 4.3.1 ([6]) Ω, (2.16) şartını sağlasın ve 1 < q ≤ ∞ için Ω ∈ Lq(S
n−1)

olsun. Ayrıca b ∈ BMO(Rn) olsun ve her q′ < p < ∞ veya 1 < p < q için

‖MΩ,b(f)‖Lp ≤ C‖f‖Lp

eşitsizliğini sağlayan f fonksiyonundan bağımsız bir C sabiti vardır. Yani p > 1 için

MΩ,b, Lp(Rn) de ve p = 1 için L1(Rn) den zayıf WL1(Rn) e sınırlıdır.

Teorem 4.3.2 ([26]) Ω, (2.16), (2.17) şartlarını sağlasın ve 1 < q ≤ ∞ için Ω ∈
Lq(S

n−1) olsun. Ayrıca b ∈ BMO(Rn) olsun. Bu durumda p > 1 için μΩ,b, Lp(Rn)

sınırlıdır ve p = 1 için L1(Rn) den zayıf WL1(Rn) e sınırlıdır.

Teorem 4.3.3 V ∈ Bn ve b ∈ BMO(Rn) olsun. Ayrıca Ω, (2.16), (2.17) şartlarını

sağlasın. Bu durumda her q′ < p < ∞ için veya 1 < p < q için

‖μL
j,Ω,b(f)‖Lp ≤ C‖f‖Lp

eşitsizliğini sağlayacak şekilde f fonksiyonundan bağımsız bir C sabiti mevcuttur.

İspat. Bu lemmanın ispatı, [3], [4] ve [35] çalışmalarındaki ispat tekniği kullanılarak

yapılmıştır. MΩ,b kaba çekirdekli Hardy-Littlewood maximal operatörünün komü-

tatörü olmak üzere

μL
j,Ω,bf(x) ≤ μj,Ω,bf(x) + CMΩ,bf(x), h.h.y. x ∈ Rn

olduğunun gösterilmesi yeterlidir.
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x ∈ Rn ve r = ρ(x) olmak üzere

μL
j,Ω,bf(x) ≤

(∫ r

0

∣∣∣∣∫|x−y|≤t

|Ω(x− y)|KL
j (x, y)[b(x)− b(y)]f(y)dy

∣∣∣∣2 dtt3
) 1

2

+

(∫ ∞

r

∣∣∣∣∫|x−y|≤r

|Ω(x− y)|KL
j (x, y)[b(x)− b(y)]f(y)dy

∣∣∣∣2 dtt3
) 1

2

+

(∫ ∞

r

∣∣∣∣∫
r<|x−y|≤t

|Ω(x− y)|KL
j (x, y)[b(x)− b(y)]f(y)dy

∣∣∣∣2 dtt3
) 1

2

≤
(∫ r

0

∣∣∣∣∫|x−y|≤t

|Ω(x− y)|[KL
j (x, y)−Kj(x, y)][b(x)− b(y)]f(y)dy

∣∣∣∣2 dtt3
) 1

2

+

(∫ r

0

∣∣∣∣∫|x−y|≤t

|Ω(x− y)|Kj(x, y)[b(x)− b(y)]f(y)dy

∣∣∣∣2 dtt3
) 1

2

+

(∫ ∞

r

∣∣∣∣∫|x−y|≤r

|Ω(x− y)|KL
j (x, y)[b(x)− b(y)]f(y)dy

∣∣∣∣2 dtt3
) 1

2

+

(∫ ∞

r

∣∣∣∣∫
r<|x−y|≤t

|Ω(x− y)|KL
j (x, y)[b(x)− b(y)]f(y)dy

∣∣∣∣2 dtt3
) 1

2

:=E1 + E2 + E3 + E4

şeklindedır.

Lemma 3.1.6 den E1,

E1 ≤ C

(∫ r

0

∣∣∣∣1r
∫
|x−y|≤t

|Ω(x− y)|[b(x)− b(y)]
|f(y)|

|x− y|n−2
dy

∣∣∣∣2 dtt3
) 1

2

≤ CMΩ,bf(x)

olduğu görülür. Ayrıca

E2 ≤ μj,Ω,bf(x)

olduğu açıktır.

E3 için Lemma 3.1.6 kullanılarak

E3 ≤
(∫ ∞

r

∣∣∣∣1r
∫
|x−y|≤r

|Ω(x− y)|[b(x)− b(y)]
|f(y)|

|x− y|n−2
dy

∣∣∣∣2 dtt3
) 1

2

≤ CMΩ,bf(x)
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olduğu gösterilir. Son olarak E4 için tekrar Lemma 3.1.6 kullanılarak

E4 ≤ C

(∫ ∞

r

∣∣∣∣r ∫
r<|x−y|≤t

|Ω(x− y)|[b(x)− b(y)]
|f(y)|
|x− y|ndy

∣∣∣∣2 dtt3
) 1

2

≤ Cr

⎛⎝∫ ∞

r

∣∣∣∣∣∣
[log2 t/r]+1∑

k=0

(2kr)n
∫
|x−y|≤2kr

|Ω(x− y)|[b(x)− b(y)]|f(y)|dy

∣∣∣∣∣∣
2

dt

t3

⎞⎠
1
2

≤ Cr

(∫ ∞

r

|([log2 t/r] + 1)MΩ,bf(x)|2
dt

t3

) 1
2

≤ Cr

(∫ ∞

r

t

r
MΩ,bf(x)

2dt

t3

) 1
2

≤ CMΩ,bf(x)

elde edilir ve Teorem 4.3.3 nin ispatı tamamlanır.

Lemma 4.3.4 x0 ∈ Rn, 1 ≤ p < ∞ ve b ∈ BMO(Rn) olsun. Ω ∈ Lq(S
n−1),

1 < q ≤ ∞ (2.16) ve (2.17) şartlarını sağlasın ve , V ∈ Bn olsun. Herhangi bir

B(x0, r) yuvarı için eğer p > 1 ise, bu durumda q′ ≤ p veya p < q olacak şekilde her

f ∈ Lloc
p (R

n) için

‖μj,Ω,bf‖Lp(B(x0,r)) � ‖b‖∗r
n
p

∫ ∞

2r

(
1 + ln

t

r

)
t−

n
p
−1‖f‖Lp(B(x0,t)) dt (4.10)

eşitsizliği sağlanır. Herhangi bir B(x, r) yuvarı için eğer p = 1 ise, bu durumda her

f ∈ Lloc
1 (R

n) için

‖μj,Ω,bf‖WL1(B(x,r)) � ‖b‖∗rn
∫ ∞

2r

(
1 + ln

t

r

)
t−n−1‖f‖L1(B(x,t)) dt

eşitsizliği sağlanır.

İspat. p ∈ (1,∞) ve b ∈ BMO(Rn) olsun. Keyfi bir x0 ∈ Rn için B = B(x0, r), x0

merkezli r yarıçaplı yuvar olmak üzere 2B = B(x0, 2r) olsun. f fonksiyonunu

f = f1 + f2, f1(y) = f(y)χ2B(y), f2(y) = f(y)χ �(2B)
(y), r > 0

biçiminde ifade edelim. Bu durumda

‖μL
j,Ω,bf‖Lp(B) ≤ ‖μL

j,Ω,bf1‖Lp(B) + ‖μL
j,Ω,bf2‖Lp(B)

şeklinde yazabiliriz.
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f1 ∈ Lp(Rn) olduğundan μL
j,Ω,b (f1) ∈ Lp olur ve μ

L
j,Ω,b in Lp(Rn) uzayındaki

sınırlılığından (Teorem 4.3.2)

‖μL
j,Ω,bf1‖Lp(B) ≤ ‖μL

j,Ω,bf1‖Lp(Rn) � ‖Ω‖Lq(Sn−1) ‖f1‖Lp(Rn)

≈ ‖Ω‖Lq(Sn−1) ‖b‖∗ ‖f‖Lp(2B)

elde edilir.

x ∈ B, y ∈ �
(2B) olması 1

2
|x0 − y| ≤ |x− y| ≤ 3

2
|x0 − y| olduğunu gösterir ve

μL
j,Ω,b(f2(x)) �

∫
�
(2B)

|b(y)− b(x)||Ω(x− y)| |f(y)|
|x0 − y|ndy

elde edilir. Buradan,

‖μj,Ω,bf2‖Lp(B) �
(∫

B

(∫
�(2B)

|b(y)− b(x)||Ω(x− y)| |f(y)|
|x0 − y|n dy

)p

dx

) 1
p

�
(∫

B

(∫
�
(2B)

|b(y)− bB||Ω(x− y)| |f(y)|
|x0 − y|n dy

)p

dx

) 1
p

+

(∫
B

(∫
�(2B)

|b(x)− bB||Ω(x− y)| |f(y)|
|x0 − y|n dy

)p

dx

) 1
p

=I1 + I2

olur.

I1 = r
n
p

∫
�
(2B)

|b(y)− bB||Ω(x− y)| |f(y)|
|x0 − y|n dy

≈ r
n
p

∫
�
(2B)

|b(y)− bB||Ω(x− y)||f(y)|
∫ ∞

|x0−y|

dt

tn+1
dy

≈ r
n
p

∫ ∞

2r

∫
2r≤|x0−y|≤t

|b(y)− bB||Ω(x− y)||f(y)| dy dt

tn+1

� r
n
p

∫ ∞

2r

∫
B(x0,t)

|b(y)− bB||Ω(x− y)||f(y)|dy dt

tn+1

eşitsizliği bulunur. Hölder eşitsizliği ve (2.4) kullanılarak,

I1 �‖b‖∗ r
n
p

∫ ∞

2r

(
1 + ln

t

r

)
‖Ω(x− ·)‖Lq(B(x0,t)) ‖f‖Lq′ (B(x0,t))

dt

tn+1

�‖Ω‖Lq(Sn−1) ‖b‖∗ r
n
p

∫ ∞

2r

(
1 + ln

t

r

)
|B(0, t+ |x− x0|)|

1
q |B(x0, t)|1−

1
q
− 1

p

‖f‖Lp(B(x0,t))dy
dt

tn+1

�‖b‖∗ r
n
p

∫ ∞

2r

(
1 + ln

t

r

)
t−

n
p
−1 ‖f‖Lp(B(x0,t)) dt
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bulunur. Öte yandan

I2 =

(∫
B

|b(x)− bB|pdx
) 1

p
∫

�
(2B)

|Ω(x− y)||f(y)|
|x0 − y|n dy

elde edilir. (2.4) kullanılarak

I2 � ‖b‖∗ r
n
p

∫
�
(2B)

|Ω(x− y)||f(y)|
|x0 − y|n dy

� ‖Ω‖Lq(Sn−1)‖b‖∗ r
n
p

∫ ∞

2r

t−
n
p
−1 ‖f‖Lp(B(x,t)) dt

bulunur. Buradan p ∈ (1,∞) için I1 ve I2 ifadeleri toplanırsa

‖μL
j,Ω,bf2‖Lp(B) � ‖Ω‖Lq(Sn−1)‖b‖∗ r

n
p

∫ ∞

2r

(
1 + ln

t

r

)
t−

n
p
−1‖f‖Lp(B(x0,t))dt.

elde edilir. O halde sonuç olarak

‖μL
j,Ω,bf‖Lp(B) �‖Ω‖Lq(Sn−1) ‖b‖∗

(
‖f‖Lp(2B)

+ r
n
p

∫ ∞

2r

(
1 + ln

t

r

)
t−

n
p
−1‖f‖Lp(B(x0,t))dt

)
bulunur. Öte yandan

‖μL
j,Ω,bf‖Lp(B) � ‖Ω‖Lq(Sn−1) ‖b‖∗ r

n
p

∫ ∞

2r

(
1 + ln

t

r

)
t−

n
p
−1‖f‖Lp(B(x0,t)) dt

� ‖b‖∗ (B(x0, r))
1
p

∫ ∞

2r

(
1 + ln

t

r

)
t−

n
p
−1‖f‖Lp(B(x0,t)) dt

elde edilir. Benzer teknik kullanılarak 1 < p < q için gösterilebilir ve ispat tamam-

lanır.

‖μL
j,Ωf‖Lp(B) � ‖b‖∗ r

n
p

∫ ∞

2r

(
1 + ln

t

r

)
t−

n
p
−1‖f‖Lp(B(x0,t))dt

bulunur. Eğer p = 1 < s < ∞ ise, bu durumda μL
j,Ω in zayıf (1, 1) sınırlılığından ve

(4.6) ifadesinden

‖μL
j,Ωf1‖WL1(B) ≤ ‖μL

j,Ωf1‖WL1(Rn) � ‖b‖∗‖f1‖L1(Rn) = ‖b‖∗‖f‖L1(2B)

≤ ‖b‖∗rn
∫ ∞

2r

(
1 + ln

t

r

)
t−n−1‖f‖L1(B(x0,t)) dt

olduğu görülür ve ispat tamamlanır.

Teorem 4.3.5 1 < p < ∞, 1 < q ≤ ∞ ve q′ ≤ p veya p < q olsun. Ayrıca

Ω ∈ Lq(S
n−1), (2.16), (2.17) ifadelerini sağlasın ve b ∈ BMO(Rn), V ∈ Bn olsun.

Eğer (ϕ1, ϕ2) çifti (4.1),(4.2) şartlarını sağlıyorsa ve her δ > 0 için

cδ :=

∫ ∞

δ

(
1 + ln

t

r

)
sup
x∈Rn

ϕ1(x, t)t
−n

p
−1dt < ∞ (4.11)
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ve ∫ ∞

r

(
1 + ln

t

r

)ϕ1(x, t)

t
n
p
+1

dt ≤ C0
ϕ2(x, r)

r
n
p

(4.12)

ise, bu durumda μL
j,Ω, j = 1, . . . , n, VMp,ϕ1 den VMp,ϕ2 e sınırlıdır. Burada C0,

x ∈ Rn ve r > 0 den bağımsızdır.

Uyarı 4.3.6 Eğer ϕ(x, r), x e bağlı değilse, (4.11) şartına gerek yoktur. Çünkü

(4.11) şartı (4.12) den çıkmaktır.

İspat. Lemma 5.2.1 ve (4.12) ifadesinden

‖μL
j,Ω,bf‖VMp,ϕ2

= sup
x∈Rn,r>0

ϕ2(x, r)
−1 ‖μL

j,Ω,b‖Lp(B(x,r))

� ‖b‖∗ sup
x∈Rn,r>0

ϕ2(x, r)
−1 r

n
p

∫ ∞

r

(
1 + ln

t

r

)
t−

n
p
−1‖f‖Lp(B(x0,t)) dt

� ‖b‖∗‖f‖VMp,ϕ1
sup

x∈Rn,r>0
ϕ2(x, r)

−1 r
n
p

∫ ∞

r

(
1 + ln

t

r

)
t−

n
p
−1ϕ1(x, t) dt

� ‖b‖∗‖f‖VMp,ϕ1

elde edilir. O halde

lim
r→0

sup
x∈Rn

ϕ1(x, r)
−1‖f‖Lp(B(x,r)) = 0 ⇒ lim

r→0
sup
x∈Rn

ϕ2(x, r)
−1‖μL

j,Ω,b‖Lp(B(x,r)) = 0

gösterilmesi yeterlidir. Bu yüzden sup
x∈Rn

ϕ2(x, r)
−1‖μL

j,Ω,b‖Lp(B(x,r)) < ε olduğunu

göstermek için olabildiğince küçük r ler için (4.10) ifadesinin sağ tarafını parçalay-

alım.

ϕ2(x, r)
−1‖μL

j,Ω,b‖Lp(B(x,r)) ≤ C[Iδ(x, r) + Jδ(x, r)] (4.13)

olup burada δ0 > 0 dır. (Ayrıca δ0 > 1 alınabilir),

Iδ(x, r) := ‖b‖∗
r

n
p

ϕ2(x, r)

(∫ δ0

r

(
1 + ln

t

r

)
ϕ1(x, t)t

−n
p
−1

(
ϕ1(x, t)

−1‖f‖Lp(B(x,t))

)
dt

)
ve

Jδ(x, r) := ‖b‖∗
r

n
p

ϕ2(x, r)

(∫ ∞

δ0

(
1 + ln

t

r

)
ϕ1(x, t)t

−n
p
−1

(
ϕ1(x, t)

−1‖f‖Lp(B(x,t))

)
dt

)
ve r < δ0 olduğu varsayılsın.

sup
x∈Rn

ϕ1(x, t)
−1‖f‖Lp(B(x,t)) <

ε

2CC0
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olacak şekilde herhangi bir δ0 > 0 sayısı seçelim. Burada C ve C0 (4.12) ve (4.13)

daki sabitlerdir. Bu durum r ∈ (0, δ0) için ilk terimin

‖b‖∗ sup
x∈Rn

CIδ0(x, r) <
ε

2
, 0 < r < δ0

şeklinde olduğunu gösterir.

Şimdi yeterince küçük r için ikinci terimin durumuna bakalım. (4.1) şartından

dolayı

Jδ(x, r) ≤ ‖b‖∗cδ0‖f‖VMp,ϕ

r
n
p

ϕ(x, r)

olur. Burada cδ0 , (4.11) deki sabittir. Bu durumda (4.1) ifadesinden dolayı

sup
x∈Rn

r
n
p

ϕ(x, r)
≤ ε

2‖b‖∗cδ0‖f‖VMp,ϕ

,

olacak şekilde yeterince küçük r seçmek yeterlidir.

63



5 SCHRODINGER OPERATÖRÜNE KARŞILIK GELEN KABA ÇE-

KİRDEKLİ μL
j,Ω MARCINKIEWICZ İNTEGRAL OPERATÖRÜNÜN

VE μL
j,Ω,b KOMÜTATÖRÜNÜNMp,ϕ(ω)GENELLEŞTİRİLMİŞ AĞIR-

LIKLI MORREY UZAYLARINDA SINIRLILIĞI

Bu bölümde 1 < q ≤ ∞ ve b ∈ BMO(Rn) için Ω ∈ Lq(S
n−1) olmak üzere

Schrödinger operatörüne karşılık gelen kaba çekirdekli μL
j,Ω Marcinkiewicz integral

operatörlerinin ve μL
j,Ω,b komütatörlerinin genelleştirilmiş ağırlıklı Morrey uzayların-

daki sınırlılığı elde edilmiştir. Elde edilen bu sonuçlar uluslararası indeksli dergide

”Commutators of Marcinkiewicz integrals associated with Schrödinger operator on

generalized weighted Morrey spaces” başlığı ile yayımlanması için gönderilmiştir.

5.1 Schrödinger Operatörüne Karşılık Gelen Kaba Çekirdekli μL
j,Ω

Marcinkiewicz İntegral Operatörünün Mp,ϕ(ω) Genelleştirilmiş

Ağırlıklı Morrey Uzaylarında Sınırlılığı

Eğer 1 < p < ∞ olmak üzere herhangi bir B = B(y, r) yuvarı için

[ω]Ap = sup
B
[ω]Ap(B)

= sup
B

(
1

|B|

∫
B

ω(x)dx

)(
1

|B|

∫
B

w(x)1−p′dx

)p−1

< ∞

ise ω ağırlık fonksiyonu Ap Muckenhoupt sınıfındandır denir. Burada supremum

bütün B yuvarları üzerinden alınmaktadır ve 1/p+1/p′ biçimindedir. Burada Hölder

eşitsizliğini kullanarak bütün B yuvarları için

[ω]
1/p
Ap(B) = |B|−1‖w‖1/pL1(B) ‖w−1/p‖Lp′ (B) ≥ 1 (5.1)

olur. p = 1 için A1 sınıfı [ω]A1 = sup
x∈Rn

olacak şekilde Mw(x) ≤ Cw(x) şartı ile

tanımlanır. Ayrıca p =∞ için A∞ =
⋃

1≤p<∞ Ap ve [ω]A∞ = inf
1≤p<∞

[ω]Ap şeklindedir

(bkz. [67]).

Önerme 5.1.1 Ap Muckenhoupt sınıfı tanımından

ω1−p′ ∈ Ap′/q′ ⇒ [ω1−p′ ]
q′/p′
Ap′/q′ (B) = |B|−1‖ω1−p′‖q′/p′L1(B) ‖wq′/p‖L(p′/q′)′ (B)
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olduğu bilinir. Ayrıca ω1−p′ ∈ Ap′/q′ ⊂ Ap′ olduğundan ω1−p′ ∈ Ap′/q′ ⇒ ω1−p′ ∈ Ap′

şeklinde yazılır. Buradan

ω1−p′ ∈ Ap′/q′ ⇒ ω1−p′ ∈ Ap′

⇒ [ω1−p′ ]
1/p′
Ap′ (B) = |B|−1‖ω1−p′‖1/p′L1(B) ‖w1/p‖Lp(B) (5.2)

elde edilir. Bu ifadenin tersi her zaman doğru değildir.

Önerme 5.1.2 ω1−p′ ∈ Ap′/q′ ifadesini ispatımızda kolaylık sağlaması için

ω1−p′ ∈ Ap′/q′ ⇒ [ω1−p′ ]
q(p−1)
p(q−1)

Ap′/q′ (B) = |B|−1‖ω1−p′‖
q(p−1)
p(q−1)

L1(B) ‖wq′/p‖L(p′/q′)′ (B)

⇒ [ω1−p′ ]
1/p′
Ap′/q′ (B) = |B|−

q−1
q ‖ω1−p′‖1/p′L1(B) ‖ω‖

1/p
L q

q−p (B)
(5.3)

şeklinde yazabiliriz. Burada aşağıdaki ifadeler sağlanır.

1− p′ = −p′

p
,

q′

p
=

q

p(q − 1) ,
q′

p′
=

q(p− 1)
p(q − 1) ,

(
q

p

)′
=

q

q − p
,

(
p′

q′

)′
=

p(q − 1)
q − p

.

Eğer (5.3) ifadesinde ‖ω1−p′‖1/p′L1(B) nın yerine (5.2) yazılırsa, bu durumda

ω1−p′ ∈ Ap′/q′ ⇒ [ω1−p′ ]
1/p′
Ap′/q′ (B) = |B| 1q [ω1−p′ ]

1/p′
Ap′ (B) ‖w1/p‖−1

Lp(B) ‖ω‖
1/p
L q

q−p (B)
(5.4)

elde edilir.

Lemma 5.1.3 1 < p < q, ω1−p′ ∈ A p′
q′
olsun. Bu durumda, her y ∈ Rn ve B ⊂ Rn

yuvarı için

‖Ω(· − y)‖Lp,ω(B) � ‖Ω(· − y)‖Lq(B)‖ω‖
1
p

L(q/p)′(B)

eşitsizliği sağlanır.

İspat. Hölder eşitsizliğini kullanarak

‖Ω(· − y)‖Lp,ω(B) =

(∫
B

|Ω(· − y)|p w
) 1

p

�
(∫

B

|Ω(· − y)|q
) 1

q
(∫

B

w
q

q−p

) q−p
pq

≈ ‖Ω(· − y)‖Lq(B)

(∫
B

w(q/p)′
) 1

(q/p)′
1
p

≈ ‖Ω(· − y)‖Lq(B) ‖ω‖
1
p

L(q/p)′ (B)

elde edilir.
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Teorem 5.1.4 ([29]) Ω, (2.16) şartını sağlasın ve 1 < q ≤ ∞ için Ω ∈ Lq(S
n−1)

olsun. Bu durumda, her q′ ≤ p < ∞, p �= 1 ve ω ∈ Ap/q′ veya 1 < p ≤ q ve

ω1−p′ ∈ Ap′/q′ için

‖MΩ(f)‖Lp,ω ≤ C‖f‖Lp,ω

olacak şekilde f , Ω ve ω den bağımsız bir C sabiti mevcuttur.

Teorem 5.1.5 ([6]) Ω, (2.16) şartını sağlasın. Ayrıca b ∈ BMO(Rn) ve 1 < q ≤ ∞
için Ω ∈ Lq(S

n−1) olsun. Bu durumda her q′ ≤ p < ∞, p �= 1 ve ω ∈ Ap/q′ veya

1 < p ≤ q ve ω1−p′ ∈ Ap′/q′ için

‖MΩ,b(f)‖Lp,ω ≤ C‖f‖Lp,ω

olacak şekilde f , Ω ve ω den bağımsız bir C sabiti mevcuttur.

Teorem 5.1.6 ([27]) Ω, (2.16), (2.17) şartlarını sağlasın ve 1 < q ≤ ∞ için Ω ∈
Lq(S

n−1) olsun. Bu durumda, her q′ < p < ∞ ve ω ∈ Ap/q′ veya 1 < p < q ve

ω1−p′ ∈ Ap′/q′ için

‖μΩ(f)‖Lp,ω ≤ C‖f‖Lp,ω

olacak şekilde f , Ω ve ω den bağımsız bir C sabiti mevcuttur.

Teorem 5.1.7 ([26]) Ω, (2.16), (2.17) şartlarını sağlasın. Ayrıca b ∈ BMO(Rn) ve

1 < q ≤ ∞ için Ω ∈ Lq(S
n−1) olsun. Bu durumda, her q′ < p < ∞ ve ω ∈ Ap/q′

veya 1 < p < q ve ω1−p′ ∈ Ap′/q′ için∥∥μΩ,b(f)
∥∥
Lp,ω

≤ C‖f‖Lp,ω

olacak şekilde f , Ω ve ω den bağımsız bir C sabiti mevcuttur.

Lemma 5.1.8 Ω, (2.16), (2.17) şartlarını sağlasın ve Ω ∈ Lq(S
n−1), 1 < q ≤ ∞

olsun. Bu durumda herhangi bir B(x0, r) yuvarı ve her q′ < p < ∞, ω ∈ Ap/q′

olacak şekilde her f ∈ Lloc
p,ω(R

n) için

‖μΩ(f)‖Lp,ω(B(x0,r)) � ω(B(x0, r))
1
p

∫ ∞

2r

‖f‖Lp,ω(B(x0,t)) ω(B(x0, t))
− 1

p
dt

t

eşitsizliği sağlanır. Ayrıca, herhangi bir B(x0, r) yuvarı ve her 1 < p < q, ω1−p′ ∈
Ap′/q′ olacak şekilde her f ∈ Lloc

p,ω(R
n) için

‖μΩ(f)‖Lp,ω(B(x0,r)) � ‖ω‖
1
p

L q
q−p (B(x0,r))

∫ ∞

2r

‖f‖Lp,ω(B(x0,t)) ‖ω‖
− 1

p

L q
q−p (B(x0,t))

dt

t

eşitsizliği sağlanır.
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İspat. Ω, (2.16), (2.17) şartlarını sağlasın ve Ω ∈ Lq(S
n−1), 1 < q ≤ ∞ olsun.

Keyfi bir x0 ∈ Rn, için B = B(x0, r), x0 merkezli r yarıçaplı yuvar olmak üzere

2B = B(x0, 2r) olsun. f fonksiyonunu

f = f1 + f2, f1(y) = f(y)χ2B(y), f2(y) = f(y)χ �(2B)
(y), r > 0

biçiminde ifade edelim. Bu durumda

‖μΩ(f)‖Lp,ω(B) ≤ ‖μΩ(f1)‖Lp,ω(B) + ‖μΩ(f2)‖Lp,ω(B)

şeklinde yazabiliriz.

f1 ∈ Lp(ω) olduğundan μΩ (f1) ∈ Lp(ω) olur ve ω ∈ Ap/q′ ve q
′ < p < ∞ için

μΩ in Lp(ω) deki sınırlılığından (bkz. Teorem 5.1.6)

‖μΩ (f1) ‖Lp,ω(B) ≤ ‖μΩ (f1) ‖Lp,ω(Rn)

� ‖Ω‖Lq(Sn−1) [ω]
1
p

A p
q′
‖f1‖Lp,ω(Rn)

≈ ‖Ω‖Lq(Sn−1) [ω]
1
p

A p
q′
‖f‖Lp,ω(2B)

elde edilir.

x ∈ B, y ∈ �
(2B) olması 1

2
|x0 − y| ≤ |x− y| ≤ 3

2
|x0 − y| olduğunu gösterir ve

μΩ(f2(x)) �
∫

�(2B)

|Ω(x− y)||f(y)|
|x0 − y|n dy

elde edilir. Fubini teoreminden∫
�(2B)

|Ω(x− y)||f(y)|
|x0 − y|n dy ≈

∫
�(2B)

|Ω(x− y)| |f(y)|
∫ ∞

|x−y|

dt

tn+1
dy

=

∫ ∞

2r

∫
2r≤|x0−y|<t

|Ω(x− y)| |f(y)|dy dt

tn+1

�
∫ ∞

2r

∫
B(x0,t)

|Ω(x− y)| |f(y)|dy dt

tn+1
(5.5)

olur. q′ < p < ∞ ve ω ∈ Ap/q′ iken (4.5) ve Hölder eşitsizliği uygulanırsa∫
�(2B)

|Ω(x− y)| |f(y)|
|x0 − y|n dy �

∫ ∞

2r

‖Ω(x− ·)‖Lq(B(x0,t)) ‖f‖Lq′ (B(x0,t))
dt

tn+1

� ‖Ω‖Lq(Sn−1)

∫ ∞

2r

‖f‖Lp,ω(B(x0,t)) ‖ω−q′/p‖
1
q′
L(p/q′)′ (B(x0,t))

|B(0, t+ |x− x0|)|
1
q

dt

tn+1

� ‖Ω‖Lq(Sn−1) [ω]
1
p

A p
q′

∫ ∞

2r

‖f‖Lp,ω(B(x,t)) ω(B(x0, t))
− 1

p |B(x0, t)|
1
q′ |B(0, t+ |x− x0|)|

1
q

dt

tn+1

� ‖Ω‖Lq(Sn−1) [ω]
1
p

A p
q′

∫ ∞

2r

‖f‖Lp,ω(B(x0,t))ω(B(x0, t))
− 1

p
dt

t
(5.6)

67



elde edilir. Ayrıca, her p ∈ (1,∞) için

‖μΩ (f2) ‖Lp,ω(B) � ‖Ω‖Lq(Sn−1) [ω]
1
p

A p
q′
ω(B)

1
p

∫ ∞

2r

‖f‖Lp,ω(B(x0,t)) ω(B(x0, t))
− 1

p
dt

t

eşitsizliği yazılabilir. Sonuç olarak

‖μΩ(f)‖Lp,ω(B) �‖Ω‖Lq(Sn−1) [ω]
1
p

A p
q′

(
‖f‖Lp,ω(2B)

+ ω(B)
1
p

∫ ∞

2r

‖f‖Lp,ω(B(x0,t)) ω(B(x0, t))
− 1

p
dt

t

)
bulunur. Diğer yandan w ∈ A p

q′
olması w ∈ Ap olduğunu gösterir ve (5.1) ifadesin-

den,

‖f‖Lp,ω(2B) ≈ |B|‖f‖Lp,ω(2B)

∫ ∞

2r

dt

tn+1

� |B|
∫ ∞

2r

‖f‖Lp,ω(B(x0,t))
dt

tn+1

� ω(B)
1
p‖ω−1/p‖Lp′ (B)

∫ ∞

2r

‖f‖Lp,ω(B(x0,t))
dt

tn+1

� ω(B)
1
p

∫ ∞

2r

‖f‖Lp,ω(B(x0,t)) ‖w−1/p‖Lp′ (B(x0,t))
dt

tn+1

� [ω]
1
p

A p
q′
ω(B)

1
p

∫ ∞

2r

‖f‖Lp,ω(B(x0,t)) ω(B(x0, t))
− 1

p
dt

t
(5.7)

elde edilir. O halde sonuç olarak

‖μΩ(f)‖Lp,ω(B) � ‖Ω‖Lq(Sn−1) [ω]
1
p

A p
q′
ω(B)

1
p

∫ ∞

2r

‖f‖Lp,ω(B(x0,t)) ω(B(x0, t))
− 1

p
dt

t

� ω(B(x0, r))
1
p

∫ ∞

2r

‖f‖Lp,ω(B(x0,t)) ω(B(x0, t))
− 1

p
dt

t

bulunur.

1 < p < q ve ω1−p′ ∈ Ap′/q′ iken f1 ∈ Lp(ω), μΩ (f1) ∈ Lp(ω) olduğundan ve

ω1−p′ ∈ Ap′/q′ ve 1 < p < q için μΩ, Lp(ω) de sınırlı olduğundan (bkz. Teorem 5.1.6)

‖μΩ (f1) ‖Lp,ω(B) ≤ ‖μΩ (f1) ‖Lp,ω(Rn)

� ‖Ω‖Lq(Sn−1) [ω
1−p′ ]

1
p′
A p′

q′
‖f1‖Lp,ω(Rn)

≈ ‖Ω‖Lq(Sn−1) [ω
1−p′ ]

1
p′
A p′

q′
‖f‖Lp,ω(2B)

elde edilir.

Eğer 1 < p < q ve ω1−p′ ∈ Ap′/q′ ise, bu durumda (4.5) ve (5.5) ifadelerinden,

Lemma 5.1.3, Minkowski teoremi ve Hölder eşitsizliğinden
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‖μΩ(f2)‖Lp,ω(B) ≤
(∫

B

(∫ ∞

2r

∫
B(x0,t)

|Ω(x− y)||f(y)|dy dt

tn+1

)p

ω(x)dx

) 1
p

≤
∫ ∞

2r

∫
B(x0,t)

‖Ω(· − y)‖Lp,ω(B)|f(y)| dy
dt

tn+1

�
∫ ∞

2r

∫
B(x0,t)

‖Ω(· − y)‖Lq(B) ‖ω‖
1
p

L(q/p)′ (B) |f(y)| dy
dt

tn+1

� ‖Ω‖Lq(Sn−1) ‖ω‖
1
p

L(q/p)′ (B)

∫ ∞

2r

∫
B(x0,t)

|B(0, r + |x0 − y|)| 1q |f(y)| dy dt

tn+1

� ‖Ω‖Lq(Sn−1) ‖ω‖
1
p

L(q/p)′ (B)

∫ ∞

2r

‖f‖L1(B(x0,t)) |B(0, r + t)| 1q dt

tn+1

� ‖Ω‖Lq(Sn−1) ‖ω‖
1
p

L q
q−p

(B)

∫ ∞

2r

‖f‖Lp,ω(B(x0,t)) ‖w−p′/p‖
1
p′
L1(B(x0,t))

|B(x0, t)|
1
q

dt

tn+1

� ‖Ω‖Lq(Sn−1) |B| 1q ‖ω‖
1
p

L q
q−p

(B)

∫ ∞

2r

‖f‖Lp,ω(B(x0,t)) ‖ω1−p′‖
1
p′
L1(B(x0,t))

|B(x0, t)|
1
q

dt

tn+1

bulunur. ‖ω1−p′‖
1
p′
L1(B(x0,t))

için (5.2) ifadesinin ve ‖ω‖
1
p

L q
q−p

(B) için (5.4) ifadesinin

uygulanması ile

‖μΩ(f2)‖Lp,ω(B) �Ω‖Lq(Sn−1) [ω
1−p′ ]

1
p′
A p′

q′
‖ω‖

1
p

L q
q−p

(B)

∫ ∞

2r

‖f‖Lp,ω(B(x0,t)) ‖ω‖
− 1

p

L q
q−p

(B(x0,t))

dt

t

eşitsizliği elde edilir. Böylece

‖μΩ(f)‖Lp,ω(B) �‖Ω‖Lq(Sn−1) [ω
1−p′ ]

1
p′
A p′

q′

(
‖f‖Lp,ω(2B)

+ ‖ω‖
1
p

L q
q−p

(B)

∫ ∞

2r

‖f‖Lp,ω(B(x0,t)) ‖ω‖
− 1

p

L q
q−p

(B(x0,t))

dt

t

)
bulunur. Diğer yandan

‖f‖Lp,ω(2B) ≈ |B|‖f‖Lp,ω(2B)

∫ ∞

2r

dt

tn+1

� |B|
∫ ∞

2r

‖f‖Lp,ω(B(x0,t))
dt

tn+1

� [ω1−p′ ]
− 1

p′
Ap′ (B) |B| 1q ‖ω1−p‖

1
p′
L1(B) ‖ω‖

1
p

L q
q−p

(B)

∫ ∞

2r

‖f‖Lp,ω(B(x0,t))
dt

tn+1

� ‖ω‖
1
p

L q
q−p

(B)

∫ ∞

2r

‖f‖Lp,ω(B(x0,t)) ‖ω‖
− 1

p

L q
q−p

(B(x0,t))

dt

t

olduğundan sonuç olarak

‖μΩ(f)‖Lp,ω(B) � ‖Ω‖Lq(Sn−1)[ω
1−p′ ]

1
p′
A p′

q′
‖ω‖

1
p

L q
q−p

(B)

∫ ∞

2r

‖f‖Lp,ω(B(x0,t)) ‖ω‖
− 1

p

L q
q−p

(B(x0,t))

dt

t

elde edilir ve ispat tamamlanır.
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Teorem 5.1.9 Ω, (2.16), (2.17) şartlarını sağlasın ve Ω ∈ Lq(S
n−1), 1 < q ≤ ∞

olsun. Ayrıca (ϕ1, ϕ2) çifti, q
′ < p < ∞, ω ∈ Ap/q′ için∫ ∞

r

ess inf
t<τ<∞

ϕ1(x, τ)ω(B(x, τ))
1
p

ω(B(x, t))
1
p

dt

t
≤ C ϕ2(x, r) (5.8)

şartını ve 1 < p < q, ω1−p′ ∈ Ap′/q′ için

∫ ∞

r

ess inf
t<τ<∞

ϕ1(x, τ)‖ω‖
1
p

L q
q−p

(B(x,r))

‖ω‖
1
p

L q
q−p

(B(x,t))

dt

t
≤ C ϕ2(x, r)

ω(B(x, r))
1
p

‖ω‖
1
p

L q
q−p

(B(x,r))

(5.9)

şartını sağlasın. Burada C, x ve r ye bağlı değildir. Bu durumda p > 1 için μΩ

operatörü Mp,ϕ1(ω) den Mp,ϕ2(ω) e sınırlıdır.

‖μΩ(f)‖Mp,ϕ2 (ω)
� ‖f‖Mp,ϕ1 (ω)

.

İspat. ν2(r) = ϕ2(x, r)
−1, ν1(r) = ϕ1(x, r)

−1ω(B(x, r))−
1
p , g(r) = ‖f‖Lp,ω(B(x,r)) ve

ω(r) = ω(B(x, r))−
1
p r−1 olmak üzere Lemma 5.1.8 ve Teorem 3.1.1 den q′ < p < ∞,

ω ∈ Ap/q′ için

‖μΩ(f)‖Mp,ϕ2 (ω)
= sup

x∈Rn, r>0
ϕ2(x, r)

−1 ω(B(x, r))−
1
p ‖μΩ(f)‖Lp,ω(B(x,r))

� sup
x∈Rn, r>0

ϕ2(x, r)
−1

∫ ∞

r

‖f‖Lp,ω(B(x,t)) ω(B(x, t))−
1
p
dt

t

� sup
x∈Rn,r>0

ϕ1(x, r)
−1 ω(B(x, r))−

1
p ‖f‖Lp,ωB(x,r)

= ‖f‖Mp,ϕ1 (ω)

elde edilir.

ν2(r) = ϕ2(x, r)
−1ω(B(x, r))−

1
p‖ω‖

1
p

L q
q−p

(B(x,r)), ν1(r) = ϕ1(x, r)
−1ω(B(x, r))−

1
p ,

g(r) = ‖f‖Lp,ω(B(x,r)) ve ω(r) = ‖ω‖−
1
p

L q
q−p

(B)r
−1 olmak üzere Lemma 5.1.8 ve Teorem

3.1.1 den 1 < p < q, ω1−p′ ∈ Ap′/q′ durumu için

‖μΩ(f)‖Mp,ϕ2 (ω)
= sup

x∈Rn, r>0
ϕ2(x, r)

−1 ω(B(x, r))−
1
p ‖μΩ(f)‖Lp,ω(B(x,r))

� sup
x∈Rn, r>0

ϕ2(x, r)
−1ω(B(x, r))−

1
p‖ω‖

1
p

L q
q−p

(B)

∫ ∞

r

‖f‖Lp,ω(B(x,t)) ‖ω‖
− 1

p

L q
q−p

(B(x0,t))

dt

t

� sup
x∈Rn,r>0

ϕ1(x, r)
−1 ω(B(x, r))−

1
p ‖f‖Lp,ωB(x,r)

= ‖f‖Mp,ϕ1 (ω)

elde edilir ve ispat tamamlanır.
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Teorem 5.1.10 Ω, (2.16), (2.17) şartlarını sağlasın ve 1 < q ≤ ∞, Ω ∈ Lq(S
n−1),

V ∈ Bn olsun. Bu durumda her q′ < p < ∞ ve ω ∈ Ap/q′ veya 1 < p < q ve

ω1−p′ ∈ Ap′/q′ için

‖μL
j,Ω(f)‖Lp,ω ≤ C‖f‖Lp,ω

olacak şekilde f fonksiyonundan bağımsız bir C sabiti mevcuttur.

İspat. Aşağıdaki eşitsizliğin doğruluğu [4] çalışmasında gösterilmiştir.

μL
j,Ωf(x) ≤ μj,Ωf(x) + CMΩf(x), h.h.y. x ∈ Rn (5.10)

Burada MΩ ve μj,Ω operatörlerinin Lp,ω uzayındaki sınırlılığı ve (5.10) eşitsizliğinden

μL
j,Ω operatörünün Lp,ω uzayındaki sınırlılığı elde edilir.

Lemma 5.1.8 ifadesininMΩ operatörü ve μj,Ω operatörü için sağlandığı açıktır.

Bu durumda Lemma 5.1.8 ifadesi (5.10) eşitsizliğinden dolayı μL
j,Ω, j = 1, . . . , n

operatörü için de sağlanır. Lemma 5.1.8 ve Teorem 5.1.10 dan aşağıdaki sonuçlar

elde edilir.

Sonuç 5.1.11 Ω, (2.16), (2.17) şartlarını sağlasın ve 1 < q ≤ ∞, Ω ∈ Lq(S
n−1),

V ∈ Bn olsun. Bu durumda herhangi bir B(x0, r) yuvarı ve her q′ < p < ∞,

ω ∈ Ap/q′ olacak şekilde her f ∈ Lloc
p,ω(R

n) için

‖μL
j,Ω(f)‖Lp,ω(B(x0,r)) � ω(B(x0, r))

1
p

∫ ∞

2r

‖f‖Lp,ω(B(x0,t)) ω(B(x0, t))
− 1

p
dt

t

eşitsizliği sağlanır. Ayrıca, herhangi bir B(x0, r) yuvarı ve her 1 < p < q, ω1−p′ ∈
Ap′/q′ olacak şekilde her f ∈ Lloc

p,ω(R
n) için

‖μL
j,Ω(f)‖Lp,w(B(x0,r)) � ‖w‖1/pL q

q−p (B(x0,r))

∫ ∞

2r

‖f‖Lp,w(B(x0,t)) ‖w‖
−1/p
L q

q−p (B(x0,t))

dt

t

eşitsizliğini sağlar.

Sonuç 5.1.12 Ω, (2.16), (2.17) şartlarını sağlasın ve 1 < q ≤ ∞, Ω ∈ Lq(S
n−1),

V ∈ Bn olsun. Ayrıca (ϕ1, ϕ2) çifti q′ < p < ∞, ω ∈ Ap/q′ için (5.8) şartını ve

1 < p < q, ω1−p′ ∈ Ap′/q′ için (5.9) şartını sağlasın. Bu durumda p > 1 için μL
j,Ω

operatörü Mp,ϕ1(ω) den Mp,ϕ2(ω) e sınırlıdır. Yani,

‖μL
j,Ω(f)‖Mp,ϕ2 (ω)

� ‖f‖Mp,ϕ1 (ω)
.
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5.2 Schrödinger Operatörüne Karşılık Gelen Kaba Çekirdekli μL
j,Ω,b

Marcinkiewicz İntegral Operatörünün Komütatörünün Mp,ϕ(ω)

Genelleştirilmiş Ağırlıklı Morrey Uzaylarında Sınırlılığı

Aşağıdaki lemmada μΩ,b komütatör için Guliyev tipli lokal eşitsizlik elde

edilmiştir (bkz. [41]).

Lemma 5.2.1 Ω, (2.16), (2.17) şartlarını sağlasın. Ayrıca b ∈ BMO(Rn) ve Ω ∈
Lq(S

n−1), 1 < q ≤ ∞ olsun. Bu durumda herhangi bir B(x0, r) yuvarı ve her

q′ < p < ∞, ω ∈ Ap/q′ olacak şekilde her f ∈ Lloc
p,ω(R

n) için

‖μΩ,b(f)‖Lp,ω(B(x0,r)) � ‖b‖∗ω(B(x0, r))
1
p

∫ ∞

2r

(
1+ln

t

r

)
‖f‖Lp,ω(B(x0,t))ω(B(x0, t))

− 1
p
dt

t

eşitsizliği sağlanır. Ayrıca herhangi bir B(x0, r) yuvarı ve her 1 < p < q, ω1−p′ ∈
Ap′/q′ olacak şekilde her f ∈ Lloc

p,ω(R
n) için

‖μΩ,b(f)‖Lp,w(B(x0,r)) � ‖w‖1/pL q
q−p (B(x0,r))

∫ ∞

2r

(
1 + ln

t

r

)
‖f‖Lp,w(B(x0,t)) ‖w‖

−1/p
L q

q−p (B(x0,t))

dt

t

eşitsizliği sağlanır.

İspat. p ∈ (1,∞) ve b ∈ BMO(Rn) olsun. Keyfi bir x0 ∈ Rn için B = B(x0, r), x0

merkezli r yarıçaplı yuvar olmak üzere 2B = B(x0, 2r) olsun. f fonksiyonunu

f = f1 + f2, f1(y) = f(y)χ2B(y), f2(y) = f(y)χ �(2B)
(y), r > 0

biçiminde ifade edelim. Bu durumda

‖μΩ,b(f)‖Lp,ω(B) ≤ ‖μΩ,b(f1)‖Lp,ω(B) + ‖μΩ,b(f2)‖Lp,ω(B)

şeklinde yazabiliriz.

f1 ∈ Lp(ω) olduğundan μΩ,b (f1) ∈ Lp(ω) olur ve ω ∈ Ap/q′ ve q′ < p < ∞
için μΩ,b nin Lp(ω) deki sınırlılığından (bkz. Teorem 4.3.2)

‖μΩ,b (f1) ‖Lp,ω(B) ≤ ‖μΩ,b (f1) ‖Lp,ω(Rn) � ‖Ω‖Lq(Sn−1) [ω]
1
p

A p
q′
‖b‖∗ ‖f1‖Lp,ω(Rn)

≈ ‖Ω‖Lq(Sn−1) [ω]
1
p

A p
q′
‖b‖∗ ‖f‖Lp,ω(2B)

elde edilir. x ∈ B için

μΩ,b(f2(x)) �
∫

�
(2B)

|b(y)− b(x)||Ω(x− y)| |f(y)|
|x0 − y|ndy
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elde edilir. Sonuç olarak

‖μΩ,b(f2)‖Lp,ω(B) �
(∫

B

(∫
�(2B)

|b(y)− b(x)||Ω(x− y)| |f(y)|
|x0 − y|n dy

)p

ω(x)dx

) 1
p

�
(∫

B

(∫
�(2B)

|b(y)− bB,w||Ω(x− y)| |f(y)|
|x0 − y|n dy

)p

ω(x)dx

) 1
p

+

(∫
B

(∫
�
(2B)

|b(x)− bB,w||Ω(x− y)| |f(y)|
|x0 − y|n dy

)p

ω(x)dx

) 1
p

=I1 + I2

bulunur. I1 eşitliğini

I1 = ω(B)
1
p

∫
�(2B)

|b(y)− bB,w||Ω(x− y)| |f(y)|
|x0 − y|n dy

≈ ω(B)
1
p

∫
�(2B)

|b(y)− bB,w||Ω(x− y)||f(y)|
∫ ∞

|x0−y|

dt

tn+1
dy

≈ ω(B)
1
p

∫ ∞

2r

∫
2r≤|x0−y|≤t

|b(y)− bB,w||Ω(x− y)||f(y)| dy dt

tn+1

� ω(B)
1
p

∫ ∞

2r

∫
B(x0,t)

|b(y)− bB,w||Ω(x− y)||f(y)|dy dt

tn+1

şeklinde ifade edelim. Hölder eşitsizliğiden ve (2.4) den

I1 �‖b‖∗ ω(B)
1
p

∫ ∞

2r

(
1 + ln

t

r

)
‖Ω(x− ·)‖Lq(B(x0,t)) ‖f‖Lq′(B(x0,t))

dt

tn+1

�‖Ω‖Lq(Sn−1)‖b‖∗ ω(B)
1
p

∫ ∞

2r

(
1 + ln

t

r

)
‖f‖Lp,ω(B(x0,t)) ‖ω−q′/p‖

1
q′
L(p/q′)′B(x0,t)

|B(x0, t+ r)| 1q dt

tn+1

�‖Ω‖Lq(Sn−1)[ω]
1
p

A p
q′
‖b‖∗ ω(B)

1
p

∫ ∞

2r

(
1 + ln

t

r

)
‖f‖Lp,ω(B(x,t)) ω(B(x0, t))

− 1
p
dt

t

bulunur. I2 yi

I2 =

(∫
B

|b(x)− bB,w|pω(x)dx
) 1

p
∫

�(2B)

|Ω(x− y)||f(y)|
|x0 − y|n dy

ifade edelim. (5.6) ve (2.4) den,

I2 � ‖b‖∗ ω(B)
1
p

∫
�(2B)

|Ω(x− y)||f(y)|
|x0 − y|n dy

� ‖Ω‖Lq(Sn−1)[ω]
1
p

A p
q′
‖b‖∗ ω(B)

1
p

∫ ∞

2r

‖f‖Lp,ω(B(x,t)) ω(B(x0, t))
− 1

p
dt

t

elde edilir. Her p ∈ (1,∞) için I1 ve I2 den

‖μΩ,b(f2)‖Lp,ω(B) �‖Ω‖Lq(Sn−1)[ω]
1
p

A p
q′
‖b‖∗

× ω(B)
1
p

∫ ∞

2r

(
1 + ln

t

r

)
‖f‖Lp,ω(B(x0,t))ω(B(x0, t))

− 1
p
dt

t

73



bulunur. Sonuç olarak

‖μΩ,b(f)‖Lp,ω(B) �‖Ω‖Lq(Sn−1) [ω]
1
p

A p
q′
‖b‖∗

(
‖f‖Lp,ω(2B)

+ ω(B)
1
p

∫ ∞

2r

(
1 + ln

t

r

)
‖f‖Lp,ω(B(x0,t))ω(B(x0, t))

− 1
p
dt

t

)
elde edilir. Diğer yandan (5.7) den

‖μΩ,b(f)‖Lp,ω(B) �‖Ω‖Lq(Sn−1) [ω]
1
p

A p
q′
‖b‖∗ ω(B)

1
p

∫ ∞

2r

(
1 + ln

t

r

)
‖f‖Lp,ω(B(x0,t))

× ω(B(x0, t))
− 1

p
dt

t

�‖b‖∗ ω(B(x0, r))
1
p

∫ ∞

2r

(
1 + ln

t

r

)
‖f‖Lp,ω(B(x0,t)) ω(B(x0, t))

− 1
p
dt

t

bulunur.

Benzer yöntemle 1 < p < q, ω1−p′ ∈ Ap′/q′ için de gösterilir ve ispat tamam-

lanır.

Teorem 5.2.2 Ω, (2.16), (2.17) şartlarını sağlasın ve b ∈ BMO(Rn), Ω ∈ Lq(S
n−1),

1 < q ≤ ∞ olsun. Ayrıca (ϕ1, ϕ2) çifti q
′ < p < ∞, ω ∈ Ap/q′ için

∫ ∞

r

(
1 + ln

t

r

) ess inf
t<τ<∞

ϕ1(x, τ)ω(B(x, τ))
1
p

ω(B(x, t))
1
p

dt

t
≤ C ϕ2(x, r) (5.11)

şartını ve 1 < p < q, ω1−p′ ∈ Ap′/q′ için

∫ ∞

r

(
1 + ln

t

r

)ess inf
t<τ<∞

ϕ1(x, τ)‖w‖1/pL q
q−p (B(x,τ))

‖w‖1/pL q
q−p (B(x,t))

dt

t
≤ C ϕ2(x, r)

w(B(x, r))
1
p

‖w‖
1
p

L q
q−p (B(x,r))

(5.12)

şartını sağlasın. Burada C, x ve r ye bağlı değildir. Bu durumda μΩ,b operatörü

Mp,ϕ1(ω) den Mp,ϕ2(ω) ye sınırlıdır.

‖μΩ,b(f)‖Mp,ϕ2 (ω)
� ‖f‖Mp,ϕ1 (ω)

.

İspat.

ν2(r) = ϕ2(x, r)
−1, ν1(r) = ϕ1(x, r)

−1w(B(x, r))−
1
p , g(r) = ‖f‖Lp,wB(x,r) ve

w(r) = w(B(x, r))−
1
p r−1 olmak üzere Lemma 5.2.1 ve Teorem 3.1.1 den q′ < p < ∞,

ω ∈ Ap/q′ için
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‖μΩ,b(f)‖Mp,ϕ2 (ω)
= sup

x∈Rn, r>0
ϕ2(x, r)

−1 ω(B(x, r))−
1
p ‖μΩ,b(f)‖Lp,ω(B(x,r))

� ‖b‖∗ sup
x∈Rn, r>0

ϕ2(x, r)
−1

∫ ∞

r

(
1 + ln

t

r

)
‖f‖Lp,ω(B(x,t)) ω(B(x, t))−

1
p
dt

t

� ‖b‖∗ sup
x∈Rn,r>0

ϕ1(x, r)
−1 ω(B(x, r))−

1
p ‖f‖Lp,ωB(x,r)

= ‖b‖∗‖f‖Mp,ϕ1 (ω)

elde edilir.

ν2(r) = ϕ2(x, r)
−1 w(B(x, r))−

1
p ‖w‖

1
p

L q
q−p (B(x,r))

, ν1(r) = ϕ1(x, r)
−1w(B(x, r))−

1
p ,

g(r) = ‖f‖Lp,w(B(x,r)) ve w(r) = ‖w‖−
1
p

L q
q−p (B(x,r))

r−1 olmak üzere Lemma 5.2.1 ve Teo-

rem 3.1.1 den 1 < p < q, w1−p′ ∈ Ap′/q′ için

‖μΩ(f)‖Mp,ϕ2 (w) = sup
x∈Rn, r>0

ϕ2(x, r)
−1 w(B(x, r))−

1
p ‖μΩ(f)‖Lp,w(B(x,r))

� sup
x∈Rn, r>0

ϕ2(x, r)
−1 w(B(x, r))−

1
p ‖w‖

1
p

L q
q−p (B)

× ‖b‖∗
∫ ∞

r

(
1 + ln

t

r

)
‖f‖Lp,w(B(x0,t)) ‖w‖

− 1
p

L q
q−p (B(x0,t))

dt

t

�‖b‖∗ sup
x∈Rn,r>0

ϕ1(x, r)
−1 w(B(x, r))−

1
p ‖f‖Lp,w(B(x,r))

=‖b‖∗ ‖f‖Mp,ϕ1 (w)

elde edilir ve ispat tamamlanır.

Teorem 5.2.3 Ω, (2.16), (2.17) şartlarını sağlasın ve 1 < q ≤ ∞, Ω ∈ Lq(S
n−1),

V ∈ Bn, b ∈ BMO(Rn) olsun. Bu durumda her q′ < p < ∞ ve ω ∈ Ap/q′ veya

1 < p < q ve ω1−p′ ∈ Ap′/q′ için

‖μL
j,Ω,b(f)‖Lp,ω ≤ C‖f‖Lp,ω

olacak şekilde f fonksiyonundan bağımsız bir C sabiti mevcuttur.

İspat. Aşağıdaki eşitsizliğin doğruluğu Teorem 4.3.3 de gösterilmiştir.

μL
j,Ω,bf(x) ≤ μj,Ω,bf(x) + CMΩ,bf(x), h.h.y. x ∈ Rn (5.13)

Burada MΩ,b ve μj,Ω,b operatörlerinin Lp,ω uzayındaki sınırlılığı ve (5.13) eşitsizliğin-

den μL
j,Ω,b operatörünün Lp,ω uzayındaki sınırlılığı elde edilir.
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Lemma 5.2.1 ifadesinin MΩ,b operatörü ve μj,Ω,b operatörü için sağlandığı

açıktır. Bu durumda Lemma 5.2.1 ifadesi (5.13) eşitsizliğinden dolayı μL
j,Ω,b, j =

1, . . . , n operatörü için de sağlanır. Lemma 5.2.1 ve Teorem 5.2.3 dan aşağıdaki

sonuçlar elde edilir.

Sonuç 5.2.4 Ω, (2.16), (2.17) şartlarını sağlasın ve 1 < q ≤ ∞, Ω ∈ Lq(S
n−1),

V ∈ Bn, b ∈ BMO(Rn) olsun. Bu durumda herhangi bir B(x0, r) yuvarı ve her

q′ < p < ∞, ω ∈ Ap/q′ olacak şekilde her f ∈ Lloc
p,ω(R

n) için

‖μL
j,Ω,b(f)‖Lp,ω(B(x0,r)) � ||b||∗ω(B(x0, r))

1
p

∫ ∞

2r

(
1+ln

t

r

)
‖f‖Lp,ω(B(x0,t)) ω(B(x0, t))

− 1
p
dt

t

eşitsizliği sağlanır. Ayrıca, herhangi bir B(x0, r) yuvarı ve her 1 < p < q, ω1−p′ ∈
Ap′/q′ olacak şekilde her f ∈ Lloc

p,ω(R
n) için

‖μL
j,Ω,b(f)‖Lp,w(B(x0,r)) � ‖w‖1/pL q

q−p (B(x0,r))

∫ ∞

2r

(
1 + ln

t

r

)
‖f‖Lp,w(B(x0,t)) ‖w‖

−1/p
L q

q−p (B(x0,t))

dt

t

eşitsizliği sağlanır.

Sonuç 5.2.5 Ω, (2.16), (2.17) şartlarını sağlasın ve 1 < q ≤ ∞, Ω ∈ Lq(S
n−1),

V ∈ Bn, b ∈ BMO(Rn) olsun. Ayrıca (ϕ1, ϕ2) çifti q
′ < p < ∞, ω ∈ Ap/q′ için (5.8)

şartını ve 1 < p < q, ω1−p′ ∈ Ap′/q′ için (5.9) şartını sağlasın. Bu durumda p > 1

için μL
j,Ω,b operatörü Mp,ϕ1(ω) den Mp,ϕ2(ω) ye sınırlıdır. Yani,

‖μL
j,Ω,b(f)‖Mp,ϕ2 (ω)

� ‖f‖Mp,ϕ1 (ω)
.
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tials Satisfying a Reverse Hölder Inequality, Volumen 45, Numero 1, 2004,

Paginas 43-61.

[64] Milman, M.; Schonbek, T. Second order estimates in interpolation theory and

applications, Proc. Amer. Math. Soc., 1990, 110, 4, 961-969.

[65] Mizuhara, T. Boundedness of some classical operators on generalized Morrey

spaces, Harmonik analysis (Sendai, 1990), ICM-90 Satellite Conference Pro-

ceedings, 1991, 183-189.

[66] Morrey, C.B. On the solution of quasi-linear elliptic partial differential equa-

tion, Trans. Amer. Math. Soc., 1938, 43, 126-166.

82



[67] Muckenhoupt, B. Weighted norm inequalities for the Hardy maximal function,

Trans. Amer. Soc., 1972, 165, 207-226.

[68] Muckenhoupt, B. The equivalence o two conditions for weight functions, Studia

Math., 1974, 49, 101-106.

[69] Muckenhoupt, B.; Wheeden, R. Weighted bounded mean oscilation and the

Hilbert transform, Studia Math., 1976, 54, 221-237.

[70] Muckenhoupt, B.; Wheeden, R. Weighted norm inequalities for fractional in-

tegrals, Trans. Amer. Math. Soc., 1974, 192, 261-274.

[71] Mustafayev, R. On boundedness of sublinear operators in weighted Morrey

spaces, Azerb. J. Math., 2012, V.2. No:1, 63-75.

[72] Nakai, E. Hardy-Littlewood maximal operator, singular integral operators and

the Riesz potentials on generalized Morrey spaces, Math. Nachr. 1994, 166,

95-103.
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