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OZET

Bu ¢alismada Schrodinger operatoriine karsilik gelen Marcinkiewicz integral
operatoriiniin Morrey uzaylarindaki sinirliliklar incelenmis ve birgok yeni sonuclar
elde edilmistir.

Beg boliimden olusan bu ¢alisgmanin birinci boliimii olan ”Girig” boliimiinde, liter-
atiirde bu konu ile ilgili aragtirmalari olan bircok matematikci hakkinda bilgi verilmig
ve bu caligmanin amacindan bahsedilmistir.

Ikinci béliimde, cahsmamiz ile ilgili olan temel kavramlar, uzaylar ve operatirler
hakkinda genel bilgilere ve baz1 temel tanimlara yer verilmistir.

Uciincii boliimde Schrodinger operatoriine karsilik gelen Marcinkiewicz integral ope-
ratoriiniin ve komiitatoriiniin genellestirilmis Morrey uzaylarindaki sinirlilign géster-
ilmigtir.

Dordiincii boliimde Schrodinger operatoriine kargilik gelen kaba gekirdekli Marcin-
kiewicz integral operatoriiniin ve komiitatoriiniin vanishing genellestirilmis Morrey
uzaylarindaki sinirhihigi gosterilmistir.
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In this study, the boundedness of Marcinkiewicz integral operators associated
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1 GIRIS

Klasik Morrey uzaylar: 1938 yilinda C.B. Morrey [66] tarafindan ikinci derece-
den eliptik kismi diferensiyel denklemlerin ¢oziimlerinin lokal davraniglar: arastirilir-
ken ve varyasyonlar analizi teorisindeki problemlerle ilgilenilirken ortaya ¢ikarilmistar.

Morrey uzaylari Lebesgue uzaylarinin bir uzantisi olarak degerlendirilecegin-
den klasik operatorlerin sinirhiliklarinin Morrey uzaylarinda arastirilmasi oldukca
dogal ve onemlidir. Morrey uzaylarinda Hardy-Littlewood maksimal operatériiniin
ve singiiler integral operatoriiniin sinirlilik kogullar1 F. Chiarenza ve M. Frasca [18]
tarafindan gosterilmigtir. Ayrica D.R. Adams [1] tarafindan Riesz potansiyelin siir-
lihgr calisilmistir. Harmonik analizde bu operatorlerin agirlikh esitsizliklerini calig-
mak 6nemli bir yere sahip olup, L,(w) agirhikhh Lebesgue uzaylarmda smirhiliklar
R. Coifman ve C. Fefferman [23], B. Muckenhoupt [67], B. Muckenhoupt ve R.
Wheeden [69] tarafindan elde edilmistir. Bu sonuclar M, , genellestirilmis Mor-
rey, Ly .(w) agirhklh Morrey ve M, ,(w) genellestirilmis agirhkli Morrey uzaylari
gibi bircok uzaylara genisletilmistir. Morrey uzaylarimin genislemesi olan M, , ge-
nellegtirilmis Morrey uzaylari 1990 yilimda T. Mizuhara [65] tarafindan tanimlan-
mig ve singiiler integral operatoriiniin bu uzaylardaki sinirliligi aragtirilmigtir. 1994
yilinda E. Nakai [72] tarafindan harmonik analizde énemli bir yere sahip olan mak-
simal integral operatoriiniin, Riesz potansiyelinin ve singiiler integral operatoriiniin
M, , genellestirilmis Morrey uzaylarmaki sinirhilhigr arastirilmigtir. Ayni yillarda V.S.
Guliyev [42] tarafindan doktora tezinde, harmonik analizin integral operatorlerinin
genigletilmig lokal Morrey uzayindaki sinirhihigi E. Nakai'nin sartlarindan daha genis
sartlar ile aragtirilmigtir. 2009 yilinda V.S Guliyev, matematik literatiiriinde 6nem
verilen M, , genellestirilmis Morrey uzaymin normallestirilmis normunu tanimlaya-
rak, M, , genellestirilmis Morrey uzaymda harmonik analizin integral operatorleri-
nin siirliligimi Mizuhara ve Nakai'ye gore daha genig sartlar altinda aragtirmistir.
Ayrica V.S. Guliyev [45], [46] tarafindan M, , genellestirilmis Morrey uzaylarinda
maksimal, potansiyel ve singiiler integral operatorlerin sinirliliklar: ortaya koydugu
yeni metot ile elde edilmigtir. 2009 yihnda Y. Komori ve S. Shirai [59] tarafin-
dan L, ,(w) agirhkl Morrey uzaylar: tanimlanarak harmonik analizin klasik opera-

torlerinin simurhliklart bu uzaylarda aragtirilmigtir. 2011 yilinda V.S. Guliyev [41]



tarafindan M, , genellestirilmis Morrey uzayimi ve Ly, . (w) agirhikhh Morrey uzayimu
kapsayan M, ,(w) genellestirilmig agirhikli Morrey uzay: tanimlanmis ve harmonik
analizin integral operatorlerinin ve yiiksek mertebeden komiitatorlerinin bu uzay-
lardaki smirhliklar aragtirlmstir. Ayrica M, ,(w) genellestirilmis agirhikl Morrey
uzayl V.S. Guliyev ile birlikte A. Akbulut, F.Ch. Alizadeh, R.Ch. Mustafayev, A.
Serbetci gibi aragtirmacilar tarafindan da galisilmistir (bkz. [39], [47], [50], [51] [58],
[71]). V.S. Guliyev [42], [43] tarafindan harmonik analizin integral operatorleri igin
doktora tezinde ortaya koydugu yeni metot ile lie gruplarinda ve R™ de siirliliklar:
elde edilmigtir. V.S. Guliyev ile birlikte V.I. Burenkov, H.V. Guliyev, A. Serbetci,
T. Tararykova, A. Gogotashvili, R.Ch Mustafayev, S. Samko ve H. Hasanov gibi
aragtirmacilar, Morrey-tipli uzaylar bagta olmak tizere diger fonksiyon uzaylarinda
da yeni sonuglar elde etmistir (bkz. [11]-[15], [43], [48], [49]).

Marcinkiewicz integral operatorii ilk olarak 1938 yilinda J. Marcinkiewicz
[62] tarafindan bir boyutta ortaya atilmigtir. 1958 yilinda E.M. Stein [81] tarafin-
dan n-boyutta Marcinkiewicz integral operatorii tanimlanmigtir. 1960 yilinda ise L.
Hormander [54] tarafindan parametrik Marcinkiewicz integral operatorii tanimlan-
mig ve bu operatoriin L, simirhligr gosterilmistir. Ayrica V.S. Guliyev, A. Al-Salman,
H. Al-Qassem, L. Cheng, Y. Pan, Y. Ding D. Fan, S. Lu, D. Yang, A. Torchinsky, S.
Wang gibi bircok arastirmaci tarafindan L, Lebesgue ve L, Morrey uzaylarinda,
Marcinkiewicz integral operatorleri ile ilgili ¢aligmalar yapilmig ve bu uzaylardaki
siurhibiklar ile ilgili yeni sonuglar elde edilmistir (bkz. [5], [8], [24]-[27], [29], [44],
[60], [85], [87]).

Son yillarda, fonksiyon uzaylar1 ve Schrodinger operatorleri i¢in harmonik
analizin integral operatorlerinin teorisinde biiyiik gelismeler olmustur. Bu durum,
analizde baz1 6nemli problemlerin anlagilmasinda daha derin bir anlayisa yol agmigtir.

Ters Holder esitsizligini saglayan negatif olmayan V' potansiyelli —A + V' for-
mundaki Schrédinger operatoriine karsilik gelen harmonik analizde L, Lebesgue ve
L, » Morrey uzaylarimin 6zel yeri ve agirhgi vardir. Ayrica Schrodinger operatoriine
karsilik gelen diferensiyel denklemlerin ¢oziimlerinin arastirilmasi da bu uzaylarda
onemli bir yere sahiptir. B. Bongioanni, A. Cabral ve E. Harboure [9], T. Martinez
[63], L. Tang ve J. Dong [83] tarafindan Schrodinger operatoriine kargilik gelen har-

monik analizin integral operatorlerinin L, Lebesgue uzay1 ve L, (w) agirlikli Lebesgue



uzaylarinda siirhiliklar: aragtirilmigtir.

Bu tezde V.S Guliyev tarafindan verilen ispat teknigi yardimiyla Schrédinger
operatoriine karsilik gelen Mf Marcinkiewicz integral operatoriiniin ve uﬁb komii-
tatoriiniin M, , genellestirilmis Morrey uzaylarindaki smirhhklar ile Schrédinger
operatoriine karsilik gelen kaba gekirdekli Mﬁg Marcinkiewicz integral operatorii-
niin ve Nﬁg,b komiitatoriiniin V' M, , vanishing genellestirilmis Morrey uzaylaridaki
ve M, ,(w) genellestirilmis agirlikli Morrey uzaylarindaki smirhliklar ile ilgili yeni
sonuglar elde edilmigtir.

Schrodinger operatoriine karsilik gelen ,uf Marcinkiewicz integral operato-
riiniin M, , genellestirilmis Morrey uzaylarindaki simirlihig incelenmis ve M, ,, ge-
nellestirilmis Morrey uzaymdan bir diger M, ., genellestirilmis Morrey uzayina ve
M, ,, genellestirilmis Morrey uzaymdan WM, ,, zayif genellestirilmis Morrey uza-
yina smirhihigmi saglayan (g, ¢o) cifti iizerinde yeterlilik sartlar: elde edilmistir.
Elde edilen bu sonuclar "Journal of Mathematical Inequalities” isimli dergide "Mar-
cinkiewicz integrals associated with Schrodinger operator on generalized Morrey
spaces” baghg ile yayimlanmigtir. Ayrica b € BMO(R™) olmak tizere j = 1,...,n
i¢in uﬁb komiitatoriiniin M, , genellestirilmis Morrey uzaylarindaki sinirhihig da elde
edilmigtir.

Schrédinger operatoriine kargilik gelen kaba cekirdekli ,uﬁﬂ Marcinkiewicz in-
tegral operatoriiniin V M, , vanishing genellestirilmis Morrey uzaylarindaki sinirlihig:

vanishing genellestirilmis Morrey uzayindan bir diger V' M,

incelenmis ve V M Pp2

P
vanishing genellestirilmis Morrey uzayina ve VM, ,, vanishing genellestirilmis Mor-
rey uzayindan WV M, ., zayif vanishing genellestirilmis Morrey uzayma smirhhigim
saglayan (1, p2) ¢ifti tizerinde yeterlilik sartlarn elde edilmigtir. Elde edilen bu
sonuclar "Azerbaijan Journal of Mathematics” isimli dergide "Marcinkiewicz inte-
grals with rough kernel associated with Schréodinger operator on vanishing generali-
zed Morrey spaces” baghg ile yayimlanmugtir. Ayrica 1 < ¢ < oo i¢in Q € L,(S™1)
ve b € BMO(R") olmak iizere j = 1,...,n ic¢in pif, , komiitatoriiniin VM, , vanis-
hing genellestirilmig Morrey uzaylarindaki sinirliligi da elde edilmistir.

Schrédinger operatoriine karsilik gelen kaba cekirdekli ,uﬁg Marcinkiewicz in-

tegral operatoriiniin ve b € BMO(R") olmak iizere pf, , komiitatoriiniin M, ,(w)

genellegtirilmis agirlikh Morrey uzaylarindaki simirhligi incelenmis, ¢ < p < oo ve



we Ay veyal <p<qve w P e Ay g icin Mﬁg ve '“ﬁﬂ,b operatérlerinin M, ,, (w)
genellestirilmis agirhkhh Morrey uzaymdan bir diger M, ,,(w) genellegtirilmis agur-
likli Morrey uzayma smirhligin saglayan (@1, ¢2) cifti iizerinde yeterlilik sartlar
elde edilmigtir. FElde edilen bu sonuclar uluslararasi indeksli dergide "Commuta-
tors of Marcinkiewicz integrals associated with Schrodinger operator on generalized

weighted Morrey spaces” baglhgi ile yayimlanmasi i¢in gonderilmistir.



2 TEMEL KAVRAMLAR, UZAYLAR VE OPERATORLER

2.1 Temel Kavramlar

Tamm 2.1.1 ([77]) X bir kiime olsun. X in alt kiimelerinin bir 9t sinifi i¢in agagi-

daki ozellikler saglanirsa bu 9 siifi X iizerinde bir o-cebir olarak adlandirilir.
(i) Xem
(ii) VEeM, ‘E=X-EeM

(iil) Vn=1,2,...icin E, e M=, E, €M

Bu durumda (X, 9) ikilisine bir 6lgiilebilir uzay, 9t deki her bir kiimeye

de Olgiilebilir kiime adi1 verilir.

Tamm 2.1.2 ([77]) (X,90) bir olgiilebilir uzay olsun. Bir p : 9t — [0, co] fonksi-

yonu

(ii) Her A € M icin pu(A) > 0,
(iii) 99T nin her ayrik (A,) dizisi icin p (U2 An) = > or, 1 (An)

ozelliklerin sagliyorsa bu fonksiyona )1 iizerinde bir 6l¢ii fonksiyonu veya olcii
adi verilir. Eger her A € 9 igin pu(A) < oo ise p olgiisiine sonlu 6lgii denir.
X kiimesi herbiri sonlu 6lgiiye sahip sayilabilir adetteki kiimelerin birlesimi olarak
vazilabiliyorsa p 6l¢iisii o-sonlu olarak adlandirihir. Eger p(X) = 1 ise bu 6lgiiye

olasilik 6lgiisii denir. Ayrica (X, 9, 1) 6lgii uzay: olarak adlandirilir.

Tanim 2.1.3 ([77]) (X,9N) bir olgiilebilir uzay ve f : X — R U {—o0,+0o0} bir
fonksiyon olsun. Eger Vi € R icin {z € X : f(z) >t} € 9 oluyorsa f fonksiyonu
olgiilebilirdir denir. Olgiilebilir fonksiyonlarmn ailesi M (X, 0) ile gosterilir.

9 nin elemanlar1 R™ nin (Lebesgue) 6l¢iilebilir alt kiimeleri olarak adlandirilir
ve p1, R" de (Lebesgue) 6lgii olarak adlandirihr. Lebesgue olciisii R® deki hacmin
dogal bir geniglemesi oldugundan A € 9 i¢in u(A), A nin 6lgiisii veya hacmi olarak

adlandirilir.



Tanim 2.1.4 ([77]) (X,9, 1) bir 6l¢ii uzay1 olsun. Eger bir 6nerme, o6lgiisii sifir
olan bir kiimenin tiimleyeni iizerinde veya kendisi 91 ya ait olmadiginda, sifir 6l¢iilii
bir kiime tarafindan kapsanan bir kiimenin tiimleyeni iizerinde dogru ise, o énerme

hemen hemen her yerde dogrudur denir.

R™ iizerinde dx = dx; - - - dx, ile Lebesgue ol¢iisiinii gosterecegiz. R™ tam

uzay1 tizerinde f fonksiyonunun (Lebesgue) integrali

de = [ - a))day - - day,
Rnf(x)x / /f(xl, , Ty )dxy T

ile gosterilir.

B = B(z,r) = {y € R" : |z — y| < r}, merkezi z, yarigap uzunlugu r olan
acik yuvari ve °B(x,r) onun tiimleyenini gostersin. |B(z,7)|, B(z,r) a¢ik yuvarmin
Lebesgue olciisii ve v, = |B(0,1)| olmak iizere

2 n/2,.n 1
B2, 7)| = vpr" = —— — = —|§"|p"
n

- nl(n/2)
bigimindedir. Burada |S™7!| = 27%/2/T'(n/2), R™ de n > 1 icin yaricapt 1 olan
Sl = {x € R" : |z| = 1} kiiresinin yiizey alamdir. T'(2) gamma fonksiyonu ve bir
z kompleks say1s1 i¢in Rez > 0 olmak tizere I'(z) = [ " te~'dt ile tammlamr.

Bu ¢ahgmada @ = Q(zo,r) ile xp merkezli ve kenar uzunlugu r olan kiipii
ifade edecegiz. Verilen bir @) kiipii ve A > 0 icin AQ ile () nun mekezine sahip ve
kenar uzunlugu ) nun kenar uzunlugunun A kati olan kiipii gosterecegiz. Ayrica
A < B gosterimini A < CB, C' > 0 esitsizliginin yerine kullanacagiz. Eger A < B
ve B < Aise A = B yazilir ve A, B ye egdegerdir denir. Bu ¢alisma boyunca C'
farkl sabitleri gosterecektir. 1 < p < oo olmak {izere, R™ nin her bir kompakt alt
kiimesinde p. kuvveti integrallenebilen tiim 6l¢iilebilir fonksiyonlarin uzay1 Lé"c(]R")
ile gosterilir. Bu uzay p = 1 icin LI¢(R") = L"(R") seklinde gosterilen lokal

integrallenebilir fonksiyonlarin siifini gosterir.
2.2 L, Lebesgue Uzay1 ve L,(w) Agirlikhi Lebesgue Uzay1

L, Lebesgue uzay1 sonlu boyutlu vektor uzayi icin p normunun genellesmesi
kullanilarak tamimlanmig bir fonksiyon uzayidir. Bourbaki grubuna gore ilk olarak

1910 yilinda F. Riesz [10] tarafindan tanitilmasma ragmen 1958 yilinda Fransiz
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matematik¢i H. Lebesgue'nin adini almigtir. Fonksiyonel analizde, Banach uzay-
larmim ve topolojik vektor uzaylarmin énemli bir siifin1 L, Lebesgue uzay: olus-
turur. Lebesgue uzayimin fizik, istatistik, finans, miihendislik ve diger disiplinlerde

uygulamalar1 vardir.

Tanim 2.2.1 0 < p < oo ve f 6lciilebilir bir fonksiyon olmak tizere Lebesgue uzayi
L,(R™) := { f — ol¢iilebilir : || f[|,®n) < oo}

ile verilir, burada 0 < p < oo igin

1l @y = ( / | f\pda;>

[f 1| my = ess sup | f ()|
zER"™

=

ve p = 0o durumunda ise

biciminde verilir.
Tamim 2.2.2 WL,(R") zayif L, uzay1 1 < p < oo olmak iizere

17 ws, e = supt {y € B": [£(3)] > 7 < o0
>

quasi-normuna sahip f 0lciilebilir fonksiyonlarinin uzayidir. Kolayca gosterilebilir

kil <p<ooigin L,(R") C WL,(R") dir.
Ornek 2.2.3

(1) f(z) = |z|* & Lp(R")

(2) f(z) = [z["xBon)(2) € Lp(R") & a > =2

(3) f(z) = |z[*XeBon(7) € Ly(R") & a < _%

(4) f(x) = || & Ly(R"), f(z) = |2|7» € WL, (R")
Teorem 2.2.4 Eger 1 < p < oo ise L, bir Banach uzayidir.

Tanim 2.2.5 (Holder esitsizligi) ([53], [76]) X oOlgiilebilir herhangi bir kiime ve
p>licin 1/p+1/¢ =1 olsun. Bu durumda f € L,(X) ve g € L,(X) olmak iizere

1 falle. o) < ool fllzaexo

esitsizligine Holder esgitsizligi denir.



Tamm 2.2.6 (Minkowski esitsizligi) ([77]) X ol¢iilebilir herhangi bir kiime ve
p>1licin f,g € L,(X) ise

I+ 9l < 1o + gl oo
esitsizligine Minkowski esitsizligi denir.

Teorem 2.2.7 L¢(R") uzay1 1 < p < oo icin biitiin L,(R") uzaylarmm birlegim-

lerini igerir. Daha genel olarak 0 < p < ¢ < oo i¢in
Ly(R") € L (R") C Ll (R")
elde edilir.

Teorem 2.2.8 (Lebesgue diferensiyelleme teoremi) Eger f € L°¢(R") ise bu

durumda hemen her x € R” icin

. 1
lim B /B - f(y)dy = f(z)

saglanir.

Tanim 2.2.9 ([77]) Bir f fonksiyonunun destegi

suppf = {z € R": f(z) # 0}

ile tanimlanir. Yani f fonksiyonunun destegi onun sifirdan farkli oldugu noktalarin
kiimesinin kapanigidir. Eger suppf sinirh bir kiime ise f fonksiyonuna kompakt

destege sahiptir denir.

Tanim 2.2.10 ([77]) T, reel degerli dl¢iilebilir fonksiyonlarin bir (X, u) 6lgii uzay:
tizerinde tanimlanmug ve bir (Y, v) 6l¢ii uzay: tizerinde biitiin kompleks degerli hemen
her yerde sonlu 6l¢iilebilir fonksiyonlarin kiimesinde degerler alan bir operator olsun.

Bu durumda her f, g ve her A € C i¢in
T(f+9)=T()+T(g) ve T(Af)=AT(f)
ise T ye lineer operator,

T+ <ITWNDI+ Tl ve [TANHI < AT ()



ise 7 ye altlineer operator, bir K > 0 sabiti i¢in
T+l < K(TNHI+T(@) ve [TANHI< AT

ise 7 ye quasilineer operator denir. Altlineerlik, quasilinerligin 6zel bir duru-

mudur.

Tamm 2.2.11 ((p,q) tipli operator) ([60])

1 <p,q < oo, (X,p) ve (Y,v) iki 6l¢ii uzay1 ve T, L,(X, 1) den tanmm ve goriintii
kiimeleri sirasiyla Y ve C olan 6lgiilebilir fonksiyonlarin uzayma bir operator (altli-

neer) olsun. Eger ¢ < oo olmak {izere

v({y €Y |Tfy)| >} < (%)

ise T zayif (p,q) tipinden ve eger ¢ = oo iken L, (X, u) den Lo (Y, v) ye siurh bir
operator ise zayif (p, 00) tipindedir denir.
Eger T, L,(X, ) den L, (Y, v) ya smurh ise kuvvetli (p, ¢) tiplidir denir. Yani,
her f € L,(X, p) igin
1T £l < Cllfll

olacak gekilde bir C' > 0 sabiti vardir. Buradan ¢ = co olmasi durumunda zayif ve

kuvvetli tip ¢akismaktadir.

Eger T, kuvvetli (p, q) tipli ise ayni zamanda zayif (p, ¢) tiplidir. Gergekten,
eger Ex ={y €Y :|T f(y)| > A} olarak alirsak, bu durumda

V(Ey) = /d </ Tf HTfH <C||f||p)q
E\ Ey

A
Eger (X, u) = (Y,v) ve T 6zdeslik operatorii olursa zayif (p, p) klasik Cheby-

olur.

shev egitsizligi olur.

Teorem 2.2.12 (Marcinkiewicz interpolasyon teoremi) ([28]) (X, u) ve (Y,v)
ol¢ii uzaylarn olsunlar. 1 < py < p; < oo olmak iizere T, Ly, (X, ) + Lp1)(X, 1)
den Y {izerindeki 6lgiilebilir fonksiyonlara giden ve zayif (pg, po) ve zayif (py, p1) tipli

bir altlineer operator olsun. Bu durumda 7, pg < p < p; i¢in kuvvetli (p, p) tiplidir.



Tamm 2.2.13 (A, Muckenhoupt smifi) ([67]) Eger 1 < p < oo olmak iizere
herhangi bir B = B(x,r) yuvar i¢in

[w]a, = sup [w]a,B)

= sup (“;/ (:Jc)da:) (ﬁ/}gw(m)l_p/dx)pl < (2.1)

ise w agirhk fonksiyonu A, Muckenhoupt sinifindandir denir. Burada supremum
biitiin B yuvarlari tizerinden alinmaktadir ve 1/p+1/p’ bi¢imindedir. Burada Holder

esitsizligini kullanarak biitiin B yuvarlar: i¢in

1 1 _
wIit 5y = 1B wll% ) o™ P 1,5y > 1

olur. p = 1 iken, hemen hemen her z icin

Mw(z) < Cw(z) (2.2)

olacak gekilde C' > 1 varsa w € A; dir ve (2.2) esitsizligini saglayan C' sayisiin

infimumu [w] 4, ile gosterilir.

p ve p' tisleri ile Holder esitsizligi kullanihirsa
10, w1 ), :
l=— [ dz VP () VPde < [w]){”
Bl Jz" 1B A

(2.1) esitsizliginde p — oo iken limite gegilirse

\%I /B w(z)de < Cexp (%B /B logw(x)dx)

elde edilir ve egitsizlik saglandiginda w € A, denir. Ayrica, p = oo iken A, =

elde edilir.

Ui<peoo Ap ile tanmlanir. A, icin verilen bu iki tanim esdegerdir (bkz. [36]).

A, smifi 1972 yilnda Muckenhoupt [67] tarafindan agirhkh L¢(R™, wdx)
uzay1 iizerinde taniml Hardy-Littlewood maximal operatoriiniin sinirhiliklar ile ilgili

caligmalarinda tanmimlanmig ve € > 0 igin
A, C Ay

oldugu gosterilmistir.
we Ay, 1 <p< oo Muckenhoupt agirhklarimin en 6nemli 6rneklerinden biri

—n < a < n(p—1) iken w(x) = |z|* fonksiyonudur. Eger —n < « < 0 olarak
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alinirsa w € A; elde edilir. 0 < § < 1 ise bu durumda w(z) = 2|79 € A, ve
w(z) = |2|7"P=D0=9) ¢ A elde edilir.
Eger w bir agirlik ve 1/w lokal integrallenebilir ise bu durumda 1/w da ayrica

bir agirliktir. Verilen bir w agirligi ve bir E olciilebilir kiimesi i¢in

notasyonunu F kiimesinin w-0l¢iisiinii gosterir. Agirliklar lokal integrallenebilir fonk-

siyonlar olduklarindan dolay1 bir yuvardaki biitiin £ kiimeleri igin w(E) < oo olur.
Lemma 2.2.14 ([28]) Eger w € A, ise bu durumda w € A,_. saglanir ve

[W]a,— < Clw]a

P

olacak gekilde bir C' sayisi vardir ve burada € ~ [w];;’j seklindedir.

Onerme 2.2.15 ([28))
(1) 1 <p < g olmak tizere A, C A, saglanir.

(2) 1 <p < oo olmak tizere A, =J,_, A, saglanir.

q<p

(3) 1/p+1/p' =1 olmak iizere w € A, olmasi i¢in gerek ve yeter sart w'™* € A,

olmasidur.
(4) wo,w; € A, ise bu durumda wow; ? € A, olur.
(5) we A, 1<p<ooise budurumda w'*® € A, olacak sekilde € > 0 vardir.

Tanim 2.2.16 ([28]) Verilen bir w agirlik fonksiyonu i¢in B herhangi bir yuvar
olmak iizere eger w(2B) < Cw(DB) olacak sekilde bir C' > 0 sabiti varsa w doubling

sartini saglar denir ve w € Ay seklinde yazilir.
Lemma 2.2.17 ([59]) Eger w € A, iken

w(2Q) > Cw(Q)

olmak iizere C' > 1 sabiti varsa w ters doubling sartin1 saglar.
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Lemma 2.2.18 ([37]) 1 < p < 00, w € A, olsun. Bu durumda
(1) w e Ay saglanir. Ayrica her A > 1 igin
wW(AB) < A"[w]a,w(B)
elde edilir.

(2) Eger w € A, ise bu durumda w € Ay saglanir. Ayrica her A > 1 i¢gin
w(AB) < 2V [w]} w(B)
elde edilir.

3)
Mf(z) < [w]{ M, (1) (@)

esitsizligi saglanir ve burada

M, f(z) = supw(B)~! /B @)l w(y)dy

B>z

bi¢imindedir.

(4) Her B yuvari ve bir S C B 6lgiilebilir kiimesi i¢in

w(S) 151\’
o) = ¢ <|B|) (23)

olacak sekilde C' > 0 ve 6 > 0 sayis1 vardir.

w agirhk fonksiyonu, (2.3) esitsizligini saglamak iizere, Muckenhoupt [68],

Coifman ve Fefferman [23] tarafindan w € A, oldugu gosterilmistir.

Uyar1 2.2.19 Eger 0 < a < n, 1 < p < n/ave 1/qg = 1/p — a/n olmak iizere,

agagidaki ifadeler dogrudur.

(1) Eger p > 1 ise bu durumda w € A, <= w? € A n-a <= W € A g
n P
_p, ,
wP e A1+% olur.

(2) Eger p > 1 ise bu durumda w € 4, , <= w? € A, ve w? € A, olur.

(3) Eger p =1 ise bu durumda w € A , <= w? € A; olur.
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Tamm 2.2.20 1 < p < oo, w bir agirhk fonksiyonu olsun. Bu durumda, L,(w) =

L,(R™, w) agirlikhh Lebesgue uzay1

£l = 11, = ([ 170 wloie)” < oc

normuna sahip biitiin biitiin 6lgiilebilir f fonksiyonlarin uzayi olarak tanimlanir.

p = 0o durumunda ise Ly (w) = Loo(R™,w) de norm

[ 2o = N2 ony = €58 sup [f(2)] w(x)
z€R™

ile tanmimlanir.
2.3 BMO Uzay

BMO (Bounded Mean Oscillation) uzayi, 1961 yilinda John ve Nirenberg
[56] tarafindan ortaya konulmustur. BMO uzay1 L., uzay: ile benzer ozelliklere
sahiptir ve siklikla L., yerine kullanilir. Klasik singiiler integral operatorler L.,
uzayindan L., uzayina sinirli olmamasina ragmen L., uzayindan BMO uzayina
siirhdir. Fefferman 1971 yilimda BMO uzaymin H' Hardy uzayma dual oldugunu
gostermistir.
Tanim 2.3.1 f fonksiyonu R" de lokal integrallenebilir bir fonksiyon olmak iizere

BMO(R"™) uzay1

1
|fll« = sup

T/ Nl f Yy _f x,r dy< e
vern >0 |B(2,7)] B(a:,r)’ ) B )l

ile verilen || - ||, yari-normu ile tanimh Banach uzayidir. Burada f € L'°(R") ve

1

) T T N[ d
fB( ") ’B(I,T)‘ B(z,r) f(y> Y

dir. BMO uzay1 Lo (R") uzayma esit degildir. Fakat L. (R") C BMO(R™) dir.

Gergekten;
1

’B(‘ra T‘)| B(z,r)

1 1
<o [ W@yt s [ | dy
|B("L‘7T)| B(x,r) |B(JI,T’)’ B(ac,r)’ ( )‘

1
“ 1B s \f(W)ldy + | fB@m)|

1

<2 1f(y)ldy
|B(‘T7 T)| B(z,r)

< 2[[flo0
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ve buradan

A1 < 201 fllo

elde edilir.

1f1ls < 2||f]leo oldugundan L. (R™) € BMO(R") saglanmir. Her smirh
(6lgiilebilir) fonksiyon BMO uzaymdandir. Ancak simrh olmayan BMO fonksiy-
onlart da vardir. BMO(R™) uzayma ait olan fakat L. (R"™) uzayma ait olmayan
tipik bir 6rnek log |x| verilebilir. Simdi BMO fonksiyonlarina pekgok 6rnek vermeyi

saglayan bir sonucu verelim.

Teorem 2.3.2 ([36]) Eger w bir A; agirligi ise bu durumda sadece [w]4, e bagh bir

norm ile logw € BMO saglanir.

Simdi BM O uzayina ait olmayan bir fonksiyon 6rnegi verelim.

Ornek 2.3.3 g(z) = sign(z)log ﬁ fonksiyonu BMO(]—1, 1]) uzayma ait degildir.
Gergekten 0 < h < 1 ve I =[—h,h] igin g; =0 ve

1 1 [ 1 [ 1
m/]|g(y)—g1\dy—ﬁ/_h dI—E/O log;dx

1
:1+10gﬁ—>oo, h — 0 iken

1
log m

elde edilir. Dolayisiyla bu 6rnek bir fonksiyonun mutlak degeri BM O sinifina ait ise

bu fonksiyonun bir BM O fonksiyonu olmasini gerektirmeyecegini gosterir.
Uyar 2.3.4 ([56])
(1) Her f € BMO(R"™) ve a > 0 igin
{z € B:|f(z)— fa] > a}| < Cy|Ble /- vB cR"
olacak gekilde pozitif C) ve Cy sayilart vardir. Bu esitsizlik John-Nirenberg
esitsizligi olarak bilinir.
(2) John-Nirenberg esitsizligi 1 < p < oo i¢in

P

2ER™ ,r>0 |B(l’,7’)| B(z,r)

olmasimi gerektirir.
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(3) f € BMO(R™) olsun. Bu durumda 0 < 2r < ¢ i¢in

t
}fB(x,r) - fB(w,t)‘ < CHfH*ln; (24)

olacak gekilde x, r, t ve f fonksiyonundan bagimsiz pozitif bir C' sayis1 vardir.

Uyar: 2.3.5
(i) Eger f € BMO(R") ve h € R" ise bu durumda f (- — h) € BMO(R™) ve
1f (= h) [[Baro = [ fllBaro

dar.
(ii) Eger f € BMO(R™) ve h € R", A > 0 ise bu durumda f (Az) € BMO(R") ve

1f (M) lsmo = [ fllBao

dir.
(iii) Eger f € BMO(R™) ise bu durumda

1
1/llzas0 ~ sup inf — / (@) — | da
Q ceR” |Q| Q

dur.
2.4 L, Morrey Uzay1

Klasik Morrey uzaylar: 1938 yilinda C.B. Morrey tarafindan ikinci dereceden
eliptik kismi diferensiyel denklemlerin ¢éziimlerinin lokal davraniglari arastirilirken
ve varyasyonlar analizi teorisindeki problemlerle ilgilenilirken ortaya cikarilmigtir.
Morrey uzaylarimin 6nemli uygulamalari Navier-Stokes ve Schrodinger denklem-
lerinde, siireksiz katsayili eliptik problemlerde ve potansiyel teoride ortaya ¢ikmigtir.
Tanim 2.4.1 1 <p<oo, 0 <A< n, fe L;OC(R”) olmak tizere L, = L, \(R")
Morrey uzayi

ij)\ = {f : ||f||Lp,\ < OO}

seklinde tanimlanir. Burada ||f|[z, , normu

1 P
11l = 11l oy = sup (_A/M M (”'pdy)

zeR™ r>0 \ T

seklinde verilir.
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A= 0i¢in L,o = L,(R") dir. Eger A < 0 veya A > n ise bu durumda
L, = 0 olur. Burada 6, R" {izerinde 0 a denk olan biitiin fonksiyonlarin kiimesini

gostermektedir.
WL,y = WL, \(R") ile biitiin f € VVL;OC fonksiyonlarimin uzayi olan zayif

Morrey uzayini gosterecegiz. Burada,

_2A
£t = Wl aer = 510 773 i oty < o0

seklindedir.

Lemma 2.4.2 1 < p < oo olsun. Bu durumda L, ,, = L. (R") ve
111z, = a1 F Il ey
olup, burada v,, = |B(0, 1) dur.

Ispat. f € Lo,(R") olsun. Bu durumda

1/p
(t—” / |f(y)|”dy) < 0|l
B(z,t)

olur. Buradan f € L, ve

111z, < 02l 1l 2o

seklindedir. f € L,,, olmak iizere Lebesgue yakinsaklik teoreminden (bkz. [82])

lim [B(z,t)| ! /B L Py = 1P

t—00

olur. Bu durumda
1/p
@l = (g 180 [ Pa) <,
0 B(z,t)
seklindedir. Buradan f € Lo (R™) dir ve

|y < vn Pl Iz,

olur. ]

Lemma 2.4.3 1 <p < o0, 0 <\ < nolsun. Bu durumda a = ”TT’\ icin

1 lz1nma < 0" N1 £llx,
dir ve buradan L, \ C Ly ,_, olur. Burada 1/p+ 1/p' =1 dur.
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ispat. felyy1l1<p<oo 0<XA<nveap =n— A olmak iizere Holder

esitsizliginden

1/p 1/p’
d Pd d
/B iy < ( / ) y) ( / . y)

/ / 1/p
= v,/ ( / |f(y)|”dy>
B(x,t)
elde edilir. Ayrica

1/p
e [ sty < ta-”/p( / If(y)|”dy)

) 1/p
_ (M / |f(y)\pdy>
B(z,t)

’
S v’rll/p ”fHLp,)\

elde edilir. Buradan f € L;,,_, ve

1 zsea < 0P NF L,

seklindedir ]
2.5 L,.(w) Agirlikli Morrey Uzay1

L, (w) agirhkli Morrey uzayr 2009 yilinda Komori ve Shirai [59] tarafin-
dan tanimlanmig ve Hardy-Littlewood maximal operatorleri ve Calderén-Zygmund
operatorleri gibi harmonik analizin klasik operatorlerinin simirliliklar: bu uzaylarda
aragtirilmigtir.

Tanim 2.5.1 1 <p < o0, 0 < k < 1 vew bir agirlik fonksiyonu olsun. Bu durumda
L, .(w) = L, ,.(R" w) agirhklh Morrey uzay1
1 lrpnte) = sup @ (B(@,m) 77 || Il (e < 00
zER™ >0
ile biitiin lokal integrallenebilir fonksiyonlarin uzay1 olarak tanimlanir.
Ayrica WL, (w) =WL,.(R",w) ile
1 W) = sup - w (B, )% || fllwe, (s < oo
zER™ >0
olmak ftizere biitiin lokal integrallenebilir fonksiyonlarin zayif agirlikli Morrey uzay1

gosterilir.
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Uyar: 2.5.2 ([84])

(1) Eger w =1 ve 0 < A < n olmak iizere K = A\/n ise bu durumda Ly, /(1) =
L, \(R") klasik Morrey uzayidir.

(2) w € Ay olsun. Eger £ = 0 ise bu durumda L, (w) = L,(w) olur. Eger x =1
ise, bu durumda w ye gore Lebesgue diferensiyelleme teoreminden L, ;(w) =

Lo (w) elde edilir.
2.6 M, , Genellestirilmis Morrey Uzay1

Morrey uzaylarimin genislemesi olan M, , genellestirilmis Morrey uzay1 1990
yilinda Mizuhara [65] tarafindan tammlanmig ve singiiler integral operatériiniin bu
uzaylardaki siirlihigr aragtirilmigtir. 1994 yilinda Nakai [72] tarafindan harmonik
analizde 6nemli bir yere sahip olan maksimal integral operatoriiniin, Riesz potan-
siyelinin ve singiiler integral operatoriiniin M, , genellestirilmis Morrey uzaylarm-
daki simirhligr arastirilmistir. M, , genelestirilmis Morrey uzayimin normallestirilmis
normlu hali ilk olarak 2009 yilinda Guliyev [38] tarafindan tanimlanmig ve harmonik
analizin integral operatorlerinin sinirlilignt Mizuhara ve Nakai’ye gore daha genis sart-
lar altinda aragtirilmigtir. Ayrica Guliyev [45], [46] tarafindan M, , genellestirilmig
Morrey uzaylarinda maksimal, potansiyel ve singiiler integral operatorlerin sinirlilik-
lar1 ortaya koydugu yeni metot ile elde edilmigtir.

M, genellestirilmis Morrey uzay1 Mizuhara [65] tarafindan asagidaki sekilde
tanimlanmigtar.

Tanim 2.6.1 ([65]) ¢(x,r), R™ x (0,00) iizerinde pozitif 6lgiilebilir bir fonksiyon
olsun. M, , = M, ,(R"), 1 <p < oo ile

st = 1 f gy = sup (@, 7) 7| Fllz, By < 00
z€R™ r>0

normuna sahip biitiin f € LLOC(R”) fonksiyonlarinin uzayi genellestirilmis Morrey

uzay1 olarak tanimlanir.

Ayrica WM, , = WM, ,(R") ile

||fHWMp,Lp = ||fHWMp,Lp(Rn) = 6§3p>0¢($7T)ileHWLp(B(xﬂ')) < oo
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normuna sahip biitiin f € WL;OC(R”) fonksiyonlarimin uzay1 zayif genellestirilmis

Morrey uzay: olarak tanimlanir. Burada W L,(B(z, 7)) uzay: ile

1 f WLy = 1 X s IWL,y@n) < 00

seklindeki biitiin 6l¢iilebilir f fonksiyonlarini igeren zayif L, uzayi ifade edilir.
Ayrica dogal topoloji ile verilen LI*(R™) ve W L*(R™) uzaylar: her B C R”
yuvar icin fxp € L,(R") ve fxp € WL,(R") seklindeki biitiin f fonksiyonlarin

uzay1 olarak tanimlanir.

A
Bu tanima gore ¢(x,r) = r# igin

Lp,)\ - Mp,go WLP’)\ = WMP,SO %

A
o(z,r)=rP p(z,r)=r
oldugu goriiliir.

M, genellegtirilmis Morrey uzayimnin normallegmis normlu hali Guliyev [38]

tarafindan asagidaki sekilde tanimlanmigtir.

Tamm 2.6.2 [38] ¢(x,r), R" x (0,00) iizerinde pozitif 6lgiilebilir bir fonksiyon ol-
sun. M, , =M, ,(R"), 1 <p < ooile

_ _1
1 fllaz,e = 1121y 0mr) = €§Ep>0¢($’r) B, r) |7 By < 00

normallesmis normuna sahip biitiin f € LQOC(R”) fonksiyonlarimin uzay1 genellegti-
rilmis Morrey uzay: olarak tanimlanir.

Ayrica WM, , = WM, ,(R") ile

_ _1
1 fllwas, o = 1Fllwas, ey = 0D p(@,7) VB )| I fllwr, By < 00

normallesmis normuna sahip biitiin f € WL;;’C(]R") fonksiyonlarinin uzay zayif ge-
nellestirilmis Morrey uzay1 olarak tanimlanir.

A—n
Bu tamma gore p(z,r) =r ¢ igin

LPA = Mp,so A=n WL:D,/\ = WMp,so A=n

e(z,r)=r P e(@,r)=r P

oldugu goriiliir.
Harmonik analizin integral operatorlerinin M, , genellestirilmis Morrey uzay-
larindaki smirhliklarim elde etmek amaciyla (o1, o) tizerindeki sart igin tartigan

bir¢ok ¢aligma vardir. Guliyev [38] tarafindan (¢1, p2) ¢ifti icin
o dt
/ tagol(m,t)7 < Cps(z,1) (2.5)
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sart1 getirilmistir. Burada, C' sayis1  ve r den bagimsiz pozitif bir sayidir. Guliyev
[2], [46] tarafindan Calderén-Zygmund singiiler integral operatoriiniin ve 1 < p <

q < oo, a =n(l/p—1/q) olmak iizere, Riesz potansiyelinin, M, ,, (R") uzaymdan

p,¥1

M, ,,(R™) uzayma simirhhg elde edilmis ve z € R™ ve 1 < p < oo i¢in

t<s<°°tﬁ+1 dt < po(x,r) r>0 (2.6)

/oo ess inf oy (2, 5)s»

daha zayif sart tanmimlanmigtir.

Eger (1, ¢2) cifti (2.5) sartin1 saglarsa, bu durumda (2.6) sartini da saglar.
Ancak tersi dogru degildir (bkz. [46]).

(1, p2) cifti (2.6) ve

0 inf @y (,5)sv
£y $Sa I dt
1+1n-) - T < Cps(a,
sartlarini saglamak tizere, Guliyev [2], [46] tarafindan kaba gekirdekli Tg ,, kesirli in-
tegral operatoriiniin ve [b, Tq o] komiitatoriiniin genellegtirilmis Morrey uzaylarinda

sinirlihigr elde edilmistir.
2.7 M, (w) Genellestirilmis Agirlikli Morrey Uzay1

2009 yilinda Komori ve Shirai [59] tarafindan tammlanan L, .(w) agulhkh
Morrey uzaylari ile ayni yillarda Guliyev [38] tarafindan tanimlanan M, , genelegtir-
ilmig Morrey uzayimin normallegtirilmis normlu halini kapsayan M, ,(w) genellesti-
rilmig agirhikli Morrey uzaylari 2011 yilinda Guliyev [41] tarafindan tanimlanmig
ve harmonik analizin integral operatorlerinin ve yiiksek mertebeden komiitator-
lerinin bu uzaylardaki simirhliklar aragtirilmigtir.  Ayrica M, ,(w) genellestirilmis
agirlikhi Morrey uzay1 Guliyev ile birlikte Akbulut, Alizadeh, Mustafayev, Serbetci
gibi aragtirmacilar tarafindan da galhigilmistir (bkz. [39], [47], [50], [51], [58], [71]).

M, ,(w) genellestirilmig agirhikhh Morrey uzay1r Guliyev [41] tarafindan asagi-
daki sekilde tanimlanmigtir.

Tanim 2.7.1 ([41])¢(x,r), R™ x (0, 00) iizerinde bir pozitif 6lgiilebilir fonksiyon ve

w, R™ tizerinde negatif olmayan ol¢iilebilir fonksiyon olsun. M, ,(w) = M, ,(R",w)
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olmak {izere 1 < p < o0 igin

||fHMp,<p(w) = ||f||Mp,Lp(Rn>W)

1
= sup o(z,7) ' w(B(xz,r) | fllL,. < oo
z€R™ r>0

normuna sahip biitiin f € Lﬁ,‘fj(R") fonksiyonlarinin uzay1 genellestirilmis agirlikli

Morrey uzay1 olarak tanimlanir.

Ayrica WM, ,(w) = WM, ,(R",w) ile

I llwaty o) = (1 lwat, o e )
_1
= sup p(z,7)  w(B(,n) || fllwe,. < oo
z€R™ r>0

normuna sahip biitiin f € WL (R") fonksiyonlarinin uzay1 zayif genellegtirilmis

loc
p,w
agirliki Morrey uzay: olarak tanimlanir.
Uyar1 2.7.2

(1) Eger w =1 ise, bu durumda M, ,(1) = M, , genellestirilmis Morrey uzayidir.

(2) Eger p(z,r) = (,L)(B(:U,T))KTTl ise, bu durumda M, ,(w) = L, ,.(w) agirhkh

Morrey uzayidir.

(3) Egerw =1ve0 < A < nolmak iizere p(z,r) = P ise, bu durumda M, ,1) =

L, » klasik Morrey uzayr ve WM, .1y = WL, zayif Morrey uzayidir.
(4) Eger ¢(x,r) = w(B(x, 7"))_% ise, bu durumda M, ,(w) = L,(w) agirlikli Lebesgue
uzayidir.

Guliyev [41], [50] tarafindan her x € R™ ve ¢ > 0 oldugunda 1 < p < ¢ < 00

icin C' > 0 olmak {izere

t<s5<00 T t))% - < Cpy(,r) (2.7)

seklinde bir agirlik sart: tanmimlanmigtir.

/oo ess inf ¢ (z, s)w(B(z, s))% di

weA,vel <p<q<ooigin (¢1,¢2) ¢ifti (2.7) veya

o oy ossinf (e s)W(B(e, )7 g
/r = <6+F> W(B(z, 1)) 7 < Ceelmr)

sartlarini saglamak iizere, Guliyev [41] tarafindan T, operatériiniin ve [b, T,]* ko-

mittatoriiniin M, ,(w) genellestirilmis agirliklh Morrey uzaylarinda smirliligy elde

edilmistir.
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2.8 Hardy-Littlewood Maksimal Operatorii, Riesz Potansiyeli,

Singiiler Integral Operatorii ve Komiitatér Operatorii

Hardy-Littlewood maksimal fonksiyonu ilk olarak 1930 yilinda n = 1 igin
Hardy ve Littlewood [52] tarafindan 1939 yilinda Wiener [88] tarafindan n > 1
igin kompleks analizin uygulamalarina yonelik olarak tanimlanmigtir. Maksimal
fonksiyon analizde pekcok operatoriin siirliliginda ¢ok 6nemli bir role sahiptir.
Hardy-Littlewood maksimal fonksiyonunun farkl tanimlar1 agagidaki gibi verilebilir.

Tanim 2.8.1 (Hardy-Littlewood maksimal fonksiyonu) f € L!°(R") olsun.

Bu durumda M f Hardy-Littlewood maksimal fonksiyonu

r>0

M) =sup BON " [ (G- y)ldy 28)
B(0,r)
ile tanimlanir. Bu fonksiyon 400 a esit olabilir.

Hardy-Littlewood maksimal fonksiyonu yuvar yerine kiip alinarak agagidaki

gibi tanimlanabilir.
f € L'(R") olsun. Eger Q,., [—r, r]" kiibii ise M’ f merkezli Hardy-Littlewood
maksimal fonksiyonu
Vg =sp o [ 1wl 29)
ile tanimlanir. n = 1 iken M ve M’ ¢akigir. Eger n > 1 ise bu durumda

CiM'f(z) < M f(x) < CoM'f(x)

olacak gekilde sadece n ye bagl C; ve (5 sabitleri vardir. Bu egitsizlikten dolay:
M ve M’ operatorleri uygun kosullara gore degistirilebilir. Ayrica, M*f merkezli

olmayan Hardy-Littlewood maksimal fonksiyonu f € L'¢(R") icin

M*f(x) = sup !

e |f(y)|dy (2.10)
B(zo,r)>x ‘B(ajO’ T)‘ B(zo,r)

seklinde tanimlanir. Burada supremum z i igeren ve kenarlari eksenlere paralel
olan biitiin B C R” yuvarlar iizerinden alinmaktadir. M ve M* noktasal olarak

esdegerdir.
Uyar: 2.8.2 (2.8)-(2.10) ifadeleri i¢in her x € R™ olmak {izere
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esitsizligini saglayan n ye bagh C;(i = 0, 1,2, 3) sayilar1 vardir. M f, M'f ve M*f

Hardy-Littlewood maksimal fonksiyonlari noktasal olarak esdegerdir.

Uyar1 2.8.3 f € L olmak iizere M f(x) Hardy-Littlewood maksimal fonksiyonu
R™ de alt yar siirekli ol¢iilebilir bir fonksiyondur.

M Hardy-Littlewood maksimal operatorii altlineer ve homojen bir operatordiir.
Yani,

M(f+g)<Mf+Mg ve MOf)=AMf), YA>0

saglanir.
Hardy-Littewood maksimal operatériiniin L,(R™) Lebesgue uzaymdaki sinir-
liligr 1 < p < oo olmak tizere n = 1 igin Hardy-Littlewood [52] tarafindan n > 1 igin

Wiener [88] tarafindan aragtirilmigtir

Uyar: 2.8.4 M Hardy-Littlewood maksimal operatorii L;(R") uzayindan L;(R™)

uzayna sinirh degildir. Gergekten; n =1 ve x > 1 durumunda f(x) = x[o1)(2) icin

- 2z T

MA@ 2 o [ Iy = 5

olup, buradan

M f(x)dx > /100Mf(w)dm2 /joidx:oo

Rn

elde edilir.

Onerme 2.8.5 ([28]) Eger f € L;(R") sifira denk degilse bu durumda Mf ¢
L1 (Rn) dir.

M Hardy-Littlewood maksimal operatorii Ly (R™) uzayinda siirh olmamasina
ragmen, L;(R") uzaymmdan W L;(R") uzaymma simirhdir. Aagidaki teorem M Hardy-
Littlewood maksimal operatoriiniin hemen hemen her yerde sonlu, zayif (1,1) ve

1 < p < oo igin (p,p) tipinden bir operator oldugunu ifade etmektedir.
Teorem 2.8.6 ([82])

(1) f € Ly(R") ve 1 < p < oo olsun. Bu durumda hemen her x € R” igin
M f(z) < oo dir.
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(2) p=1ise, bu durumda her A > 0 ve f € L;(R") igin
o € B2 M) > M) < Sl
olacak sekilde bir C'= C(n) > 0 sabiti vardur.
(3) 1 <p<ooise, her f e L,(R") igin
M fllL,@ < Cllfllz,@n
olacak sekilde bir C' = C(n,p) > 0 sabiti vardir.

Theorem (2.8.7) ve Theorem (2.8.8) ilk olarak 1972 yilinda bir boyutta Muck-
enhoupt [67] tarafindan n > 1 durumunda ise 1983 yilinda Journé [57] tarafindan

ispatlanmigtir.

Teorem 2.8.7 ([57]) 1 < p < oo olsun. Bu durumda w € A, i¢in M Hardy-
Littlewood maksimal operatorii zayif (L,(w), L,(w)) tipinden bir operatordiir. Yani,

1 <p<oovew e A, olmak fizere, her A > 0 ve f(z) € L,(w) icin
n O p
w({z eR" s Mf(x) > Ah) < S IFIL,w)
esitsizligini saglayan bir C' > 0 sayis1 vardir.

Teorem 2.8.8 ([57]) 1 < p < oo olsun. Bu durumda w € A, i¢in M Hardy-

Littlewood maksimal operatérit (L,(w), L,(w)) tipinden bir operatordiir.

Teorem 2.8.9 ([18]) 1 < p < 00,0 < A < n olsun. Bu durumda p > 1 igin

IMfllz,\ < Cllfllz, 5

ve p =1 icin
IM fllwe, s < Cllfllz. 5

saglanir. Burada C' sabiti f fonksiyonundan bagimsizdir.

Ayrica 1 < p <oo0, 0 <A <nvefel,,icnR"de Mf maksimal fonksiyonu

hemen her yerde sonludur.
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Teorem 2.8.10 ([59]) 1 <p < oo ve0 <k <1 olsun. Bu durumda w € A, i¢cin M
Hardy-Littlewood maksimal operatorii L, ,(w) agirhkli Morrey uzayimnda smirhdir.
Eger p=1,0< Kk <1 vew € A; ise bu durumda her A > 0 ve herhangi bir () kiipii
icin
C K
w(lz € Q: Mf(2) > A}) < T fllzswe@w(@)

esitsizligi saglanir.
Agagidaki teorem 1994 yilinda Nakai [72] tarafindan ispatlanmigtir.

Teorem 2.8.11 ([72]) 1 < ¢ < p < oo olsun. r < ¢ < 2r iken ¢ > 1 sayws1 ¢, r,

x € R" den, C sayist da z ve r den bagimsiz olmak {izere ¢(x,r)

c () < (1) < cp(a, 1)

ve
> dt
go(x,t)p? < Co(z,r)P
.,
sartlari saglasin. Bu durumda M operatorii 1 < ¢ < p < oo icin M, , genellesti-

rilmig Morrey uzayinda sinirhdir.

Agagidaki teorem 2011 yilinda Guliyev [41] tarafindan ispatlanmigtir.

Teorem 2.8.12 [41] 1 < p < o0, w € A, icin C pozitif bir say1 olmak iizere (1, p2)
cifti

0o %issigof 901([[, S)((U(B(l', S)))% dt <C
/r w(B(x,1))7 ¢ =)

sartim1 saglasin. Bu durumda p > 1 i¢in M Hardy-Littlewood maksimal operatorii

M, ,, (w) uzaymdan M), ,,(w) uzayma ve p = 1 icin M 4, (w) uzaymdan WM, 4, (w)

p,p2

uzayina sinirhdir.

Singiiler integral operatorler harmonik analizde 6nemli bir yere sahip olup ik-
inci dereceden kismi diferensiyel denklemlerin ¢oziimlerinin regiilerligi ile ilgili ¢alig-

malarla yakindan ilgilidir.

Tanim 2.8.13 (Singiiler integral operatérii ve komiitator operatorii) Singiiler

integraller ' = y/|y| olmak tizere

() = lim /| L) 12— )y

e—0 ‘>€ ’y‘n
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bicimindeki operatorlerdir. Burada Q, R™ deki S™~! birim kiiresi iizerinde tanim-

lanmig olup sifir ortalamali, integrallenebilir bir fonksiyondur.

C< (R™) den L¢(R™) tammlh T operatorii asagidaki sartlar saglarsa Calderén-

Zygmund operatorii olarak adlandirilir.
(a) T, La(R™) de sinirh lineer operatordiir.
(b) Her f € LS (R"), igin
Tf(x) = - K(z,y)f(y)dy x € {suppf}*,

seklinde bir K c¢ekirdegi vardir.

(¢) K gekirdegi z,y € R™ ve x # y oldugunda C' > 0 ve bazi ¢ > 0 igin

K(z,y)| < ———,
K (, )] =y
Clhl°
|K(z+ h,y) — K(z,y)| < [z =y
C|h|®
K (z,y + h) — K(z,y)| < m

Calderén-Zygmund esitsiziklerini saglar. Burada |h| < |z—y|/2 dir (bkz. [80]).

Teorem 2.8.14 ([30]) Eger 1 < p < ooigin 7 Calderén-Zygmund operatorit L, (R™)

tizerinde simirhdir. Eger p = 1 ise, bu durumda her A > 0 ve f € L;(R") i¢in
" C
{z e R [Tf(z)| > A}) < X||f||L1(R”)
olacak sekilde bir C'= C(n) > 0 sabiti vardir.

Teorem 2.8.15 ([28]) Eger 1 < p < oo ve w € A, ise T Calderén-Zygmund oper-

atorii L,(w) tizerinde simrhdir. Eger p =1 ve w € A; ise her A > 0 igin
n C
wlz €R":Tf(2)] > A} < TSl
ifadesi saglanir.

Teorem 2.8.16 ([18]) 1 < p < 00, 0 < A < n olsun. Bu durumda 1 < p < oo
icin 7 Calderén-Zygmund operatorii L, 5 tizerinde sinirhdir. Ayrica p = 1 igin L

uzaymdan W L;  uzayma smirhdir.
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Teorem 2.8.17 ([59]) 1 < p < 00,0 < Kk <1vew € A, olsun. Bu durumda 7
Calderén-Zygmund operatorii Ly, ,(w) tizerinde siirhdir. Eger p =1, 0 <k < 1 ve

w € A; ise bu durumda her A > 0 ve herhangi bir @ kiipii i¢in

O K
(e € Q[T > A < S lnn(Q)
esitsizligi saglanir.
Agagidaki teorem 1994 yilinda Nakai [72] tarafindan ispatlanmigtir.

Teorem 2.8.18 ([72]) 1 < p < oo olsun. r <t < 2r iken ¢ > 1 saywis1 ¢, r, x € R”

den, C sayist da x ve r den bagimsiz olmak iizere p(z, )

cto(x,r) < p(x,t) < cp(x,r)

ve
o dt
| elaty < ooty
sartlarmi saglasm. Bu durumda 7T operatorii p > 1 icin M, , genellestirilmis Morrey

uzaymda ve M , uzaymdan WM, , uzayma simrhdir.

Agagidaki teorem, 1994 yilinda Guliyev [42] tarafindan ispatlanmig ve Mizuhara
[65] tarafindan elde edilen sonuglari igermektedir. Ayrica ¢ = ¢y = ¢ durumu igin
1994 yilinda Nakai [72] tarafindan elde edilen sonuclar1 da igermektedir. Burada her

t,r>0ve C >0igin 0 <r <t < 2rolacak gekilde ¢

Cp(t) < o(r) < Co(t)

doubling sartini saglar.

Teorem 2.8.19 ([42]) 1 < p < oo iken C' pozitif bir say1 olmak {izere her ¢t > 0 i¢in
$1 Ve P2
> dr
pi(z,r)—- < Cpa(a,1) (2.11)
sartin1 saglasm. Bu durumda p > 1 i¢in 7 Calderén-Zygmund operatorii M, .,

uzaymdan M, ,, uzayma ve p = 1 i¢in M, ,, uzaymdan WM, ,, uzayma smirhdir.

Ayrica, Guliyev [2], [46] tarafindan daha zayif sartla Calderén-Zygmund
singiilar integral oparatoriiniin 1 < p < oo i¢in M, ,, uzaymdan M, uzayna

sinirhihigr aragtirilmigir.
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Teorem 2.8.20 ([2], [46]) 1 < p < oo iken C' pozitif bir say1 olmak {izere her ¢t > 0
icin ¢y ve gy cifti

t<s<oot%+1 dt < Cpq(x,r) (2.12)

/oo ess inf ¢y (2, s)s»

sartin1 saglasm. Bu durumda p > 1 i¢in 7 Calderén-Zygmund operatorii M, ,,

uzaymdan M, ,, uzayma ve p = 1 i¢in M; ,, uzaymdan WM, ,, uzayma smirhdir.

Eger (¢1, ¢2) cifti (2.11) sartim saglarsa, bu durumda (2.12) sartin da saglar.
Ancak tersi dogru degildir (bkz. [46]).

Teorem 2.8.21 [41] 1 < p < oo, w € A, icin C pozitif bir say1 olmak iizere (1, p2)
cifti
t<s<oo
— < Cops(z,1)
w(B(x,1))» !

sartin1 saglasin. Bu durumda p > 1 i¢gin 7 Calderén-Zygmund operatérit M, ., (w)

/oo ess inf 1 (z, s)(w(B(z, 3)))% dt

uzaymdan M, ,,(w) uzayma ve p = 1 icin M, ,, (w) uzaymdan WM, ,,(w) uzayna

simrhidir.

Calderén komiitatorii 1965 yilinda Calderén [16] tarafindan Cauchy inte-
gralinin Lipschitz egrisi {izerindeki caligmasi sirasinda
= (e@) —ely)\ fly
Chsl ) = po. [0 (HDZE) S0 g
00 r—y r—yY

seklinde tamimlanmigtir. Burada h € C*°(R"), ¢ ise R iizerinde bir Lipschitz fonksiy-

onudur. Eger h(t) = (1 4+ i)' ise bu durumda Cj, ,(f), y = ¢(x) egrisi iizerinde
Cauchy integralidir. Eger A = 1 ise bu durumda Cj ,(f) Hilbert déniistimidiir.
Eger k bir dogal say1 olmak iizere h(t) = t* ise bu durumda Cj, ,(f), ¢ nin Hilbert

doniigtimiiniin k. mertebeden komiitatoriidiir.

Tamim 2.8.22 f € C°, b € L'(R") ve T Calderén-Zygmund operatérii olmak

tizere [b, T] komiitator operatorii

b, T1f(x) = / b(x) — b(y)] k(= — 9)f (5)dy, « & suppf

n

seklinde tanimlanir.

K, Calder6n-Zygmund singiiler integral operator ve b € BMO(R™) olmak
tizere [b, K|f = K(bf) — bK f seklinde tanimlanan komiitator operatorii 1 < p < oo
i¢in L,(R™) uzaymda smirhdir (bkz. [16], [17]).
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1976 yilinda Coifman, Rochberg ve Weiss [22] tarafindan Tq, Calderén-Zygmund
singiiler integral operatoriiniin ve bir b fonksiyonunun iirettigi [b, T | komiitatoriiniin

L,(R")(1 < p < oo) sinirhlig: tizerine aragtirma yapilmistir. Burada €2
(i) Herhangi bir A > 0 ve her z € R" i¢in Q(\z) = Q(z)
(i) [gn1 Q(2")do(2") =0

sartlarim saglamak tizere, b € BMO(R™) fonksiyonu i¢in [b, 7] komiitatori

b, Tl ()(z) = pv. / Qe —y)

|z — vy [b(z) = b(y)] f(y)dy (2.13)

seklinde tamimlanir.

Olgiilebilir fonksiyonlar kiimesi iizerinde tanmh bir lineer 7~ operatdrii ve bir
b fonksiyonu i¢in [b, 7| komiitatorii [b, T|f(x) = b(z)T f(z) — T(bf)(x) ile tanim-
lanmir. Coifman, Rochberg ve Weiss [22] tarafindan [b, To] komiitatoriiniin L,(Rn),
1 < p < oo smurhhgm kullanarak bagarih bir sekilde H'(R™) Hardy uzaymm
ayrigimi verilmistir. (2.13) tipindeki komiitatorler ikinci mertebeden eliptik kismi
diferensiyel denklemlerin ¢oziimlerinin regiilerligi caligmalarinda 6énemli bir rol oy-
namaktadir (bkz. [19], [20], [34]). Ak olarak b € L, (R") ise bu durumda [b, 7],
L,(R™), 1 < p < oo iizerinde siirhdir. Coifman, Rochberg ve Weiss, [22] ¢alig-
masinda b € BMO(R") iken [b, 7| komiitatoriiniin L,(R™), 1 < p < oo snu-
hligim gostermiglerdir. Daha sonra Janson, [55] calismasinda [b, 7| komiitatorii
L,(R™), 1 < p < oo iizerinde smirh iken b € BMO(R") oldugunu gostermistir.
T Calderén-Zygmund operatorii zayif (1,1) esitsizligini saglamasima ragmen [b, T |

komiitatorii bu esitsizligi saglamaz. Buna karsilik asagidaki zayif sonu¢ dogrudur.

Teorem 2.8.23 ([73]) 7 Calderén-Zygmund operatorii ve b € BMO(R™) olsun.

Bu durumda her f € Cg° ve her A > 0 igin

wer: 71w > 2 <o, [ L2 (1 +log* (@)) dy

saglanir. Burada, log™ t = max(logt, 0) bicimindedir.

Teorem 2.8.24 ([79]) b € BMO(R") ve T Calderén-Zygmund operatorii olsun.
Eger 1 < p < oo vew € A, ise bu durumda [b, 71, L,(w) aghkl Lebesgue uzayimda

tizerinde smirhdir.
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Teorem 2.8.25 ([33]) 1 <p < o00,0 <A <nvebe BMO(R") olsun. Bu durumda
T Calderén-Zygmund operatorii olmak {izere [b, 7] komiitator operatorii Ly, (R™)

Morrey uzayinda smirhdir.

Teorem 2.8.26 ([59]) 1 <p <o00,0<k <1vebe BMO(R") olsun. Bu durumda
w € A, icin T Calderén-Zygmund operatorii olmak tizere [b, 7| komiitator operatorii

L, (w) agirhkh Morrey uzayimda smirhdir.

Agagidaki teorem 2011 yilinda Guliyev [46] tarafindan ispatlanmigtir.

Teorem 2.8.27 [46] 1 < p < oo, b € BMO(R") i¢in C' pozitif bir say1 olmak {izere

(1, 2) cifti

00 N igofgol(x, $)s7

/ (1 +1In —) fessee — < Cypy(z, 1)
r r tr t

sartin1 saglasin. Bu durumda p > 1 i¢in 7, Calderén-Zygmund operatoriiniin komii-

tatori M,

b1 Uzayimdan M,

oo Uzayma ve p = licin M, ,, uzayindan WM, ., uzayma

sinirhdir.

Agagidaki teorem 2011 yilinda Guliyev [41] tarafindan ispatlanmigtir.

Teorem 2.8.28 [41] 1 < p < 00, b € BMO(R"), w € A, icin C pozitif bir say1

olmak tizere (p1,p2) cifti

o i &8 inf o () (W(B(w,5)))7 gy
/T (1+ln;> (B 1) v < Cpa(x,r)

sartini saglasin. Bu durumda p > 1 i¢in 7, Calderén-Zygmund operatoriiniin komii-

tatori. M

o (w) uzayma ve p = 1 i¢in M, (w) uzaymdan

(w) uzaymdan M, ,

WM, ,,(w) uzayma smirhdir.

Tanim 2.8.29 (Riesz potansiyeli) 0 < o < n igin Z,, Riesz potansiyeli

O e =

w | —ylne

seklinde tanimlanir.

Asgagidaki teorem I, Riesz potansiyelinin 0 < o < n i¢in (L,, L) siirhligim

ifade etmektedir.
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Teorem 2.8.30 ([37]) 1 < p < g < 00,0 < a<nvefe L,(R") olsun. Bu

durumda p > 1 i¢in
1Za fllLy@ny < CllfllL, @

ve p =1 icin
1Zafll2g 0@ < Cllf N2y @n
olacak gekilde C' = C(n,a,p) < oo sabiti vardir ve burada a = n(1/p — 1/q)

bicimindedir.

Asagidaki teorem [, Riesz potansiyelinin 0 < a < n ve w € A,, i¢in

(Lp(wP), Ly(w?) smurhhigim ifade etmektedir.

Teorem 2.8.31 ([70]) 0 < o < n, 1 <p <nfa, a =n(l/p—1/q) vew € A,,

olsun. Bu durumda Z, Riesz potansiyeli p > 1 i¢in

IZaf 1 Lyay < Cllfllzper)

vep=1,qg=n/(n—a), we A, ve A>0ign

C
< =

Wi{z € R": |Taf(2)] > A}) <

q
11,
olacak gekilde A\ ve f fonksiyonundan bagimsiz bir C' sabiti vardir.

Teorem 2.8.32 ([1], [74]) 0 <a<n, 1 <p<n/avea=n(l/p—1/q) olsun. Bu
durumda 0 < A < n i¢in Z, Riesz potansiyeli L, y(R"™) uzaymdan L, (R™) uzayma

simrhdir.

Teorem 2.8.33 (59]) 0 <a<n,l<p<n/a,a=n(l/p—1/q), 0 <k <p/qve
w € A,, olsun. Bu durumda Z, Riesz potansiyeli p > 1 i¢in L, ,,(w”, w?) uzaymdan

L rq/p(WP,w?) uzayma smirhdir. Eger p = 1 ise herhangi bir @ kiipii i¢in

C
(o € QTS @) > M) < I, (@)

olacak sekilde A ve f fonksiyonundan bagimsiz bir C' sabiti vardir.

Agagidaki teorem 1994 yilinda Nakai [72] tarafindan ispatlanmigtir.
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Teorem 2.8.34 ([72]) 1 <p<oovea=n(l/p—1/q)olsun. r <t <2rikenc>1

sayist t, r, x € R™ den, C sayist da x ve r den bagimsiz olmak tizere ¢(x, )

clo(x,r) < oz, t) < cp(z,r)

ve
< dt
t (p($, t)p7 < C@(I7T)p
sartlarim saglasim. Bu durumda Z, operatorii p > 1i¢in M, , genellegtirilmis Morrey

uzaymda ve M , uzaymdan WM, , uzayma sirhdir.

Agagidaki teorem, 1994 yilinda Guliyev [42] tarafindan ispatlanmig ve Mizuhara
[65] tarafindan elde edilen sonuglar1 igermektedir. Ayrica ¢ = ¢y = ¢ durumu igin
1994 yilinda Nakai [72] tarafindan elde edilen sonuclar1 da igermektedir. Burada her

t,r>0ve C >0ig¢in 0 <r <t <2r olacak gekilde ¢

Cp(t) < o(r) < Co(t)
doubling sartini saglar.

Teorem 2.8.35 ([42]) 1 <p < oo ve o =n(l/p—1/q) olsun. Ayrica her r > 0 i¢in
Y1 Ve P2
< dt
t gpl(x,t)7 < Cps(z,1) (2.14)
sartini saglayan pozitif 6lciilebilir fonksiyon olmak iizere, pozitif bir C' sayis1 vardir.

uzayimdan M,

Bu durumda p > 1 i¢in Z, operatorii operatorii M, oo

o1 uzayina ve

p = 1licin M, ,, uzaymdan WM, ., uzayma smirhdir.

Ayrica, Guliyev [2], [46] tarafindan daha zayif sartla Riesz potansiyelinin

1 <p<ooicin M,,, uzaymdan M, ,, uzaymna siirhhgr aragtirilmisr.

Teorem 2.8.36 ([2], [46]) 1 <p < g < oo vea=n(l/p—1/q) olsun. Ayrica her

t > 0 icin ¢ ve @9 cifti

t<s<oot%+1 dt < Cpo(z,7) (2.15)

/oo ess inf ¢y (2, 5)s»

sartini saglayan pozitif olciilebilir fonksiyon olmak iizere, pozitif bir C' sayis1 vardir.
Bu durumda p > 1 i¢in Z,, Riesz potansiyeli M, ,, uzayindan M, ., uzayma ve p = 1

icin M o, uzaymdan WM, ,, uzayma smirhdir.
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Eger (¢1, ¢2) cifti (2.14) sartin saglarsa, bu durumda (2.15) sartin da saglar.
Ancak tersi dogru degildir (Hatirlatma 4.7, [46]).

Teorem 2.8.37 (41]) 1 <p<g<ooveO<a<n/p, l/¢g=1/p—a/nvew € 4,,

olsun. Ayrica her ¢ > 0 igin (1, o) cifti

@By

sartini saglamak iizere, pozitif bir C' sayis1 vardir. Bu durumda p > 1 i¢in Z,, Riesz

/oo ess inf @1 (z, s)(w?(B(z, 3)))% dt

potansiyeli M, ., (wP) uzaymdan M, ,,(w?) uzayma ve p = 1 igin M; ,, (w) uzaymdan

WM, ,,(w) uzayma smirhdir.
2.9 Marcinkiewicz integral Operatorii

Marcinkiewicz integral operatorii ilk olarak 1938 yilinda Marcinkiewicz [62]

tarafindan klasik Littlewood-Paley ¢ fonksiyonun analogu olarak bir boyutta

() (x) = (/OF|F(x+t)+F(x—t)—2F(x)|2%>2, v € [0,2n]

tammlanmstir. Burada F(x) = [ f(t) dt seklindedir. 1944 yilnda Zygmund [89)]
tarafindan kompleks degiskenler yontemi kullanilarak agagidaki teoremin ispati ver-
ilmigtir.

Teorem 2.9.1 ([89]) 1 < p < o0 igin

[Twn@ra <, [Ciwre

esitsizligi saglanir. Eger fo% f(z)dx = 0 ise, bu durumda

27 27
| r@rds <, [ p@pds
0 0
esitsizligi saglanir.

1958 yilinda Stein [81] Marcinkiewicz integralini n-boyutta

o) = ([ IFninie) ?)/

seklinde tamimlamigtir. Burada

) = [ 2D

|lz—y|<t ‘.Z' - y|n71
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seklindedir. n > 2 i¢gin S~ ! = {x € R" : || = 1}, R" de normallestirilmig Lebesgue
olgiisiit do = do(z') ile donatilmig birim kiire olmak iizere €2 ise asagidaki sartlari

saglamaktadir.

(i) 2, R™ de derecesi sifir olan homojen bir fonksiyondur. Yani, ¢t > 0 ve z € R”
olmak {izere

Qtr) = Q(x) (2.16)
seklindedir.

(i) ©, S™! birim kiire iizerinde ortalama sifir1 vardir. Yani,

/S B Q(z")do(2") =0 (2.17)
seklindedir. Burada her x # 0 igin 2’ = x/|z| bigimindedir.
(iii) Q € Ly(S™ ).
Uyar: 2.9.2 n-boyutlu pug Marcinkiewicz integrali klasik haldeki bir boyutlu g Mar-
cinkiewicz integralinin genellestirilmis bir versiyonu olarak kabul edilebelir. Ayrica

o Marcinkiewicz integrali g(x) = Q(2)|z| ™" xqjz1<13 (] 2]) i¢in Littlewood-Paley g

fonksiyonunun 6zel bir durumudur.

Eger her o',y € S" ! igin |Q(2") — Q(v')| < C|2’ — y'|* olacak sekilde bir

C > 0 sabiti varsa bu durumda 0 < a < 1 i¢in Q € Lip, (5" !) dur.
Teorem 2.9.3 ([81]) €2, (2.16) sartin1 saglasin.

(a) Eger Q € L1(S™!) var ve tek ise, bu durumda pg 1 < p < oo igin L,(R") de

sinirhdir.

(b) Eger Q, (2.17) sartim saghyorsa ve 0 < o < 1 i¢in Q € Lip,(S™!) ise bu
durumda pg zayif (1,1) tiplidir. Yani, her ¢t > 0 ve f € L;(R") i¢in
" C
{z e R": po(f)(x) >t} < — [ |f(x)]dz

t Jan

olacak sekilde C' sabiti vardir.
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(c) Eger Q, (2.17) sartim saghyorsa ve 0 < o < 1 i¢in Q € Lip,(S™!) ise bu
durumda pg, 1 < p < 2 igin (p, p) tiplidir. Yani, her f € L,(R") i¢in

lea (N, < ApllFllL,

olacak sekilde A, sabiti vardir.

1962 yilinda Benedek, Calderén ve Panzone [8] tarafindan Stein’in sonucu
genisletilmis ve diizgiin ¢ekirdekli Marcinkiewicz integralinin L,, deki sinirhlig1 agagi-

daki teorem ile gosterilmigtir.

Teorem 2.9.4 ([8]) 2 € C*(S™ ') olsun ve (2.16), (2.17) sartlarim saglasim. Bu

durumda 1 < p < oo i¢in

lea(Nlz, < Apllfllz,

olacak sekilde A, sabiti vardir.

1972 yilinda Walsh [87] tarafindan diizgiin gekirdekli Marcinkiewicz integralinin yer-
ine kaba c¢ekirdekli Marcinkiewicz integrali kullanilarak asagidaki teoremin ispati

verilmigtir.

Teorem 2.9.5 ([87]) 1 < p < oo ve r = min{p,p'}(1/p+ 1/p’ = 1) olsun. Eger
Q € L (log* L)Y (logTlog® L)21=2/")(S"=1) (2.16) ve (2.17) sartlarmi sagliyorsa, bu
durumda

e (P, < Apllfllz,

olacak sekilde A, sabiti vardir.

Uyar1 2.9.6 1 <r < 2 icin S"! deki fonksiyon uzaylar arasindaki iligki
Lip, & L, (¢ > 1) G Llog" L G L(log™ L)/ (log*log* L)**~2/") C L.

seklinde verilebilir.

Ayrica Q, Teorem 2.9.5 deki S™! birim kiiresinde hicbir diizgiinliige sahip

olmadigi i¢in, Teorem 2.9.5, Teorem 2.9.4 deki sonucun daha geligmig halidir.

2001 yilimda Fan ve Sato [32], 2002 yilinda Al-Salman, Al-Quassaem, Cheng

ve Pan [5] tarafindan asagidaki teoremin ispat1 verilmistir.
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Teorem 2.9.7 ([5]) 2, (2.16) ve (2.17) ifadelerini saglasim. Eger
Q e L(log™ L)Y2(s™ 1) (2.18)
ise bu durumda pg, 1 < p < oo i¢in L,(R"™) de simrhdir. Eger
Q€ L(log*t L)(S™), (2.19)

ise bu durumda pg, Li(R") den WL;(R") e siurhdir.
Uyar: 2.9.8 Teorem 2.9.7 de segilen 1/2 kuvveti segilebilecek en iyi kuvvettir.

Uyar1 2.9.9 L (log" L)Y (log*log™ L)*=2/") (1 < r < 2) C L (log™ L)"/? olup
= g

Teorem 2.9.7, Teorem 2.9.5 deki sonucun daha geligmis halidir.

1960 yilinda Hormander [54] ¢cahigmasinda, 0 < p < n igin

seklinde tanimlanan parametrik Marcinkiewicz integrali L,, sinirhiligini géstermistir.

Burada p = 1 alimirsa Stein [81] tarafindan tammlanan klasik pq(z) elde edilir.

Teorem 2.9.10 ([54]) 0 < a < 1 igin Q € Lip,(S™1), (2.16) ve (2.17) sartlarim

sagliyorsa bu durumda 1 < p < oo i¢in

e (Hllz, < Apllfllz,

olacak gekilde A, sabiti vardir.

2002 yilinda Ding, Lu ve Yabuta [25] ¢calismasinda p = 2 igin Hérmander’in

sonucunu geligtirmistir.

Teorem 2.9.11 ([25]) Q € Llog™L(S™ 1), (2.16) ve (2.17) sartlarini sagliyorsa bu

durumda
1o ()l2e < ApllfllL,

olacak sekilde A, sabiti vardir.

Tanmim 2.9.12 pq kaba cekirdekli Marcinkiewicz integral operatoriiniin komiitatorii

o) = ([T [ e - ol N

seklinde tanmimlamigtir.
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3 SCHRODINGER OPERATORUNE KARSILIK GELEN pf MAR-
CINKIEWICZ INTEGRAL OPERATORUNUN VE £, KOMUTA-
TORUNUN M, , GENELLESTIRILMIS MORREY UZAYLARINDA
SINIRLILIGI

Bu boliimde 1 < p < oo igin Schrodinger operatoriine karsilik gelen uf Mar-
cinkiewicz integral operatoriiniin genellestirilmis Morrey uzaylarindaki sinirliligi elde
edilmistir. Elde edilen bu sonuclar "Journal of Mathematical Inequalities” isimli
dergide "Marcinkiewicz integrals associated with Schrodinger operator on generali-

zed Morrey spaces” bagligi ile yayimlanmigtir.

3.1 Schrodinger Operatoriine Karsihik Gelen ,uf Marcinkiewicz integral

Operatoriiniin M, , Genellestirilmis Morrey Uzaylarinda Simirlhilig:

w agirlik fonksiyonu olmak iizere agirlikli Hardy operatorleri

H:g(t) := /too g(s)w(s)ds, 0<t< oo,

ve
H:g(t) == / (1 +In §>g(s)w(s)ds, 0<t< oo,
t

seklinde olup bu béliimde asagidaki sonug kullanilacaktir.

Teorem 3.1.1 ([40]) vy, vy ve w, (0,00) aralgida agirlik olup vy (¢) orjinin komsgu-
lugu diginda smurh olsun. Biitiin negatif olmayan ve (0, 00) iizerinde azalmayan g
fonksiyonu icin

ess sup ve(t)H g(t) < Cess sup vy (t)g(t) (3.1)

t>0 t>0

esitsizliginin saglandigi bir C' > 0 sabitinin olmas i¢in gerek ve yeter sart

o d
B :=ess supvg(t)/ _ wls)ds < 00 (3.2)
>0 . esssup ()
$<T<00

olmasidir. Ayrica C' = B degeri (3.1) i¢in segilebilecek en iyi sabittir.

Uyar1 3.1.2 (3.1) ve (3.2) ifadelerinde 0 - co = 0 oldugu varsayilr.
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Son yillarda, ters Holder egitsizligini saglayan negatif olmayan V' potan-
siyelli £ = —A + V formundaki Schrodinger operatorleri i¢in harmonik analizin
integral operatorlerinin teorisinde biiyiik gelismeler olmus ve analizde baz1 6nemli
problemlerin anlagilmasinda daha derin bir anlayisa yol acmmstir. Ozellikle Shen
[80] calismasinda, j = 1,...,n i¢in Rf = %E*% seklindeki Schrodinger Riesz
doniigiimiinii igeren potansiyelli £ Schrodinger operatériiniin L,, uzaymdaki durumu
tizerine galignugtir. Dziubanniski ve Zienkiewicz [31] klasik H;(R™) Hardy uzayindan
daha genig olan HF(R™) Schrédinger operatériine kargihk gelen Hardy tipli uzay

tanimlamigtar.

n # 3 olmak iizere R™ de Schrédinger operatorii
L=—-A+V

olsun. Burada A, R" de A = Y " 22 esitligini saglayan Laplace operatoriidiir.

Jj=1 oz
Negatif olmayan V' % 0 potansiyeli ise baz1 q > n/2 i¢in RH, ters Holder simfin-

dandir. Yani V' potansiyeli her B C R™ yuvar i¢in

<|er|/w qdy>1/q<c(|3“|/“ )dy) (3.3)

seklindeki ters Holder esitsizligini saglar. « € R™ olmak iizere my () fonksiyonu

1 1
(@) = p(z) = sup {T >0: o /B(m) V< 1}
seklinde tanmimlanir. Burada B = B(x,r), x merkezli 7 yarigaph bir yuvari belirtir.
V =0ise my(z) =0,V #0ise 0 < my(z) <oo, V=1ise my(z)=1veV = |z|?
ise my (x) ~ (1 + |z|) dir (bkz. [80]).

Lemma 3.1.3 ([80]) ¢ > n/2 i¢in V' € B, oldugunu varsayalim. Bu durumda

(a) [z —yl <

iken my (x) ~ my(y)

C
my (x)
(b) my(y) < C(1 + |wylmy (2))my (z),

Cmy (z)
(5 To— ylmy (a) /00
f

(c) mv(y) >

ifadelerini saglayacak sekilde pozitif C' ve Ny sabitleri vardir.

Onerme 3.1.4 ([80]) V € RH,,, olmak iizere her z,y € R" igin

o toto) (14 7 y')_% <o) < Cplo) (14122 y') (3.4

o(a) o(a)
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esitsizligini saglayacak sekilde C' ve Ny > 1 mevcuttur. y € B(x,r) ve r < Cp(z)
(veya | — y| < Cp(x)) iken p(z) ~ p(y) dir. Ayrica r = p(z) ise B(z,r) C R”

yuvarl kritik yuvar olarak adlandirilir ve o > 0 igin

p(z) > cp(y)

2Np+1

seklindedir. Burada C, = C?(1 + o) Mo+ Mot dir,

Sonug 3.1.5 x,y € B(xg,79) olsun. Bu durumda

(i)

esitsizligini saglayan C' > 0 sayis1 vardir.

(ii) Her r > rq igin

= () () 69

egitsizligini saglayan C' > 0 sayisi vardir. Burada v = Ny (1 + %) seklindedir.

Ispat. (3.5) esitsizligi, (3.4) esitsizliginin sol tarafinm basit bir sonucudur. (3.6)ise

(3.4) esitsizliginin sag tarafinindan ve (3.5) esitsizliginden gikmaktadir. ]
Bu calismada klasik Marcinkiewicz fonksiyonu

" 1/2
wif = ( ‘/ (z,y)f(y)dy t_3>
le—y[<t

seklinde olup K;(z,y) = K jA(a:, y) dir. Schrodinger operatoriine kargilik gelen Mar-
cinkiewicz fonksiyonu ise

A
1 f ( ‘/LWQ (z,y) f(y)dy t—3>

: _1
seklinde tammlanr. Burada Kf(z,y) = KL<1’ y)|z —y| ve K‘(m y), Rf = %E 2,
j=1,...,n nin ¢ekirdegidir. V' = 0 iken K2 (z,y) = Kf(:v,y)h: —y| = Ewillry]

|z—y[n—1

ve f(;&(:v,y), R, = %A‘é, Jj =1,...,n nin g¢ekirdegi olur. Eger ¢ > 1 i¢in V € B,
ise, bu durumda V' € B, . olacak sekilde n ve (3.3) esitsizligindeki C' sabitine bagh
bir € > 0 vardir. Bu ¢alisma boyunca 0 # V' € B,, oldugu kabul edilecektir.
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Lemma 3.1.6 [80] ¢ > n/2 i¢in V' € B, oldugunu varsayalim. Her Ny > 0 i¢in

O, 1

Moz — gyt
|z—y|
(1+‘pw>)

-1
x
‘Kf@,y) - Kj(%Q)‘ < C’%

L
’Kj (x,y)' <
ve

esitsizliklerini saglayan bir C'y, > 0 sabiti vardir.

Teorem 3.1.7 [35] V € B, olsun. Bu durumda Mf, j=1,...,n,1<p< o0 icin
L,(R") de p=1icin L;(R") den W L;(R") e siurhdir.

Lemma 3.1.8 V € B, olsun. Herhangi bir B(xq,r) yuvari i¢gin eger 1 < p < oo

ise, bu durumda her f € Li*°(R") i¢in

115 (D) 280y S 7“"/ 2l (Bao) At

2r

esitsizligi saglanir. Eger p = 1 ise, bu durumda her f € L°°(R") i¢in

WED) Wi eory S 1™ / U ey
2

T

esitsizligi saglanir.

Ispat. p € (1, 00) olsun. Keyfi bir g € R" i¢in B = B(x,r), o merkezli r yarigaph

yuvar olmak tizere 2B = B(xg, 2r) olsun. f fonksiyonunu

f=htte L) =FWxas): )= [W)Xeup ), >0
bi¢iminde ifade edelim. Bu durumda
15 (D Loy < s () llzpsy + 165 ()l L)

seklinde yazabiliriz.
fi € L,(R") oldugundan pf f; € Ly(R") olur ve pf in Ly(R") uzaymdaki

sinirhiligindan
115 FOllzyz) < s (F)lly@ny S 1Allzy@ny = | fllz,e8)
elde edilir. Burada C', f fonksiyonundan bagimsiz pozitif bir sabittir.
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re B, ye B(23) olmasi 1|zo —y| < |z —y| < 3|z — y| oldugunu gosterir ve
0 3
15 fo(z) < /Rn ||$( o )1||f( )I(/IH %) dy
o[ Wi,
~ JYep [T =yl
[ i,
~ Jeap) [0 —y|"

elde ederiz. Fubini teoreminden

fly & dt
/ Mgy~ [ 4 d
Som) |To — ¥ CeB)

Y
jzo—y| £

/ / Wl dt
Y-

2r  J2r<|zo— y\<t t’VH—l
s ] wla

2 J B(xoyt) t”“

elde edilir. Holder egitsizliginin uygulanmasiyla

|f(y)] / dt
—dy < f (@
ﬁ(w) |0 — y|™ 2 17 Neaan) s ¢+t

elde edilir. Ayrica her p € [1, 00) igin

115 (o)l sy S ”/
2

r

o0

£ Nl (Baoy) At

esitsizligi bulunur. Sonug olarak

WE e S 1 liom + 75 / 5l

2r

B(eot)) A
elde edilir. Ote yandan

n < dt
lssom = 7 e |
2r

tp 1

o5 [ 1 iyt 1)
2r

bulunur. O halde sonug olarak

o0
n

WED i < v / 5 e dt

r

elde edilir. Eger p = 1 ise, bu durumda p,][»’ in zayif (1,1) smrhihgidan ve (3.7)
ifadesinden

115 Fllwraey < 165 fillwresy S I fillzes = 1flles)

dt
< r / / | Yy tntl
xo t

< / U loa ooy dt
2r

oldugu goriiliir ve ispat tamamlanir.
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Teorem 3.1.9 1 < p < oo olsun. Q € Lip,(S"!) ise (2.16) ve (2.17) ifadelerini

saglasim. Eger (¢1,2),

~ ess inf py(x, s)
/ t<s<ooﬂ—"_1 dt < C 902('1;7 7”)
r tr re

sartin1 sagliyorsa, bu durumda p > 1 i¢in /Lf, j=1...,n, M,, den M, , vep=1

icin M, ,, den WM, ,, e simrhdir. Yani, p > 1 icin

1125 (D) 1ty gy S W Nty

ve p =1 icin
15 (D lIwan,ey S 1 llan,

saglanir. Burada C, x ve r den bagimsizdir.

ispat. Teorem 3.1.1 ve Lemma 3.1.8 kullanilarak p > 1 icin

L on [T dt
115 (Nlatyy, S sUD - @2(,7) 1“’/ 1f 1z, B =7
xz€R™, r>0 r tr
S osup (@) i)
z€R™, r>0
= [/l 2z,
elde edilir. Eger p = 1 ise, bu durumda
L < 1 n o dt
ey (D llwar g, S sup oz, r) 7 1 llzan)
z€R™ r>0 r

< osup o1 ( ) T fll B
z€R™ r>0

= [fllasr g, -

3.2 Schrodinger Operatoriine Karsilik Gelen ,uﬁb Marcinkiewicz
integral Operatoriiniin Komiitatoriiniin M, , Genellegtirilmig

Morrey Uzaylarinda Sinirhilig:

Bu boliimde klasik Marcinkiewicz fonksiyonunun komiitatori

1/2
2 dt
3

pand (2) = ( LTI st =l
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seklinde olup K;(z,y) = K ]-A(x, y) dir. Schrodinger operatoriine kargilik gelen Mar-

cinkiewicz fonksiyonu ise

W f () = ( |

seklinde tammmlanir. b € L°¢(R") icin maximal operatoriiniin komiitatorii M,

[ Kb b))y

Myf () = sup | Bz, )] / o) =17y

>0
seklinde tanimlanir.

Teorem 3.2.1 ([7], [64])1 < p < o0 ve b € BMO(R™) olmak iizere

1My (F)llz, < CllS 2,

esitsizligini saglayan f fonksiyonundan bagimsiz bir C' sabiti vardir. Yani p > 1 i¢in

My, L,(R™) de ve p = 1 icin L;(R"™) den zayif W L;(R") e smirhdir.

Teorem 3.2.2 ([26]) b € BMO(R™) olmak tizere p > 1 i¢in pqp, L,(R™) smirhdir
ve p = 1i¢in L;(R") den zayif W L;(R"™) e sirhdir.

Teorem 3.2.3 V € B, ve b € BMO(R") olmak iizere her 1 < p < oo i¢in

k5 (Dlz, < Cl S,

esitsizligini saglayacak sekilde f fonksiyonundan bagimsiz bir C' sabiti mevcuttur.

Ispat. Bu lemmanm ispat, [3], [4] ve [35] calismalarindaki ispat teknigi kullamlarak

yapilmigtir. M, Hardy-Littlewood maximal operatoriin komiitatorii olmak {izere
pinf (@) < ppf () + CMyf(z), hhy. xR

oldugunun gosterilmesi yeterlidir.

x € R" ve r = p(x) olmak iizere

,Uﬁbf(x)§</0r
(/

[ s b by

/_ - K5 (z,y)[b(z) — b(y)] f(y)dy
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(/

< ( L e = e bt bl

1
r 2dt2
+ ; el
1

N / h /| Kb b))y

/< gzt K7 (. y)b() = b(y))f (y)dy

/I » Kj(z,y)[b(z) — b(y)| f(y)dy

. / h /| K (2,y)[b(x) = b(y))f (y)dy

=F, +FEy+ E;+ Ey

seklindedir.

Lemma 3.1.6 den Ej,
1 /()|

E, <C (/0 ;/lwylgt[b(w) - b(y)]m
< CMyf(x)

2 3
dt

oldugu goriiliir. Ayrica

By < pjpf()

oldugu aciktir.

Ej3 i¢in Lemma 3.1.6 kullanilarak
1 /()]

£ < ( I R =

< CMyf(z)

1
2 2
dt

oldugu gosterilir. Son olarak Fj icin tekrar Lemma 3.1.6 kullanilarak
r [b(x) — b(y)]
/T<|a:—y|§t ‘l’ - y‘n

1
2 2
e dt
[logy ¢/r]+1

<c, ( [ @[ b - sl

=0 |z—y|<2kr

/)l

2
dt
3
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<c ( [ o t/r) + DM @) @)é

t3

% ¢ dt\ ?
<o ([ bnsrs)
< CMyf(z)

elde edilir ve Teorem 3.2.3 nin ispat1 tamamlanir. [ ]

Lemma 3.2.4 V € B,, ve b € BMO(R") olsun. Herhangi bir B(z,r) yuvar igin
eger 1 < p < oo ise, bu durumda her f € L¢(R") igin

o0

n t _n_
o om0 [ (1410 D)5 iy

2r
esitsizligi saglanmir. Herhangi bir B(z,r) yuvari i¢in eger p = 1 ise, bu durumda her
[ € LP¢(R") igin

Vo s aemy < lbllr” /

2r

t\ .
(141 8) 1 s
esitsizligi saglanir.

Ispat. p € (1,00) ve b € BMO(R") olsun. Keyfi bir 2y € R™ icin B = B(xo, 1), 20

merkezli r yarigapli yuvar olmak tizere 2B = B(xg, 2r) olsun. f fonksiyonunu

f=h+fe Ly =Fxs®), foly) = F)xeyp ), 7>0

bi¢iminde ifade edelim. Bu durumda

5 f Loy < 5o fillLymy + 5o fellLym)

seklinde yazabiliriz.
fi € Ly(R") oldugundan p%, (f1) € L, olur ve pfy in L,(R") uzaymdaki

sirhihgindan (Teorem 3.2.2)

5 fill,my < luspfill ey S I Alln,ee = [0l 1f] L8

elde edilir.

rE€B,y€E U(2B) olmasi |z — y| < |z —y| < 2|z — y| oldugunu gésterir ve

R S [ 10— Ly

Ce2B) |z — y|"
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elde edilir. Buradan,

i follL,3) S </B <A(2B) b(y) — b(z)| |x|(;f(_ L||n dy>pdg;)
S (/B (/n(2B) |b(y) — 53‘% dy)pd;U) .

=, o 10 =i 25 dy)pm);

=1 + I

olur.

;/ L,
|70 —y|"
ORI / et

dt
—bgl|f(y)| dy
/ 2r<|zo— y\<t BH ( )‘ trtt

~re
n [ dt
<r / / y) — bsll£()Idy
(:pgt) tntl

2r

esitsizligi bulunur. Holder esitsizligi ve (2.4) kullanilarak,

n t dt
R Iolr? [ (1) e ot g
1 dt

Slhrs [ (1410 7) W laptatonay |Blans S i

2r

n [ t .
Sllrs [ (141005 1 )
2

T

bulunur. Ote yandan

b= (fotab)” | gt

elde edilir. (2.4) kullanilarak

I < ||b||*r?/ Wl

Som) |To — y|"

< bl s / 5 L (5
2

T

bulunur. Buradan p € (1,00) igin I; ve I, ifadeleri toplanirsa

o0

n t _n_
el S0l [ (110 D)y
2r
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elde edilir. O halde sonug olarak

15 Uy S Bl (1171 o

n [ t\ _n_
—|— TP / (1 +1n ;)t P 1||f||Lp(B(I07t))dt>
2

r

bulunur. Ote yandan

oo

n t _n_
= e N R e PP

2r

S Bl (Blao.r)? [

2r

oo

t\ _n_
(1 +1n ;)t ! leHLP(B(ﬂCO,t)) dt

elde edilir. Sonug olarak

[e.e]

. A
I ity € Wl (1)l

2r

bulunur. Eger p = 1 < s < oo ise, bu durumda pf in zayif (1,1) siirhiligimdan ve

(3.7) ifadesinden

I} fillweasy < ik fullweoeny S bl fillza@ny = 101l 2y
n - EN,—ne
<Pl [ (10 ) s

T

oldugu goriiliir ve ispat tamamlanir. [ ]

Teorem 3.2.5 1 < p < oo ve b € BMO(Rn) olsun. Q € Lip,(S™!) ise (2.16) ve

(2.17) ifadelerini saglasm. Eger (¢1, ¢2),

ess inf 1 (z, s)

e 13 5<00 T, T
/ (1+ln—>t<< - dt < ¢ 22Er)
r r tr re
sartini sagliyorsa, bu durumda p > 1 igin ,uﬁb, j=1...,n,M,, den M, ,, vep=1

icin M ,, den WM, ,, e simirhdir. Yani, p > 1 icin

5ty S N 1

ve p =1 icin
15 wane, S W fllan,

saglanir. Burada C', x ve r den bagimsizdir.
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Ispat. Theorem 3.1.1 ve Lemma 3.2.4 kullamlarak p > 1 i¢in

dt

t%—l—l

Hbe(f)HMp,WQS sup 902(96’77’)17’1’/ HfHLp(B(ac,t))

z€R™, >0

[T t dt
Sl sw oo™ [ (LHD) I layeen T
z€R™ r>0 r r 4
S ol sup iz, )Tl
z€R™ r>0
= [0l 12,
elde edilir. Eger p = 1 ise, bu durumda
L < 1 . n o dt
5o war,, S sup o, r) =" r 1122 B i
z€R™, >0 r
Sl sup i@, m) I f B
z€R™, r>0
[T t dt
Sl sw i) [ (LHD) Il
zeR™, r>0 r r t
= [I0ll[[f 12z 4, -
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4 SCHRODINGER OPERATORUNE KARSILIK GELEN KABA CE-
KIRDEKLI /£, MARCINKIEWICZ INTEGRAL OPERATORUNUN
VE 4, KOMUTATORUNUN VM, , VANISHING GENELLESTI-
RILMIS MORREY UZAYLARINDA SINIRLILIGI

Bu béliimde 1 < ¢ < oo igin © € L, (S™ ') olmak iizere Schrodinger op-
eratoriine karsilik gelen kaba gekirdekli p,ﬁg Marcinkiewicz integral operatoriiniin
vanishing genellestirilmis Morrey uzaylarindaki sinirliligi elde edilmigtir. Elde edilen
bu sonuglar "Azerbaijan Journal of Mathematics” isimli dergide "Marcinkiewicz inte-
grals with rough kernel associated with Schrédinger operator on vanishing generali-
zed Morrey spaces” baghg ile yayimlanmugtir. Ayrica 1 < ¢ < oo igin Q € L,(S™ 1)
ve b € BMO(R™) olmak tizere 7 = 1,...,n i¢in ,uj[fﬁb komiitatoriiniin vanishing

genellestirilmig Morrey uzaylarindaki sinirhiligl da elde edilmistir.
4.1 VM, , Vanishing Genellestirilmis Morrey Uzay1

Klasik vanishing Morrey uzay1 V'L, ,(R"), 1990 yilinda Vitanza [86] tarafin-
dan kismi diferansiyel denklemlerin bir uygulamasi olarak ortaya atilmigtir. Ayrica
bu gibi uzaylarin 6zellikleri hakkinda Chiarenza ve Frasca [18] ve Ragusa [75] tarafin-
dan bazi caligmalar yapilmistir. Vanishing Morrey uzayi,

lim sup t_%HfHLp(B(x,t)) =0
70

zeR™
o<t<r

sartin saglayan L, ,(R™) Morrey uzaymin bir alt uzayidir.
o(x,r), R™ x (0,00) iizerinde pozitif 6lgiilebilir bir fonksiyon olmak iizere
vanishing genellestirilmis Morrey uzay1 VM, ,(R"), 1 < p < oo icin
ling sup (7)™ 1|z, ey =0
seklindeki biitiin olgiilebilir f € LZ’C(R”) fonksiyonlarimin uzay: olarak tanimlanir.

¢(x,r) fonksiyonunu igin

tﬂ
lim ——— =0 (4.1)
=0 p(z, 1)
ve "
tr
sup < 00 (4.2)

0<t<oo <,0($, t)
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sartlar1 saglanmaktadir. Burada VM, ,(R") asikar olmayan bir uzaydir. Ciinki
kompakt destekli sinirli fonksiyonlar bu uzaylara aittir. Ayrica vanishing genellegti-

rilmis Morrey uzay1 VM, ,(R"),

1 fllvar,, = sup  ol@, ) B

z€R™ r>0

normuna gore bir Banach uzayidir (bkz. [78]).

4.2 Schrodinger Operatoriine Karsilik Gelen Kaba Cekirdekli pﬁQ
Marcinkiewicz integral Operatoriiniin VM, , Vanishing

Genellestirilmis Morrey Uzaylarinda Sinirhlig:

[ € L¥°(R") olsun. Bu durumda Mg kaba cekirdekli maximal operatér

Maof(z) = sup | Bz, 1) / 10—l

>0

seklinde tamimlanir. 2 = 1 iken Mg klasik Hardy-Littlewood maximal operatordiir.
p = 1ligin [21] ve 1 < p < oo i¢in [61] ¢ahgmalarinda agagidaki teorem

ispatlanmigtir.

Teorem 4.2.1 ([21], [61]) ©, (2.16) sartim saglasin. Eger Q € L;(S™!) ise, bu
durumda Mg, 1 < p < oo igin L,(R") de smirhdir. Eger €, (2.19) sartin saghyorsa
bu durumda Mg, Ly (R™) den W L;{(R™) e smrhdur.

Sonug 4.2.2 1 < p < oo vel < ¢ < ooigin Q € L, (S"") olsun. Bu durumda
p > 1igin Mg, L,(R™) de simurhdir. Ayrica, p = 1 i¢in L;(R") den WL;(R") e

simrhidir.

Teorem 4.2.3 V € B,, olsun ve 2, (2.16), (2.17) sartlarim saglasm. Eger 2, (2.18)
sartii sagliyorsa, bu durumda qu, j=1,...,n,1<p<ooigin L,(R") de; eger
Q, (2.19) sartim saghyorsa L;(R") den W L;(R™) e siurhdir.

ispat. Bu lemmanin ispati, [35] cahigmasindaki ispat teknigi kullanilarak yapilmigtir.

Mg, kaba cekirdekli Hardy-Littlewood maximal operator olmak iizere
Wiof(x) < pjof(x) + CMaf(x), hhy. zeR"

oldugunun gosterilmesi yeterlidir.
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x € R" ve r = p(x) olmak iizere

ol () < ( A
. ( I /| 100 ) Sy

. ( / * /| 90 — )| Kz, y) F(y)dy

([

([

N / h /| oG — )| KE (2, y) f(y)dy

/|— » Q(x — )| KS (2, 9) f (y)dy

/| e IR @) f W)y

1
2dt2
3

e 2 gt *
e - ik r)
r r<|z—y|<t
I:El +E2 +E3 +E4

seklindedir.
Lemma 3.1.6 den Ej,

E1§C</OT L @ =9 ) jay

T Jjz—y|<t ’.I' o y|n72
oldugu goriiliir. Ayrica

2 3
dt
t_3) < C’Mgf(@

By < pjaf(z)

oldugu aciktir.

E5 icin Lemma 3.1.6 kullamlarak

<L 1z —y)
B < ( / /| Ty VWl

r |z —y["?

[N

> d
t_§> < CMqf(z)
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oldugu gosterilir. Son olarak Fj icin tekrar Lemma 3.1.6 kullanilarak

EﬁéO([wr[j S o %)é

<|z—y|<t ’[B - yln
oo |[oga t/r]+1 dt
<ol | X e[ jee-aliwi) G

—0 |z—y|<2kr
2 dt
t3

(SIS

<G (/OO ’([logg t} + 1) Mo f(x)

< OT( " o @)? ff)
< CMqf(z)

elde edilir ve Teorem 4.2.3 nin ispat1 tamamlanir. [ ]

Lemma 4.24 20 e R", 1 <p<ooveV € B, olsun. Q € L,(S"1),1<¢q< o0
(2.16) ve (2.17) sartlarim saglasim. Herhangi bir B(z, ) yuvar icin eger p > 1 ise,
bu durumda ¢ < p olacak sekilde her f € Li*°(R") icin

n [ —nq
Huﬁﬂf“Lp(B(xo,T)) Sre /2 HfHLp Blxo,1))dt (4.3)

ve p < q olaca sekilde her f € L}DOC(R") icin

n

n_n 0 n_n_q
150 f 1Ly (Bor) ST7 /2 ts v | fll by (Bao) dE (4.4)

esitsizligi saglanir. Eger p = 1 ise, bu durumda her f € L°(R") igin

M@MMM%msw/t%ﬂmmmmwt
2r

esitsizligi saglanir.

ispat.

1
12— Mooy = ( >mw)
CU IO)

( B(0,t-+z—0]) (y)|qdy>; (4.5)

t+|x xo| . . , %
( o | 1KMyN%a@))
Sn—

= ¢o |9 z,sv-1) 1B(O,E + |2 = zo])1,
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olup p € (1,00) olsun. Burada, ¢y = (m}n)_l/q ve v, = |B(0,1)| seklindedir.
Keyfi bir zy € R" i¢cin B = B(xq, 1), xo merkezli r yarigapli yuvar olmak

tizere 2B = B(xg, 2r) olsun. f fonksiyonunu

f=h+Fn ) =Fxs®), L) =YX, >0

bi¢iminde ifade edelim. Bu durumda

150 f L, < Isafill,e + lufofllr,m)

seklinde yazabiliriz.

fi € Ly(R") oldugundan x5 fi € Ly(R") olur ve pf in L,(R") uzaymdaki

sinirhiligindan

”MﬁﬂleLp(B) < HNfolHLP(Rn)
S Qs L f1llz, ey

~ (| L sm-) | fl 2, 2)

elde edilir. Burada (', f fonksiyonundan bagimsiz pozitif bir sabittir.

r€B,y€ B(QB) olmasi |xo — y| < |z —y| < 2|z — y| oldugunu gésterir ve

o< [ 12—l
SRECRS A(QB) [z —y|" Y

elde ederiz. Fubini teoreminden

26— )1 p
/3(23) 2o — y|" dyNA 2z = )| [f ()] ‘tnﬂdy

[zo—y

~ [ /| o=l vt
//me_ Wy

elde edilir. ¢’ < p iken (4.5) ve Holder esitsizligi uygulanirsa

26—y, - [ a
! ay S [ 196 = Mraiatonsy 1oty 753
(2B) 2

|x0—y|7Z r

dt

tn+1

e 11 1
Sz, (sm-1y / 1112, (Boy) | B(xo, )| 7~ | B(wo, t + |z — 2o|)| 1
2r

Q=

> 11 dt
Sy | 1 leymenen | Blao, O Blan D1 2o

<1190 / o e dt
2r

93



elde edilir. Ayrica her p € [1, 00) igin

n -2-1
lotelliy iy < 120, / 1 oo sanndt

esitsizligi bulunur. Sonug olarak

5o f L, S HQHLq(sn—l)<Hf|\Lp(2B) +7"”/ Yl wo,t))dt>

2r

elde edilir. Ote yandan

n < dt
1 fllz,@B) = 77 Hf”Lp(2B)/ oy
or TP

T

n

So5 [ e (46)
2

r

bulunur. O halde sonug olarak

n

5ol ) < 19,5 /2 el By dt

r

<3 / 3 1l e dt
2r

elde edilir. 1 < p < ¢ iken Minkowski teoremi ve Holder egitsizliginin uygulanmasiyla

0 di \" o\
ittsin < ([, ([ [, 8=l 5)" )

dt
<[ 10l

<180 [ 106l 0 5
mO»

=

1 1 dt
S 190y B )37 [ [ (B0 Lo = DI )] do
T o,
n_mn > 1 dt
S5y 58 [ 1l |BO.r + 0] dy oy
2r
n_n f2 dt
<||Q||Lq Sn—1y TP q/2 ||f||L1 B(zo,t) 1

e / t0 75| F L2y (Baoay dt
2r

elde edilir. Sonug olarak

loflloye St / S o ey dt

2r
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bulunur. Eger p =1 < s < oo ise, bu durumda uﬁﬂ in zayif (1,1) sirhihgindan ve

(4.6) ifadesinden

lifafillwe, s < llisafillwe @y < HleLl(Rn = [1fllzsc28)

s [ g
:Eot

< / U F ooy dt
2r

oldugu goriiliir ve ispat tamamlanir. [ ]

Teorem 4.2.5 1 < p < 00, 1 < g < 0o ve ¢ < p veya p < ¢ olsun. Ayrica
Qe L,(S™1), (2.16), (2.17) ifadelerini saglasin ve V € B, olsun. Eger (1, ¢2) ifti
(4.1),(4.2) sartlarim saghyorsa ve 6 > 0 i¢in

cs = / sup @1 (x, )t » Hdt < oo (4.7)
5

zeR™

ve

/901( )dt<C<'02( r) (4.8)

tp re
ise, bu durumda ,qu, ise, 7 =1,...,n, VM, den VM, ,, e smrhdir. Cp, x € R"

ve r > 0 den bagimsizdir.

Uyar1 4.2.6 Eger o(z,7), x e bagh degilse (4.7) sartina gerek yoktur. Ciinkii (4.7)
sart1 (4.8) den gikmaktadir.

Ispat. Lemma 4.2.4 ve (4.8) den

I5aflva., = sup_ @)™ 1ol @en)

4 n dt
S osup o) 17’”/ £l 2, (Bo.t) ) Z

zER™ r>0
< —1 n dt
S sw el )l [ et [901(96 ) HfuLpB(m,)) "
zER™ 1>0 r tr
SWfllva,, sup oz, ) / or(a,t) o

z€R™ r>0

S,

elde edilir. O halde

lim sup o1(2, )| fllyoery =0 = lim sup ool ) kg Ly (5em) = 0

r—0 pcRn =0 4cRn

55



gosterilmesi yeterlidir. Bu yiizden sup oz, 7)o ||, (B(zr)) < € oldugunu goster-
reR?
mek i¢in olabildigince kiigiik r ler i¢in (4.4) ifadesinin sag tarafin1 parcalayalim.

pa(z,7) Hlpgallz, ey < Cls(z,r) + Js(@, 7)), (4.9)

olup burada ¢y > 0 dir. (Ayrica §y > 1 almabilir),

0o
(/ or(z, Ot (er(, ) T Ly Be)) dt)

n
re

Io(,r) = pa(z,7)

ve

r% > _n_q 1
Js () @) (/50 o1(z,t) (p1(z, )M Fllzy By )

ve r < &y oldugu varsayilsin.

€
)7 1) < 5
sup (@, ) e < 5ee

olacak gekilde herhangi bir 0y > 0 sayist segelim. Burada C' ve C (4.8) ve (4.9) daki

sabitlerdir. Bu durum r € (0, dp) igin ilk terimin

sup Cls, (x,r) <
z€R?

, 0<r<do.

DO | ™

seklinde oldugunu gosterir.
Simdi yeterince kiigiik 7 i¢in ikinci terimin durumuna bakalim. (4.1) sartindan

dolay1

J(;(.CE,T) < C50”fHVMp,w

p(z,r)
olur. Burada c¢s,, (4.7) deki sabittir. Bu durumda (4.1) ifadesinden dolay1

n

re S

sup <
reR™ QO(ZB, T) 2650 HfHVMp,w

olacak sekilde yeterince kiigiik r segmek yeterlidir. ]

4.3 Schrodinger Operatoriine Karsilik Gelen Kaba Cekirdekli /Lﬁm)
Marcinkiewicz Integral Operatériiniin Komiitatdriiniin VM,

Vanishing Genellestirilmis Morrey Uzaylarinda Sinirhlig:

Bu ¢aligmada kaba cekirdekli klasik Marcinkiewicz fonksiyonunun komiitatorii

o0 2 e\
st (@) = ( /0 t_3)

/| [0 =B (@ lbt) b))y
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seklinde olup K;(z,y) = K ]-A(x, y) dir. Schrodinger operatoriine kargilik gelen Mar-
cinkiewicz fonksiyonunun komiitatorii

9 1/2
oe dt
Mﬁﬂ,bf(m) = (/ t_3>
0

seklinde tanmimlanir. b € L°(R™) i¢in maximal operatériiniin komiitatorii Mg, ise

/ i<t [0z = y)IKG (2, 9)[b(x) — b(y)] £ (v)dy

agagidaki sekildedir.

Mapf(x) = sup Bz, )] / [b(z) = b(y)[ 122z = y)[ |/ (v)ldy

B(z,t)

Teorem 4.3.1 ([6]) Q, (2.16) sartim saglasm ve 1 < ¢ < oo igin Q € L,(S™ 1)

olsun. Ayrica b € BMO(R™) olsun ve her ¢ < p < oo veya 1 < p < ¢ i¢in

[Map(Nlz, < ClifllL,

egitsizligini saglayan f fonksiyonundan bagimsiz bir C' sabiti vardir. Yani p > 1 i¢in

Maqy, L,(R") de ve p =1 i¢in Ly (R") den zayif WL;(R") e siurhdir.

Teorem 4.3.2 ([26]) ©, (2.16), (2.17) sartlarim saglasin ve 1 < ¢ < oo igin §2 €
L,(S™1) olsun. Ayrica b € BMO(R") olsun. Bu durumda p > 1 i¢in uq,, L,(R™)
smirhdir ve p = 1 i¢in L;(R") den zayif W L;(R™) e sirhdir.

Teorem 4.3.3 V € B, ve b € BMO(R") olsun. Ayrica €, (2.16), (2.17) sartlari

saglasin. Bu durumda her ¢’ < p < oo i¢in veya 1 < p < ¢ i¢in

li5ap(Hllz, < CllL,

esitsizligini saglayacak sekilde f fonksiyonundan bagimsiz bir C' sabiti mevcuttur.

Ispat. Bu lemmanm ispati, [3], [4] ve [35] calismalarindaki ispat teknigi kullamlarak
yapilmigtir. Mg kaba ¢ekirdekli Hardy-Littlewood maximal operatoriiniin komii-

tatori olmak tizere

,uﬁgjbf(x) < piapf(x) +CMauf(x), h.hy. zeR"

oldugunun gosterilmesi yeterlidir.
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x € R" ve r = p(x) olmak iizere

Ho o f (@) < ( / ’"
(r
(I
(f
+ /
+ /f
+ /T°°

/| 10 =BT @) — b))y

/ o[ = T y)bl) = b )

/| @)K @ y)bl@) = )lf )y

/ o[ = IEF ) B() ~ B )

::El +E2+E3+E4

seklindedir.

Lemma 3.1.6 den Ej,

E, <C /
0

! /|H§t Q(z — y)|[b(z) — b(y)]

r

/(W)

|z —y|2

< CMqypf(x)

oldugu goriiliir. Ayrica

oldugu aciktir.

Ey < pjapf(z)

E5 icin Lemma 3.1.6 kullamlarak

E3§<[*

1
r

S OMQJ,f((L‘)

o8

/ o [ = IR ) ) = b)) )y

/ o R = IR y)lb@) = b)) ()dy

/| 10 = IS (@ y) = Ky )b = b))y

2 3
dt
dy t_3>

2 dt

>;



oldugu gosterilir. Son olarak Fj icin tekrar Lemma 3.1.6 kullanilarak

1
2 2
> dt

/ oy W) () LWL

[z —y|"

(NI

2
llogs ¢/r]+1

= : dt
<ol ] X @ 106l - liwl)
r =0 jo—y|<2br ¢
1
oo L di 2
<G ([ logytfr) + DMass @)
¢ Ldt\ ?
<, ( ’ ;Mﬂbf<x) t_3)
< CMqypf(x)
elde edilir ve Teorem 4.3.3 nin ispat1 tamamlanir. ]

Lemma 4.3.4 25 € R", 1 < p < co ve b € BMO(R") olsun. Q € L,(S™1),
1 < g < oo (2.16) ve (2.17) sartlarim saglasin ve , V' € B, olsun. Herhangi bir
B(xg,r) yuvar i¢in eger p > 1 ise, bu durumda ¢’ < p veya p < ¢ olacak sekilde her
[ e L°(R") igin

o0

n t _n_
Iianflneianr S Wllr? [ (L4 )5 lya e (@20

2r
esitsizligi saglanir. Herhangi bir B(x,r) yuvar igin eger p = 1 ise, bu durumda her
f € LP¢(R") igin

o0

lsenflw sy < bl /

2r

A
(1405} 1 s
esitsizligi saglanir.

Ispat. p € (1,00) ve b € BMO(R") olsun. Keyfi bir 2 € R" icin B = B(x,7), o

merkezli r yarigapli yuvar olmak tizere 2B = B(xy, 2r) olsun. f fonksiyonunu

f=h+f, hHly)=FfWxsly), L) = f(?/)XG(QB)(y), r >0

bi¢iminde ifade edelim. Bu durumda

Hﬂfg,beLp(B) < HMfQ,bfl“Lp(B) + Hﬂﬁg,bszLp(B)

seklinde yazabiliriz.
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fi € Ly(R") oldugundan 5, (fi) € L, olur ve p%q, in L,(R") uzaymdaki

sirhihgindan (Teorem 4.3.2)

H“ﬁﬂ,bleLp(B) = ”Mfﬂ,bleLp(Rn) S 9 zysm-1) L f1llz, @n)

~ ||| L, sm) 16l | f |2, 2B)

elde edilir.

reB,ye U(QB) olmasi 1|z — y| < |z —y| < 3|z — y| oldugunu gosterir ve

sl @) 5 [, ) - bl - )l Ty
“(2B) zo — Y|

elde edilir. Buradan,

s follzym) < ( / ( /. ICCORCILES y>|% dy)pdl“);
(/B (A?B) o) = bal€2(z = y)’lw—)y'I” dy)p dx)
</B (ﬁ@B) 6(z) = bl = y)’% d@/>pdo:);

p

AN

+
=0+ 1
olur.

2 /()

I:rp/ bly) — bp||Qxr —y)|————d

1 8(23)| (y) — b€ )||a:o—y!" y
n o dt

sk [ bl) — beli9 - IS [ e dy
‘2B) [zo—y|

d
~rb [T b = el
s// 1) = bl — )Ll

esitsizligi bulunur. Holder esitsizligi ve (2.4) kullanilarak,

n [ t dt
I <o), re /2 (1 +In ;) 192z = )Ly Bon) 1 fIL, (B prmy

r

<19 s Bl 7 /

2r
dt
171300089

Sl [ (1t ) S
2 T

r

o)

_1_ 1
(1410 2) B0+ 12 = 3o} Blao, )+
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bulunur. Ote yandan

I = ( [ 100) o dw)é Aw) 'Q(Ta;f)’y r|£<y>\ 0

elde edilir. (2.4) kullanilarak

n Wx —
[ZSMW/ 26 - DIl ,
C2B) ’950—?/‘"
<1190, s 6] 75 / 5 o d
2r

bulunur. Buradan p € (1, 00) igin I; ve I, ifadeleri toplanirsa

n [ T\, _n_
st S 190 nlbl s [ (141 D)5t

2r

elde edilir. O halde sonug olarak
[ PREp (o) PREY LR (g P

n [ t\ _n_
—H"P/ <1+ln;>t » 1HfHLp(B(aco,t))dt>
2r

bulunur. Ote yandan

o0

n t\,_n_
sl S Wy Wlher® [ (L4102 ) 5 iy

< 1Bl (Blzo.r))? /

2r

o t\,_n_
(11 )5l sy
elde edilir. Benzer teknik kullanilarak 1 < p < ¢ i¢in gosterilebilir ve ispat tamam-

lanur.

o0

n t _n__
o ey S 101 75 [ (141005 1y ot

2r

bulunur. Eger p =1 < s < 0o ise, bu durumda uﬁg in zayif (1,1) simirhligindan ve

(4.6) ifadesinden

5o fillweie) < llufofillwoiesy S Nollfilli @y = 1011 f )|z, @B)
n - t —n—
<l [ () e
2

T

oldugu goriiliir ve ispat tamamlanir. [ ]

Teorem 4.3.5 1 < p < 00, 1 < g < oo ve ¢ < p veya p < ¢ olsun. Ayrica
Qe L,(S"™), (2.16), (2.17) ifadelerini saglasm ve b € BMO(R"), V € B, olsun.
Eger (1, ¢2) cifti (4.1),(4.2) sartlarin saghiyorsa ve her § > 0 i¢in

Cs 1= / <1 +In E) sup @y (z, )t r dt < oo (4.11)
5 T

z€R™
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ve

[ (emby ey < o ey (412)
r r tr re

ise, bu durumda ,uﬁQ, j=1...,n, VM, , den VM,,, e simrhdir. Burada Cj,

x € R" ve r > 0 den bagimsizdir.

Uyar1 4.3.6 Eger ¢(x,r), = e bagh degilse, (4.11) sartina gerek yoktur. Ciinkii
(4.11) sart1 (4.12) den gikmaktir.

Ispat. Lemma 5.2.1 ve (4.12) ifadesinden

50 f ity = S o2, 1) 15 qullL, (B
T e

oo [T t\, _n_
Sl s o) rd [ (1) o

zeR™,r>0

S HbH*”fHVMp,W1

S HbH*||fHVMp,¢1

n o0 t n
up gog(a:,r)_lrp/ (1+ln—>t7571901(x,t)dt
. r

S
z€R™,r>0

elde edilir. O halde

lim sup o1(x, ) Nl Bary =0 = lim sup o2, )| 1) o)l L, (B@r) = 0

r—=0 pcRrn r—=0 pcRrn

gosterilmesi yeterlidir. Bu yiizden sup go(z, )" |puko,llL,(B@r) < € oldugunu
TzeR™
gostermek icin olabildigince kiigiik r ler igin (4.10) ifadesinin sag tarafini pargalay-

alim.
o2, 1) Mkl Loy < Clls(z,r) + Js(x, 7)) (4.13)

olup burada ¢y > 0 dir. (Ayrica §y > 1 almabilir),

n 5o

rr t —n_1 —1
I = |||, —— 1+1In- ) t o) dt
s(,7) rwuwﬂ%r)([ (11 erlw, ) (1, t) 7y o) )
ve

T; o t —n_1 —1

= |||, 1+1In- ) t o) dt

o) = Wl s </5 ( + nr)gz)l(:c ) (o1, t) M I Ly (B )

ve r < &y oldugu varsayilsin.

€
su x,t -1 ) < T
sup (@) ey < 5ee
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olacak sekilde herhangi bir d, > 0 sayist secelim. Burada C' ve Cj (4.12) ve (4.13)
daki sabitlerdir. Bu durum r € (0, dp) igin ilk terimin

6]« sup Clsy(z,7) < E, 0<r<doy
Tz€ER™ 2

seklinde oldugunu gosterir.

Simdi yeterince kiigiik 7 i¢in ikinci terimin durumuna bakalim. (4.1) sartindan

dolay1

n

re

w(z, )

olur. Burada c¢s,, (4.11) deki sabittir. Bu durumda (4.1) ifadesinden dolay1

Js(, 1) < [bll«csol[ fllvas,

n

re €

sup < )
vern p(2,1) 7 2|bllcs || fllva,.,

olacak sekilde yeterince kiigiik r se¢mek yeterlidir. ]
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5 SCHRODINGER OPERATORUNE KARSILIK GELEN KABA CE-
KIRDEKLI /£, MARCINKIEWICZ INTEGRAL OPERATORUNUN
VE 4, , KOMUTATORUNUN M, ,(w) GENELLESTIRILMIS AGIR-
LIKLI MORREY UZAYLARINDA SINIRLILIGI

Bu béliimde 1 < ¢ < oo ve b € BMO(R") i¢in Q € L,(S™!) olmak iizere
Schrodinger operatoriine karsilik gelen kaba cekirdekli ,uﬁg Marcinkiewicz integral
operatorlerinin ve uﬁgvb komiitatorlerinin genellegtirilmis agirlikli Morrey uzaylarin-
daki simirliligr elde edilmisgtir. Elde edilen bu sonuclar uluslararasi indeksli dergide
"Commutators of Marcinkiewicz integrals associated with Schrédinger operator on

generalized weighted Morrey spaces” bagligi ile yayimlanmasi i¢in gonderilmistir.

5.1 Schrodinger Operatoriine Karsilik Gelen Kaba Cekirdekli pég
Marcinkiewicz Integral Operatdriiniin M, ,(w) Genellestirilmis

Agirlikli Morrey Uzaylarinda Sinirhhgi

Eger 1 < p < oo olmak iizere herhangi bir B = B(y,r) yuvar igin

[w]a, = Slép[w]Ap(B)

e ) (i ) <

ise w agirlik fonksiyonu A, Muckenhoupt smifindandir denir. Burada supremum
biitiin B yuvarlari tizerinden alinmaktadir ve 1/p+1/p’ bi¢cimindedir. Burada Holder

esitsizligini kullanarak biitiin B yuvarlari icin

1 1 _
[W]A/p = [B|~ 1HwH i Hw UpHLp,(B) >1 (5.1)

olur. p = 1 igin A; smufi [w]s, = sup olacak sekilde Mw(z) < Cw(z) sart1 ile

1

zeR?
tanimlanir. Ayrica p = o0 i¢in Ao = U< oo Ap ve [wla, = ) <inf [w]a, seklindedir
- <p<oo
(bkz. [67]).
Onerme 5.1.1 A, Muckenhoupt smifi tanimimdan
W € Ay = I = B [0
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oldugu bilinir. Ayrica w'™? € A,y C Ay oldugundan w'™? € A,y = W' € 4y
seklinde yazilir. Buradan

W€ Ay = WP € Ay

1 1
= W ) = B 1 10 Pl (5:2)
elde edilir. Bu ifadenin tersi her zaman dogru degildir
Onerme 5.1.2 w'* ¢ Ay ifadesini ispatimizda kolaylik saglamasi icin
1—p/ 1— qu B 1, 1— < 3 '/
W € Ay = [P0 = 1B S [0 P
1 —4— 1 1
= VBT I Iy Il (63)

1—
= [(A} v ]Ap//q/(B

seklinde yazabiliriz. Burada agagidaki ifadeler saglanir

Ly P d__ 1 d_dab=) (g)': q (g’)':p(q—l)
p-p ple=1)" ¢ ple=1)" \p/ q-p \¢ ¢—p

Eger (5.3) ifadesinde [|w!' 7' || L ( p) i yerine (5.2) yazihrsa, bu durumda

1-p"11/p 1—p/11/p' 1/p|— 1/p
[w™ "] |B| [w ]Ap/(B) [Jw HLp(B) ||W||Lﬁ(3) (5.4)

1—p/
w € Ayjy = Ay g(B) =

elde edilir.

Lemma 5.1.3 1 < p < ¢, w' ™ € A, olsun. Bu durumda, her y € R” ve B C R”

yuvari i¢in

1
. < - p
126 = )y SN~ D)y llol,

esitsizligi saglanir.

ispat. Holder esitsizligini kullanarak

1920 = Y)lz, ) = (/ Q- — ) )
<([rae-wr) ([ o)
<1920 = Dl ( [ o)

~ 190 = 9l 111E, s

elde edilir.
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Teorem 5.1.4 ([29]) €, (2.16) sartim saglasm ve 1 < ¢ < oo igin Q € L,(S™1)
olsun. Bu durumda, her ¢ < p < oo, p #1vew € A,y veyal < p < q ve
w'? € Ay icin

[Ma(f)lL,. < Cllfllz,.

olacak sekilde f, €2 ve w den bagimsiz bir C' sabiti mevcuttur.

Teorem 5.1.5 ([6]) €2, (2.16) sartim saglasin. Ayrica b€ BMO(R") ve 1 < ¢ < o0
i¢in Q € L,(S"!) olsun. Bu durumda her ¢ < p < oo, p # 1 vew € A,y veya

l<p<gvew ™ e Ay icin
1Moy ()L, < ClfllL,.

olacak gekilde f, €2 ve w den bagimsiz bir C' sabiti mevcuttur.

Teorem 5.1.6 ([27]) ©Q, (2.16), (2.17) sartlarim saglasin ve 1 < ¢ < oo i¢in 2 €
Ly(S™1) olsun. Bu durumda, her ¢ < p < oo ve w € A,y veya l < p < ¢ ve
w'™ € Ay icin

k(L. < CllfllL,.

olacak sekilde f, €2 ve w den bagimsiz bir C' sabiti mevcuttur.

Teorem 5.1.7 ([26]) 2, (2.16), (2.17) sartlarim saglasm. Ayrica b € BMO(R") ve
1 < g <ooigin Q€ L,(S" ) olsun. Bu durumda, her ¢ < p < oo ve w € A,y

veyal <p<qvew'™ € Ay g icin

lrs(N,, . < Clfllz.

olacak sekilde f, €2 ve w den bagimsiz bir C' sabiti mevcuttur.

Lemma 5.1.8 Q, (2.16), (2.17) sartlarim saglasin ve Q € L,(S"1), 1 < ¢ < o0
olsun. Bu durumda herhangi bir B(zo,r) yuvar1 ve her ¢ < p < 00, w € A,y

olacak sekilde her f € LP¢(R™) igin

S =
S =

o 1 dt
| 15 wtaoy (Bl )5 G

T

()l Ly Bory) S w(B(wo,7))

esitsizligi saglanir. Ayrica, herhangi bir B(xg,r) yuvari ve her 1 < p < ¢, w'™? €
Ay g olacak sekilde her f e Li°¢ (R™) icin
L dt

1 e -1
< P P —
HILLQ<f)HLp,w(B(x07T)) ~ HwHLﬁ(B(zO,T)) /27. HfHLp,w(B(x(Lt)) HwHLﬁ(B(zo,t)) t

esitsizligi saglanir.
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Ispat. , (2.16), (2.17) sartlarim saglasim ve Q € L,(S"'), 1 < ¢ < oo olsun.
Keyfi bir xyp € R", igin B = B(xg,r), o merkezli r yarigaph yuvar olmak iizere

2B = B(xg,2r) olsun. f fonksiyonunu

f=h+fy H)=FWxasW), f200) = FW)xeyp @), r>0

bi¢iminde ifade edelim. Bu durumda

le()llz,wm) < lua(f)llz,.m) + lre(f)llL,. )

seklinde yazabiliriz.
J1 € Lp(w) oldugundan pq (f1) € Ly(w) olur ve w € A,/ ve ¢’ < p < 00 icin
po in Ly(w) deki sinirhhigindan (bkz. Teorem 5.1.6)

1 (f1) 12,0) < e (f1) [2,.@
1

Sz, sn-1y [w ]2% | f1ll Ly @n)
1

~ |||z, (51 [w ]ﬁ% 1 fllz,.cB)

elde edilir.
r€B,y€ D(2B) olmas |z — y| < |z —y| < 2|z — y| oldugunu gosterir ve

palpie < [T

elde edilir. Fubini teoreminden

2 — IIF )] © dt
dy ~ d
AQB) Uy ~ ﬁ(wr =l [ g
/QT /| o=l o

dt
/ /l;’(xo t) ‘Q T ‘ |f( )| ytn+1 (55)

olur. ¢ <p < oo vew € A,y iken (4.5) ve Holder esitsizligi uygulanirsa

926 -, o [ it
. Ay S [ 196 = Masioenn 1l e 7o
(2B) 2

\zg — y|™ .

Q=

o Y dt
5 ||Q||Lq(5n71) /; ||f||Lp,w(B(x07t)) ||('u ! /p”z(p/q/)/(B(CE(ht)) |B(07t + |I - x0|)| tn+1

T

1 o0 1 1 1 dt

S sy i, [ 1l coteay (B, ) Blan, 7 1B+ o = auD | 7

L e dt

S 1o Wi, [ 1 mnen(Blao, )
q J2

r

‘dM—‘

(5.6)
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elde edilir. Ayrica, her p € (1, 00) igin

Al

1
e (f2) lzpuim) S 11 2gsm1y [w]d, @ (B)

q

/2 11| 2y (Blzo) w(B(:co,f))—%7

esitsizligi yazilabilir. Sonug olarak

1
0 () p o) IRy 15, (112, iz

q

1 d
| Wl ooy o(Blan, ) )

3 =

+ w(B)

bulunur. Diger yandan w € A olmasi w € A, oldugunu gosterir ve (5.1) ifadesin-
q
den,

o dt
tn+1

1£1ctemr = Bl em [

2r
© dt
S |B| £l 2y (Bzot)) 7T
2 t +

1 * dt
SWBP 1w Playier [ 1l ioiaon) ot
1 [ _ dt
swioy [ e
< . 1 _1dt
S [wlh, w(B)r ||f||pr Blaot) W(B (20, 1) 77 — (5.7)
q 2r
elde edilir. O halde sonug olarak
% 1 o0 1 d
[N Lywm) S MU L1 [w ]A% (B)” ||f||Lp,w(B(xo,t))W(B(xmt)) P

1 o dt
(Bl )} [ Hfuwmo o (Blao, 1))+
bulunur.
1<p<gqgvew™ € Ay iken fi € Ly(w), o (fi) € Ly(w) oldugundan ve
W™ € Ay )y ve 1 < p < qicin pg, Ly(w) de smirh oldugundan (bkz. Teorem 5.1.6)

e (1) 12,03 < lloe (fi1) 2, .@n)

S 19y (sm-1) w7 ]Zﬁ 1 f1ll 0@

q/

\\H

\\H

~ Qg WL 1z,
q

elde edilir.
Eger 1 < p < gvew' ™ € Ay, ise, bu durumda (4.5) ve (5.5) ifadelerinden,

Lemma 5.1.3, Minkowski teoremi ve Holder esitsizliginden
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00 (i %

sl < ([ (L7 [ 10 =ity s ) toiie)
o dt
< [ 10l 6 i

> 1 dt
3 A N L P X e e s
:I:O)

1 dt
S 11y [ [ 1Bl ) 1) 5
an

dt
S 190yt Wl | W sy 1O+ i

Q=

= > o L/ 1 dt
S 12 2y sm) HWHE%(B) /2 1N 2y o) 107 PNE (o) | B (@0, )] e

q T

1 1 o ) i 1 dt
SNz s 1Ble llwllz , / 1120y 197 1L, (e iy 1B (@0s D7 25

q—p 2r

1
bulunur. [|w!'=7'|| Lll (Blzo.ry) 16iN (5.2) ifadesinin ve Hw” L o () i¢in (5.4) ifadesinin
o
uygulanmasi ile

o > ~1 dt
i (f2)llz, ) SOz, W75 el " (B)/2 A2 B0 1917y (o 7
- q—p

q q—p T

esitsizligi elde edilir. Boylece

1
I () ey aimr SIQMrysm 1, (1 pem)
ql

1 > 1 dt
S A R T DT Ay
q9—PpP

2r *P
bulunur. Diger yandan

o dt
tn+1

o dt
1Bl [ 1l otan e
dt

_1
S W' 47 |B|q [ pHng Jeol? PRE Hf||pr B(zo) it
(B) ( (B) J,, ) fnt

- 1 1 dt
S lwllz , s i ||f||Lp,w Bt lwll,” Co (Bao) g
= r =P

q—p

I£1cteer = Bl m [

2r

oldugundan sonug olarak

JH

) ! * 1 dt
et S W1, 11y oy [ 1N cibtonn 1157, i

ql q—p q—p

elde edilir ve ispat tamamlanir. [ ]
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Teorem 5.1.9 Q, (2.16), (2.17) sartlarm saglasm ve Q € L, (S" 1), 1 < ¢ < o0

olsun. Ayrica (1, ¢2) cifti, ¢ <p < 00, w € A,y i¢in
o ess inf ¢ (x, T)w(B(z, ))1 dt
/ t<T<00 - - < CQPZ(,%' 7")

r M(B(Z', t)); t

sartm ve 1 < p < q, w7 € Ay g icin

1

oo €8S inf 901(% 7-)”(")”2 (B(z,r)) v
/ t<r<oo 7 e dt < C o) w(lj(m,r))
r loll? , (B 1wllZ ) (B
a—p =P

sartin1 saglasin. Burada C, x ve r ye bagh degildir. Bu durumda p > 1 icin uq

operatorii M), ,, (w) den M, ,,(w) e siirhdir.

() [,y ) S N F Nty (0

fspat. v5(r) = wa(w, 1)L, (r) = ea(e, 1) w(Bz,1) 7, g(r) = |10

(5.8)

(5.9)

)) ve

w(r) = w(B(z, r))_% r~! olmak iizere Lemma 5.1.8 ve Teorem 3.1.1 den ¢’ < p < oo,

w € Ay, icin

_ _1
e (Dllaty o) = 5D spa(a,m) " w(B(z,1) "7 [lp(f)lLy 5@

zER™ r>0

_1
S sw @)™ [ 1l (B t)
z€R™ r>0 r

_1

< sup oi(m, ) w(B(@, ) v | flln,w B
zER™,r>0
= ”f”Mp»m(W)

elde edilir.

() = 2, 1) KB ) HIl (s 120 = 910 7) (Bl )

1

=

p

9(r) = 1 fll£,wB@m) ve w(r) = HwH;i(B)r_l olmak {izere Lemma 5.1.8 ve Teorem

q—pP

311ldenl<p<gq w™e Ay s durumu icin

_ _1
1 (f)lazy 4y () = Eﬂigpwwz(%?“) Yw(B(z, )77 | pa(HlL,0 B

A

2ERM, >0 =

N

_1
sup p1(2,1) " w(B(, 1) 7 | fll, 0B
z€R™,r>0
= Hf”Mpym(w)

elde edilir ve ispat tamamlanir.
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Teorem 5.1.10 Q, (2.16), (2.17) sartlarim saglasin ve 1 < ¢ < oo, Q € L,(S"1),
V € B, olsun. Bu durumda her ¢ < p < oo ve w € A,y veya 1 < p < q ve
WP e Ay g icin

5o (Hll,. < Clfl,.

olacak gekilde f fonksiyonundan bagimsiz bir C' sabiti mevcuttur.

Ispat. Agagidaki esitsizligin dogrulugu [4] calsmasinda gosterilmistir.
wiaf () < piof (@) + CMof(x), hhy. xeR" (5.10)

Burada Mg ve 1, o operatorlerinin L, ,, uzaymdaki sinirlihgr ve (5.10) esitsizliginden
uﬁg operatoriiniin L, ,, uzaymdaki simirlihigr elde edilir. [ ]

Lemma 5.1.8 ifadesinin Mg operatérii ve p1 o operatorii igin saglandigr aciktir.
Bu durumda Lemma 5.1.8 ifadesi (5.10) esitsizliginden dolay1 ,u]‘-fQ, j=1....n
operatorii i¢in de saglanir. Lemma 5.1.8 ve Teorem 5.1.10 dan agagidaki sonuglar

elde edilir.

Sonug 5.1.11 Q, (2.16), (2.17) sartlariu saglasim ve 1 < ¢ < oo, Q € L, (S™1),
V € B, olsun. Bu durumda herhangi bir B(zq,r) yuvari ve her ¢ < p < oo,

w € Apq olacak sekilde her f e L9 (R") icin

3 =

> _idt
/ I Iy (B@o.t)) w(B (0, 1)) P
2

r

1150 (Do (Baory S w(B(xo,7))
esitsizligi saglamir. Ayrica, herhangi bir B(xg,r) yuvarl ve her 1 < p < ¢, w'™? €
Ay g olacak sekilde her f e LP¢(R™) igin

> _ dt
1 1
L PR % N (14 PO 1

L4 (B(zg.m) (B(eo.t) t

2r q—p

esitsizligini saglar.

Sonug 5.1.12 Q, (2.16), (2.17) sartlarmu saglasim ve 1 < ¢ < oo, Q € L, (S™1),
V' € B, olsun. Ayrica (p1, ) ¢ifti ¢ < p < 00, w € A,y icin (5.8) sartim ve
l<p<gqw™e Ap g icin (5.9) sartim saglasm. Bu durumda p > 1 igin ,u]‘-fQ

operatoriit My, ,, (w) den M, ,,(w) e smirhdir. Yani,

||M§3Q(f)||Mp,ap2(w) 5 ||f||Mp,<p1(w)'
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5.2 Schrodinger Operatoriine Karsilik Gelen Kaba Cekirdekli uﬁg’b
Marcinkiewicz Integral Operatériiniin Komiitatériiniin M, ,(w)

Genellestirilmis Agirlikli Morrey Uzaylarinda Simirlilig:

Asagidaki lemmada jig;, komiitator igin Guliyev tipli lokal esitsizlik elde
edilmistir (bkz. [41]).

Lemma 5.2.1 Q, (2.16), (2.17) sartlarim saglasin. Ayrica b € BMO(R") ve Q €
<

L,(S™1), 1 < g < 0o olsun. Bu durumda herhangi bir B(zg,r) yuvarl ve her

¢ <p<oo,we Ay olacak sekilde her f € LS (R™) igin
< 1 [ t _idt
166Dty Ban) S [6lo(Blao, )5 [ (10 =, oo (Blao, )7 5
2r

esitsizligi saglanir. Ayrica herhangi bir B(xg,r) yuvari ve her 1 < p < ¢, w'™ €
Ay q olacak gekilde her f e LS (R™) igin

00 t 1 dt
/ (1+ln ;)HfIIL,,,w(B(mt)) lwlz "
2

. LoasBeo t

1
106 (F)l| 1y w(Bory S Wl

715 (B(zo,m)
esitsizligi saglanir.
Ispat. p € (1,00) ve b € BMO(R") olsun. Keyfi bir 2y € R" icin B = B(xg, 1), xo

merkezli r yarigaplh yuvar olmak iizere 2B = B(zg, 2r) olsun. f fonksiyonunu

f=h+f, L) =IWxsy), fly)= f(y)XC(QB)(Z/), r >0

bi¢giminde ifade edelim. Bu durumda

()l Lpws) < lnes(fi)llz,. ) + [rop(f)llz,.8)

seklinde yazabiliriz.
fi € Ly(w) oldugundan pqp (f1) € Ly(w) olur ve w € Ay ve ¢ < p < 00

i¢in pugp nin L,(w) deki smirhihgindan (bkz. Teorem 4.3.2)

1
ey (i) 2w < llpap (fi) 1L, e@e) ST ysn-1y WA, 10l 1 fillz, .00
q/

1
R QL (sm-1y [w]a, (bl /]2, 8)

P
q

elde edilir. x € B igin

sl B S [, 100) —oliae - Ly

t2B) [z — y|"
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elde edilir. Sonug olarak

sl = (/B (A@B) ) = bt = y)|% dy)pw(x)dx);
S(L(ﬁm”ww—hme@—ymiﬂ%%@Qﬂdﬂm>

=0 + I,

3=

bulunur. 7; esitligini

1f(y)]
b(y) — byl |z — y)|———d

%wwﬁ/'|m>—@ﬂmu—>wwn

hSA

]1 = OJ(B)

dt
tn—‘rl dy

[z0—y]

d

B [ ) = ballow - Dl Wl
d

B[] —%MM@—)W<N%£1

seklinde ifade edelim. Holder esitsizligiden ve (2.4) den

’ti\»—t

’tH»—A

1 [ dt
B SB[ (14 100) 1960 = a0 11 e v
2r
S92, 0] (B) [
dt

thrl

1 1 e _
Sl Wl (B [ (L0 2) Uy iy (B, )

r

<1 + In — ) HfHLpW(B(:Eo t)) H(JJ a /pHL( /a /)/B(wo t)

r

|B(wo, t +7)|7

S

dt
t

bulunur. I, yi

I = (/ 1b(2) — bp.o|Pw(z)d ) A@B) IQ(Tng)?IJI‘{(y)Idy

ifade edelim. (5.6) ve (2.4) den,
IQSHbH*w(B);/ Q= — )|l f (y)]

Sopy  |To —yl"

dy

S Q0 zy(snnlw ]LH’?H w(B )”/ A 2s By w(B (20, 8)) 7 —
q’ 2r
elde edilir. Her p € (1,00) igin I; ve Iy den

1

le.p(f2)ll L, o 8) SI2 Ly (s lw ]fx%HbH*

1 b 1d
<) [ (10 ) 1 sty (Bl ) 5
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bulunur. Sonug olarak

1
s (P p ) SN Lgesm—1) [ ]ﬁﬂ/ 1611 (HfI\Lp,w@B)

# B [ (1410l imta e Blan, )5

T

elde edilir. Diger yandan (5.7) den

1 1 [
166 ) SNy [l [ (B)? / (1410 )17y 0
dt
x w(B(x,)) 7 -

<IIbll w(B(zo, 1)) /

2r

'E\'—'

o dt
(1410 ) 1 ey (Bl )
bulunur.

Benzer yontemle 1 < p < ¢, w' € Ay g icin de gosterilir ve ispat tamam-

lanur. ]

Teorem 5.2.2 Q, (2.16), (2.17) sartlarim saglasin ve b € BMO(R™), Q € L,(S™1),

1 < g < oo olsun. Ayrica (p1,p2) ¢ifti ¢ < p < 00, w € A,y i¢in

g esif e (BT g,
/T (1 o ;> w(B(x,t))7 7 S Celmr) (5.11)

sarti ve 1 < p < ¢, w'P € A,y icin

oo €ss 1nfg01(x T)HMHL >
" > - dt Bz,
/ (1 ln; t<T<00 - 5 (B(x,7)) t <C Dz(x 7“) M (5,12)
T H || q (B( ) H HLqqu(B(:E,T))

sartin1 saglasim. Burada C, z ve r ye bagh degildir. Bu durumda pg, operatorii

M, ,, (w) den M, ,,(w) ye smirhdir.

102, (P2t oy () S 101y, (00

ispat.

_1
va(r) = pa(w, 1) ™ na(r) = ea(z, ) w(B(,r)) 7, g(r) = [ flle,wben ve
w(r) = w(B(x, r))_%r_l olmak iizere Lemma 5.2.1 ve Teorem 3.1.1 den ¢’ < p < o0,

w € Ay, icin
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_ _1
s (F)agy ey = sup @a(@, )" w(B(a, )7 o ()l Ly Bar)

z€R™ r>0
< [ t _1dt
Sl sup oo )™ [ (140 gy apen (Bl )7 5
z€R™, >0 r r t

_1
5 HbH* e]?;:p>0901(xar)_l W(B(.T,T)) P HfHLp,wB(:c,r)

= (1l AWl gy, 0

elde edilir.

-

n(r) = ez, r) " w(B(z,r)"?,

1 1
va(r) = p2(x,r) " w(B(z, 7)) " HszL(s(z )’
qa—p ’

1

9(r) = [ fll2p.0(B@r) Ve w(r) = ||w||;5q " ))ril olmak iizere Lemma 5.2.1 ve Teo-
ﬁ T,T

rem 3.1.1 den 1 < p < ¢, w'™" € Ay, igin
_ 1
e ()| a0y () = eigpwwz(ﬂ?ﬂ“) Yw(B(z, ) e ()l Ly (B
_1 .
< s gole ) (Bl )}
TERM, >0 =55

L dt

[o¢] t 1
<l [ (0 Dy Nl T

_ _1
SIol S e1(z, ) w(B(@, 7)) |l B

:Hb“* ||f||Mp,<ﬁ1(w)
elde edilir ve ispat tamamlanir. [ ]

Teorem 5.2.3 , (2.16), (2.17) sartlarm saglasim ve 1 < ¢ < oo, Q € L,(S"1),
V € B,, b € BMO(R") olsun. Bu durumda her ¢' < p < oo ve w € A,y veya

l<p<gvew ™ €Ay, ign
li5ep(Hllr,. < ClflL,.
olacak sekilde f fonksiyonundan bagimsiz bir C' sabiti mevcuttur.
ispat. Asagidaki esitsizligin dogrulugu Teorem 4.3.3 de gosterilmistir.
uﬁﬂvbf(x) < pjapf(x) + CMayf(x), h.hy. xeR" (5.13)

Burada Mgy ve pjqyp operatorlerinin L, ,, uzayindaki simirhhigy ve (5.13) esitsizligin-

den Nfg,b operatoriiniin L, ,, uzaymdaki sinirhhigr elde edilir. |

I0)



Lemma 5.2.1 ifadesinin Mq; operatorii ve pjqp operatorii i¢in saglandig
aciktir. Bu durumda Lemma 5.2.1 ifadesi (5.13) esitsizliginden dolay: MﬁQ,b? J =
1,...,n operatorii i¢in de saglanir. Lemma 5.2.1 ve Teorem 5.2.3 dan asagidaki

sonuclar elde edilir.

Sonug 5.2.4 Q, (2.16), (2.17) sartlarm saglasm ve 1 < ¢ < oo, Q € L,(S™™1),
V € B,, b € BMO(R") olsun. Bu durumda herhangi bir B(xg,r) yuvari ve her
¢ <p<oo,we Ay olacak sekilde her f € LS (R") igin

oo

dt

1 t _1
sy tonen S Illc(Blan, ) [ (10 )y (Bl ) 5

2r
esitsizligi saglanir. Ayrica, herhangi bir B(xg,r) yuvari ve her 1 < p < ¢, w'™? €
Ay g olacak sekilde her f e Li°¢(R™) igin

1 o t -1 dt
s My aBizam S lully” J A Ry [ P Tl

Lot @ [, Lo Baon) ¢
esitsizligi saglanir.
Sonug 5.2.5 Q, (2.16), (2.17) sartlarm saglasm ve 1 < ¢ < oo, Q € L,(S™1),
Ve B,, b€ BMO(R") olsun. Ayrica (1, p2) cifti ¢ < p < 0o, w € A,/ icin (5.8)

sartmi ve 1 < p < ¢, w7 € Ay g i¢in (5.9) sartin saglasm. Bu durumda p > 1

icin i, , operatorii M, (w) den M, (w) ye siirhdir. Yani,

Hluﬁg,b<f)HMp,(p2(w) 5 HfHMp,<p1(w)‘
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