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ONSOZ

"Serbest Lie cebirlerinde dort homojen bilesenin ¢arpiminin boyutu" baglikli tez ¢alismamin
hazirlanmasinda, baglangicindan sonuna kadar yardimlarini esirgemeyen, karsilagtigim sorunlarin
¢oziimiinde deneyimlerinden yararlandigim danismanim sayin Dr. Ogr. Uyesi Nil MANSUROG-
LU’na katkilarindan dolay1 sonsuz tesekkiir ederim. Bu ¢alismanin her asamasinda maddi,
manevi destekleriyle beni hicbir zaman yalniz birakmayan, basta babam Cemal KARATAS
olmak iizere degerli aileme ve degerli arkadaglarima tesekkiirii bir borg bilirim. Ayrica, lisans
ve yiiksek lisans egitimim boyunca yardim, bilgi ve tecriibeleriyle bana yol gosterici olan tiim
hocalarima, ¢alismam sirasinda kiiciik veya biiyiikk yardimini esirgemeyen herkese tesekkiir

ederim.
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OZET

YUKSEK LISANS TEZI

SERBEST LiE CEBIRLERINDE DORT HOMOJEN BILESENIN
CARPIMININ BOYUTU

Derya KARATAS

Kirsehir Ahi Evran Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisii

MATEMATIK Anabilim Dah

Damsman: Dr. Ogr. Uyesi Nil MANSUROGLU

L, F' cismi lizerinde ranki r olan bir serbest Lie cebiri ve her n pozitif tamsayisi icin L,,, L
nin n dereceli homojen bileseni olsun. Bu ¢alismada 6ncelikle n dereceli homojen bilesenin
boyutunu veren formiil incelenmistir. Daha sonra literatiirde yer alan serbest Lie cebirlerinde
iki homojen bilesenin ¢arpiminin ve iic homojen bilesenin carpiminin boyutlarini elde eden
formiiller incelenmigtir. Yapilan bu incelemeler sonrasinda serbest Lie cebirlerinde dort homojen

bilesenin carpimi iizerinde ¢alisilmig ve bu carpimin boyutunu hesaplayan formiiller elde edilmistir.
EKIM 2018, 48 Sayfa.

Anahtar Kelimeler: Serbest Lie cebirleri, homojen alt uzaylar, homojen bilesenler, Witt formiili,

serbest uiretegler.
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ABSTRACT

MSc THESIS

DIMENSION OF PRODUCT OF FOUR HOMOGENEOUS
COMPONENTS IN FREE LIE ALGEBRAS

Derya KARATAS

Kirsehir Ahi Evran University
Science and Engineering Institute

MATHEMATICS Department

Supervisor: Asst. Prof. Dr. Nil MANSUROGLU

Let L be a free Lie algebra of rank r over a field /' and L,, be the homogeneous component of
degree n of L for every n positive integer. In this thesis, firstly we examine how to calculate
the dimension of L, then the dimension of product of two homogeneous components and the
dimension of product of three homogeneous components in free Lie algebra existed in literature
are given. After these investigations, we study on the product of four homogeneous components
in free Lie algebra and to obtain formulae for calculating the dimension of such product in free

Lie algebras.
OCTOBER 2018, 48 Pages.

Keywords: Free Lie algebra, homogeneous subspaces, homogeneous components, Witt formula,

free generators.
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1. GIRIS

Literatiirde serbest Lie cebirleri iizerinde yapilmis ilk arastirmalar, 1950 li yillarda A.I. Shirshov
ve E. Witt tarafindan yapilmis calismalara dayanir. Bir serbest grubun her alt grubunun serbest
oldugu Nielsen-Schreier [14], [15] tarafindan gosterilmistir. Serbest Lie cebiri i¢in benzer bir
sonu¢ Shirsov [3] tarafindan gosterilmistir, yani bir serbest Lie cebirinin her alt cebirinin de
serbest oldugunu ispatlamistir. Ayrica [4] makalesinde Witt tarafindan bir serbest Lie cebirinde
n dereceli bir homojen bilesenin boyutunu hesaplayan formiil elde edilmistir ve bu formiil Witt

formiilii olarak adlandirilmagtir.

Bu tezde, serbest Lie cebirlerinin homojen bilesenlerinin ¢arpimi iizerinde incelemeler yapilmis

ve bu bilesenlerin carpimlarinin boyutlari ile ilgili literatiirde var olan ¢aligmalar incelenmistir.

L, F' cismi lizerinde ranki r olan bir serbest Lie cebiri ve her n pozitif tamsayisi i¢in L,,, L
nin n dereceli homojen bileseni olsun. Bu calismada oncelikle n dereceli homojen bilesen
L,, nin boyutunun nasil hesaplandig1 arastirilmis, daha sonra literatiirde yer alan serbest Lie
cebirlerinde iki homojen bilesenin ¢arpiminin ve iic homojen bilesenin ¢carpiminin boyutlarini
hesaplayan formiiller incelenmistir. Yapilan bu incelemeler sonrasinda tezin amaci olan serbest
Lie cebirlerinde dort homojen bilesenin ¢arpimi iizerinde ¢alisilmis ve bu carpimin boyutunu

hesaplayan formiiller iiretilmistir.

Tez bes boliimden olugsmaktadir. Tezin ikinci boliimiinde tez boyunca kullanilacak olan tanimlar,

teoremler ve notasyonlar verilmisgtir.

Uciincii boliimde, Ralph Stohr ve Michael Vaughan-Lee’nin [7] makalesi incelenmistir. L, F
cismi lizerinde ranki sonlu olan bir serbest Lie cebiri ve m, n pozitif tamsayilar olmak iizere
L,, ile L, L nin sirasiyla m ve n dereceli iki homojen bilesenleri olsun. Bu boliimde L,,, ve
L,, homojen bilesenlerin ¢arpimi [L,,, L,] nin tizerinde ¢alisilmig ve [7] makalesinde yer alan

[L, L] nin boyutunu hesaplayan formiil verilmisgtir.

Tezin dordiincii boliimii, Nil Mansuroglu ve R. Stohr’iin [8] makalesinde yer alan bir serbest

Lie cebirinde iki homojen alt uzayin carpimu ile ilgili bulduklar1 sonuclari icermektedir. Ayrica



m, n, k pozitif tamsayilar olmak iizere, L serbest Lie cebirinin homojen bilesenleri L,,, L,, ve
Ly, nin ¢arpumu [L,,, L,,, L] incelenmis ve bu ¢arpimin boyutunu hesaplamak i¢in Mansuroglu

ve Stohr [8] tarafindan elde edilen formiiller verilmistir.

Besinci boliim ise elde edilen ana sonuglardan olusmaktadir. m, n, k, p pozitif tamsayilar olmak
tzere L,,, Ly, L ve Ly, bir serbest Lie cebiri L nin homojen bilesenleri olsun. Bu boliimde
[71, [8] ve [9] daki [L,,, L,,, Ly, L, ile [[Ly,, Ly, [Lk, L,]] formundaki ¢arpimlarin boyutunu

hesaplayan formiiller elde edilmistir.



2. TEMEL KAVRAMLAR

Bu boliimde, N. Mansuroglu ile R. Stohr’iin [8], N. Mansuroglu’nun [9], K. Erdmann ile M.J.
Wildon’in [10] ve N. Jacobson’in [11] kaynaklarindan yararlanarak tez boyunca kullanilacak

olan tanimlar, teoremler ve bazi notasyonlar verilmistir.

2.1. Cebir

Tanim 2.1. F bir cisim ve A, F' cismi tizerinde bir vektor uzayi olsun. Eger

m:AxA—A

(z,y) = m(z,y) == zy

fonksiyonu agagidaki bilineerlik kosullarini her z, y, 2 € A ve her a € F'igin

i) (zr4+y)z=xz+yz
() z(y+z) =xy+zz
(i) z(ay) = (ax)y = a(zy)

sagliyorsa, (A,m) ikilisine F' cismi iizerinde bir cebir denir.

Tamm 2.2. A, F’ cismi iizerinde bir cebir, B ise A nin bir alt uzayi olsun. Eger her z,y € B

icin xy € B ise, B ye A nin bir alt cebiri denir ve B < A ile gosterilir.

Tanim 2.3. A, F’ cismi iizerinde bir cebir olsun. Eger her z, y, 2 € A igin

(zy)z = z(y=2)

oluyorsa, A ya birlesmeli (asosyatif) cebir denir.



Tamim 2.4. A, F' cismi iizerinde bir cebir olsun. Eger A nin her x, y elemani i¢in
Y = yx

ise, A ya degismeli (komiitatif) cebir denir.
Tanim 2.5. A, F cismi lizerinde bir cebir olsun. Eger A daki her = elemani i¢in
v? =xx =0
oluyorsa, A ya anti-komiitatif cebir denir.
A bir anti-komiitatif cebir olsun. Her z,y € A i¢in x + y € A oldugundan
(z+y)* =0
dir. O halde

P raytyr+y =0

elde edilir. Kabulden 22 = 0 ve * = 0 oldugundan dolay1

xy+yxr =0
TY = —Yx 2.1)
dir. Boylece bir anti-komiitatif cebirden secilen herhangi iki eleman xy = —yz 6zelligini saglar.

Fakat bu 6nermenin karsiti1 her zaman dogru degildir. Kabul edilsin ki, herhangi bir A cebirinde

(2.1) ozelligi saglansin ve (2.1) ifadesinde y = x olsun. Boylece bu ifade

T = —IT



haline doniisiir, buradan da

.1'2 = —1’2

262 =0

elde edilir. Bu durumda eger I cisminin karakteristigi 2 ise 22 sifirdan farkli degerler de alabilir
ve A cebiri anti-komiitatif olmaz. Fakat F' cisminin karakteristigi 2 den farkli ise 2> = 0
saglanir ve A, anti-komiitatif bir cebir olur. Sonug olarak, bir anti-komiitatif cebirde herhangi
iki eleman zy = —yx 6zelligini saglar, ancak bu 6zelligin saglandig1 bir cebirin anti-komiitatif

olup olmamasi cismin karakteristigine baghdir.

Tamim 2.6. A, F' cismi tizerinde bir cebir olsun. Eger her z,y, 2 € A i¢in

J(z,y,2) = (zy)z + (yz)xr + (z22)y =0 (Jacobi dzdesligi)

ise, A cebirine Jacobi 6zdegligini saglar denir.

Eger A cebiri anti-komiitatif ise, Jacobi 6zdesligi asagidaki sekilde de

(xy)z + (y2)x + (z2)y = 0
0= —(zy)z — (y2)r — (22)y
0 = 2(zy) + z(y2) + y(22)

ifade edilebilir.

Tammm 2.7. A ve B, F cismi iizerinde iki cebir olsun.

0:A— B

lineer doniisiimii, her z,y € A igin

0(zy) = 0(x)0(y)



onermesini sagliyorsa, # doniistimiine bir cebir homomorfizmasi denir.

2.2. Lie Cebiri

Tanim 2.8. L, F' cismi iizerinde cebir olsun. Eger asagidaki kosullar

(L1) herz € Ligin 22 = zz = 0 (anti-komiitatif),
(L2) herx,y,z € Licin (zy)z + (yz)r + (zx)y = 0 (Jacobi 6zdesligi)

saglaniyorsa, L ye bir Lie cebiri denir.

L, bir Lie cebiri ve her x, y, z € L olsun. Jacobi 6zdesliginden

(xy)z + (yz)x + (z2)y =0

olur. Buradan

(zy)z = —(yz)z — (22)y

= x(yz) + y(z2)

elde edilir ve boylece

(zy)z # x(yz)

sonucuna ulagilir. Dolayisiyla bir Lie cebirinin birlesmeli olmayan bir cebir oldugu elde edilir.

A, herhangi bir birlegsmeli cebir olsun. A tizerinde

[,]:AxA— A

('Tay> = [:U7y] =Ty —yx



seklinde yeni bir ¢carpim tanimlansin. Bu ¢arpima Lie ¢arpimi veya x ile y nin braket carpimi

denir. (A, [ , ]), Lie carpimui ile bir cebirdir.

Lemma 2.9. A, F' cismi iizerinde bir birlesmeli cebir olsun. O zaman (A, [ , ]) cebiri bir Lie

cebirdir.

Ispat(A,[ , ]) cebirinin Tanim 2.8. de verilen (L1) ve (L2) kosullarini sagladig1 gosterilecektir.
O halde her z € (A, [ , |) icin,

[z,2] =22 —2x =0

elde edilir. Boylece (L1) kosulu saglanmus olur. Her z,y, z € (A, [ , |) igin

[z, 9], 2] = [zy —yx, 2] = (zy)z — (yz)z — 2(2y) + 2(yz)
[y, 2], 2] = [yz — 2y, 7] = (y2)7 — (2y)z — 2(y2) + z(2y)

[z, 7],y] = [z2 — x2,y] = (22)y — (v2)y — y(22) + y(x2)

esitlikleri elde edilir ve bu esitlikler taraf tarafa toplanirsa

[z, 9], 2] + [y, 2], 2] + [[z,2],4] = 0

Jacobi 6zdesligi (L2) gerceklesmis olur. Dolayisiyla (A, [ , ]) cebiri bir Lie cebirdir. m
Bu tez boyunca, z,x5,...,2, € L olmak lizere Lie braketlerini sol tarafli Lie ¢arpimlari

kullanarak,
[mla Lo, T3y .. 7xn] == bem?a CI axn—l]a xn]

seklinde ifade edilecektir.

Tanim 2.10. L, F' cismi iizerinde bir Lie cebiri ve U ile V, L nin alt uzaylar1 olsun. Her

u € U,v € V olmak iizere [U, V] alt uzay1, [u, v] formundaki elemanlar tarafindan gerilen bir



alt uzaydir. Yani,

U, V| = Span {[u,v]|lu € Uyv € V}

dir. Bu alt uzaya U ile V' nin Lie ¢carpim uzay1 denir.

Tanim 2.11. L, F' cismi {izerinde bir Lie cebiri ve K, L nin alt uzay1 olsun. Her x,y € K igin

[z,y] € K ise, K ya L nin bir Lie alt cebiri denir ve K < L ile gosterilir.

Tamm 2.12. L, F' cismi iizerinde bir Lie cebiri ve I, L nin bir alt uzay1 olsun. Eger her x €
L,y € I igin [z,y] € I oluyorsa, I ya L nin bir ideali denir.

Bir Lie cebirinin her ideali bir alt cebirdir, fakat her alt cebiri bir ideal degildir.

Tamim 2.13. L, I cismi iizerinde bir Lie cebiri ve I, L nin bir ideali olsun. x € Licinxz + [ =
{x + ala € I} koseti olmak iizere tiim kosetlerin kiimesi L /I ={x + I|x € L}, L nin alt vektor

uzayidir ve L/ ya bir boliim cebiri denir. Her x,y € L igin L/I nin cebirsel yapisi

z+Ly+ 1] =[x,y + [z, 1]+ [I,y] + [I, ]

= [z, y]+1

seklinde ifade edilir ve her x + I € L/I igin

e+ 1z + 1] =[zx,z]+1
—0+1

elde edilir. Dolayisiyla L /I anti-komiitatiftir.
Simdiherz + I,y +1,z+ 1 € L/I i¢in

Ja+Ly+1Lz+1)=J(xyz)+1
—0+1

oldugundan L /I cebiri Jacobi 6zdesligini saglar. Boylece, L/ Lie cebiridir.



Tanim 2.14. L, ve Lo, F' cismi iizerinde iki Lie cebiri olsun. Eger ¢ : L; — Lo lineer

doniisiimii her z,y € L, i¢in

o[z, y]) = [p(x), p(y)]

oluyorsa, ¢ ye bir Lie cebir homomorfizmas1 denir.

2.3. Serbest Lie Cebirleri

Tamim 2.15. L, F' cismi lizerinde bir Lie cebiri ve X, L nin bos olmayan bir alt kiimesi olmak
tizere 1 : X — L bir fonksiyon olsun. Her B Lie cebiri ve her ¢ : X — B fonksiyonu i¢in
= (i olacak sekilde bir tek 5 : L — B Lie homomorfizmasi varsa, (L, 7) ikilisine X {izerinde

bir serbest Lie cebiri denir.

Bostan farkli X kiimesi iizerinde bir serbest Lie cebiri inga edilsin. Her n pozitif tamsayis1 i¢in

X, kilmesi asagidaki sekilde tanimlanir.

X, = X,
Xy = X x X,
UX><X (2.2)

ve
= D X, (2.3)
n=1

olsun. Her a,b € M(X) i¢in, a € X, b € X, ve (a,b) € X, x X, olacak sekilde p, ¢
tamsayilart vardir. n = p + ¢ olsun. O zaman (a,b) € X, x X,,_, eleman (2.2) deki X,

bilesenlerinden birisidir. X, x X,,_, den X,, ye icine dogal birebir fonksiyonu altinda (a, b) nin



goruintiisii ab ile gosterilsin. Boylece, her a,b € M(X) i¢in ab eleman: tanimlanir. a € X,

olacak sekilde p tamsayisina a nin uzunlugu (derecesi) denir ve [(a) ile gosterilir. Yani

I(a) =p

dir. Uzunlugu 1 olan elemanlar, X in elemanlaridir. Uzunlugu 2 veya 2 den biiyiik olan

elemanlar ¢ = ab seklindeki elemanlardir. Bu durumda

I(c) =1(ab) = l(a) 4+ (D)

olur.

F tizerinde, baz1 M (X) olan bir vektor uzayi ele alinsin. M (X') deki ¢arpim bu vektor uzayina

genisletilsin. Boylece birlesmeli olmayan bir cebir elde edilmis olur. Bu cebir N (X) olarak

adlandirilsin. 7, N(X) in asagidaki formda

(ab)e + (be)a + (ca)b

Ve

(aa)

olan elemanlar tarafindan iiretilen ideali olsun. O zaman

boliim cebiri X kiimesi iizerinde bir serbest Lie cebiridir. Burada X kiimesine, L(X) Lie
cebirinin serbest iirete¢ kiimesi denir. Bir serbest Lie cebirinin iirete¢ kiimesinin kardinalitesine

cebirin ranki denir.
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2.3.1. Serbest Lie Cebirlerinde Hall Bazlari

(2.3) ifadesinde tanimlanan M (X') kiimesi, birlesmeli olmayan N (X) serbest cebiri i¢in bir
bazdir ve dolayisiyla M (X) kiimesindeki elemanlar lineer bagimsizdir. Fakat M (X) kiimesi,
L(X) in bir baz1 olamaz. Ornegin; x,y € M (X) igin 2y ve yz formundaki elemanlar xy =

—yx oldugu igin L(X) de lineer bagimlidir. Boylece M (.X) kiimesi, L(X') de lineer bagimlidir.

Simdi L(X) serbest Lie cebiri i¢in bir baz kiimesi kurulacaktir.

Tanim 2.16. H, (2.3) de tamimlanan M (X) in bir alt kiimesi olsun ve M"(X), M(X) de
uzunlugu n olan elemanlardan olusan bir kiime olsun. Bir X kiimesi verildiginde asagidaki
siralama esas aliacaktir:

(1) X C H ve X e tam siralama verilir.

(i) H N M?*(X) kiimesi x,y € X iken z > y olmak iizere ry formundaki elemanlardan
meydana gelir.

(i) m=1,2,3,...,n— licin H N M™(X) kiimesi tanimlanmis ve uzunlugu korunmus
bir siralama verilmis olsun. Yani u,v € M(X) ve I(u) < [(v) ise u < v yazilir ve ayn
uzunluktaki elemanlar keyfi olarak siralanir. O zaman n > 3i¢in HNM™(X), (xy)z seklindeki

elemanlardan olusur. Burada = > y,y < 2, (zy) > z ve x,y, 2,2y € H = Jj_ (H N M*(X))
dir. Simdi

H=|JHnM"(X))
n=1
olsun. Boylece

H,=HnM"X)

olarak ifade edilirse, o zaman



olur. Genel olarak verilen bir X kiimesi tizerinde farkli H kiimeleri tanimlanabilir. Bunlarin
her biri X e verilen siralama ile belirlidir. Bu H kiimesine Hall baz1 ve H,, kiimelerine Hall

kiimeleri denir.

Ornek 2.17. X = {z,y, 2} kiimesi iizerinde serbest Lie cebirinin Hall bazini bulunuz. z >

y > z olsun.

Hy ={z,y,2} = X,

Hy = {zy,zz,yz2},

Hs = {(zy)z, (zy)y, (x2)z, (22)y, (x2)z, (y2)7, (y2)y, (y2)z}

Hy = {(zy)az, (xy)yz, (xy)yy, (zy)yz, (x2)zz, (x2)yy, (x2)yz, (12)22,
(z2)zy, (x2) 2z, (y2)zz, (y2)yy, (Y2)yz, (y2)22, (y2)zy, (y2)zz,
(zy)(z2), (zy)(y2), (z2)(y2)},

olur. Buna gore
H=H UHyU...

kiimesi bir Hall bazidir.

2.3.2. Serbest Lie Cebirlerinin Homojen Bilesenleri

L(X), X lizerinde bir serbest Lie cebiri olsun.

Tanmm 2.18. L, (X), L(X) in derecesi n olan Lie ¢arpimlar tarafindan gerilen n dereceli
homojen bilesenidir. L, (X ) deki her bir eleman, n dereceli homojen elemanlarin lineer birlesimi

seklinde ifade edilir. Ornegin, X = {z,y, z} bir kiime ve L(X), ranki 3 olan bir serbest Lie
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cebiri olsun. u = [z, y] + [y, z] eleman ikinci dereceden homojen elemanlarin lineer birlesimi

formundadir.

Serbest Lie cebirleri mertebelidir. Yani

L=L(X)= éLn(X)

dir.

Tanim 2.19. py,po, ..., pm, birbirinden farkli asal sayilar ve o, s,

n = pi'py* ... pom bir pozitif tamsay1 olsun.

1, n=1
:u(n) = (—l)m, =y =...=0o,=1
0, diger durumlarda

..., € N olmak iizere,

seklinde tanimlanan p : Z* — {—1,0, 1} fonksiyonuna Mgbius p-fonksiyonu denir.

L nin n dereceli homojen bileseni L,, sonlu boyutludur. boyL,, ile L,, nin boyutu gosterilirse,

L,, nin boyutu Witt formiilii [4]

boyLL, = f(n,r) = = S p(d)r

dn

ile hesaplanir.

2.3.3. Serbest Lie Cebirlerinde Bazi Temel Teoremler

2.4)

Bu boliimde serbest Lie cebirlerinde homojen bilesenlerin ¢carpimi ve bu ¢carpimin boyutunu

bulmak i¢in kullanilacak olan [4] ve [5] deki bazi temel teoremler verilmistir.

Teorem 2.20. [[3], Shirshov-Witt Teoremi] Her serbest Lie cebirinin alt cebiri de serbesttir.

13



Tanim 2.21. L, X {izerinde bir serbest Lie cebiri ve S, L de homojen elemanlarin kiimesi olsun.
Eger S nin higbir eleman1 .S nin diger elemanlar tarafindan iiretilen L nin bir alt cebirinde

bulunmuyorsa, S kiimesine indirgenmis kiime denir.

Lemma 2.22. [[3], Shirshov’un Lemmasi] L, bir serbest Lie cebiri olsun. .S, L deki homojen
elemanlarin bir indirgenmis kiimesi ise o zaman S, L(S) alt cebiri i¢in bir serbest iireteg

kiimesidir.

Teorem 2.23. [[9], Eleme Teoremi] = € X olsun. F' cismi iizerindeki L(X) vektor uzay1 F'x

ve
ly,z,x,...,z|,n >0,y € X\{z}

formundaki elemanlar tarafindan serbest iiretilen bir Lie alt cebirinin direkt toplamidir.
Teorem 2.23 deki cebir X\ {x} tarafindan iiretilen bir Lie idealidir.

Sonuc 2.24. [8] X = {x1,xs,...,x,} bir kiime ve L, X iizerinde bir serbest Lie cebiri olsun.
n > 1 olmak iizere, L nin L" = L,,® L, +1 @ ... Lie alt cebiri i¢cin Eleme Teoremi uygulanarak

serbest uretilen bir kiime elde edilir.

Ispat Siirekli Eleme Teoremi uygulanarak ilk 6nce derecesi 1 olan Lie elemanlar: elenir.
My, Ms, ... kiimeleri sirastyla Lo, L3, . . . homojen bilesenlerinin alt kiimeleri olmak {iizere,

L(X) = (x1) ® (22) @ ... ® (@) ®L([w2, 2], [w3,71], . .,

J/
-~ -~

Li=(Mjy) Ma
lx27$17x1]7 [953,351,»’171, 531}7 ceeyee )
Ms

L(X) =L & LMy UM UM, U...)
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olur. Daha sonra derecesi 2 olan Lie elemanlarini eleyerek

L(X) = L1 & ([x2,21]) ® ([23, 11]) ® . .. & ([, T1-1])

S/

-~

Lo=(Ma3)
SLMEUMU...)

L(X)=Li®Ly® LM UM, U..)

elde edilir. Buradan MY, M/, M, ... kiimeleri sirastyla L3, L4, L, . . . homojen bilegenlerinin

alt kiimeleri olmak iizere
LMy UMMU.. ) =13 LD L5 ...
olur. Burada M’ U M/, U ... bir Lie alt cebiri igin serbest iirete¢ kiimesidir. Bu isleme L,, &

L,.1 & ... kiimesi icin istenen serbest iiretec kiimesi elde edilene kadar devam edilir.

(n—1) dereceli Lie elemanlar1 sirayla eleme yapilarak M/, M., M, ... kiimeleri sirastyla

Ly, L,+1,...homojen bilesenlerinin alt kiimeleri olmak {izere,
LX)=Li®Ly®...® Ly 1 ® LM UM U...)
elde edilir. Buradan
LMIUMI U..)=L,®Lp1®....

olur. Burada M) U M, U... Lie alt cebiri i¢in bir serbest iirete¢ kiimesidir. Boylece

n

olur. m
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3. [L,,, L,]NIN BOYUTU

L, F cismi iizerinde ranki r olan bir serbest Lie cebiri olsun. Her m,n pozitif tamsayilari
icin L,, ve L,, L nin serbest iireteclerinde sirasiyla m ve n dereceli Lie ¢arpimlar1 tarafindan
gerilen L nin homojen bilesenleri olsun. Bu boliimde R. Stohr ve M. Vaughan-Lee’nin [7]
makalesi incelenip iki homojen bilesenin ¢arpimi [L,,, L,] nin boyutunu hesaplayan formiil
verilmistir. Ilk olarak [9] da yer alan asagidaki teorem ile L nin iki homojen alt uzaymin

carpiminin boyutunu hesaplayan formiil verilmistir.

Teorem 3.1. [[9], Teorem 2.1] m > n > 1 olmak lizere U C L,, ve V' C L,, olacak sekilde U

ile V, L nin alt uzaylari olsun. O zaman
boy[U, V] = boy[U N L(V), V] + (boyU — boy(U N L(V)))boyV (3.1
dir.

Ispat A, V vektor uzaymimn bir bazi olsun. O zaman A bir indirgenmis kiimedir. Ciinkii eger
a € A elemani, A daki diger elemanlarin bir lineer kombinasyonu ise, A nin diger elemanlar1
tarafindan {iiretilen alt cebirinin de eleman1 olacaktir. Boylece Lemma 2.22. den, A, V ile
iiretilen L(V) alt cebiri igin bir serbest iirete¢ kiimesidir. Simdi U alt uzay1 ele alinsin. U’,
U N L(V) nin timleyeni, yani U = U N L(V') & U’ ve B, U’ vektor uzayinin bir bazi olsun.
A U B nin indirgenmis bir kiime oldugu gosterilecektir.

Eger m > n ise o zaman B deki elemanlarin derecesi A daki elemanlarin derecesinden
daha biiyiiktiir, bundan dolay1 eger a elemani, A U B nin diger elemanlari tarafindan iiretilen
alt cebirde olsaydi A daki diger elemanlarin bir lineer kombinasyonu olurdu. Ayrica a, AU B
nin diger elemanlarinin bir lineer kombinasyonu seklinde ifade ediliyorsa a, n den daha biiyiik
dereceye sahip olmaliydi. a nin derecesi n ve B deki elemanlarin derecesi m oldugundan a, A
daki diger elemanlarin lineer kombinasyonu seklinde yazilir. Fakat A lineer bagimsiz oldugu

icin bu miimkiin degildir. Diger bir deyisle b € B, AU B nin diger elemanlar1 tarafindan iiretilen
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alt cebirde olsaydi p € U N L(V') ve a € F olmak iizere

b£b;€B

seklinde ifade edilirdi. Fakat bu miimkiin degildir, ¢iinkii B, U’ nin bazi oldugu igin lineer
bagimsizdir.
Eger m = nvec € AU B elemam1t A U B deki diger elemanlar tarafindan iiretilen alt

cebirin elemani ise

c=Dp-+ Z ;G

c#c;EAUB

olarak ifade edilirdi. Fakat bu miimkiin degildir. Ciinkii A ile B baz oldugundan lineer bagimsizdir.
Bu nedenle AU B kiimesi bir indirgenmis kiimedir. Boylece {[b, a]|a € A,b € B} kiimesi lineer
bagimsizdir. Dolayisiyla [U’, V], {[b, a]|la € A,b € B} bazi ile bir alt uzaydir ve boyutu

boy[U’, V] = (boyU — boy(U N L(V)))boyV
dir. [U, V] ise
UV =[(UNLV)eU,V]=[UnNLV), Ve U, V]
seklinde ifade edilebilir. Bu durumda

boy[U, V] = boy[(U N L(V)) & U", V]
= boy([U N L(V),V]& [U',V])
= boy[U N L(V), V] + boy[U", V]
= boy[U N L(V), V] + (boyU — boy(U N L(V)))boyV

elde edilir. Boylece teoremin ispati tamamlanir. m

Lemma 3.2. L, bir serbest Lie cebiri ve m,n pozitif tamsayilar i¢in L,, ile L,, L nin iki

homojen bileseni olsun.
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(1) Eger m = sn olacak sekilde s pozitif tamsayisi var ise
L, NL(L,) = Ls(Ly) (3.2)

dir.

(ii) Eger n { m ise
Lo N L(L,) = {0} (3.3)

dir.

Simdi bu boliimiin ana teoremi verilecektir.

Teorem 3.3. [[7], Teorem 1] L, bir serbest Lie cebiri ve m, n pozitif tamsayilar olmak iizere
Ly, L,, L nin homojen bilesenleri olsun.

(i) Eger m > n ve n {m ise
boy| L, L] = boyL,,boyL,

dir.

(i) Eger m = sn,s > 1 ise
boy|Ly,, L, = (boyL,, — f(s,boyL,))boyL, + f(s+ 1,boyL,) (3.4)
dir.
Ispat (i) Teorem 3.1.de U = L,, ve V = L,, oldugu kabul edilsin. Boylece
boy| Ly, L,| = boy|[L,, N L(Ly,), L,] + (boyL,, — boy(L,, N L(L,)))boyL,,
elde edilir. (3.3) den dolay1

boy| Ly, L,| = boyL,,boyL,
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dir.

(1) Simdi m = sn durumu incelenecektir. Teorem 3.1.de U = L,,, V = L,, alindifinda
boy| Ly, Ly,| = boy|[L,, N L(Ly,), L,] + (boyL,, —boy(L,, N L(L,)))boyL,
elde edilir. (3.2) den dolay1
b0y (L, Ln] = boy[Ls(Ln), Ln] + (b0y Ly, — boy(Ls(Ln)))boyL,
olur ve boylece
boy|[L,, L, = f(s+ 1,boyL,,) + (boyL,, — f(s,boyL,))boyL,

elde edilir. m

[Ly, L] carpiminda m = sn oldugu durumlarda genellikle
boy[ Lo, Ln] < boyL,,boyL, (3.5)

dir ancak (3.5) esitsizliginin saglanmadig1 durumlar vardir.

1. Durum L, F cismi iizerinde ranki iki olan bir serbest Lie cebiri olmak iizere boy|Ls, L]

incelensin. Witt formiili ile
£(1,2) = boyLy = =3 pld)2h =2
’ 1
ve

f(2,2) =boyLy = = > u(d)2f =1
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dir. Simdi (3.4)de m = 2,n = 1,s = 2 alarak

boy[Ls, L1] = (boyLs — f(2,boyLs))boyL; + f(2+ 1,boyL,)
= (1=/(2,2)2+ /3,2

elde edilir. Witt formulii ile

£(3.2) = 3 3 utd)2i =2

dJ3

dir. Boylece (3.4) den yararlanarak
boy[Ls, L1] =2
sonucuna ulagilir. Bu durumda (3.5) esitsizligine gore
boy|[Ls, L1] < boyLsboyL;

olmaliyd: fakat 2 < 2 ifadesi dogru olmadigi icin (3.5) in saglanmadi81 goriiliir.

2. Durum L, F’ cismi iizerinde ranki 2 olan bir serbest Lie cebir olsun. Witt formiili ile

1
boyLg = 6 Z,u(d)Q% =9
dl6

dur ve boyLs = f(3,2) = 2 oldugu biliniyor. Simdi (3.4) uygulanirsa

boy[Ls, Ls] = (boyLg — f(2,boyLs))boyLs + f(2 4 1,boyLs)
=(9-/(22)2+ /3,2

elde edilir. f(2,2) =1 ve f(3,2) = 2 oldugundan, (3.4) den

bOY[Lﬁ, Lg] =18
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elde edilir. Bu durumda (3.5) e gore

bOY[LG, Lg] < bOYLgbOYLg

olmaliydi. Fakat 18 < 18 ifadesi dogru olmadigi i¢in (3.5) in saglanmadig1 goriiliir.
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4. [L,,, L,, L] NIN BOYUTU

L, F' cismi iizerinde ranki r olan bir serbest Lie cebiri olsun. Her m, n, k pozitif tamsayilari
icin L,,, L, ve Ly, L cebirinin serbest iireteclerinde sirasiyla m,n ve k dereceli Lie ¢carpimlari
tarafindan gerilen L nin homojen bilesenleri olsun. Bu boliimde ii¢ homojen bilesenin ¢arpimi
(L, Ly, L] ile ilgili caligmalar incelenip, N. Mansuroglu ile R. Stohr [8] ve N. Mansuroglu

[9] tarafindan elde edilen formiiller verilmistir.

Lemma 4.1. [[9], Lemma 3.1] L, bir serbest Lie cebiri ve m, n, k pozitif tamsayilar olmak
tizere L,,, L,, ve Ly, L nin ii¢ homojen bileseni olsun.

(i) Eger m = s1k ve n = sok olacak sekilde s; ve s, pozitif tamsayilari varsa

dir.
(ii) Eger k 1 m veya k { n ise

(L, Ly) N L(Ly) = {0} 4.2)

dir.

ispat (i) IIk once M = Lj, ® Ly11 @ Ljyo @ ... alt cebiri ele alinsin. Ly, Ly, 1, ... homojen
bilesenlerinin alt kiimeleri sirasiyla My, My.1,... olmak iizere, M icin bir M = M, U

Mi41 U Mo U ... homojen serbest iirete¢ kiimesi vardir. Bu durumda
L(Ly) = L(My)

veE
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dir. Boylece

[le (Lk)7 L52 (Lk)] - [L51k> LSQk] N L<Lk) (43)

oldugu agikca goriiliir.

Simdi ([Lg, g, Lsyx) N L(Ly)) C [Ls, (Ly), Ls,(Lg)] oldugu gosterilecektir.
[u,v] € [Ls,(Lx), Ls,(Li)]NL(Ly) olsun. Boylece u € L, (Ly),v € Lg,(Lg) ve [u,v] € L(Ly)
olur. Her « € M, i¢in o — « ve her & € M\ My, igin o — 0 ile verilen 7 : M — L(My,)

dogal projeksiyonu ele alinsin. [u,v] € L(Lj) oldugundan

W([uv U]) — [uv U]

dir. Ayrica 7 bir Lie cebir homomorfizmasi oldugu i¢in

[, v] = 7([u, v]) = [ (u), 7(v)]

olur. m(u) € L, (Ly) ve m(v) € Ly, (L) oldugundan

[u, v] = [w(u), w(v)] € [Ls, (M), Ls,(My)]

dir ve boylece

([Lsiky Lso] N L(Lk)) € [Lsy (M), L, (M)] (4.4)

dir. (4.3) ve (4.4) den

([lek? Lszk] N L(Lk)) = [le (Lk)a L82<Lk)]

elde edilir. Dolayisityla lemmanin ilk kisminin ispati tamamlanir.
(i) Kabul edilsin ki & { m veya k 1 n olsun. [u,v] € ([Ly, L,] N L(Lg)) alinsin. Boylece
w € Ly, v € L, ve [u,v] € L(Lyg) olur. = dontigiimiinden yararlanarak ¢ = 1,2, 3, ... olmak

tizere L(Ly), derecesi ik olan elemanlarin lineer kombinasyonlarinin tiimiiyle olustugu i¢in 7
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nin ¢ekirde8i k 1 j ve j > k olacak sekilde tim L; homojen bilesenleri igerir. k { m veya k { n

oldugu i¢in 7(u) ve 7(v) nin en az biri sifirdir. Dolayisiyla

m([u,v]) = [r(u), 7(v)] = 0

olur. Boylece

[Lmv Ln] M L(Lk) - {0}

sonucuna ulagilir ve lemmanin ikinci kisminin ispat1 tamamlanmig olur. m

Simdi bu boliimiin ana sonucu verilecektir.

Teorem 4.2. [[7], Teorem 3.1] L, bir serbest Lie cebiri ve m, n, k pozitif tamsayilar1 i¢in, m >
n olmak iizere L,,, L,, ve Ly, L nin iic homojen bilesenleri olsun. O halde

(i) eger (n +m) > k olmak iizere k { m veya k { n ise

boy[Lm, Ly, L] = boy[L,,, L,]boy Ly,

(ii) eger (n + m) > k olmak ilizere m = s1k ve n = sok olacak sekilde s, sy pozitif

tamsayilar1 varsa

boy([L, L, L] = boy[Ls,k(Lx), Ls,yk (L), L]
+ (boy[ L, L] — boy[ L, x(Lr), Lsyr(Ly)])boy Ly,

(iii) eger k > (m + n) ve k = s(m + n) olacak sekilde s pozitif tamsayis1 varsa

bOY[Lm7 Lm Lk] = bOyLS-H([Lmv Ln])

+ (boyLy — boy(Ls([Lm, Ly])))boy| L, L],
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(iv)eger k > (m +n) ve (m+n) 1 k ise
boy| Ly, Ly, L] = boy[Ly,, L,]boy Ly,

dir.
Ispat (i) k | (n +m), fakat k f m veya k { n olsun. O zaman Teorem 3.1. de U = [L,,, L, ve

V = L, alinirsa

boy|[Lm, Ly], Lx] = boy[[Lm, L,) N L(Ly), Ly +
(boy[Lin, Ln] = boy([Lim, Ln] N L(Ly)))boy Ly

elde edilir ve (4.2) den
(L, L] N L(Ly) = {0}
elde edilir. Boylece
boy| Ly, Ly, L] = boy[L,,, L,]boy Ly

olur.

(ii) Eger k | m ve k | n ise, o zaman m = s;k ve n = sk olacak sekilde sy, so pozitif
tamsayilar1 vardir. Boylece L, = L, L, = Lg, seklinde ifade edilebilir. Teorem 3.1. de

U = [Lp, Ly) = [Ls,k, Ls,x] ve V = Ly, alinarak

b0Y[Lun; L, Li,] = b0y[[Lun, Ln] N L(Ly), L] (4.5)
+ (b0Y[Lum, L] — b0Y([Ln, Ln] N L(Ly)))boy Ly

elde edilir ve (4.1) den

bOy[Lm, Ln, Lk] = boy[[lek, Ls2k] N L(Lk), Lk]
+ (boy[lek’v Lszk’] - bOY([LSﬂf? Lszk] N L(Lk)))boyLk
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sonucuna ulagilir.

(iii) k = s(m + n) olacak sekilde s pozitif tamsayist oldugundan dolay1

Liyn L([LTM Ln]) = Ls(m+n) n L([Lmv Ln]) = Ls([LWH Ln])

dir. U = Ly ve V = [L,,, L,] olacak sekilde Teorem 3.1. uygulanacaktir. O halde

boy| Ly, Ln, L] = boy[Ly N L([ Ly, Ly)), [Lm, L]
+ (boyLy, — boy(Ly N L([Ly, L)) )50y [Lun, Ln]
= boyLy41([Lin, Ln))
+ (boyLy, — boyLy([Lum, Ln]))boy[Lym, Ly

elde edilir.

(iv) Teorem 3.1. de U = Ly, ve V' = [L,,, L,,] alinarak uygulandiginda

bOY[Lma Ly, Lk] = boy[Lk N L([Lmv Ln])v [Lmv Ln“
+ (boy Ly — boy(Ly N L([Ly, Ly])))b0y[ Ly, Ly)

elde edilir ve (4.2) den

boy| Ly, Ly, L] = boyLiboy|L,,, L,]

dir. m
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5. [Lm, Ly, Ly, L,] NIN BOYUTU

L, F' cismi iizerinde rank1 r olan bir serbest Lie cebiri olsun. Her m, n, k, p pozitif tamsayilar
i¢in L,,, L,,, L, ve L,, L nin serbest iireteglerinde sirastyla m, n, k ve p dereceli Lie ¢arpimlari
tarafindan gerilen L nin homojen bilesenleri olsun. Bu boliimde, [7] ile [8] makaleleri ve N.
Mansuroglu’nun yiiksek lisans tezi [9] incelenip bu incelemeler sonucunda ¢aligmamizin asil
amact olan Ly, Ly, Ly, L, carpiminin boyutunu hesaplayan formiilleri tiretmek i¢in arastirmalar
yapilmis ve elde edilen sonuclar verilmistir. Ilk olarak temel sonuclarin ispatlarinda siirekli

kullanilacak olan asagidaki teknik lemma ile baglanacaktir.

Lemma 5.1. L, F' cismi iizerinde bir serbest Lie cebiri ve m, n, k, p pozitif tamsayilar olmak
tzere L, L,,, L ve L,, L nin dort homojen bilesenleri olsun.

(1) Eger m = s1p, n = sop ve k = sgp olacak sekilde sy, so, 53 pozitif tamsayilari var ise
[LTYM L, Lk] N L(LP) = [LS1 (Lp)7 LSQ(‘LP)? L83 (LP)] (5.1)

dir.
(ii) Eger p t m veyap { n veyap 1 k ise

(L, Ly, L) N L(L,) = {0} (5.2)
dir.
ispat (1)
[Lisy (Lp)s Lisy (L) Lisy (Lp)] © [ Loy L, L] 0 L(Ly) (5.3)
oldugu aciktir. O halde

[Lm, Ly, Lk] N L(Lp) - [L51(Lp)> L82 (Lp)a L33(Lp>]
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oldugu gosterilirse ispat tamamlanmisg olur.
Lp:Lp@Lp+1@Lp+2@...

alt cebiri, L nin p inci dereceden alt merkezi serisidir ve L, nin M; C L; (i = p,p+1,...)
olacak sekilde M = M, U M, 1 UM, 5 U ... formunda bir homojen serbest iirete¢ kiimesi
vardir ve bu kiimeyi elde etmek amaciyla ilk olarak M, i¢in L nin bir F'-bazi, daha sonrai > p
icin M bir kiime olacak sekilde L; N L(M; U ... U M;_;) vektdr uzaymn tiimleyeninin bir

bazi alinacaktir. O halde

dir. Simdi her a € M, i¢in 7(a) = a ve her a € M\M,, i¢in 7(a) = 0 ile tanimlanan
7. LP — L(L?) dogal projeksiyon doniisimii olacak sekilde, L, L,, Li] dan se¢ilen herhangi

bir B elemant, u; € L,,,v; € L, w; € Ly ve a; € F olmak iizere

B=> ajluj,v,w]

formunda ifade edilebilir. Ayrica 7(u;) € Ly, (Ly), 7(v;) € Ls,(L,) ve m(w;) € Ly (L) dir
ve simdi BB elemaninin L(L,) de oldugu kabul edilsin. O halde 7 bir Lie cebir homomorfizmasi

oldugundan
B=n(B) =) ajln(u;), m(v;), m(w;)] € [Ls, (Ly), Ly (Ly), Lsa(Ly)]
elde edilir. Boylece
([Lmy Ly L] OV L(Lyp)) € [Lsy (L), Ly (L), Ly (L] (5.4)
oldugu ispatlanmis olur. Dolayisiyla (5.3) ve (5.4) den

([Lm, L, Lic) NV L(Lp)) = [Lsy (Lp), Ly (L), Ly (Lp)]
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dir.
(ii) p  m veya p { n veya p 1 k oldugu kabul edilsin. O halde u; € L,,,,v; € L,,, w; € Ly ve
o € F' olacak sekilde

B =Y ajluj,vj,w] € L(Ly)

eleman1 vardir. (i) de tanimlanan 7 projeksiyon doniisiimii kullanilarak ispat tamamlanacaktir.
i =1,2,3,... olmak iizere L(L,), derecesi ip olan elemanlarin tiimiiyle olustugundan 7 nin
cekirdegi p 1 j ve j > p olacak sekilde tim L; homojen bilesenleri icerir ve eger p { m veya

p{nveyaptkise n(u;), m(v;) ve m(w;) nin en az biri sifir olmalidir. Dolayistyla
m([uj, vj,w;]) = [w(u;), 7(v;), w(w;)] = 0
olur. Boylece
([Loms L, Le] O L(Lp)) = {0}

elde edilir. m

Teorem 5.2. L, bir serbest Lie cebiri ve m, n, k, p pozitif tamsayilar olmak tizere L,,, L,,, L
ve L,, L nin dort homojen bileseni olsun. O zaman

(i)eger (m+n—+k)>pveptmveyaptnveyaptkise
boy[Lym, Ln, Ly, Ly] = b0y[ Ly, Ly, Li]boyL,,

(i) eger (m +n + k) > pvem = s1p, n = sop, k = s3p olacak sekilde sy, sq, s3 pozitif

tamsayilar1 varsa

bOY[Lﬂ”H Ln? Lkv LP] = boy[le (Lp)7 Lsz (LP>7 Lss (Lp)7 LP]
+ (boy[Lp, Ly, Li] — boy([Ls, (Lp), Ls,(Lp), Lsy(Lyp), Lp))bOy Ly,
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(iii)egerp > (m+n+k)ve (m+n+k){pise
boy[Ly,, Ly, Ly, L] = boy|[Lyy,, Ly, Li]boyL,,
(iv)egerp > (m +n+ k) ve p = s(m + n + k) olacak sekilde s > 1 tamsay1si var ise

bOy[Lm, Lna Lka Lp] - boyLs+1([Lm> Lna Lk])
+ (boyL,, — boyLs([Lm, Ly, Li]))b0oy[Ly,, Ly, L]

dir.
Ispat (i) Teorem 3.1.de U = [L,,, L,,, L] ve V = L,, oldugunu kabul ederek

b0Y[ L, L, Lig, Ly = b0Y[[Lun, L, L] O L(L,), L] (5.5)
+ (boy[Ln, Ln, Ly] = boy([Lm, Ln, L] N L(L,)))boy L,

elde edilir. (5.2) den dolay1 [L,,,, Ly, Lx] N L(L,) = {0} dir. Bundan dolayi (5.5) ifadesi
b0y[Lum, Ln, Ly, Ly] = b0y[Lu, Ln, Ly]boyL,

haline doniisiir.

(i) Teorem 3.1. de U = [L,,, L,,, L;| ve V = L,, alinarak uygulandiginda

boy|[L, L, Ly, L] = boy|[Lu,, Ly, L) N L(L,), L]
+ (boy[Ly,, Ly, L] — boy([ L, Ly, L] N L(L,)))boyL,

elde edilir. Ayrica m = s1p,n = s9p ve k = s3p oldugundan

bOy[ Ly, L, L, Ly] = boy[[Ls, (Lp), Lsy (Lp), Lisy (Lp)] N L(Lyp), Ly
+ (boy[[Ls, (Lp), L, (Lyp), Ly (Lp)] N L(Ly)])bOy Ly,
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olur. (5.1) den dolay1

[Lr (Lp), Lisy (Lp), Ly (Lyp)] 0 L(Lp) = [Lisy (L), Lisy (L), Lis (Lyp)]

dir. Dolayisiyla

bOY[Lm>Ln7 Lk7Lp] = bOY[LS1<Lp)>L82 (Lp> L (Lp)’ Lp]

s 1483

+ (boy[Lm’ Lm Lk’] - bOY[L81 (Lp)’ LSz (Lp)v L83 (Lp)7 Lp])bOpr

olur.
(iii) [Lyn, L, Lg, Lp] = [Lp, (L, Ly, Lg]] dir. Teorem 3.1. de U = L,veV = (L, Ly, L]

alinarak

boy|[Ly, [Lim, Ln, Li]] = boy[L, N L([Lm, Ln, L)), [Lm, Ln, L]]
+ (bOpr - (bOyLP N L([Lma Lm Lk]))>bOY[LM7 Lna Lk]

bulunur. Burada (m + n + k) 1 p oldugundan dolay1

boy|[Li,, Ly, Ly, L,| = boyL,boy|Li,, L, L]

dir.
(iv) Teorem 3.1.de U = L, ve V = [L,,, L,,, Lj| oldugunu kabul ederek

boy|[L, L, Ly, L] = boy[Ly, [Lum, Ly, L]
= boy[L, N L([Lm, Ly, L)), [Lin, Ln, L]]
+ (boyLy — boy(Ly N L{(Lows Lo, Li)))boy (Lo, Lo Li]

sonucuna ulagilir. p = s(m + n + k) oldugundan dolay1

boy[Lm, L, Ly, Lp] = boy[Ls([Lm, L,, Lk]), [Lm, L,, Lk]]
+ (boyL, — boyLs([Ly,, Ly, Li]))b0y[Ly,, Ly, Ly
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bOY[Lma Ln, le Lp] - bOYLs+1([Lm, Lm Lk])
+ (bOyLP - boyLs([Lma an Lk]))bOY[LW Ln? Lk]

sonucuna ulagarak ispat tamamlanmis olur. m

5.1. [[Lm, Ly, [Lk, L,]] nin Boyutu

L, F cismi iizerinde rank1 r olan bir serbest Lie cebiri olsun. Her m, n, k, p pozitif tamsayilari
i¢in L,,, Ly, L ve L,, L nin serbest iireteclerinde sirasiyla m, n, k, p dereceli Lie ¢carpimlari
tarafindan gerilen L nin homojen bilesenleri olsun. Bu alt bolimde [[L,,, L,,|, [L, L,]] ¢carpimi
tizerinde calisilmis ve bu carpimin boyutunu hesaplayabilmek i¢in belirli kosullara bagli olarak
formiiller elde edilmistir. Elde edilen sonuclarin ispatinda agsagida verilen teknik lemma kullanila-

caktir.

Lemma 5.3. L, bir serbest Lie cebiri ve m, n, k, p pozitif tamsayilar olmak iizere L,,,, L,,, Ly, Ly,
L nin homojen bilesenleri olsun.

(i) Eger m = s1(p + k) ve n = so(p + k) olacak sekilde sy, s, pozitif tamsayilari var ise
[Lmv Ln] n L([Lkv LP]) = [LS1([L/€7 LpDv LS2([L1€7 LP])] (5.6)

dir.
(ii) Eger (k + p) t m veya (k + p) { n ise

[Lm7 Ln} N L([Lk» LpD = {0} (5.7)
dir.

Ispat (i) ilk 6nce M = L,® Ly 1®Lyi2®. .. altcebiri ele alinsin. Sirasiyla Ly, Ly, 11, ... nin
alt kilmeleri M,,, M,,.4, ... olmak tizere, M igin bir M = M, UM, UM, 5U... homojen
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serbest iirete¢ kiimesi vardir. O zaman [Ly, Lp] < Lj4p oldugu icin
[[Lrns L], [, Lp]] < [[ Ly L], L)
ifadesi aciktir ve
[Ly (Lietp)s Ly (Liep)] € ([Lmy L] 0 L( L)) (5.8)
oldugu goriiliir. Dolayisiyla ispatin tamamlanmasi i¢in
([Ly, Ln) NV L(Litp)) < [Lsy (Litp), Lsy (Litp)]
ifadesinin dogrulugunu gostermek yeterlidir. Simdi L nin (k + p) inci alt merkezi serisi
LMP = Liyp @ Liipi1 © Liipi2 @ -
alt cebiri olsun. M; C L; (i = k + p,k + p+1,...) olacak sekilde L**? nin
M = My UMpipin UMpipa U

seklinde bir homojen serbest iirete¢ kiimesi vardir. L**? nin bu iiretec¢ kiimesini bulmak amaciyla
M4, igin Ly, nin bir F-bazi alinsin ve ¢ > k + p i¢in M, bir kiime olacak sekilde L; N

L(Mpyp U ...UM, 1) vektor uzayinin tiimleyeninin bir bazi olsun. Boylece

Lk+p = <Mk+p>

dir. O halde @ € My, icin m(a) = o ve @ € M\ My, igin 7(«) = 0 ile tanimlanan
7 o L¥P — L(L*¥*P) dogal projeksiyon doniisiimii ele alinsin. O halde u; € L,,,v; € L, ve

a; € F olacak sekilde, [L,,, L,| deki herhangi bir eleman

w =Y ajlu;, v
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formunun bir lineer kombinasyonu olarak yazilabilir. Ayrica m(u;) € L, (Litp) ve m(v;) €
L,(Lgtp) olur. Simdi w € L(L.,) oldugu kabul edilsin ve 7 bir Lie cebir homomorfizmasi

oldugu i¢in
w=m(w) =Y al(us), 7(v;)] € [Loy (Litp)s Lo (Lirp)]

dir. Buradan

([Lm, L) N L(Litp)) € [Loy (Litp)s Ly (Litp)] (5.9)
oldugu goriiliir. O halde (5.8) ile (5.9) dan dolay1

([Lamy Ln] O L(Lip)) = [Lsy (Litp), Loy (Lip)]
elde edilir ve [Ly, L,] < Li, oldugundan

([Lmy Ln] O L(Lietp)) = [Lsy [L, Lp], Lsy[Li, L]

dir. Boylece lemmanin ilk kisminin ispati tamamlanmais olur.
(i) (k +p) 1 m veya (k +p) 1 n oldugu kabul edilsin. Oyleyse u; € Ly, v; € L, ve aj € F
olacak sekilde

w =Y a;lu;,v;] € L(Liyp)

olsun. 7 doniisiimii ile ¢ = 1,2, 3, ... olmak tizere L(Ly.,) derecesi i(k + p) olan elemanlarin
timilyle meydana geldiginden 7 nin ¢ekirdeginde (k + p) 1 ¢ ve i > k + p olacak sekilde L;
homojen bilesenleri bulunur ve (k 4 p) { m veya (k + p) 1 n oldugu kabul edildigi i¢in 7 (u,)

ve 7(v;) nin en az biri sifirdir. Béylece

m([ug, v3]) = [m(uy), w(v;)] = 0
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dir. Dolayisiyla

[Lm’ Ln] N L<Lk+p> = {O}

dir ve [Ly, L,] < Ly, oldugundan

[Lny L] OV L([Ly, Ly]) = {0}

elde edilir. Boylece lemmanin ikinci kisminin ispati tamamlanmis olur. m

Teorem 5.4. L, bir serbest Lie cebiri ve m, n, k, p pozitif tamsayilar olmak iizere L,,,, L, Ly, L,
L nin homojen bilegenleri olsun. O zaman

(i) egerm +n >k +pve (k+p)tmveya (k+p){nise
boyanv Ln]’ [Lkv LPH = bOY[Lma Ln]bOY[Lk’ LP]?

(ii)egerm +n > k+pvem = s1(k+p), n = sa(k + p) olacak sekilde pozitif si, so

tamsayilar var ise

bOYHLﬂ"w Ln]> [Llw Lp]] = bOY[L81 ([Lkv L;D])> LSQ([Lk7 Lp])v [Lk7 LPH
+ (bOY[Lmv LN] - bOY[L81 ([Lk7 Lp])v L82([Lk> Lp])])bOY[Lk7 Lp]’

(i) eger k +p > m+nve (m+n){kveya(m+n){pise

bOY[[Lmv Ln]’ [Lkv LPH = bOY[Lk” Lp]bOY[Lm7 Ln]>

(ivieger k+p > m+nvek = s;(m+n), p = s2(m + n) olacak sekilde pozitif s, s9
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tamsayilar var ise

boy[[Lm, Ln], [Lk, Lp]] = boy[Ls, ([Lim, Ln])s Ly ([Lms Ln]), [Lins Ln]]

+ (bOY[Lk’ Lp] - bOY[LS1 ([Lmv Ln])v L52 ([er LnDDbOY[Lma Ln]
dir.
Ispat (i) Teorem 3.1.de U = [L,,, L, ve V = [Lj, L,| alinirsa

bOYHer Ln]> [Lk> LPH = bOYHLma Ln] N L([Lkv Lp]): [Llﬁ Lp]]
+ (boy[Ln, Ln] = boy([Lm, Ln] N L([L#, Ly])))boy[Lx, Ly

esitligi elde edilir. Boylece (5.7) ile
boy[[Lmv Ln]v [Lka Lp“ = boy{Lma Ln]bOY[Lkv Lp]

dir.
(i) Teorem 3.1. de U = [L,,, L,,] ve V' = [Ly, L, alinarak

bOYHLm7 Ln]> [Lk7 LPH = bOYHLm> Ln] N L([Lkv Lp]): [Llﬁ LP]]

+ (boy[Lp, Ln] = boy([Lp, Ln] N L([L, Lp])))boy Ly, Ly]
elde edilir. (5.6) dan

bOY[[Lm’ Ln]? [Lk’ Lp“ = bOY[LS1([Lk” LP])? LSQ([Lk’ LP])? [le Lp]]

+ (b0y[Lm, L] = boy[Li, ([Lk, Lpl), L, ([Lk, Ly])])b0y[Lis, Ly

elde edilir.
(iil) boy[[ L, Ln), [Lk, Ly)] = boy[[Lk, Lp), [Lm, Ly]] oldugundan Teorem 3.1.de U = [Ly, L,)]
ve V' = [L,, L,] almarak

boy[[Lu, Ln], [Li, Lp]] = boy[Li, Ly[boy[ Ly, L]
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sonucuna ulagilir.

(iv) Teorem 3.1. de U=[Ly, L,| ve V=[L,,, L,,] oldugunu kabul ederek

boy[[Li, Ly, [Lm, Ln]] = boy[[Ly, Ly] O L([Lm, Ln]), [Lm, Ln]]
+ (boy[Ly, L] = boy([Li, Ly] O L([Lu, Ln])))b0y[Lim, L]

elde edilir ve (5.6) dan

boy[[Lm, Ln], [Lk, Lp]] = boy[Lg, ([Lim; L)), Lsy([Lms Lal); [Lins Ln)]
+(b0y[Lk’a LP] - bOY[L&([Lm’ Ln])a Lsz([me Ln])])
boy| Ly, Ly

elde edilir. m
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