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SIMGELER VE KISALTMALAR

Bu calismada kullanilmis simgeler ve kisaltmalar aciklamalar1 ile birlikte asagida

sunulmustur.
Simgeler Aciklamalar
* Siirekli t - norm
0 Stirekli t - conorm
r Indis Kiimesi
card (F) I' kiimesinin kardinalitesi
(X,d) Metrik uzay
B(x,r) Metrik uzayda kapali yuvar
(X, M, *) Fuzzy metrik uzay
(M, *) Fuzzy metrik
By (X.1,t) Fuzzy metrik uzayda agik yuvar
Bwm (x, r,t) Fuzzy metrik uzayda kapal1 yuvar
Tu (M, *) fuzzy metriginin {irettigi topoloji
(X, M, N, *, <>) Sezgisel fuzzy metrik uzay
(M, N,*,0) Sezgisel fuzzy metrik
B(M N) (x, r,t) Sezgisel fuzzy metrik uzayda agik yuvar
Timon) (M, N,*,0) sezgisel fuzzy metriginin iirettigi topoloji
(FM) Fuzzy metrik
( IFM ) Intuitionistic (sezgisel) fuzzy metrik



OZET

YUKSEK LiSANS TEZi

SEZGISEL BULANIK NORMLU UZAYLARDA
ISTATISTIKSEL VE IDEAL YAKINSAKLIK

Necati UYAR

Kirsehir Ahi Evran Universitesi
Fen Bilimleri Fakiiltesi

Matematik Anabilim Dah

Damisman: Prof. Dr. Yilmaz ALTUN

Bu tez ¢aligmasinda, sezgisel fuzzy normlu uzaylarda istatistiksel yakinsaklik kavrami
calisilmigtir. Daha sonra istatistiksel yakinsak diziler icin faydali bir karakterizasyon
verilmistir. Ustelik, tanimlanan bu yakinsaklik metodunun sezgisel fuzzy normlu
uzaylardaki alisilmis yakinsakliktan daha giiclii oldugu orneklerle verilmistir. Ayrica,
sezgisel bulanik uzaylarda I-yakinsaklik ve I-Cauchy dizisi kavramlari tanitilmis ve

calisilmigtir. Ayrica bu kavramlar ile baglantili baz1 6zellikler verilmistir.
Eyliil 2020, 53 Sayfa.

Anahtar Kelimeler: Sezgisel bulanik normlu uzaylar, sezgisel bulanik metrik uzaylar,

istatiksel yakinsaklik, ideal yakinsaklik.
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The concept of ideal convergence includes the concept of statistical convergence that has
been extensively researched in the last two decades.In this article, we describe and study
Cauchy sequences in spaces with intuitive fuzzy norms, the ideal analogue of convergence,

and reveal some properties related to these concepts.
September 2020, 40 Pages.
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1. GIRIS

1965 te Zadeh fuzzy kiime teorisini ilk olarak tanitmistir. Daha sonra pek ¢ok
arastirmact bu teoriyi klasik kiime teorisindeki bilinen sonuglara uygulamislardir. Béylece
bu teori yaklasik kirk yildir aktif bir arastirma (¢alisma) alan1 olmustur. Fuzzy mantik sadece
lineer olmayan dinamik sistemlerin ¢atallanmasi [17], kaosun kontrolii [13], bilgisayar
programlanmasi [16], popiilasyon dinamikleri [4], kuantum fizigi [21], gibi pek cok
miihendislik uygulamasinda kullanilmakla kalmayip metrik ve topolojik uzaylar
[2,12,15,19], fonksiyonlar teorisi [6,18,28], matris ve lineer sistemler ¢alismasi [5,24],
yaklasim teorisi [3] gibi matematigin cesitli dallarinda da kullanilmistir. Ozellikle, fuzzy
topolojisi alaninda pek ¢ok calisma vardir. Aslinda, fuzzy topoloji kuantum pargacik
fiziginde [10,11] ¢ok dnemli uygulamalara sahiptir. Son zamanlarda sezgisel fuzzy metrik
uzay kavarami Park [23] (ayrica bknz [1,25]) tarafindan tanitilmistir. Dahasi, Saadati ve Park

[25] sezgisel fuzzy normlu uzay kavramini vermistir.

Zadeh [25] tarafindan bulanik kiime kavraminin tanitilmasindan sonra, klasik
teorilerin bulanik benzerlerini elde etmek icin biiyiik bir ¢caba gosterilmistir. Digerlerine
kiyasla bulanik topoloji alaninda biiyiik bir gelisme kaydedilmistir. Bulanik topoloji kavrami

kuantum pargacik fiziginde 6zellikle de Noschie [19] tarafindan verilen hem sicim hem de

&” teorisi ile baglantilarinda ¢ok 6nemli uygulamalara sahiptir. Atonassov [1,2,3,4] sezgisel
bulanik kiimeler kavramini tanitmis, Deschrijer ve Kerre [11] de bu kiimelerin bazi
Ozelliklerini tartismislardir. Genellestirilmis bulanik kiime kavramini kullanarak Coker
[5,6,7,8,9] sezgisel bulanik topolojik uzaylar kavramini tanitmistir. Daha sonra bu uzaylar
ve bunlarin genellestirmeleri pek ¢ok yazar tarafindan ¢alisilmistir. Bulanik topolojideki en
onemli problemlerden biri uygun bir sezgisel bulanik normlu uzay kavrami elde etmektir.

Bu problem Saadati ve Park [20,21] tarafindan aragtirilmistir. Ayn1 zamanda, Saadati ve



Park sezgisel bulanik normlu uzaylarda yakinsaklik ve Cauchy dizi kavramlarini tanittilar

ve sonlu boyutlu tiim sezgisel bulanik normlu uzaylarin tam olduklarini ispatladilar.

Reel say1 dizileri i¢in istatistiksel yakinsaklik kavrami birbirinden bagimsiz olarak
Fast [12] ve Schoenberg [23] tarafindan tanitilmistir. Daha sonra ise dizi uzay: agisindan
daha ayrintili incelenmis ve Fridy [13], Salat [22] ve diger pek ¢ok arastirmaci tarafindan
toplanabilme teorisi ile iliskilendirilmistir. Bu fikir (istatistiksel yakinsaklik kavrami) N

pozitif tam sayilar kiimesinin alt kiimelerinin dogal yogunlugu kavramina dayanmaktadir.

Kostyrko et al. [16] istatistiksel yakinsakligin bir genellestirmesi olan I-yakinsaklik
kavramini tanitti. Bu kavrami tanimlamak i¢in N dogal sayilar kiimesinin alt kiimelerinden
olusan I ideal kavramini kullandilar. Dems [10] bu ¢alismay1 devam ettirdi ve bir metrik
uzayda I-Cauchy dizi kavramini tanitti. Ayrica, bir metrik uzayda bir dizinin I-yakinsak
olmasi icin gerek ve yeter sartin o dizinin I-Cauchy dizisi olmas1 gerektigini ispatladi.
Nabiev et al [18] I-Cauchy ve I*-Cauchy dizilerle ilgili bazi 6zellikleri kanitladi.
Giirgal[ 14](Giirdal) I-yakinsaklik kavramini 2-normlu uzaylara, Kumar[17] ise bu kavrami

cift dizilere tagimustir.



Klasik Kiime Fuzzy Kiimeleri

=S
.b ’ \
( .a 1
. .,
~

Karakteristik Fonksiyon y, : X ——{0,1} | Uyelik Fonksiyon U : X ——[0,1]

xa(@)=1 U,(@)=1

24(b) =1 U,(b)=05

xa(€)=1 U,(c)=0
A={a, b, c}

Fuzzy Kiime Ornekleri
1) X={Tirkiye’deki biitiin sehirler}— Evrensel Kiime
A={Niifusu 5 milyonun {izerindeki sehirler}—  Klasik Kiime

B={Kalabalik Sehirler} > 9

Uy : X —[0,1] iiyelik fonksiyonu ile B={(x,U, (x)):x € X | fuzzy
kiimesidir.
x——U, (x)

U (Istanbul) = 1



U; (Ankara) = 0.9

U, (Izmir) = 0.8

U, (Malatya) = 0.5

U, (Bayburt) =0

B ={(Istanbul , 1),(Ankara , 0.9),(izmir , 0.8),(Malatya , 0.5),(Bayburt , 0)}

A={10 yasindakiler}
A={(9,0),(9.5,0.5),(10,1),(10.5,0.5),(11,0)}

»yil

3) A={*“1" e yakin reel sayilar}
VX € Rigin

X , 0<x<1
U,(X)=92-X%, 1<x<2

0 , diger durumlar

Fuzzy Kiimelerinde Kesisim, Birlesim, Komplement

A ve B fuzzy kiimeleri

Kesisim : ANB={(xU,4 (X))} . Upg(x)=min{U,(x),Us (x)}

U(x)
A B
1p------ ST
AnB




Birlesim :

Komplement : ACZ{(X,UAC(X)) ;U (x)=1-U,(x)

ANA" =T
AU A® = X

Zadeh Genisleme Prensibi
f:X——>Y A, X’de bir fuzzy kiimesi olsun.
x——y=f(x)
Genisleme prensibi Y’de bir fuzzy kiimesi tanimlar :

f(A):B:{(y,UB(y)):y: f (x), XGX}

sup U, (x);, ye f(x
Burada U, (y)= f(x)—y{ (9) )

0 , diger durumlarda

Or: A={(-1,05),(0,0.8),(1,1),(2,0.4)} f(x)=x’ : f(A)=B=?



B={(0.U;(0)).(1LUs(1)).(4.Us (4))}

Ug (0) = sup {U,(0)} =sup{0.8} =0.8

£(0)=0

B={(0,0.8),(11),(4,0.4)}

fi X, xX,x.xX,—>Y n'ligenisleme

o — Kesit Kiimeleri

Ac X kiimesi U, : X ——[0,1] iiyelik fonksiyonu ile bir fuzzy kiimesidir.
A={(xU,(x)):xe X} = X x[0,]]

Rastgele bir « €[0,1] i¢in

A" =[A], ={xeX:U,(x)2a} ———>  A’mn a— kesit kiimesi

A kimesine aitlik derecesi a ve lizeri olan

elemanlar kiimesi

v




a, >a, = [A]az <[A]

v

supA={xeX:U,(x)>0}

[A] =A“={xeXU,(x)>af

Aralik Sayis1

[a.&]eR , a<a

a=a = [a,a] ,[22]=2



Fuzzy Sayisi : Bir fuzzy sayisi belirli bazi1 6zellikleri saglayan fuzzy kiimesidir.

Fuzzy Sayilar

A fuzzy kiimesinin bir fuzzy sayis1 olmasi i¢in gerek ve yeter sartlar

1) A normaldir

i) A fuzzy konvekstir.

1ii) Ua st yar siireklidir.

iv) [A], ’m kapanisi kompaktir.

Fuzzy Sayilar1 Kiimesi R; , E' ile gosterilir.
Fuzzy Sayilan

Ac X fuzzy kiimesi asagidaki sartlari saghyorsa fuzzy sayisidir.

i) A normaldir.

3x, € X = A normaldir.
A normaldir < [A] ={xe X :U,(x)21} =

v

i) A konvekstir.
vAie[01]ve WX ye Xigin U, (Ax+(1-2)y)=mindU, (x),U,(y)} konvekstir.

AA .

» | |

konveks konveks degil

A konvekstir < Va €[0,1]igin [A] ={xe X :U,(x) = a}konvekstir.



iii) U, st yart siireklidir.

Vte [0,1] igin {X U, (X) < t} kiimesi ac¢ik olmalidir.

e 0\5\

»
»

V) [A]o, = {X eX:U, (X) > O} kiimesinin kapanigi kompaktir.

A A

v
v

kompakt kompakt degil

Sonug :
Ac X fuzzy sayisidir << Vo e [O,l] i¢in [U ]a bostan farkli, kapali sinirli bir araliktir
e A fuzzy sayisi olmak iizere

[A]a = [A; A;] gosterimini kullanalim.

Vae [O,l] i¢in [A]a = [A; A ] kapali araliktir.



Fuzzy Say1 Ornegi :

A=[-5,-1]]

A 0 , X<-5
iiE -5<x<-1

4 T

U,=

/\1 —1_2X ~1<x<1

-5 -1 1 g o Xx>1
X—+5:a:>X=4a—5 o
A 4 2

v

. . 1 [A]a =[4a—5 1—2a]

a=0 =[A], =[-51]
T, a=05 =[A],, =[-30]
a=1 =[A]=[-1-1]

Teorem: y:[0,1]]——R , B:[0,1]—— R fonksiyonlari

) 7, (0,1] iizerinde azalmayan sol siirekli ve sinirl
ii) B, (0,1] iizerinde artmayan sol siirekli ve simrh
iii) y ve B, a=0"da sag siirekli

iv) 7(1)<B(1)

Sartlarini sagliyorsa yalniz ve yalniz bir A fuzzy sayis1 vardir 6yleki

Va €[0,1]igin [A], [;/ (a):ldir.

A’nin iiyelik fonksiyonu U, (x) =sup{a €[0,1]: 7 (a) < x < B(x)}

10



Fuzzy Sayilar1 Uzerinde Islemler
o — Kesit Kiimeleri A¢isindan

A fuzzy sayisi olmak lizere [A]a = [A; A ]kapah araliktir. Araliklar lizerindeki islemleri

inceleyelim

A=[a, a,] B=[b b,] olmakiizere (b,b, #0)

Toplama: A(+)B=[a,+h a,+b,]

Cikarma : A(-)B=[3,-b, a,-b]

Carpma : A(-)B=[aj nab, nab Aab, ab vab,vab vanb, ]

Bolme: A(/)B=[a, /b ~a /b, rna,/bra,/b, albvalb,va,/bva,lb,]

Tersi : Al:{—A— —v—}

Omek : A=[-35] B=[-27] A(+)B=[-3-2 5+7]=[-5 12]

A(-)B=[-3-7 5+2]=[-10 7]

A()B=[(-3)-(7) (5)-(7)]=[-2138]

Uyelik Fonksiyonlar1 A¢isindan

Toplama: A+B U, (z)= V (U.,(X)AUg(Y))

7=X+Yy

Cikarma: A-B U, ;(z)= V (U,(x)AUg(Y))

z=X-Yy

Carpma: A-B U,;(z)=



Bolme: A/B U, (2)= V (U, (x)AUg(Y))

z=x/y

Minimum: AAB U, (z)= V (UA(X)/\UB(Y))

Z=XAY

Maximum: AvB U, (2)= V (U,(X)AUg(Y))

7=XVvYy

Omek : A={(21),(3,05)} B={(31),(4,05)}

0.5[-{

0.5}

2:243 244 344 A+B={(5"?),(6,?),(7.?)}
3+3

Uns (5)=,V (U, (2)AU, (3) =V (1) =V (1) =1

5=2+3

Urs(6)=V (Ua(2)AUg(4) , U, (3)AUg(3))

= \G/ZZAo.s) . (0541))
=V(0.5,05)=05

Une(7)=_V (U,(3)AU4(4))=V(0.5,05)=05

7=3+4

A+B={(51),(6,05),(7,0.5)}

12



e A ve B fuzzy sayilari iizerinde siralama bagintist tanimlayalim.

A<B < max{A, B}=B
A<B < min{A, B}=A

[a, b]<[a, b,]=a <a, veb<h,
A<B< Va €[0,1] igin [A] <[B]

[a, a; |<[b, b; ]

& Vae[01] icina, <b, ve a; <b;
< kismi siralamalidir. Iki fuzzy sayisinin her zaman kiyaslanabilir olmasi gerekmez.
e Fuzzy sayilarinin toplamaya gore tersi yoktur.

[A]l = [a; a ] fuzy sayisi olmak iizere

[a, a; |+[-a, a; |=[0 0]olacak sekilde | —a, a; |yoktur.

(Rg ,+)bir grup degildir.

13



Fuzzy Sayilar1 Uzerinde Tanimh Metrikler
K, R" nin bos olmayan kompakt, konveks alt kiimelerinin simifi olsun. A€ K olsun. Bir

x € R" noktasinin A kiimesine uzakligi ;

A
d(x, A)=inf {||x—a||:aeA}:i££||x—a|| QM@

A, B e K olsun.

d;, (B,A)=supd(b,A) d;, (A,B)=supd(a,B)

beB acA

dy (AB) \d;(BA

6;(AB)
A B
A=[12] B=[35] olsun. . [ , ]3 [5 ]
d;(B.A)

d;, (AB)=supd(a,B)=[1-3=2

acA

d;; (B, A)=supd(b, A)=[2-5/=3
beB

A ve B kiimeleri arasinda ki Hausdorff uzakligi ;

14



d,, (A B)=max{d; (AB),d} (B,A)}

ax {supd (a,B),supd (b, A)}

acA beB

- max fsupinf | ~bj supin b -]

*(K,dn) tam, ayrilabilir metrik uzaydir.

A=[12] B=[35]
dy, (A,B)=max{d; (A B),d; (B, A)} =max{2,3} =3

d.(AB)=p -]
A B
L ]
L 1
a a b

(8.4 b —a |

A= [a‘ , a+] B= [b_ , b+] araliklar icin

o

d, (AB)= max{ - } olarak tanimlanr.

Her o €[0,1]igin A fuzzy sayisiin ¢ —kesit kiimesi [ A] bos olmayan, kompakt konveks

( yani R de bos olmayan kapal1 bir aralik ) oldugundan Hausdorff metrigi yardimiyla fuzzy

uzerinde metrikler tanimlanabilir.

1)D, : Re xR. —> R U{0}
D, (A.B)= sup dy, ([A], ,[BL)

a<[0,1]

:

= Sup maX{
a€[01]

2)D, 1R, xR, — R U0} (1< p<oo)
) flon 4, 161 o
[i(max{ oo

15




2. TEMEL KAVRAMLAR

Tanim?2.1

*:[0,1]x[0,1]—[0,1] ikili islemine asagidaki sartlar1 sagliyorsa siirekli bir t-norm adi verilir.
1) = ikili islemi birlesme ve degisme 6zelliklerini saglar.

i) = siireklidir.

iii) Her ae[O,l] icin a*1=a dir.

iv) Her a,b,c,d €[0,1] i¢in a<c ve b<d oldugunda a*b<c=d dir.

Tanim?2.2

0:[0,1]x[0,1] =[0,1] ikili islemine asagidaki sartlar1 sagliyorsa siirekli bir t-conorm adi

verilir.

(1) ¢ ikili islemi birlesme ve degisme 6zelliklerini saglar.
(it) ¢ streklidir.

(iit) Her ae[O,l] icin a00=a dir.

(iv) Her a,b,c,d €[0,1] icin a<c ve b<d oldugunda adb <c0d dir.

Ornek olarak her a,be[0,1] i¢in a*b=ab, axb=min{a,b},a0b=min{a+b,1}

ve adb =max{a,b} islemleri verilebilir.

16



Tanim 2.3

V bir vektor uzayi, * siirekli bir t norm, ¢ siirekli bir t-conorm ve p, 9 da VX (0, o) lizerinde

fuzzy kiimeleri olmak {izere her x, y € V ve s, t > 0 icin asagidaki sartlar1 saglayan bulanik

kiimeler ise (V, W, 9, *, 0 ) siral1 beslisine sezgisel fuzzy normlu uzay (SFNU) denir.
a)  uxt)+9xt) <1,

b)  u(x,t) >0,

c) u(x,t)=1 ancak ve ancak x=0,
t

o]

e)  wu(xt)xu(y,s) < p(x+y,t+s)

d) Her a0 i¢in p(aX,t)=p(x,—)

) u(x[) : (0,00)—>[0,1] siirekli,

9) lim p(x,t)=1ve lim p(x,t)=0
t—ooo t—0

h) 9(xt)<1
i)  9(x,t)=0 ancak ve ancak x=0

j)  Her o0 igin 3(ax,t)= 19(X,|t—|)
a

K} 9(x1t)03(y,s) = J(x+y,t+s)
) 9 (x0) : (0,00)—>[0,1] siirekli,

m) lim 9(x,t)=0ve lim 9(x,t)=0
t—ooo t—0

Bu durumda (g, 9)ya sezgisel fuzzy norm denir. Standart bir 6rnek olarak asagidakini

verebiliriz:

17



(V,[I) bir normlu uzay ve her a,be[0,1] i¢in a*b=ab,a0b=min{a+b,1} olsun. Her

X€EV ve tiim t > 0 i¢in

t
t+]x]

||

t+{x|

Ho (X.t)= ve Jo (X, t)=

olarak alinirsa (V, x4, 3,%*,9)bir sezgisel fuzzy normlu uzaydir.

Tanim?2.4

(V. 1, 3% 0)bir SFNU ve x=(x,)bu uzayda bir dizi olsun. Eger here >0 vet>0 i¢in
her zaman k >k, oldugunda p(x, —L,t)>1—¢ ve 3(x, —L,t) <eolacak sekilde bir ky € N
dogal sayis1 mevcutsa x=(x ) dizisi (u,9)sezgisel fuzzy normuna gére LeV ye

yakinsaktir denir.

Tanim?2.5

(V, #, 8,%0)bir SFNU ve x=(x,) bir dizi olsun. Eger her £>0vet>0i¢in k,m=>k,
oldugunda p(x, —Xp.t)>1-¢ ve $(x; —X;,t) <& olacak sekilde bir Ky € N dogal sayist

mevcutsa x = () dizisine (z,9) sezgisel fuzzy normuna gore bir Cauchy dizisidir denir.

Tanim?2.6

Bir tiggensel norm veya bir t-norm, [0,1] kapali aralig1 lizerinde tanimli, siirekli, degismeli,
birlesmeli, azalmayan ve 1 birim elemanina sahip olan bir ikili iglemdir. Bir bagka deyisle

her a,b,c,d €[0,1] igin
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i) axl=a;

i) axb=Db=a;
lii)c>aved>Dbikencx*d >ax*b;
iv) (a*b)*c=a=*(b*c)

ozelliklerini saglayan *:[0,1]x[0,1] —[0,1] stirekli doniisiimiine bir t-norm ad1 verilir.

Tanim?2.7

Bir tiggensel konorm veya bir t-konorm, [0,1] kapali aralig1 iizerinde tanimli, siirekli,
degismeli, birlesmeli, azalmayan ve 0 birim elemanina sahip olan bir ikili islemdir. Bir bagka

deyisle her a,b,c,d e [0,1] i¢in

i) ab0=a;

i) adb =boa;

lii)c>a ve d >b iken cOd > adb;
iv) (adb)0c = ad(bdc)

ozelliklerini saglayan ¢:[0,1]x[0,1] —[0,1] siirekli doniisiimiine bir t-konorm adi verilir.

Tanim?2.8
X bir vektor uzayi, * siirekli bir t-norm, ¢ siirekli bir t-konorm ve z,.9; X x(O, oo)

tizerinde bulanik kiimeler olmak tizere her X,y € X ve s,t >0 i¢in asagidaki sartlar1 saglayan

beslisine bir sezgisel bulanik normlu uzay (kisaca SBNU) denir.

i) u(xt) + I(xt) <1
i) u(xt) >0
iii) x=0ise u(x,t)=1;

iv) Hera=0icin u(ax,t)= ,u(x,ﬁ;|);

V) u(xt)*u(y,s) < u(x+y,t+s);
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vi) p(x[) : (0,00)—[0,1]stirekli;
vii) tli_)rgy(x,t):lve !i_r)rgu(x,t)zo;
viii) 9(x,t)<1;

ix) x=01ise 9(xt)=0;

t
|a|
Xi) (x,t)0u(y,s) = u(x+y,t+s);
xii) 9 (x,0) : (0,00) = [0,1]stirekli;
xiii) lim 3(x,t) =0 ve lim9(x,t)=1.

t—0 t—0

x) Hera=0icin J(ax,t)= 9 (x,—);

Bu durumda ( z, 9) ikilisine sezgisel bulanik norm adi verilir.

Ornek 2.1

(X, |]}) bir normlu uzay ve her a,b [0,1] igin a*b=abve adh=min{a+b,1}olsun. Her

xe X vet>0igin

t I
)= (X, t)=
O = e 2=

bigiminde tanimlansin. Bu durumda (X, 2, 3, *,¢) beslisi bir SBNU dur.

Tanim?2.9

(X, 9, *,0) bir SBNU ve x= (xn),terimleri X uzayinin elemanlarindan olusan bir dizi
olsun. Eger her € > 0 ve t >0 i¢in n > m oldugunda ,u(xn —&,t)>1-¢ ve 9(x, —(f,t) <&

olacak bigimde pozitif bir m tam sayis1 varsa x =(x, ) dizisi &e X , elemanna (z, 9)

sezgisel bulanik normuna gore yakinsaktir denir. &elemanma ( ,u,S) sezgisel bulanik

normuna gore alisilmus limiti denir ve (z, 9)—limx, =¢& ile gosterilir.
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Tanim?2.10

(X, 1,8,%0) bir SBNU ve x= (Xn),terimleri X uzayinin elemanlarmdan olusan bir dizi
olsun. Eger her ¢ > 0 ve t >0 igin Nn,m>m, oldugunda s(X,-x,,t)>1-¢ ve
(X, — Xy, t) <eolacak bigimde pozitif bir M, sayisi varsa x =(x,) dizisi (u,9)sezgisel

bulanik normuna gore Cauchy dizisidir denir.

Tanim?2.11

X bostan farkli bir kiime olmak tizere | < P(x) smufi

) el
ii) Her A, BelicinAuBel;
iii) Her Acl veBc AicinBell

sartlarin1 sagliyorsa I sinifina X iizerinde bir idealdir denir.

Tanim?2.12

X bostan farkli bir kiime olmak iizere bostan farkli F — P(X) sinifi

i) JeF,;
ii) Her A, BeF icin AnBeF;
iii) Her AcFveBo>AicinBeF

sartlarin1 sagliyorsa F smifina X {izerinde bir siizge¢ denir.

Eger | #J ve X ¢ 1 ise | idealine agikar olmayan ideal ad1 verilir.

X tizerinde asikar olmayan bir | — P ( X) ideali tiim tek nokta kiimelerini kapsiyorsa yani

{ {X} : x € X } kiimelerini kapstyorsa I idealine uygun ideal ad1 verilir.

Asagidaki 6nerme ideal ve silizge¢ kavramlari arasindaki iliskiyi ifade etmektedir.

21



Onerme 2.1

| = P(X) asikar olmayan bir ideal olsun. Bu durumda
F=F()={M cN:M =X-A Ael}simfi X iizerinde bir siizgectir.

F = F(l) simifina I ideali ile baglantili siizgeg ad1 verilir.

Tanim 2.13

| = P(N) bir uygun ideal olsun. Iidealine ait say1labilir ve ikiser ikiser ayrik her { A, A;,...}

kiimeler ailesi igin AAB, (ie N) bir sonlu kiime ve B= (U B; j el olacak bigimde
i~1

sayilabilir bir {B,, B,,...} kiimele ailesi var ise I ideali (AP) sartin1 sagliyor denir.

I, N dogal sayilar kiimesinin alt kiimelerinin bir uygun idealini temsil edecektir.
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3.SEZGISEL BULANIK NORMLU UZAYLARDA ISTATISTIKSEL
YAKINSAKLIK

Bu boliimde sezgisel fuzzy normlu uzayda istatiksel yakinsaklik tizerinde durulmustur.

Bunun igin ilk olarak istatistiksel yakinsaklik kavramini hatirlayalim.

K, N dogal sayilar kiimesinin bir alt kiimesi olsun,

5(K)=lim 1\{kgn:k eNj|

n—o N

limiti mevcut ise bu limite K kiimesinin asimptotik yogunlugu denir. Burada |B|, B

kiimesinin kardinalitesini gostermektedir.

X= (Xk) say1 dizisi olsun. Eger & >0 i¢in §{k :|Xk - L| > g} =0 oluyorsa x dizisi L sayisina

istatistiksel yakinsaktir denir. St—limx =L ile gosterilir.

Yakinsak her dizi ayn1 degere istatistiksel yakinsaktir, fakat bunun tersi dogru degildir.

[14,22] de aksi duruma bir 6rnek bulunabilir.

Tanim3.1

Vv, u, 8% 90)bir SFNU ve x:(xk) bir dizi olsun. Eger her ¢ >0 ve t > 0igin
S{k e Nip(x, —L,t)<l-£ veya 9(x, —L,t) 2} =0...(1)

veya
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Iim%{k < n:u(xk — L,t) <l-¢ veya 19(Xk — L,t)ZE} =0
n

olacak sekilde bir L sayisi varsa x=(x, ) dizisi (s, 9)sezgisel fuzzy normuna gore L ye

yakimsaktir denir. st, o —limx =L ile gosterilir ve L ye st, ;,—limit denir.

(1) denklemi ve yogunlugun iyi bilinen 6zellikleri kullanilarak, asagidaki lemma elde edilir.

Lemma 3.1

V, u, 3% 90)bir SFNU olsun. Bu durumda her &>0vet>0 igin asagidaki durumlar

birbirine denktir.

) st o—limx=L

i) o{keNp(x, —Lt)<l-gf=5{keN:9(x, —L,t)>&} =0
itf)  o{keNm(x, —Lt)>1-g ve 9(x, —L,t)<e} =1

iv)  o{keNm(x, -Lt)>1-¢g}=5{keN:g(x, —Lt)<e}=1ve

v)  st—limu(x —Lt)=1ve st—lim&(x, —L,t)=0

Teorem 3.1

V, u, 3% 90)bir SENU olsun. Eger X=(xk) dizisi (y,19) sezgisel fuzzy normuna gore

istatistiksel yakinsak ise bu durumda st , ; —limiti tektir.
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ispat:
st,qo—limx=1L; ve st, o —limx=L, oldugunu varsayalim Verilen bir &> 0says1 igin bir

r>0 sayismi(1-r)*(1—r)>1—¢ ve ror < golacak sekilde segelim. Bu durumda herhangi

bir t > 0 icin asagidaki kiimeleri tanimlayalim.
Koa(rt)={neN:u(x,—L,t)<i-r}, K,,(rt)={neN:u(x,-L,t)<i-r}
Kga(r,t)={neN:9(x,-L,t)=r} Koo (rt)={neN:9(x,—Lyt)=r}

st, o —limx =L oldugundan her t >0 igin
5{K,1(&.t)} =5{Ky(21)} =0

dir. Benzer bigimde st,, ; —limx =L, oldugundan her t> 0 igin
5{K,,(&.t)}=5{Kg,(&t)} =0

dir. Simdi

K, (6:1)={K,1(6.) UK, (e,)} n{Kga (6, 1) UK, (2,1)}

olsun. Bu durumda 5{ N/K, g (5,t)} =1 olmasini saglayan 5{ K. (g,t)} = 0 esitsizliginin
saglandigini gosterelim. ke N/K g (g,t) ise, bu durumda iki durum s6z konusu olabilir.

Bunlardan ilki k € N /{Kﬂyl(g,t)u K2 (8,t)} olmas1 durumu, ikincisi ise

keN /{Kgyl(g,t)u Kg. (S,t)} olmasidir. Ilk olarak keN /{Kﬂll(g,t)u K2 (g,t)}

durumunu diisiinelim. Bu durumda
t t
,u(Li—Lz,t)Z,u(xk —Li,zj*,u(xk —L2,§j>(1—r)*(1—r)

yazilabilir. (1—r)*(1—r)>1-¢ oldugundan
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u(L—Lt)>1-6..(2)
elde edilir. £ > 0keyfi oldugundan her t >0 igin (2) esitliginden z(L,—L,,t)=1 elde edilir

Kibu Ly =L, demektir. Diger taraftan, k € N /{Kg'l(g,t)u Kg.2 (8,t)} ise, bu durumda da

9(L, - Lz,t)SS(xk - Ll,%jos(xk - L2,%j< ror

yazilabilir. rOr <& oldugundan 9(L, —L,,t)<¢ elde edilir. &>O0keyfi oldugundan her
t>0 igin 9(L,—L,,t)=0 elde edilir ki buda L, =L, demektir. Dolayisiyla st ,—limiti

tektir.

Teorem3.2

(V, #, &% 0)bir SENU olsun. (z,9)—limx=L ise bu durumda st, , —limx =L dir.

Ispat:
(1,9)—limx =1 olsun. Bu durumda her & >0 ve t >0 igin K > k; oldugundan
u(x —Lt)>1-s ve 9(x —Lt)<s
olacak bigimde bir k; € N dogal sayis1 vardir. Bu ise
{keNm(x, —Lt)<l-g ve 9(x, —Lt)2e}

kiimesinin sonlu sayida elemana sahip oldugunu garanti eder. Dogal sayilarin her sonlu alt

kiimesi sifir yogunluga sahip oldugundan

S{keNip(x, —Lt)<l-g ve 9(x, —L,t) 2} =0
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dir. Boylece istenilen sonug yani st , —limx =L elde edilir.

Teorem 2.3 {in tersinin dogru olmadigin1 asagidaki 6rnekle gosterelim.

Ornek 2.1 (R, |[|) alistlmis norm ile birlikte reel sayr uzay: olmak iizere her a,be[0,1],

a*b=ab ve abb =min{a+b,1} olsun. Her xR ve her t >0 igin

X
t+]X

_ t
_t+|x|

Ho (X.1) ve 9 (x,t)=

fonksiyonlarini alalim. Bu durumda (R, z,.3,%,0) bir SENU dur. x =(x, ) dizisini

Xk:z{l,k:mz,(meN) 3

0 , diger durumlar
seklinde tanimlayalim. Daha sonra 0 < & <1 ve herhangi bir t >0 i¢in
Ky (&t)={k<n:u(x,t)<l-z veya 4 (x,t) > &}

kiimesini olusturalim.

Kn(g’t):: k<n: <l-¢veya |Xk| >& :{kSn3|Xk|28—'t>o}
t+|xk| t"'|Xk| l-¢
={kSn:xk=1}:{k3n:k:m2vemeN}

oldugundan

ﬁ

%|Kn(g,t)|:%‘{ksn:k:m2ve meN}‘g
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yani Iiml‘Kn(e,t)‘:Odlr. Tanim 2.1 geregince St(ﬂo %)—IimX=0 elde edilir. Ancak,
nn !

x=(x,) dizisi Lemma 4.10, [25] geregince (R,|[]) normlu uzayinda yakimsak degildir.

Boylece x dizisi ( Hy, Sy ) sezgisel fuzzy normlarina gore yakinsak degildir.

Teorem3.3

(V, 4 9%0)bir SFNU olsun. st ,—limx=Lancak ve ancak &{K}=1 ve

neN

,3)—limx, =L yani (u,4)-limx,_ =L olacak bicimde dogal sayilarin bir K ={k
H nek M n Kn n

artan indis dizisinin mevcut olmasidir.

Ispat:

(=)st,, 4 —limx =L oldugunu varsayalim. Herhangi bir t >0 ve jeN igin

Kﬂyg(j,t)::{n eN:u(x, —L,t)>1—% ve (X, —L,t)<%}

kiimesini alalim. Bu durumda, t>0ve je N igin

K,s(i+Lt)cK, ,(]j.1)...(4)

dir. st, , —limx = L oldugundan 5{K,,(j.t)} =1...(5) dir. Simdi p,, K, ,(Lt) kiimesinin

keyfi bir sayis1 olsun. Bu durumda (5) esitligi geregince her N = p, i¢in

1 1 1 1
H{k <n:u(x —L,t)>l—§ ve 9(x, _L’t)<5}>§

olacak bigimde bir p, e K, ,(2,t),(p, > p,) saysi vardir. Ustelik, yine (5) esitliginden her

n= p,; icin
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%{k <n:u(X —L,t)>1—% ve 9(X, —L,t)<%}>§

olacak bigimde bir p, €K, ,(3,t),(p, > p,) sayis1 vardir. Bu sekilde devam ettirildiginde

p; €K, 4(J,t) veher n>p; icin

~171 (s)

%Hkgn:y(xk—L,tbl—l_ve S(XK—L,I)<£_} J

J J

esitsizligini saglayan dogal sayilarin bir { p; } , artan indeks dizisi olusturulabilir. Simdi K

Je

artan indis dizisini
K:=={neN:l<n< pl}u[jLEJN neK,,(j.t):p;<n< pm}...(?)

seklinde olusturalim. Bu durumda (4), (6) ve (7) esitlikleri beraber diisiiniildiigiinde her n

( p;=n< pj+1) i¢in

>—

%\{k <nike K}‘Z%HK <nip(x —Lt)>1-Sve 9(x, -L,t)<l_} :

J J

. 1 .
sonucuna ulagilabilir. Dolayisiyla & {K} =1 dir. £>0 olsun. T< ¢ olacak bigimde jeN

sayist se¢elim. Ayrica n>9; ve neK oldugunu varsayalim. Bu durumda, K kiimesinin
tanim geregince, %, <n<4 ., veneK ,4(j,t) olacak bigimde bir m> j sayis1 vardir.

Dolayistyla, her £>0,n>9; ve ne K igin

p(x, - L,t)>1—%>1—g ve 9(x, —L,t)<%<g

dir. Buise (x, 9)—limx, =L oldugunu gésterir.
neK
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(<)6{K}=1 ve (u,9)-limx, =L olacak bigimde dogal sayilarm artan bir indeks

neK

dizisinin K ={k,} _ oldugunu varsayalim. Bu durumda, her &>0 ve n>n, oldugunda

p(%, —L,t)>1—& ve $(x, —L,t)< e esitsizlikleri saglanacak bigimde bir ny sayisi vardr.
Simdi
M, (&:t)={neNm(x,—Lt)<l-¢ veya $(x, - L,t)2¢}
kiimesini tanimlayalim. Bu durumda
M0 (£:t) N ={ky  Kep 1Ko}
dir. 5{K} =1oldugundan
SN = {Keg K1 Koz} =0 = 8{M, 5 (5,1)} = 0

dir. Béylece st, o —limx =L elde edilir.

Son olarak, sezgisel fuzzy normlu uzaylarda istatistiksel Cauchy dizi kavrami tanitilmis ve

bir karakterizasyon verilmistir.

Tanim3.2

(V, #, 8,%0)bir SFNU ve x=(x,) bu uzayda bir dizi olsun. Her £>0 ve t >0 igin
S {k e Nip(x, =X, t) <1—g veya (x, —X ,t)2£} =0

olacak bigimde bir m € N sayis1 mevcut ise x = (%, ) dizisine (x,$) sezgisel fuzzy normuna

gore bir istatistiksel Cauchy dizisi denir.

Teorem 3.3 {in ispat teknigine benzer bir metot kullanilarak asagidaki sonug elde edilebilir.
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Teorem3.4

V, 1, $*9)bir SFNU ve x= (Xk) da terimleri V vektdr uzayma ait olan bir dizi olsun.

Bu durumda, asagidaki kosullar birbirine denktir:

a)X, ( )7 9) sezgisel fuzzy normuna gore bir istatistiksel Cauchy dizisidir.

b) 5{K}=1ve {an }nEN alt dizisi (u,9) sezgisel fuzzy normuna gére bir Cauchy dizisi

olacak bigimde dogal sayilarm artan bir K = {k,} _ indis dizisi mevcuttur.
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4.SEZGISEL BULANIK NORMLU UZAYDALARDA IDEAL
YAKINSAKLIK

Bu bolimde SBNU I-Yakinsaklik kavrami tanitilmis ve bu kavramin bazi &zellikleri

calisilmastir.

Tanim4.1
| ©P(N) asikar olmayan bir ideal, (X, p, 9, *, ¢ ) bir SBNU ve x =(x, )terimleri X uzaymin

elemanlarindan olusan bir dizi olsun. Eger € > 0 ve t >0 i¢in

{neN:u(x,—&t)<l-c veya 9(x,—&t)2¢)

kiimesi I idealine ait ise x=(x,) dizisi &e X e (u,9) sezgisel bulanik normuna gére I-
yakinsaktir denir. Bu durumda & elemanma, (4,9) sezgisel bulamk normuna gore I-limiti

denir ve I(y,&) —limx, =¢ ile gosterilir.

Ornek 4.1

(@) lailesi I={Ac N: A4 sonlu bir kiime} olarak alinirsa bu durumda I, N tizerinde bir

uygun ideal ve karsilik gelen I-yakinsakliginmn, ( ,u,19) sezgisel bulanik normuna gore

yakinsaklik ile ¢akisir.
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(it) 1 ailesi I={Ac N: J[A)=0} olarak alinirsa bu durumda I, N iizerinde bir uygun ideal
ve karsilik gelen I-yakinsaklik, SBNU da istatistiksel yakinsaklik ile ¢akisir.

Teorem 3.1 yardimiyla asagidaki teorem yazilabilir.

Teorem 4.1

(X, 1, 9, *,0) bir SBNU ve x= (xn )» X uzayinda bir dizi olsun. Bu durumda her bir £ > 0

ve t >0 i¢in agsagidaki durumlar birbirine denktir.

i) I(#ﬂ)_,!mx“ =¢;

i) {neN:u(x,-&t)<l-glelve {neN:9(x,-&t)zefel;
i) (neN:u(x,—&t)>1-& ve 9(x,—&Et)<efeF(1);

iv) {neN:u(x,-&t)>1-gleF(1) ve {neN:9(x,-&t)<efeF(I);

V) I =limu(x, =&, t)=1ve | —lim 9(x, —&,t)=0.
N—o0 nN—o0

ispat:

(i), (i), (ii1), (iv)ifadelerinin denkligini ispat etmek kolaydir. Bu sebeple, sadece (it) ve (V)

ifadelerinin denkligini ispat edecegiz. (it) nin saglandigini kabul edelim.

Her & > 0 ve t >0 icin
{ne N z]e(%, —;‘,t)—l|25}:{ne N (X, —& )21+ efo{neN:u(x, —& 1) <1-&}
ve ¢ >0 icin
neN:u(x,-&t)21+e)=Del

oldugundan (it) ifadesi de goz 6niine alindiginda
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{n eN :‘,u(xn —f,t)—l‘ Zg} el
elde edilir. Dolayisiyla | — lim z(x, —&,t) =1 bulunur.
N—o0

Benzer olarak, her ¢ > 0 ve t >0 i¢in
{neN:|8(x,—& ) -0z ) ={neN:9(x,—& )2 s} u{ne N1 #(x, —& 1) <z}
ve
{neN:9(x,-&t)<—e}=Del
oldugundan | - lim 9(x, ~£,) = 0 elde edilir. Ayrica (v)=> (ii) Snermesinin saglandig: da

agiktir.

Teorem 4.2

(X, u, 9, *,0) bir SBNU ve x=(x,), X uzaymnda bir dizi olsun. Eger (x,) dizisi (u,9)

sezgisel bulanik normuna gore I- yakinsak ise bu durumda (x, ) dizisinin |(.9) -limiti tektir.

Ispat:

(x,) dizisinin |(1,9) —Iirfn X, =& Ve |(1,9) —Iirfn X, =n olacak bigimde farkl iki I(M)-
limiti oldugunu varsayalim. ¢ >0olsun. r > 0 sayisini
(I-r)x(1-r)>1-everor<e...(1)

olacak bigimde segelim. t > 0 i¢in

Ki={neN:u(x,—&t)<l-r},K,={neN:9(x,—&t)>r}
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Ke={neN:u(x,—nt)<l-r}, K, ={neN:3(x,—nt)2r|
ve

K =(K, UKg)n (K, UK,)

|(.9)

kiimelerini tanimlayalim. (9) ~ limx, =& ve
! n

—limx,, =7 oldugundan
n

K1, K,, K3, K, ve K kiimelerinin hepsi, | idealine aittirler. Boylece K nin F(l) iizerinde

bostan farkli bir kiimedir. m e K€ olsun. Bu durumda
me Ky NKS veya me KF nKS
dir.
Durum (i). me KE nKS olsun. Bu durumda ,u(xm —5,%) >1-r, y(xm —77,%) >1-r
olup, boylece (1) geregince
y(ﬁ—n,t)z;{xm —rf,—j*,u(xm _n,%j>(1_r)*(1_r)>1_g

elde edilir.

& > 0 keyfi secildiginden igin, her t > 0 i¢in 4(& —n7,t) =1 bulunur. SBNU taninu goz Gniine

alindiginda
c-n=0=¢=n
bulunur.
Durum (it). me K$ nKS olsun. Bu durumda S(Xm —5,%) <r, S(Xm —n,%j <r olup, (1)

geregince

$(E-n,t)< S(Xm —5,%)03(xm —77,%]< ror<e
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elde edilir. £ >0 keyfi secildiginden her t > 0 i¢in $(& —7,t)=0bulunur. SBNU tanim goz
Oniine alindiginda
c—n=0=¢=n
bulunur.
Her iki durumdan da &=nelde edildiginden bir (x,) dizisinin I(ﬂyg)-limitinin tek

oldugu sonucuna ulagilir.

Teorem 4.3

(X, 1, 9, *,0) bir SBNU ve x=(x,), y=(Y,)de X uzaymnda iki dizi olsun.

i) (u,lsl)—rlli_r)rgoxn =¢£ ise bu durumda, I —limx, =¢& dir.

’u'g) n—oo

i) 1,9~ limx, =& ve 1, _r!'_To Y, =7 ise budurumda 1, _r!i_To(X” +Y,)=(&+7)

N—o0

dir.

iit) | —lim x, =& ve a herhangi bir reel say1 ise bu durumda |
(/1,3) n—o n (

—lim ax, = a.£dir.

,u,.9) n—ow

Ispat:
(). (,u,19)—rlli_r)£1oxn =¢& olsun. Bu durumda her € > 0 ve t >0 i¢in n>moldugunda
u(x,—&t)>1-¢ ve 9(x,—&,t)<e olacak bigimde pozitif bir m tam sayis1 vardir.

A= {n eN:u(x,—&t)<l-¢ veya §(x, —&,t) > 8} {1,2,3,....m—1} kiimesi tarafindan

kapsandigindan ve | ideali bir uygun ideal oldugundan Ael dir. Bdylece
|(11.9) —r!mxn = &elde edilir.
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(it). € >0 olsun. Bir r > 0sayisini
(I-r)x(1-r)>1-cverdr<e

olacak bicimde secelim. t > 0 igin

Ky={neN:u(x,-&t)<l-r} K, ={neN:3(x,—&t)2r]

Ke={neN:u(x,—nt)<l-r}, K, ={neN:3(x,—nt)2r|
ve

K =(K, UK3) (K, UK,)

kiimelerini tanimlayalim.

—limx, =& ve |(y,9)_r!LrQYn=77 oldugundan t>0 i¢in K;,K,, K5 K,ve K

(g = im

kiimelerini hepsi | idealine aittirler. Boylece K°kiimesi F(I) iizerinde bostan farkli bir

kiimedir.
K® c{n eN:u((X+Ya)—(E+7m).t)>1—& ve I((x, +yn)—(§+77),t)<g}

oldugunu gostermeliyiz. .Bunun i¢in me K olsun.

Bu durumda
t t t t
y(xm —§,§)>l—r ,y[ym —n,§j>1—r,3(xm —§,Ej< r ve S(ym —n,—j< r

dir. Boylece

(O Y) = (£ 0. 0)2 1 =65 Jo e Y =3 ) () e(2-) 1

ve

(X + Y )—(E+7m),t) < S(Xm —5,%j0y(ym —77,%}< ror < e
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elde edilir. Bu ise
KC c{n eN :,u((xn + yn)—(§+n),t) >1—¢ ve 3((xn +yn)—(§+77),t)<g}
oldugunu gosterir. K¢ e F(1) oldugundan
{n eN:u((%+Yn)—(E+7m),t)>1— ve &((x, + yn)—(§+77),t)<s}
kiimesi de F(I) ya aittir. Dolayisiyla n"L?o(Xn +Y,)=(&+n)bulunur.
(iit). Durum -(i). Eger @ =0 ise bu durumda her £ >0 ve t >0 i¢in
,u(Oxn —0§,t) :y(O,t) =1>1-¢ve 19(OXn —Of,t) = S(O,t) =0<¢

dir. Bu ise (z,9)—1lim0x,=6 oldugunu gosterir. Boylece (i) sikki geregince
nN—o0

l(,9)— lim Ox, =& elde edilir.

n—o0

Durum (it) « # 0 olsun. |(u0) ~ lim x, =& oldugundan her £ >0 ve t>0
! n—oo

A={neN:u(x,—&t)>1-¢ ve 9(x, — & t)<efeF(l) ...(2)
dir. Ispat icin, € >0 ve t >0 igin
Ac{neN:u(x,—&t)>1-¢ ve 9(x, & t) <z
oldugunu gostermek yeterli olacaktir. Bunun i¢gin m € A olsun. Bu durumda
w(x, =& t)>1-eve§(x, —&t)<e

dur. Simdi
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ve

Dur. Dolayisiyla Ac {n eN:pu(ax,—aé t)>1-& ve 9(x, —&,t)< g} bulunur (2) ifadesi

Ve siizgec tanimi géz Oniine alindiginda I( —limax, = o elde edilir.
n

w.9)

Siradaki teoremi vermeden 6nce asagidakileri hatirlatalim. (X, p, 9, *,¢) bir SBNU olsun.

X merkezli ve 0< & <lyaricapli bir B(X,é&,t) agik yuvari t>0igin
B(x,&,t)={yeX:u(x-y,t)>1l-¢ ve 9(x-y,t)<s}
bigimdedir.

A, X in bir alt kiimesi olmak tizere her x€ A igin x(x,t)>1-¢ ve 3(xt)<e olacak

bigimde t >0 ve 0< ¢ <1 sayilari var ise A ya [F-sinirli adi verilir.
(X, u, 9, *,0)bir SBNU olmak iizere tiim IF-sinirh dizilerin uzayi E‘& 9) (X ) ile, tiim IF-

sinirh ve [-yakinsak dizilerin uzayi ise I(“: .9) (X ) ile gosterilir.

Teorem 4.4

(X, 1, 9, *,0) bir SBNU olsun. Bu durumda |(0th9) (X), K?Oﬂylg) (X)uzaymn kapali bir lineer

uzayidir.
Ispat:
Teorem 3.3’ten geregince |(°Z 9) (X) uzaymin é‘(’#’ 9) (X ) in bir alt uzay1 oldugu agiktir. Bu

taktirde teoremin ispatini tamamlamak icin | ("Z 9) (X ) uzayinin kapali oldugunu
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I gy (X)in  kapansi I(C’Zyg)(X)olmak lizere |(O;’9)(X)C|OO (X)

gostermeliyiz. (10.9) (14.9)

oldugundan I(OZ.S) (X)c I(OZ,S) (X)oldugunu ispatlamaliyiz. Bunun igin X € I(OZ,S) (X)

olsun. Bu durumda x merkezli her B(x,r,t)agik yuvari i¢in B(x,r,t)ml("zyg)(x);t@dir.

yeB(x,rt)n I(‘Zg) (X)olsun. t>0 ve &e(0,1)olsun.
Bir r €(0,1) sayisim
(I-r)x(1-r)>1-cverir<e

olacak bicimde secelim. yeB(x,r,t)mI(‘z’g)(X)oldugundan K eF(l)ve her neK igin
t t t t ..
U xn—yn,E >1-r,9 xn—yn,E <r,u yn,z >1-r ve 9 yn,E < r olacak bigimde

dogal sayilarin bir K alt kiimesi mevcuttur.

Bu durumda her n e K igin
p1( Xy t) = p (X, — Y + yn,t)z;z(xn —yn,%j*y(yn,%j>(1—r)*(1—r)>1—g
ve
G(Xy 1) =3(Xy = Yo + Yo 1) < B[Xn —yn,%jo,u(yn,%j< ror<e

dir. Boylece

K<={neN:u(x,t)>1—& ve I(x,,t) <&}

bulunur.K e F(I)oldugundan{n eN:u(x,,t)>1-¢ ve S(Xn,t)<3} e F(I)dir.

Dolayisiyla x € I(O;,g) (X) elde edilir.
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4.1.Sezgisel Bulamk Normlu Uzayda 1" -Yakinsakhk

Bu bolimde, (X, p, 9, *,0) sezgisel bulanik normlu uzayinda I*yakmsakhk kavrami

tanitilmustir.

Tanmm 4.1.1

(X, u, 9, *,0) bir SBNU ve x=(x,)de X uzaymnda bir dizi olsun. Eger K eF(l)ve
(u,S)—r!i_)rgoxkn =¢ olacak bigimde dogal sayilarm bir K={k,k,,..:k <k, <...}alt
kimesi var ise x=(x,) dizisine &€ X’e (u,9) sezgisel bulanik normuna gore I"-
yakinsaktir denir. & elemanina, (X,) dizisinin (z,.9) sezgisel bulanik normuna gére |”-

limiti denir ve |(*#'9) —r!m X, = ¢ ile gosterilir.

Teorem4.1.1

(X, 1, 9, *,0) bir SBNU ve x=(x,), X uzaymda bir dizi olsun. I, 4 — lim x, =¢& ise bu

nN—o0

durumda I, o — Iin;xn =& dir.

n—
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ispat:
I —limx, =¢& olsun. Budurumda K € F(I) ve (g, 9) - limx,_ =& olacak bigimde bir
(1,9) n—oo n n—oo N

bir K ={k;,k,,....k <k, <...} = N alt kiimesi vardir. Bu durumda her & >0ve t > Oigin

n>moldugunda u(x, —&,t)>1-& ve &(x, —&t) <z olacak bigimde pozitif bir m tam

sayisi vardir,
{kn e K: (X, —&t)<1-z ve 9(x —§,t)28} < {kp Ky Ky g}
ve | deali uygun ideal oldugundan
{kn e K: pu(x, —&t)<1-¢ veya 9(x,, —§,t)25} el

dir. Aym1 zamanda K € F(l)oldugundan F(I)silizgecinin tanimi geregince K=N-H

olacak bigimde H e | kiimesi vardir. Dolayisiyla
{neN:u(x,—&t)<l-& veya 9(x, —&t) 2 e} < H U{ky, Ky Ky o}
bulunur. Sag taraftaki kiime I idealine ait oldugundan

{neN:u(x,—&t)<l-s veya 9(x,—&t) 2 6

kiimeisde 1 idealine aittir. Bu durum her &£>0 ve t>0 i¢in saglandigindan

l09) —J\I_I;gj X, =¢& bulunur.

Teorem 4.1’1n tersinin genelde dogru olmadigini bir 6rnek ilegdsterelim.

Ornek 4.1.1

(R,|[]) alistlmis normu ile birlikte reel sayilar uzayr olmak iizere hera,be[0,1] igin

a*b=ab,a0b=min{a+b,1}olsun. xe R ve her t>0 i¢in
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t |X|
to (%, t) = —— ve G, (x,t) = -~
O(X ) " |X| ve O(X ) " |X|

olarak alalim. Bu durumda (R, p, 9, *,¢ ) bir SBNU dur.
Her bir i indisii¢cin N; sonsuz bir kiime ve i = j icin N; N N; = olacak bigimde N dogal

u
sayilar kiimesinin bir ayrigimi N = Ui =1 olsun.

[ee]

p
Il = {A cN:AcC U N;, baz1 sonlu p pozitif tam sayis1 igin}

i=1

olarak aliirsa bu durumda I sinifi N iizerinde bir asikar olmayan uygun idealdir. Simdi bir

x =(x,)dizisini neN igin

seklinde tanimlayalm. Bu durumda Simdi bir n— oo igin g (X,t) b1 v

t+|x|
9 ()=~ 0 dhr. Dolayssiyla Teorem 4.1 d I d
(%, )—r|x|—> ir. Dolaystyla Teorem 4.1 den I, g, — lim x, =0 dur.
Simdi IZu,S)_ limx, =0 esitliginin ~ saglanmadigim ~ gosterelim.  Bunun igin

nN—o0

I ; 09) r!l_To X, =0 oldugunu varsayalim . |” yakinsaklik tanimi geregince K € F(l) ve

(419, %) _rIII_TO %, =0 olacak bigimde bir K ={k;,Kk,....k; <k, <...; = N alt kiimesi vardur.

K eF(l) oldugundan F(I) siizgecinin tanimi geregince K =N —H olacak bigimde bir

H e | kimesi vardir.
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u
Bu durumda H < Ui =1olacak bi¢imde bir pozitif p tam sayisi vardir. Boylece N, K
p

. 1 : )
ve sonsuz ¢oklukta k; € K elemanlari igin X :p—ldlr. Buise (uy,&%)—limx, =0
+ N—oo

olmasi ile gelisir. Dolayisiyla |: 29— lIm X, =0 saglanmaz.
n—o0

Teorem 4.1.2
(X, w, 9, *,0) bir SBNU ve I ideali (AP) sartin1 saglasin. x = (Xn ), X uzayinda bir dizi olmak

tizere | _limx =& ise |, o —limx =& dir.
w9 D S (w8) 5 n 4

ispat:

.9 = lim x, =& olsun. Bu durumda her ¢ >0ve t > 0igin

{neN:u(x,—&t)<l-¢ veya 9(x,—&,t) 2 e} el

dir.k e N ve t >0igin

1 1 1 1
=neN:1-—<u(x, - & t)<l—-———veyat.— < @(x, &, 1)< —
Ak{e AU S <l veyaty (”é)k}

kiimesini tanimlayalim. {A, Az,} ailesinin | idealine ait sayilabilir ve ikiser ikiser ayrik
ailesi oldugu agiktir. Boylece (AP) sart1 geregince, her ie N i¢in AAB; bir sonlu kiime ve
B=UYi=1 olacak bigimde | idealine ait sayilabilir bir {B,B,,...} kiimeler ailesi vardr.

B e I oldugundan F(I) slizgecinin tamamindan K = N —B olacak bigimde F(l) sinifinda bir

K kiimesi vardir. Teoremi ispatlamak igin(x,) . altdizisinin & ye (u,9) sezgisel bulanik
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normuna gore yakinsak oldugunu gostermek yeterli olacaktir. Bunun i¢in 7>0vet>0

i 1 .. .
olsun. Pozitif bir q tam sayisini a < n olacak bicimde segelim. Bu durumda

{neN:u(x,—&t)<l-n veya 9(x,—&,t) 27|

c{n eN:u(x, —§,t)§1—% veya (X, —§,t)2é}

gq+1

CUA

dir. Her i =1,2,3,...,g +1i¢in AAB; sonlu kiime oldugundan

g+l

(qtlei]m{ne N :nZnO}:(U AiJm{ne N:n>ny}
i-1 i1

olacak big¢imde pozitif bir nytam sayisi vardir. n>n, ve ne Kise n¢ Bdir. Boylece

q+1
ne| JB; vedolayisiyla ne U A dir. Buradan her n>n, ve ne K igin, p(x,—¢&,t)>1-n
i=1

ve 9(x, —&,t) <nelde edilir. Bu durum her 77 >0 ve t > Oigin Ia‘yg) —lim x, =& bulunur.
n—oo

Teorem 4.1.3

(X, 1, 9, *,0) bir SBNU olsun. Bu durumda X uzaymin herhangi bir x = (X, )dizisi i¢in

asagidaki kosullar birbirine denktir.

i) 1, o —limx, =

I) (14,9) N 5

it) 9, X'in sifir(birim) eleman1 olmak iizere X uzaymnda X=y+2z, (¢, $-limx=¢& ve
nN—o0

{neN:z, =06} el olacak bigimde y=(y,) ve z=(z,) dizileri vardir.
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Ispat:
(i) sikkinin saglandigini kabul edelim. Bu durumda

KeF(l) ve t(x,%)—lim Xy, =£...3)

olacak bigimde dogal sayilarm K ={k;,k,,..;k <k, <..} alt kiimesi vardir.

y=(Yn) Ve z=(z,) dizilerini

X, ;nekK
y:
" & ;neK€

ve her ne N icin z, =(x,)—(,)bi¢iminde tammlayalim. ne K ve her ¢>0,t > 0icin
t(y,—&t)=1=1-¢ ve 9(y,—&t)=0<edur. Bu ise (3) ifadesi ile birlikte
(4, 19)—r!i_r)2 y, =& oldugunu gosterir. {ne N : z, # 8} = K® oldugundan{ne N :z, = 0} € |
dir.

(it) sikkinin saglandigin1 kabul edelim. K :{n eN:z, = 6?} olsun. Acikca K e F(l) ve
dolayistyla simirsiz kiimedir. (aksi durumda I idealine ait olurdu). K = {k; k,,...:k <k, <...}

olsun. x_ =Yy, ve (y,g)—rl]m y, =& oldugundan (g, 3)—r!Lnl X, =¢& dir. Bu ise

|E;,,g) - r!l_To X, =& oldugunu gosterir.

Teorem 4.1.4

(X, 1, 9, *,0) bir SBNU olsun. Ia’fg) (x), tiim smurl ve |” -yakinsak dizilerin uzay1 olmak

iizere I(*fg) (X) = Iag) (x) dir.
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ispat:

I(irgy (X) 1,9y (X) ve Teorem 4.4 geregince l(,, g (X), /7, 4 (X) uzaymmn kapali bir alt
uzayr oldugundan 1,7 (X) <1}, 4 (X) dir. Simdi 17, 4 (X) < 1(;7 (X) oldugunu
ispatlamaliyiz. ~ Bunu  ispat  etmek  igin, her yelg g (X) ve 0< ¢ <ligin
|9y N B (v,&,t)=Doldugunu ispatlamak  yeterlidir. yel (1.9) (x)  oldugundan

Loy — IIm Yo =&olsun. re(0,&) keyfi secilsin. 1, o IIm y, =& oldugundan

A={neN:u(y,—&t)<l-r ve 9(y,—&t)=r)el
ve
A®={neN:u(y,—&t)>1-r ve 9(y, - & t)<rfeF(l)

dir. Bir x:(xn) dizisini

AC
X = & ,ne
Y, ,neA

bi¢iminde tanimlayalim.

Bu durumda X e fc(x;,‘g) (X), 19— lim x, =& ve xeB(y,e,t)oldugu agiktir. Dolayistyla

n—o0

I (g NB( Y, &,t) = D elde edilir.
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4.2.Sezgisel Bulanik Normlu Uzayda | Ve | -Cauchy Dizileri

Bu bélimde, (X, u, 9, *,0) sezgisel bulanik normlu uzayinda | -Cauchy ve | -Cauchy

kavramlart tanitilmis ve ¢alisilmigtir.

Tanim 4.2.1

(X, u, 9, *,0) bir SBNU ve x= (xn) de terimleri X uzayinin elemanlarindan olusan bir dizi

olsun. Eger her £ >0 vet >0 igin
(NeN:u(X =Xy t)<l—g Ve (X, =X, t) 2 &} el

olacak bi¢imde pozitif bir m sayis1 varsa x =(x, )dizisine (z, 9) sezgisel bulamk normuna

gore 1-Cauchy veya I(ﬂ’ 9) -Cauchy dizisi denir.

Tanim 4.2.2

(X, 1, 9, *,0) bir SBNU ve x=(x,), X uzaymda bir dizi olsun. Eger K e F(I) ve (an)
alt dizisi (u,9) sezgisel bulamk normuna gére bir Cauchy dizisi olacak bigimde bir
K ={ky,ky,...0k <k, <...} = Nalt kiimesi varsa x=(x,) dizisine (z,9) sezgisel bulanik

normuna gore | -Cauchy veya 1(,.9 - Cauchy dizisidir.
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Teorem 4.2.2

(X, 1, 9, *,0) bir SBNU ve x=(x,), X uzayinda bir dizi olsun. (X, ) dizisi |’

(19) -Cauchy

dizisi ise ayn1 zamanda I(ﬂ,g) -Cauchy dizisidir.

Teorem 4.2.3

(X, 1, 9, ¥,0) bir SBNU ve | ideali (AP) kosulunu saglasin. Eger x =(x, ) dizisi X uzayinda

*

bir I(N) -Cauchy dizisi ise bu durumda I(M)

-Cauchy dizisidir.

(X, W, 9, *, ) sezgisel bulanik normlu bir uzayinda, I( w.9) -yakinsak dizilerin I(ﬂy 9) -Cauchy

dizisi olduklar1 asagidaki teoremde verilmistir.

Teorem 4.2.4
X, 1, 9, *,0) bir SBNU olsun. x=(x,) dizisi X uzayinda | -yakinsak bir dizi ise bu
n (#.9)

durumda (x, ) dizisi I, 4 -Cauchy dizisidir.

Ispat:

x=(x,) dizisinin 1, , -yakinsak oldugunu kabul edelim. Bu durumda 1, 4 —limx, =&

N—o0

olacak bicimde & e X vardir. € > 0olsun. Bir r > Osayisini
(I-r)x(1-r)>1-everdr<e

olacak bi¢cimde secelim. o) — lim x, =& oldugundan her t > Oigin
' n—o0
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A={neN:u(x,—&t)<l-r ve 9(x, - & t)=r}el
dir. Bu ise
D= A ={neN:u(x,—&t)>1-r ve 9(x, - & t)<rfeF(I)

olmasmi gerektirir. me A®olsun. O zaman her t>0 igin u(x,—&t)>1-r ve

9(x, —&,t) < rdir,
t > 0icin
B={neN:u(x,—X,t)<l-& yada 9(x, =X, t)=&}

olarak alinirsa teoremi ispatlamak i¢in B kiimesini A kiimesi tarafindan kapsandigini ispat

etmek yeterli olacaktir.n € Bolsun. Bu durumda her t>0 igin x(x, —X,,t)<l-¢veya

(X, — X, t) = e dur,

Durum (i). Eger (X, —Xy,t)<l—¢ise bu durumda ,u(xn —§,%j£ —r+1ve dolayisiyla

neA dir.

Aksi durumda, yani ;y(xn —5,%) >1-r oldugunda

1-&> u(X, =Xy, t) > ,u(xn —§,%)*,u(xm —5,%} >(1-r)*(1-r)>1-¢
elde edilir ki bu miimkiin degildir. Boylece B = Adur.

Durum (it). Eger $(X, —Xy,t)=>¢ ise bu durumda S[Xn —5,%} >r ve dolaysiyla n e Adir,
Aksi durumda, yani; Eger g(xn —5,%) <r oldugunda
t

£ <Xy =X 1) < S(Xn —§,Ej<>l9(xm —§,%j< ror<e
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elde edilir ki bu miimkiin degildir. Dolayisiyla B — A elde edilir.

Boylece tim durumlar B < Abulunur. (4) geregince Bel dir. Bu(x, )dizisinin I(ﬂﬂg)-

Cauchy dizisi oldugunu gosterir.

Teorem 4.2.5

(X, 1, 9, *,0) bir SBNU ve x=(x,), X uzaymnda bir dizi olsun. Eger (x,) dizisi I(*y,g)'

yakinsak bir dizi ise bu durumda (x,) dizisi I(*ﬂyg) -Cauchy dizisidir.

51



Kaynaklar

[1].  Atanassov, K. T., 1983, Intuitionistic fuzzy sets, VII ITKR Session, Sofia (deposed
in Central Science — Technical Library of Bulgarian Academy of Science, 1697/84) (in

Bulgarian).

[2]. Atanassov, K. T., 1986, Intuitionistic fuzzy sets, Fuzzy sets and systems, 20 (-, No
1, 87-96.

[3]. Atanassov, K. T., 1989, More on Intuitionistic fuzzy sets, Fuzzy sets and systems,33,
No 1, 37-45.

[4]. Atanassov, K. T., 1999, Intuitionistic fuzzy sets: Theory and Applications, Studies in
fuzziness and soft computing, Vol. 35, Heildelberg, New York, Physica — Verl., .

[5]. Coker, D., 1997,An introduction to intuitionistic fuzzy topological spaces, Fuzzy
Sets and Systems, 88 , No 1, 81-89.

[6]. Coker, D. and Demirci, M., 1995, On intuitionistic fuzzy points, Notes IFS, 1, No.
2, 79-84.

[7].  Coker, D. and Demirci, M., 1996,An introduction to intuitionistic fuzzy topological
spaces in Sostaks sense, BUSEFAL, 67, 67-76.

[8]. Coker, D. and Demirci, M., 1996,0n fuzzy inclusion in the intuitionistic sense, J.
Fuzzy Math., 4, No. 3, 701-714.

[9]. Coker, D. and Es, A. H., 1995, On fuzzy compactness in intuitionistic fuzzy
topological spaces, J. Fuzzy Math., 3, No. 4, 899-909.10.

[10]. Dems, K., 2004/2005, On | — Cauchy sequences, Real Analysis Exchange, Vol.
30(1), 123-128

[11]. Deschrijver, G. and Kerre, E., 2003, On the cartesian product on intuitionistic fuzzy
sets, J. Fuzzy Math., 11 , No. 3, 537-547.

[12]. Fast, H., 1951, Surla convergence statistique, colloq. Math., 2 , 241-244,

[13]. Fridy, J. A., 1985, On statistical convergence, Analysis, 5, No. 4, 301-313.

52



[14]. Girgal, M., 2006, On ideal convergent sequences in 2-normed spaces, Thai journal
of Mathematics, Vol. 4, No. 1, 85-91.

[15]. Karakus, S., Feb 2008, Demirci K., Duman O., Statistical convergence on

Intuitionistic fuzzy normed spaces, Chaos Solitons and Fractals, Vol. 35, Issue 4, 763-769.

[16]. Kostyrko, P., Salat, T. and Wilczynski, W., 2000/2001, I-convergence, Real Analysis
Exchange, Vol. 26, 669-686.

[17]. Kumar, V., 2007, On - convergence of double sequences, Mathematical
Communications, 12, 171-181.

[18]. Nabiev, A., Pehlivan, S. and Giirgal, M., 2007, On | — Cauchy sequences, Taiwanese
journal of mathematics, Vol. 11, No. 2, 569-576.

[19]. El Naschie, M. S., 2006, On the verifications of heterotic strings theory and theory,
Chaos, Solitons and Fractal, 22 , 397-407.

[20]. Saadati, R. and Park, J. H., 2006, Intuitionistic fuzzy topological spaces sets, Chaos
Solitons and Fractal, 22, 331-344.

[21]. Saadati, R. and J. Park, H., 2006, Intuitionistic Fuzzy Euclidian Normed Spaces,
Communications Mathematical Analysis, Vol. 1, No. 2 (2006), 85-90.

[22]. Salat, T., 1980, On statistically convergent sequences of real numbers, Math.
Slovaca, 30, 139-150.

[23]. Schoenberg, I. J., 1959, The integrability of certain function and related summability
mthods, Amer. Math. Monthly, 66, 361-375.

[24]. Schweizer, B., Sklar, A., 1960, Statistical metric spaces, Pacific Journal of
Mathematics, 10 , 314-344.

[25]. Zadeh, L. A., Fuzzy sets, 1965, Iformation control, 10, 338-353.

53



