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YUKSEK LISANS TEZI

SINIRLANDIRILMIS ESNEK KUMELER VE BIJEKTIF ESNEK
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Fen Bilimleri Enstitiisii
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Damsman: Prof. Dr. Akin Osman ATAGUN

Bu tez sekiz boliimden olugsmaktadir. Birinci boliimde, esnek kiime hakkinda literatiirde
yapilmis olan calismalar verilmistir. ikinci boliimde, ileriki boliimlerde gerekli olan temel
tanimlar verilmistir. Ugiincii boliimde, esnek kiimelerin simirlandirilmasim saglayan dort
farkli a-kiimeler ve ozellikleri incelenmistir. Dordiincii boliimde, esnek kesisim grubu iizerinde
a-kesisimin bir uygulamasi yapilmistir. « tarafindan iiretilen bir grubun esnek kesisim-altgrubu
tanitilmis, 6zellikleri incelenmis ve drneklendirilmistir. Esnek kesisim alt gruplarin iiretecleri
ile ilgili baz1 6zellikler irdelenmistir. Besinci boliimde, esnek kiimelerin 6zel bir hali olan
bijektif esnek kiimeler ve iglemleri ele alinmigtir. Altinci boliimde, bijektif esnek matrisler
yardimiyla elde edilmis bir karar verme metodu tanitilmistir. Yedinci boliimde, dilsel kiime
ve dilsel degerli fonksiyon kavramlar1 tanitilarak coklu-bijektif dilsel esnek karar sistemi

inga edilmistir. Son boliimde, bu karar sisteminin bir uygulamasi yapilmistir.
Temmuz 2020, 77 Sayfa.
Anahtar Kelimeler: Esnek Kiime, Esnek Matris, Bijektif Esnek Matris, Karar Verme Problemleri,
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This thesis consists of eight chapters. In first chapter, the studies about the soft sets in the
literature are given. In the second chapter, the basic definitions in the following chapters
are mentioned. In third chapter, four different restrictions, obtained by using a non-empty
subset o of U are examined, in detail. An application of o — intersection sets over a soft
intersection groups is given in the fourth. Here, the novel concept of the soft int-subgroup
generated by o« C U of a group is introduced and some properties are studied. Some related
properties about generators of soft int-subgroups are investigated and illustrated by several
examples. In fifth chapter, the bijective soft sets and its operations, a special form of soft
sets, is introduced. In sixth chapter, a decision making method obtained using bijective soft
operations and bijective soft matrices are given. In seven chapter, the notions of linguistic set
and linguistic-valued function are given. Also, multi-bijective linguistic soft decision system

is built. An application of this decision system is given in the last chapter.
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1. GIRIS

Giincel hayatta karsimiza ¢ikan problemler bircok belirsizlik icerdiginden bunlarin klasik
matematik teorileriyle coziilmesi zordur. Her ne kadar Olasilik Teorisi, Bulanik Kiime
Teorisi, Kaba Kiime Teorisi, Muglak Kiime Teorisi ve Aralik Matematigi bu problemlerin
coziimlenmesinde kullanigh yaklagimlar olsalar da bu teorilerin kendi igerisinde zorluklar
vardir. 1999 yilinda Molodtsov [ 1] tarafindan ortaya atilan esnek kiime teorisi, belirsizliklerin
modellenmesinde kullanigli bir matematiksel yontemdir. Bu teori:

— Bilgi sistemleri

— Karar verme problemleri

— Optimizasyon teorisi

gibi belirsizlik iceren bir¢ok alana uygulanmistir.

Esnek kiime teorisinde nesnelerin tanimlanmasi i¢in herhangi bir sinirlandirma yoktur. Dolay1-
styla aragtirmacilar parametreleri ihtiya¢ duyduklar1 formda segebilirler. Bu ise karar vermeyi
oldukca kolaylastirir.

Esnek kiime teorisi iizerine ¢calismalar yogun bir sekilde devam etmektedir. Aktas ve Cagman
[2, 3] makalesinde esnek kiime teorisinde bazi temel yapilari verdi ve esnek grup kavramini
tanimladilar. [4-8] makalelerinde yazarlar, esnek kiimeler lizerinde bircok yeni islemler
tanimlayarak, esnek kiimelerin cebirsel 0zelliklerini incelediler. Aktas ve Cagman 'in [2]
makalesindeki caligmalardan sonra bir¢ok yazar esnek cebirsel yapilar ve esnek islemler
tizerinde calismistir [5, 9-16]. Atagiin ve Sezgin Sezer [17] esnek kiime teorisini kullanarak
halka, cisim ve modiil cebirsel yapilarinin esnek alt yapilarini tantmlamiglardir. Atagiin [18]
de halkalarin alt kiimeleri tarafindan iiretilen esnek alt halka kavramini tanitmastir.

Cagman and Enginoglu [19], esnek kiimeleri ifade etmenin etkin ve kullanigh bir yolu olan
esnek matris teorisini ortaya attilar. Daha sonra belirsizlik iceren problemleri ¢ozebilmek
icin bir esnek maks-min karar verme yontemi inga ettiler. Esnek kiime ve esnek matris
teorileri birgok karar verme problemine basariyla uygulanmistir [5, 19-32].

Gong ve dig. [33], alternatiflerin bagimsiz parametreler kullanilarak elde edildigi problem
tiplerini bijektif esnek kiimeler yardimiyla ifade etmistir. Kamaci ve dig. [34], bu konuyla
ilgili calismalar yapmis ve bir karar verme yontemi olusturmuslardir. Bu tip problemleri
cozerken, probleme uygun sinirlandirmalar yapmak ¢oziim siirecini kisalttig1 gibi daha dogru

coziime ulagmak icin verileri netlestirir. Bu tezde (Atagiin ve Kamaci, [35]) makalesindeki

1



a-kiimeler yardimiyla verilen probleme uygun olarak esnek kiimeler iizerinde sinirlandirmalar
yapilmig ve (Kamaci ve dig., [34]) makalesinde verilen yontem gelistirilerek yeni bir karar
verme yontemi olusturulmustur. Bu sayede, elde edilen yeni yotemle hem litaratiire katki
saglanmas1 hem de tezde c¢oziilecek karar verme yontemi finans, saglik, cevre, sehircilik,

tiretim vb. alanlara uyarlanabilir oldugundan iilkemiz menfaatlerine katki saglayacaktir.



2. TEMEL KAVRAMLAR

Bu boliimde, esnek kiime teorisiyle ilgili temel kavramlar, sonraki boliimlerde yapilan ¢caligmalarin
daha iyi anlagilmasi i¢in verilmistir. Esnek kiime kavrami1 Molodtsov [1] tarafindan asagidaki
sekilde tanimlanmugtir:

U bir baglangi¢ evrensel kiime, F parametrelerin kiimesi, P(U) U’nun kuvvet kiimesi ve

A C FE olsun.

Tanim 2.1. (Molodtsov, [1]) U iizerinde bir (F, A) esnek kiimesi,
F:A— PU)
x ¢ Aise F(x) = () fonksiyonuyla tanimlanir. Dolayisiyla (F, A) sirali ikililerin
(F, A) = {(e;, Fe))) | ej € E, F(e;) € P(U)}

kiimesi formunda da ifade edilebilir.
Gosterim 2.2. S(U), U iizerindeki tiim esnek kiimelerin kiimesini belirtir.

Tamim 2.3. (Cagman ve Enginoglu, [36]) (F, A) ve (F, B), U tizerinde esnek kiimeler ve
A, B C FE parametreler kiimesi olsun. Eger Vx € FE igin Fa(z) C Fg(x) ise (F, A),
(F, B)’nin esnek alt kiimesidir denir ve (F, A) C (F, B) ile gosterilir.

Tanim 2.4. (Cagman ve Enginoglu, [36]) (F, A) ve (F, B), U iizerinde esnek kiimeler ve
A, B C F parametreler kiimesi olsun. Eger Vx € F icin Fy(z) = Fg(z) ise (F, A) ile
(F, B) esit esnek kiimelerdir ve (F, A)=(F, B) ile gosterilir.

Tanim 2.5. (Maji ve dig., [6]) (F, A) ve (G, B), U iizerinde esnek kiimeler olsun. “(F, A)
VE (G, B)” esnek kiimesi, (F, A) A (G, B) = (H, Ax B) 5V(z,y) € Ax Bi¢in H(z,y) =
F(x) N G(y) olarak tanimlanir.

Tanim 2.6. (Maji ve dig., [6]) (F, A) ve (G, B), U iizerinde esnek kiimeler olsun. “(F, A)
VEYA (G, B)” esnek kiimesi, (F,A) V (G,B) = (H,A x B) 3 V(z,y) € A x B i¢in
H(z,y) = F(z) U G(y) seklinde tanimlanr.



Tanim 2.7. (Maji ve dig., [6]) (F, A) ve (G, B), U tizerinde esnek kiimeler olsun. C' =
AU B olmak iizere (F, A) ve (G, B)’nin esnek birlesimi (H, C'), Vx € C igin
F(x) ,x € A\ B
H(z) = { G(x) ,t€B\ A
F(z)UG(z) ,x€ ANB
seklinde tanimlanir ve (F, A)U(G, B) = (H, C) ile gosterilir.

Tamim 2.8. (Ali ve dig., [4]) (F, A) ve (G, B), U iizerinde esnek kiimeler ve AN B # ()
olsun. (F, A) ve (G, B)’nin kisitlanmug birlesimi (H, C') olmak iizere Vx € C' = AN B igin
H(z) = F(x) U G(z) seklinde tanmimlanir ve (F, A) Ug (G, B) = (H, C) ile gosterilir.

Tamim 2.9. (Pei ve Miao, [7]) (F, A) ve (G, B), U lizerinde esnek kiimeler olsun. (F, A) ve
(G, B)’nin esnek kesisimi (H, C') olmak iizere Vo € C = AN Bigin H(z) = F(z) N G(x)
seklinde tanimlanir ve (F, A)N(G, B) = (H, C) ile gosterilir.

Tanim 2.10. (Ali ve dig., [4]) (F, A) ve (G, B), U iizerinde esnek kiimeler olsun. C' =
AU B olmak iizere (F, A) ve (G, B)’nin genisletilmis kesisimi (H, C), Vz € C i¢in
F(x) ,x € A\ B
H(x) = { G(z) ,t€B\ A
Fz)NnG(z) ,x€ ANB
seklinde tanimlanir ve (F, A) M. (G, B) = (H, C) ile gosterilir.

Tamim 2.11. (Ali ve dig., [4]) (F, A) ve (G, B), U iizerinde esnek kiimeler ve AN B # ()
olsun. (F,A) ve (G, B)’nin kisitlanmus farki (H, C') olmak iizere Vo € C' = AN B igin
H(z) = F(x) \ G(z) seklinde tanimlanir ve (F, A) ~r (G, B) = (H, C) ile gosterilir.

Tanim 2.12. (Ali ve dig., [4]) (F, A), U tizerinde esnek kiime olsun. (F, A) esnek kiimesinin
timleyeni Vo € A igin F°(x) = U \ F(z) seklinde tanimlanir ve (F, A)® = (F°, A) ile

gosterilir.

Tanim 2.13. (Maji ve dig., [6]) (F, A), U iizerinde esnek bir kiime olsun. Eger Va € A i¢in

F(z) = D ise (F, A) esnek kiimesine bos esnek kiime denir ve ® 4 ile gosterilir.

Tanim 2.14. (Maji ve dig., [6]) (F, A), U iizerinde esnek bir kiime olsun. Eger Vx € A i¢in

F(x) = U ise (F, A) esnek kiimesine mutlak esnek kiime denir.



Tanim 2.15. (Cagman ve Enginoglu, [19]) U = {uj,us,...,u,}, E = {e1,€2,...,en},
A C Eve (F,A), U tizerinde bir esnek kiime olsun. Eger

1 ,u; € Flej)
0,u; & Fe;)

aij =

seklinde tanimlanmak tiizere;

a1 A12 ... Qum

21 A22 ... A9m
[ai;] =

ap1 Ap2 ... Apm

matrisine U iizerinde tanimli (F, A) esnek kiimesine kargilik gelen esnek matris denir. Buna

gore, bir esnek kiime ile buna karsilik gelen esnek matris, karsilikli olarak ifade edilir.

Gosterim 2.16. SM (U), S(U) kiimesinin elemanlarina karsilik gelen tiim esnek matrislerin

kiimesini belirtir.

Ornek 2.17. U = {uy, us, us, uy, us, ug } evrensel kilme ve £ = {ey, e,, €3, €4, €5} parametrelerin
kiimesi olsun. A = {ey,e3,e5} ve F : A — P(U), F(e1) = {u1,us, uq, ug}, Fleg) =
{usz},F(e5) = 0 ise bu esnek kiime

(Fv A) - {(61’ {ul,u3,u4, uG})? (637 {U3}), (657 @)}

seklinde yazilir. Daha sonra (F, A) esnek kiimesine karsilik gelen [a;;] € SMgy5 esnek

matrisi ise

(10000
00000
10100
10000
00000

110000

seklinde elde edilir.



Tanim 2.18. (Cagman ve Enginoglu, [19]) [a;;],[b;;] € SM .« olsun.

1. V1ijicin a;; = 0 ise [a;;] matrisine sifir esnek matris denir ve [0] ile gosterilir.
2. Vijigin a;; = 1ise [a;;] matrisine evrensel esnek matris denir ve [1] ile gosterilir.

3. Vijigin a;; < by ise [a;;] matrisine [b;;] matrisinin esnek alt matrisi denir ve [a,;]C[b;;]

ile gosterilir.

4. V1ijicin a;; = b;; ise [a;;] ile [b;;] matrislerine esnek esit matrisler denir ve [a;;|=[b;;]

ile gosterilir.

5. Vij i¢in ¢;; =maks{a;;, b;;} ise [c;;] esnek matrisine [a;;] ve [b;;] esnek matrislerinin

birlesimi denir ve [c;;]=[a;;] U [by;] ile gosterilir.

6. V1iji¢in ¢;; = min{a;;, b;;} ise [c;;] esnek matrisine [a;;] ve [b;;] esnek matrislerinin

kesisimi denir ve [c;;] = [a;;]N[bs;] ile gosterilir.

7. Vijicin ¢;; = 1 — a;; ise [c;;] esnek matrisine [a;;] esnek matrisinin tiimleyeni denir

ve [ci;]=[a;;]¢ ile gosterilir.

Tanim 2.19. (Atagiin ve dig., [20]) U = {uy,us,...,u,}, E = {e1,e9,...,ep}, ACFE

ve A’nin kardinalitesi | A| = m; olsun. Eger

1,e; € Aveu; € Fle)

aij:
0,e; € Aveu; ¢ F(e;)

olacak sekildeki [a;;] matrisine U tizerinde (F, A) esnek kiimesinin indirgenmig esnek matrisi
denir. Burada 1 < m; < m dir.

Diger bir deyisle (F, A) esnek kiimesinde e¢; ¢ A ise F'(¢;) = () oldugundan, £ — A
kiimesinin parametrelerini eleyerek, (F, A) esnek kiimesine karsilik gelen indirgenmis esnek
matris bulunabilir ve bu esnek matrisin tipi n X m; olacaktir.

Eger A = E ise (F, A)’ya karsilik gelen indirgenmis esnek matris ile (F, A)’nin esnek
matrisi esittir. Bu kisimdan itibaren esnek matrisler ile indirgenmis esnek matrisler icin

farkl bir gosterim kullanilmayacaktir.



Ornek 2.20.
(F7 A) = {(617 {uh Uz, Uyg, uﬁ})? (637 {U3}), (657 ®>}

esnek kiimesinin

(10000
00000
10100
10000
00000

110000

lai;] =

esnek matrisini goz 6niine alalim. (F, A)’nin indirgenmis esnek matrisi [a;;] € SMgy3 ve

(100
000
110
100
000

1100]

dir.

Bundan sonra aksi belirtilmedik¢e |U| = n ve tiim esnek matrisler yerine indirgenmis esnek
matrisler alimacaktir. Ayrica (F, A),(F,B) € S(U) olmak iizere (F, A) ve (F,B) esnek

kiimelerinin indirgenmis esnek matrisleri sirasiyla [a;;] ve [b;] ile gosterilecektir.

Tanmim 2.21. (Atagiin ve dig., [20]) [a;;] ve [b;]'nin Genellestirilmis Ve-Carpimi A ile
gosterilir ve

A SMnXm1 X SMnXmQ — SMnXm1m2
([ag], [bir]) — [aiz] A [bir] = [ci)

cip = min{a;;, by} Oyle ki j = o, p = (o — 1)mgy + k, burada o, p < amy esitsizligini

saglayan en kiiciik pozitif tam sayidir.



Tanmim 2.22. (Atagiin ve dig., [20]) [a;;] ve [b;;] nin Genellestirilmis Veya-Carpimi Y ile
gosterilir ve

Y 1 SMysm, X SMysxm, — SMpsmyms
([ag], [bir]) — [aiz] Y [bir] = [cip)

cip = max{a;;, by} Oyle ki j = o, p = (v — 1)mo + k, burada o, p < amy esitsizligini

saglayan en kiiciik pozitif tam sayidir.

Tamm 2.23. (Atagiin ve dig., [20]) [a;;] ve [b;] nin Genellestirilmis Ve-Degil-Carpimi X
ile gosterilir ve

A2 SMysm, X SMyxm, — SMusxmyms
([as;]), [bir)) — [ai] K [bi] = [cip)

cip = min{a;j, 1 — by} oyleki j = o, p = (a — 1)my + k, burada o, p < am esitsizligini

saglayan en kiiciik pozitif tam sayidir.

Tamm 2.24. (Atagiin ve dig., [20]) [a;;] ve [b;;] nin Genellestirilmis Veya-Degil-Carpim1
Y ile gosterilir ve

I . SMnXml X SMnXm2 — SMnxmlmg
(lagg], [bi]) — [ai] X [bix] = [cip]

cip = max{a;;, 1 — by} 6yle ki j = a, p = (o — 1)my + k, burada o, p < ams esitsizligini

saglayan en kiiciik pozitif tam sayidir.

Ornek 2.25. U = {uy,ug,uz,us}, E = {ey,e9,e3,e4,e5}, A = {e1,€9,e3,e5} ve B =
{e1, €2, €4} olsun. Daha sonra,

(F7 A) - {(617 {ula uQ})? (627 {uh U2, US})’ (63’ U)? (657 {ul})} ve
(F,B) = {(e1,{us}), (e2, {ua}), (4, {1, u2,u3})} esnek kiimelerini alalim. Asagidaki

[a;;]€ SMyxaq ve [bix]€ SMyys sirastyla (F, A) ve (F, B) esnek kiimelerinin esnek matrisleridir.

(1111 (001

1110 001
[ai] = ve [bi] =

0110 101

10010 1010 ]



Buna gore [a;;] ve [b;x] esnek matrislerinin Genellestirilmis Ve-Carpimi

(001001001001 ]
001001001000
000101101000
(1000000010000 |

[ai] A [bix] = [eip] =

elde edilir ve [c;,] 4 x 12 tipinde esnek matristir.

Teorem 2.26. (Atagiin ve dig., [20]) Genellestirilmis Ve-Carpim birlesme 6zelligine sahiptir.
Yani, [a;;] € SMyxm, » [bik] € SMpxm, Ve [cit] € SMyxm, ise

([aij] A [bir]) A [ea] = [ai] A ([bir] A [cal)

dir.

Teorem 2.27. (Atagiin ve dig., [20]) Genellestirilmis Veya-Carpim birlesme 6zelligine sahiptir.
Yani, [a;;] € SMxm, » [bik] € SMyxm, Ve [ci] € SMyxm, ise

([aiz] Y [bix]) Y [ea] = [ai] ¥ ([bir] Y [cal])

dir.

Lemma 2.28. (Kamaci ve dig., [34]) [a;;] € SM,,xm, , [bik] € SM,xm, olsun. Bu durumda
Vi € {]_, 2, ce ,n} 1911’1 mm{aij, bzk} = aijbik dir.

Ispat. [a;;] ve [b;,] esnek matrislerinin bilesenleri O ve 1 den ibaret oldugu igin ispat goriiliir.

Gosterim 2.29. [a;;] € SM,,«p, olsun. [a;;]’nin i.satirindaki degerlerin toplam1 v;([a;;]) ile

gosterilir.

Teorem 2.30. (Kamaci ve dig., [34]) [a;;] € SM,,xm, Ve [bix] € SM,,xm, olsun. Eger [a;;] A

[bir] = [cip] 1s€ v;[a;;|vi[bik]=vi]cip) dir.



ispat. [aij] € SMnXmla [bzk] € SMnXmg ve [cip]:[a,-j] A [bzk] olsun. [Cip] € SMnXmlmg

oldugundan,
mims
vi([en]) D c1p =cui+ iz + - F Cimims)
p=1
=min{ay1, b1} + min{aqy, b2} + - - - + min{ay, by, }
+ min{ais, b1} + min{ai, bio} + ... + min{aqz, by, }
+ ...+ min{am,, b11} + min{aym,, bio} + ... + min{aym,, bim, }
=a11b11 + a11biz + ...+ a11bim, + a12b11 + ai2bio
+ ...t abim, + ..o+ a1m, 011 + @1y 012 F -+ 1y D1y
=ay1 (b1 + b2 + ..+ bigy) + ar2(b1n + b2 + .+ biy)
+ .4 Ay (D11 + 012+ - oo+ bimy)
=(an + a2+ ...+ aimy) + b1y +biz + ...+ bipy)
mi ma
= ay+ Y b = vr([ai))or (b))
j=1 k=1
Benzer sekilde i = 2, . .., n i¢in v;([a;;])vi([bix])=vi([cip]) 0ldugu goriiliir. m
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3. SINIRLANDIRILMIS ESNEK KUMELER

Bu boliimde U evrensel kiimesinin alt kiimeleri kullanilarak, U iizerinde bir esnek kiimenin
dort farkli sinirlandirilmasi incelenmistir. Bu sinirlandirilmig kiimeler cebirsel uygulamalarda
ve karar verme siirecinde etkin rol oynarlar. Bu boliimde sinirlandirilmig kiimelerin 6zellikleri
incelenmis ve 4. béliimde de bunlarin cebirsel uygulamalariyla ilgili olarak a-kesisim kiimesinin

grup teorisindeki uygulamasi verilmistir.
Tamim 3.1. (Atagiin ve Kamaci, [35]) (F, A), U iizerinde esnek kiime ve () # o C U olsun.
a) (F, A)’nin a-kesigim kiimesi, A’nin
(F,A)™ ={z € A| fa(z) N a # 0}

alt kiimesidir.

b) (F, A)’nin a-birlesim kiimesi, A’nin
(F,L A ={z e A| falx)Ua=U}
alt kiimesidir.
Tanmm 3.2. (F, A), U iizerinde esnek kiime ve v C U olsun.
a) (F, A)’nn iist a- iceren kiimesi, A’nin
(FA)>={z € Al fa(z) 2 a}

alt kiimesidir (Cagman ve dig., [37]).

b) (F, A)’nin alt a- iceren kiimesi, A’nin
(F,A)=" ={z € A| fa(z) C a}

alt kiimesidir (Sezgin ve dig., [38]).
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Sinirlandirilmig kiimelerin esnek alt kiime iglemine gore bazi 6zellikleri asagida verilmistir.

Teorem 3.3. 4, Fz € SU, ) # o C U olmak iizere asagidakiler dogrudur.

a) F,CFpise F* C Fp~ dir.
b) FAéFB olsun. Eger,

i) Vy€ B\ A: Fp(y) ¢ aise F5* C F dir.

ii) Vo € Aigin Fy(z) C o ve Vo € Bigin Fp(x) C «vise FAQO‘ - F,%“ dir.
st - Do o q:
c) F4uCFpise F7° C Fg~ dir.

d) F4CFpise FY* C Fy* dir.
ispat. F4CFp olsun. Tamm 2.3. den A C B ve Va € A icin Fy(z) C Fp(z) dir.
a) v € F'* = Fa(z) N # 0 = Fgp(x) O Fa(z) oldugundan Fp(z) N« # () dir.

Dolayisiyla x € Fp®(x) dir.

b) () Vy € B\ Aigin Fz(y) € aolsun. € F5* = Fp(z) C a = Fa(z) C F(x) C
a= Fu(z) Ca=x € F5"
(ii) Vo € Aigin Fa(x) C aveVx € Bigin Fg(z) C v olsun. A = FI%O‘, B = FJ%O‘
ve A C B oldugundan FEO‘ - Fga dir.

¢)x € F{* = Fu(x) 2 a = a C Fu(r) C Fp(z) oldugundan Fp(z) D o dir

Dolayisiyla = € F5* dir.

d) z € F{* = Fa(r)Ua = U = Fa(x) C Fp(z) oldugundan Fp(z) Ua = U dir.
Dolayisiyla x € Fp® dir.

|
Stnirlandirilmis kiimelerin esnek birlesim "U" islemine gore bazi 6zellikleri asagida verilmistir:

Teorem 3.4. F'4 ve Fg, U iizerinde esnek kiimeler ve @ C U olsun. Bu durumda;

(FAUFp)s® D F5* N F5*.
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Ispat. v € F{°NF5* = 2 € Fi%ver € F5% = Fa(z) C ave Fp(z) C a =
(Fa(z) U Fp(z)) C a = 1 € (F4UFg)<~.

Ornek 35. £ = {61,62,63,64,65}, A= {61,62,63}, B = {61,62,63}Ve U= {ul,u2,u3,u4}

evrensel kiimesi iizerindeki esnek kiimeler F4 ve F'g,

Fa = {(er, {u1,u2}), (€2, {u2, us}), (€3, {1 }) },
FB - {(617 {U3, U4}), (627 {Ulv UQ})’ (63’ {UQ})}

olsun. C = AU B, Hp = F,UFg, VY € C igin
Fu(x) ,x€ A\ B
H(z) = § Fp(x) ,t € B\ A
Fy(z)U Fg(x) ,x € ANB
olmak iizere, Ho = {(eq, {u1, ug, ug, us}), (ea, {ur, us, us}), (es, {us, us})} dir.
a = {uy, us} olmak iizere,
HE™ = {e3}, F5* = {e1,e3}, F5* = {ey, e3} dir. Dolayisiyla (F,UFp)<® = F$* N F5"
ve (F4UFR)S* C F5*U F5” dir.

Teorem 3.6. F'4 ve F'g, U lizerinde esnek kiimeler ve « C U olsun. Bu durumda;

a) (FAUFg)2* D F{*U F7°.
b) (FAUFg)"™ = Fj* U Fge.

o) (F4UFp)Y D FY* U Fio.
ispat.
a) v € F{°UFF" = o € F7%veyax € F7* = Fu(z) 2 a veya F(r) 2 a =

(Fa(x) UFp(z)) Da=x € (F4U Fg)2°.

b) C = AUB,Hg = FaUFpgolsun. x € HZ® & He(z)Na # 0 < (Fa(r) U Fp(z))N
a0 Falz)Na# 0veya Fg(x)Na # 0 < x € F*veyazr € Fp* & 1 €
Fie U Fge.
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) x € F{PUFRp*=x € Fy*veyax € Fg* = Fa(x) Ua = U veya Fg(z) Ua =
U= (FA(Z'>UFB(JZ'))UO[: U=uzxc¢€ (FAOFB)UQ.

Ornek 3.7. £ = {e1,e9,e3,e4,e5}, A = {e1,e9,e3,e4}, B = {e1,e9,e3,e4} ve U =

{uy,ug, us, uy, us } evrensel kiimesi iizerindeki esnek kiimeler F'y ve Fp,

Fa = {(e1,{ur,ua}), (2, {uz, us}), (es, {us}), (e, {us})}
FB = {(617 {u3> U4}), (627 {ub u2}>7 (637 {UQ})> (647 {U4})}

olsun. C = AU B, Hp = F,UFg, VY € C igin

Fy(x) ,x € A\ B
H(z) = § Fp(x) ,t € B\ A

Fy(z)U Fg(x) ,x € ANB
oldugundan He = {(eq, {u1, ua, us, us}), (e2, {uq, ug, us}), (es, {us, ua}), (€4, {us, uys})} dir.
a = {uy, us} olmak iizere,
HZY = {e1,eq,e3}, F3* = {e1}, F5* = {ez} oldugundan (F4,UFp)2* D F7* U F5"
dir. HE® = {ey,ep,e3}, FY® = {e1, e, e3}, FRY = {ey,e3} oldugundan (F,UF)"® =
Fe U F5e dir.

B = {u1, uy, us} olmak iizere,

H = {ey, e}, FYP = {ey}, Fi3® = () oldugundan (F,UFg)“? D F{’ U F’ dir.

Smirlandirilmig kiimelerin esnek kisitlanmig birlesim "Ug" islemine gore bazi ozellikleri

asagidaki Teoremde verilmigtir:

Teorem 3.8. F4 ve F'g, U iizerinde esnek kiimeler ve o« C U olsun. Bu durumda;

a) (FaUg Fp)<* C F5* U F5*

b) (FaUg Fg)2* D F7*N F3°.
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C) (FA Ugp FB)ﬂa = Fga UFBQ.

d) (FuUg F)"™ D FYen FYe.

Ispat. (F, A) Ug (F, B) = (H,C) olmak iizere C = AN B, Va € Cigin H(x) = Fu(r) U

Fg(z) olsun.

a) v € Hs" = He(r) Ca = (FaUFp)(z) = Fa(r) U Fp(x) C a = Fa(z) C ave

Fp(r) Ca=ac F{*ver € F5* =2 € F$*NF5* C F{*U Fg°,

b) 1€ F*NF3* =2 € A Fa(zx) Da ve € B, Fg(x) Da =z € ANB, Fa(z)N
FB(ZL') Ja=x¢€ (FAﬁFB)Qa - (FA URFB)QQ = I € (FA URFB)QQ.

c)x € H* & He(zx)Na # 0 & (Falx) U Fp(z)) Na # 0 < (Falz) Na)U
(Fe(z)Na) #0 < (Fa(x) Na) # 0 veya (Fp(x)Na)# 0 < x € F*U FE* &
(FaUg Fp)"® = FQe U Fe,

d)z € F*NFR* = 2 € Fj*vex € Fg* = v € A/Fy(x)Ua = U vex €
B, Fg(x)Ua=U=2€ ANB,(Fa(r)UFp(z))Ua=U =z € (Fa Uy Fp) ™.

Ornek 3.9. £ = {e1,e9,e3,e4,e5}, A = {e1,e9,e3,e4}, B = {e1,e5,e3} olsun. U =

{u, ug, us, uy, us } evrensel kiimesi iizerindeki esnek kiimeler 4 ve Fp olmak iizere,

Fy = {(e1, {ur, uz}), (€2, {ua, us}), (€3, {ur}), (es, {us})},
Fp = {(e1, {us, us}), (e, {ur, ua}), (€3, {ur, u2})}

olsun. C' = AN B,He = Fy Ug Fp,Vz € Cigin H(z) = Fa(x) U Fp(z) olmak iizere,

HC = {(61, {Ul, Ug, U3, U4}), (62, {Ul, Ua, Ug}), (63, {ul, U,Q})} dlI'

a = {uy, uy} olmak iizere,

H™ = {es}, F5* = {e1,e3}, F5* = {ea, e3} oldugundan (F, U F3)<* C F5$* U Fg5°,
HZ" = {e1, e, 3}, F1* = {e1}, F5* = {ey, e3} oldugundan (F4 U F3)2* D F{*NF3*,
Hg* = {er,ea,e3}, Fi)* = {e1,e0,e3}, FF* = {eq, €3} oldufundan (Fy Ug Fp)™ =
Fe U Fge dir.
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B = {u1, uy, us } olmak iizere,

H = {e1, e}, FY® = {ey}, Fi’ = () oldugundan (F, Up Fg)“? D F{’ N F’ dir.
Sinirlandirilmis kiimelerin, esnek kesisim "N" islemine gore bazi 6zellikleri asagidaki Teoremle
verilmistir:

Teorem 3.10. F4 ve F'g, U iizerinde esnek kiimeler ve o« C U olsun. Bu durumda;

a) (FANFp)<® D F$ N Fye.
b) (FANFg)2* = F7%N F3°.
¢) (F4NFg)“® = FY*n Fye.
d) (FANFg)"* C Fi* N Fg°.

Ispat. (F, A)A\(F, B) = (H, C) olmak iizere Vo € C' = AN Bigin H(x) = Fu(z) N Fp(x)

olsun.

a)r € F{°NFR" = 0 € Fi%ver € Fg* = o € A, Fa(z) C aver € B,
Fp(z) Ca= 1€ ANB, (FaNFp)(z) C a = x € (FaNFp)=" elde edilir.

b) 1 € F{*NF;* v c Az cF{"ver € Ba € F3* < a€ ANBve Fa(z) D a

ve Fp(r) Da &z € AN Bve (FANFR)(7) 2 a & x € (FANFR)=2 dir.

¢) FANFgCF, ve FANFCFy oldugundan Teorem 3.3. (d) sikkindan (F40\Fp)Y* C

FY* ve (FANFg)"* C Fg* dir ve buradan
(FafiFp) e C FYo  Fye 3.1)

eldeedilir z € F{*NFR* =12 € ANB, Fy(zx)Ua=Uve Fg(x)Ua=U =z €
AN Bve (Fa(x) N Fp(z))Ua =U = z € (FANFg)* dir. Dolayistyla,

F{*n FY* C (FARFp)~™ (3.2)

elde edilir. (3.1) ve (3.2)’den esitlik goriiliir.
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d) 2 € H* = (FaNF)(z)Na # 0 = (Fa(zx) N Fp(z)) Na # 0 = Fi(z)Na # 0
ve Fp(z)Na# 0 =x € Fi*vex € F* = x € F*N FZ* elde edilir.

Simirlandirilmig kiimelerin, esnek genisletilmis kesisim "M." islemine gore bazi 6zellikleri

asagidaki Teoremle verilmistir:

Teorem 3.11. F4 ve F'g, U iizerinde esnek kiimeler ve o« € U olsun. Bu durumda;

a) (FaN. Fp)<®* D F5* N F5*
b) (FaM. Fp)2® D F{*NFz*

¢) (FaM. Fp)"™ D Fj*nN Fg~.
ispat.

A s € NF;" =0 c Fi*ver € Fg® =2 € A, Fa(z) Cavexr € B, Fp(z) C
a=z€ ANB, (Fa(z) N Fg(x)) C a = Tamim 2.10. dan z € (F4 M. F3)<“ elde

edilir.

b) Teorem 3.10. (b) sikkindan (F4NFp)2% = FAQQ N Fgo‘ ve Tanim 2.9. ve 2.10. dan
(FAﬁFB)i(FA M. Fg) dir. Dolayisiyla Teorem 3.3. (c) sikkindan (F4 M. Fg)2* D
F3%N Fg* dir.

)z € F{*NFp* = x € Fi*ver € Fg* = v € A, Fa(x)Ua =U ver € B,
Fp(r)Ua=U =2 € ANBve (Fo(x) N Fp(z))Ua = U = z € (FANFg)™
dir. (FANFg) C (F4 M. Fp) oldugundan Teorem 3.3. (d) sikkindan (F4NF)Y® C
(Fa M. Fp)“* elde edilir. Sonug olarak (F4 M. Fg)* D F{* N Fg* dir.

0rnek3.12. E = {61,62763,64,65}, A = {61,62,63}, B = {61,62764} olsun. U =

{uy, ug, us, uy, us } evrensel kiimesi iizerindeki esnek kiimeler 4 ve Fp olmak iizere,
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Fp= {<61’ {u17 Uz, u5})7 (627 {ula U3}), (637 {u?’v Ug, u5}>}
Fp = {(e1, {ua, us}), (€2, {w1, us, us}), (e, {us})}

olsun. C = AN B, Hc = FANFg, Vo € Cigin H(z) = Fa(x) N Fp(z),
L=AUB,K;, = F,N. Fp,Va € Ligin

Fa(x) Lz €A\ B
K(z) = Fg(z) ,zeB\ A

Fa(x)NFp(z) ,x € ANB

olmak iizere,

HC’ = {(61, {uQ})a (627 {ub US})}’
KL = {(617 {U’?})? (627 {ub U3}), <€37 {u37 Uy, u5})7 (647 {U3}>}

dir. @ = {uy,uz} ve f = {us} olmak iizere,

Hgo‘ = {ez2}, KLQO‘ = {ey, €4}, FI%O‘ = {ez2}, FBQO“ = {e4}, oldugundan (F4 M, F5)=* D
FS$N F5% ve (F4NFR)S* D F$* N F5® dir.

Hz" = {e2}, K77 = {ea,e3,e4}, F7* = {e2}. F5* = {e2}, F7" = {ea €3}, F5” =
e, €4} oldugundan (Fy M. F)28 D F2P N F2P ve (FuNFg)2* = F2° N F2° dir.
g A B A B

o = {uy,us} ve 0 = {us, uy, us} olmak iizere,
HE = {ey}, F}9 = {ey}, F° = {ey} oldugundan (F4NFp)YY = F{9 N F? dir.

K77 ={es}, F{7 = {es}, F5° = () oldugundan (F4 M. F5)”7 2 F§7 N Fy° dir.

Smirlandirilmig kiimelerin, esnek kiimelerdeki VEYA "V" islemine gore bazi ozellikleri

asagidaki Teoremle verilmistir:

Teorem 3.13. F4 ve F'g, U iizerinde esnek kiimeler ve o« C U olsun. Bu durumda;

a) (FyV Fp)&* = F$* x F5°.
b) (F4V Fp)® D Fjo x Fge,
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¢) (F4V Fp)2®* D F{* x F3*.

d) (FaV Fg)'e D FYe x Fye.
Ispat. Fy V Fiz = (H,A x B) 3 V(x,y) € A x Bigin H(x,y) = Fa(x) U F(y) olsun.
a) (r,y) € H5* < (Fa(r) U Fp(y)) C a < Fa(z) C ave Fp(y) C a & (z,y) €
F$® x F5“ elde edilir.

b) (z,y) € F{*x F* &z e F\*vey € F* & Fa(z)Na # Dve Fp(y)Na# 0 =
(Fa(x)UFp(y)) Na#0 = (z,y) € (FaV Fp)™™dir.

c) (z,y) € Ff“ X Fgo‘ &S x e Ff“ vey € Fgo‘ & Fu(z) D ave Fp(y) 2 a =
(FA<J]) UFB(y)) Da= (ZL’,y) € (FA V FB)QQ dir.

d) (z,y) € FI* X Fg* & x € Fi*vey € Fg* & Fu(zr) Ua = U ve Fp(y) Ua =
U= (FaA(x)UFp(y)Ua=U = (z,y) € (FaV Fp)“* elde edilir.

Sinirlandirilmig kiimelerin, esnek kiimelerdeki VE "A" islemine gore baz1 6zellikleri agagidaki

Teoremle verilmisgtir:

Teorem 3.14. F'4 ve F'g, U iizerinde esnek kiimeler ve o« C U olsun. Bu durumda

a) (FA/\FB)ma - Fga X Fga.
b) (Fa A Fg)Y™ = Fy* x Fg~.
¢) (F4AFp)s®* D F5* x F5*.

d) (Fy A Fp)2* = F3* x F3*.
Ispat. Fy A Fp = (H, A x B);Y(z,y) € A x Bigin H(x,y) = Fa(z) N Fp(y) olsun.

a) (zr,y) € H® = (Fa(x) N Fp(y)) Na# 0= Falx)Na#bve Frly) Na # 0 =
r e FiYvey e FR* = (x,y) € F'|* x Fp* elde edilir.
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b) (2,y) € He® & (Fa(2) N Fs(y)) Ua = U & (Falw) Ua) N (Fly) Ua) = U <
Fy(x)Ua=Uve Fgly)Ua=U < x € F{*vey € Fg* & (z,y) € F* x F5*

elde edilir.

) (1,y) € Fs*x F5* & 2 € F5%vey € F5* & Fa(r) C ave Fp(y) C a =
(Fa(x) N Fp(y)) C a= (x,y) € (Fa A Fp)=° elde edilir.

d) (z,y) € H3* & (Fa(z) N Fp(y)) 2 a < Fa(r) 2 ave Fa(y) 2 a & (1,y) €

F7* x F5“ elde edilir.

Ornek 3.15. £ = {ej,ey,e3,e4,e5}, A = {e1,e9,e3}, B = {e1,ea,e4} olsun. U =

{uy, us, us, uy, us } evrensel kiimesi iizerindeki esnek kiimeler 4 ve Fz olmak iizere;

Fy = {(ex, {u1, u2,us}), (e2, {ur, us}), (es, {us, us, us})}
FB = {(61, {Ug, U4}), (62, {ul, us, U5}), (64, {Ug})} olsun. Buradan

FAVFp = {((61, 61), {Uh U2, Uy, U5}), ((61, 62)7 {Uh U2, U3, U5}), ((61, 64), {Ul, U2, U3, U5}),
((62’ 61)’ {uh Uz, U3, U4}), ((627 62)7 {ulv Uz, U5}), ((627 64)7 {ulv Ug}), ((63’ 61)7 {u2> U3z, Uy, U5}),

((e3,€2), {ur, us, us, us}), (€3, €4), {us, us, us})} ve

FaNFp = {((617 61)’ {u2})’ ((617 62)7 {ulv U5}), ((617 64)’ ®)v ((627 61)’ ®)v
((627 62)? {ula U3}), ((627 64)’ {U3}), ((637 61), {u4}>7 ((637 62)> {U3, u5})7 ((637 €4>7 {u3})}

dir. @ = {uy,us}, B = {us}, 0 = {uy,us} ve 0 = {ug, us, uys} olmak iizere,

(FA \ FB)ga = {(627 64)}’ (FA A FB>ga = {(61, €4>7 (627 61)7 (627 62)7 (627 64), (637 64)}’
FS = {ey}, F5* = {es} ve F$* x F5* = {(eg, e4)} dir.

(FA \ FB)QQ = {(617 62)? (617 64)7 (627 61)7 (62’ 62)7 (62? €4>7 (637 62)}’
(Fa A Fp)2* = {(eg,e2)}, F2* = {ea}, F3* = {e2} ve F2* x F5* = {(ey, €5)} dir.

(FA \ FB)OB = {(61, 62), (617 64)7 (627 61), (62, 62)a (62, 64), (637 61)7 (63, 62), (63, 64)},
FQB = {627 63}’ FBB = {62,64} Ve Fgﬁ X FEIB - {(62,€2>, (62764)7 (€37€2)7 (637 64)}

(Fa A Fp)™ = {(e1,e2), (e3,€1), (e3,€2)},

F9 = {e1,e3}, FR? = {e1, e} ve F1)9 x Fgﬁ = {(e1,e1), (e1,€2), (e3,€1), (e3,e2)} dir.
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(FaV Fp)2 = {(e1,e1), (e1,€2), (e1,€4), (€2, €2), (€3, €2)},
(Fa N\ Fp)?7 ={(e1,e2)}, F77 = {e1}, F5° = {ea} ve F{° x F57 = {(e1,e2)} dir.

Siirlandirilmis kiimelerin, esnek kisitlanmisg fark "~ " islemine gore bazi 6zellikleri asagidaki
Teoremle verilmistir:

Teorem 3.16. F4 ve F'g, U iizerinde esnek kiimeler ve o« C U olmak iizere;

a) (Fy ~p Fg)<®* D F5*\ F5°,
b) (F4 ~g F)2* C F3*\ F3%,

¢) (Fy ~g Fp)Y> C Fy~\ Fy~.
Ispat. Ho = Fy ~p Fp,C = AN B,Vx € Cigin H(z) = Fy(x) \ Fp(z) olsun.

)z € F{*\Fg® = v € F{®ver ¢ Fg* = Fa(z) C ave Fp(z) € a =

(Fa(z) \ Fp(z)) C Fa(z) Ca = x € (Fs ~r Fp)=“ elde edilir.

b) v € H* = a C (Fa(z)\ Fp(z)) C Falz) = a C (Fa(z) \ Fp(x)) C Fa(z) ve
[(Fa(z)\ Fp(z)) N Fg(x) = 0] = Fa(z) D ave Fp(z) 2 a=x € F7*\ F5" elde
edilir.

) x € Hp* = (Fa(x)\ Fp(z))Ua = U = (Fa(x)N(U\ Fp(x))Ua =U =
(Fa(z)Ua)N((U\ Fp(z))Ua) =U = Fy(z)Ua=Uve (U\ Fp(x))Ua=U =
Fa(z)Ua=Uve Fg(z)Ua # U =x € Fi*vex ¢ Fg* = x € Fj*\ Fg* elde

edilir.

Ornek 3.17. £ = {61,62763,64}, A= {61,62}, B = {61,63} olsun. U = {Ul,UQ,U3,U4}

evrensel kiimesi ilizerindeki esnek kiimeler F'4 ve F'z olmak iizere;

Fy= {(617 {ulv u2})= (627 {u27 U3})},
Fp = {(e1, {uz, us}), (es{ur, us})}
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olsun. C' = ANB,Hc = Fy ~p Fp, Vo € Ci¢in H(x) = Fu(z) \ Fp(x) olmak iizere,

He = {(er, {u1})}

dir. @ = {uy,us} ve = {uy, us} olmak tizere,

HE® = (), F5° = {0}, F5* = {0} oldugundan (F ~5 F5)“ D F5®\ 5"
HZ? = {0}, F{’ = {e1}, F5° = {0} oldugundan (F4 ~p F)2* C F3\ F7° ve
Hg™ = {0}, F{* = {ex}, Fg* = {0} oldugundan (Fs ~p Fg)"* C F{*\ F5* elde edilir.

Esnek kiimelerin, alt-« igeren ve iist-cv igeren sinirlandirilmig kiimeleriyle ilgili bazi 6zellikler

asagidaki Teoremlerde verilmistir:

Teorem 3.18. (Sezgin ve dig., [38]) F4, U tizerinde esnek kiime ve o, 5 C U olsun. Bu
durumda,

aCf= F’ C FP*

Sonug 3.19. F4, U iizerinde esnek kiime ve o, 5 C U olsun. Bu durumda,

a) F2O o pRey F7P,

b) FP o 2o o p2on FP
Ispat.

a) Teorem 3.18. dan F7“™% D F2% ve F7“™ > F2° oldugundan F7“"" > F2° U

F3° dir.

b) (a)’nin ispat1 ile benzer sekilde yapilir.

Teorem 3.20. (Sezgin ve dig., [38]) F4, U tizerinde esnek kiime ve o, 5 C U olsun. Bu
durumda;

aCpB= F*CF5P.
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Sonug 3.21. F4, U iizerinde esnek kiime ve o, 5 C U olmak iizere;

a) F C FS C FE*U FSP.
b) F{ C FSonFSP.

Teorem 3.22. F, U iizerinde esnek kiime ve o, 5 C U olsun. Eger § C o C U ise
F{%(a\ﬁ’) C FAQa \ FAQB
dir.

Ispat. z ¢ Ff(a\ﬁ) = Fa(z) C (a\B) = Fa(z) Cave Fu(z) € B =z € FEO‘ ve
x ¢ FSP = 2 e F$*\ F5P elde edilir. m

Teorem 3.23. F4, U iizerinde esnek kiime ve o, 5 C U olsun. Eger § C o C U ise
Fi(a\ﬁ) ») FE& \ F/%ﬁ
dir.

Ispat. z € F2°\ F7* = Fa(2) D o ve Fa(z) 2 = Fa(z) 2 (a\ ) = z € F7*W

elde edilir. m

Esnek kiimelerin a-kesisim ve a-birlegsim simirlandirilmig kiimeleriyle ilgili baz1 6zellikler

asagidaki Teoremlerde verilmistir:

Teorem 3.24. Fy, U tlizerinde esnek kiime ve o, 5 C U olsun. Bu durumda;

a) FJ) C pyon 7P,

b) F@) o Fey RS,
Ispat.

a) v € (Fy)°) = Fu(x)U(anp)=U = Fa(zx)Ua=Uve Fy(z)UB =U =
r € F{on FY’ elde edilir.
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b) z€ FP*UFY’ = Fy(z)Ua =Uveya Fy(z)UB =U = Fu(z)U(aUB) =U =
z € F{9% clde edilir.

Teorem 3.25. F'4, U iizerinde esnek kiime ve 5 C o C U olsun. Bu durumda;

a) F;J(CV\IB) C an \ F:ﬂ

b) FYV) = pYen FY% burada 8t = U \ 8.
Ispat.

a) v € F{V = Fy(2)U(a\B) = U = Fa(z)Ua = Uve Fu(z)UB £ U = x € FY{°

ver ¢ FYP =z e Fy*\ F\’ elde edilir.

b)z € F7“ o Fya)U(a\B) = U & Fu@) U (anp) = U & (Fulz) U
)N (Fa(z)UBY) =U & Fa(x)Ua =Uve Fa(x) UB = U & x € F{“ ve
v e FY oz e FYon FY elde edilir.

Teorem 3.26. (Atagiin, [18]) F4, U iizerinde esnek kiime ve o, 3 C U olsun. Bu durumda,

a) F) C pron FP,

b) FF) = ey pA.
Ispat.

a) v e F S Fa@)n(anB) #0= Fa@)Na#0ve Fa(z)NB#0 =z €
F{on F7 elde edilir.

b) z€ F*UF’ & Fy(x)Na#0veya Fa(x)NB#0 e Fa(z)N(aUpB) #0 <
z € F"9% elde edilir.
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Teorem 3.27. F4, U iizerinde esnek kiime ve o, 5 C U olsun. Eger § C o C U ise
FEND) o pray 8 gir,

ispat. z € FIo\F’ =z e Flover ¢ F)¥ = Fulx)Na#0ve Fa(z)N =0 =

Fa(z) N (a\ B) # 0= z € F{ elde edilir. m

Tanmm 3.28. (F, A), U iizerinde esnek bir kiime olsun.
supp(F, A) = {x € A|F(x) # 0}

kiimesine (F, A) esnek kiimesinin destek kiimesi denir (Feng ve dig., [10]).

Onerme 3.29. (Atagiin, [18]) (F, A), U tizerinde bir esnek kiime ve () £ o C U olsun. Bu
durumda;

a) (F,A)" C supp(F,A).

b) Vo € A, a C F(x)ise (F, A)"™ = supp(F, A) = A.

c) Ve € A, F(z) # 0 ve F(x) C aise (F, A)" = supp(F, A) = A.

d) (F,A) =Uyise (F,A)"™ = supp(F, A) = A.

e) (F,A) = &, veya supp(F, A) = Dise (F, A)"* = ().
Onerme 3.30. (Atagiin, [18]) (F, A), U iizerinde bir esnek kiime ve () # o« C U olsun. Bu
durumda;

a) a C Bise (F, A)"™ C (F,A)™,

b) (F°, A)" ={z € Ala\ F(x) # 0}.

¢) (F, A ={z e AlF(z)\ a#0}.

d) (Fe, A" ={z e AU\ (F(z)Ua) # 0}.
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Onerme 3.31. (Atagiin, [18]) (F, A), U iizerinde bir esnek kiime ve (} # o ; U olsun.
Ve e A, F(x) Ua # U ise

a) supp(F, A) C (F°, A)™".

b) (F, A" C (F¢, A)Ne’,
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4. o-KESISIM SINIRLANDIRILMIS KUMESININ GRUP TEORISINDE
UYGULAMALARI

Tanim 4.1. (Cagman ve dig., [37]) G bir grup ve (F, ), U iizerinde bir esnek kiime olsun.
Eger (F,G) asagidaki 6zellikleri saghyor ise U iizerinde G’nin bir esnek kesisim-grubu

olarak adlandirilir;

i) Va,y € Gigin F(zy) 2 F(x) N F(y),
ii) Vo € Gigin F(z7!) = F(x).

Teorem 4.2. (Cagman ve dig., [37]) (F, G) esnek kiimesinin U iizerinde bir esnek kesisim-grubu
olmast i¢in gerek ve yeter kosul Vz,y € G igin F(zy~') 2 F(z) N F(y) olmasidir.

Teorem 4.3. (Cagman ve dig., [37]) G bir grup ve birim elemant eg olsun. (F,G), U

tizerinde bir esnek kesisim-grup olmak iizere V x € G igin F'(e) 2 F(x) dir.

Simdi, U baglangi¢ evrensel kiime ve () # o C U olmak lizere a-kesisim sinirlandirilmis
esnek kiimesi yardimiyla bir G grubunun a-tarafindan iiretilen esnek kesisim alt grubu kavrami

tanitilacaktir.

Tanim 4.4. G bir grup, (F, G) U iizerinde esnek kiime ve () # « C U olsun. Eger (F, (F, G)")
esnek kiimesi U iizerinde bir esnek kesisim grubu ise buna G’nin a-tarafindan iiretilen esnek

kesisim alt grubu denir ve < a > <G ile gosterilir.

Ornek 4.5. G = (Zg, +) ve (F,G), U = Ss iizerinde esnek kiime olsun. F' : G — P(U)
olmak iizere;

F(0) = {(1),(12), (132), (123)}, F(1) = {(23)}. F'(2) = {(12)}, F(3) = {(1), (132), (123)},
F(4) = {(12)}, F(5) = {(23)} ve a = {(132),(123)} olsun. Buradan (F,G)"* = {0, 3}
ve < a >n=(F, (F,G)™) = {(0,{(1), (12), (132), (123)}), (3, {(132), (123)}) } <C dir.

B = {(12)} kiimesi i¢in (F, G)"* = {0,2,4} ve

< B >n= (F.(F,G)7) = {(0,{(1), (12), (132), (123)}), (2. {(12)}), (4, {(12)})} =C dir.
Yani {(0, F(0)), (2, F(2)),(4,F(4))} esnek kiimesi G’nin (12) € S tarafindan iiretilen

esnek kesisim alt grubudur.
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Teorem 4.6. (F, ), U iizerinde esnek kiime olsun. e, G’nin birim elemani olmak iizere
(F,{eq})<G dir. Fakat, (F,{eq}) =< a >n olacak sekilde bir « iireteci olmak zorunda

degildir.

Ispat. F': {eq} — P(U) olmak iizere Va,y € {eg} icin;
F(zy™) = F(eg) 2 F(eg) N Fleg) = F(z) N F(y) dir. Dolayisiyla Teorem 4.3. den

(F, {eq})<G elde edilir. ispatin kalan kismi i¢in Ornek 4.5. incelenirse;
F(0) = {e, (12),(132),(123)} i¢in (F,{0})<Z dir. Fakat (F,{0}) =< « >q olacak
sekilde o C S5 yoktur. m

Tanmm 4.7. G grubunun esnek alt grubu (F,{e¢}), G’nin asikar esnek alt grubu olarak

adlandirlir ve < e >n olarak gosterilir.

Onerme 4.8. < o >~ EG ise « tek olmak zorunda degildir. Ustelik a, b € U olmak iizere,
<A{a} >n=<{b} >n ise < {a,b} >n=<{a} > dir.

Ispat. < o >, <@ ise a’nin tek olmadig1 Ornek 4.9. de verilmistir. Ispatin kalan kismi icin

a, CUvea={a}, B ={b} olacak sekilde < o« >n= = < § >n olsun.
A=A{z e G|F(x)N{a} # 0} = {x € G|F(z) n{b} # 0},
B ={z € G|F(z)N{a,b} # 0}

olsun. Buradan A C B oldugu agiktir. x € B olsun;

F(x)n{a,b} #0 = F(x)N{a} #0 veya F(x)N{b} #0
=xre€AveyaxeA

=z€A
Dolayisiyla B C A dir. Sonug olarak (F,G)™Me = (F, )™M = (F,G)™M*b} dir. Yani
<{a,b} >=<{a} >~ dir. =

Ornek 4.9. Ornek 4.5. de o = {(132)}, 8 = {(123)} ise
< a>a=< f >r=< (132), (123) > dir.
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Asagidaki 6nerme ile iiretilmis esnek kesisim alt grubu ile o grubun alt grubu arasinda bir
iligki oldugu ispatlanmistir. Dolayisiyla bu 6nerme esnek cebirsel yapilar ile klasik cebirsel

yapilar arasinda koprii gorevi gormektedir.

Onerme 4.10. (F,G), U iizerinde esnek kesisim grubu ve () # oo C U olsun. Eger

< a>n<Gise (F, G)"*, G’nin bir alt grubudur.

ispat. < o >,= (F,(F,G)")<G oldugundan ) # (F,G)"™ C G ve Vz,y € (F,G)"™
icin F(zy™') 2 F(z) N F(y) dir. F : (F,G)" — P(U) bir fonksiyon oldugundan
Y,y € (F,G)"i¢in zy~! € (F,G)"* dir. Sonug olarak (F,G)"“<G dir. m

Onerme 4.11. G bir grup ve (F,G), U iizerinde esnek kesisim grubu olsun. < o >n <G

ise F(eq) N a # () dir. Fakat tersi genelde dogru degildir.

ispat. < a >, <G olsun. Onerme 4.10. dan (F,G)"* = {z € G|F(z) N o # 0} kiimesi
G’nin alt grubudur. Vo € (F,G)" i¢in F(z) N« # () ve Teorem 4.3. den F(eg) 2 F(z)
oldugundan F(eg) N « # () dir. Tersinin genelde dogru olmadig1 Ornek 4.12. de goriiliir. m

Ornek 4.12. Ornek 4.5. de A = {(1), (12), (123)} igin F(0) N A # 0 oldugu goriiliir. Fakat
(F,G)™ = {0,2,3,4} G’'nin esnek kesisim-alt grubu degidir.

Onerme 4.13. < o > <G ve < 8 >4 <G olsun. Eger a C fise < a >n C < f3 >n dir.

Ispat. z € (F,G)"® olsun. o C f oldugundan F(z) Na # () dit. o C J oldugundan
F(z) N B # ( dir. Bundan dolay1 (F,G)"* C (F,G)™ dir. Sonug olarak Tanim 2.3. den
(F, (F,G)"™)C(F, (F,G)™) dir. Yani < o >4 C < § > dir. m

Teorem 4.14. G bir grup, (F,G) ve (T, G) U iizerinde esnek kiimeler olsun. (F, G)<G ve
(T, G)<G ise (F, G)N(T,G)<G dir.
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Ispat. Tanim 2.9. dan (F, G)N\(T, G) = (H,G), Vx € G igin H(z) = F(x) N T(x) dir.
Vz,y € G igin

H(zy™") =F(zy " )NT(xy™")

Sonug olarak Teorem 4.2. den (H, G) =(F, G)N\(T, G)<G dir. m

Sonuc 4.15. Eger < a >n <Gve < > <Gise < a>nM < B > Gnin esnek kesisim

altgrubudur. Fakat bu alt grubun bir iireteci olmak zorunda degildir.

Ispat. < o >n, <G ve < B >n <Gise< a>nN< B >n <G oldugu Teorem 4.14. den

elde edilir. Ispatin kalan kismi icin Ornek 4.16. yeterlidir. m

Ornek 4.16. G = (Z15, +) bir grup ve U evrensel kiimesi 15 farkli kanser hastaligini temsil
etmek tizere U = {uy, ug, ug, ..., u15} ve F : G — P(U) olsun.

F(0) = {uy,us, us, ug, ur, ug, w1 }, F(1) = {ug, us}, F(2) = {us, ug, uy, u11 },

FG
F(7

= {U17U57U9}, F(Zl) = {U?);Ua’u?;un}, F(S) = {U1,U8}’ F(é) = {U17U37U5,U67U77U9,U11},

- {u27u10}» F(g) == {U37U6,U7,U11}, F(§> - {u17u57u9}’ F(]TO) = {U3,U67U7,U11},

(F,G)" = {0, 3,6,9} olup G’nin alt gruplaridir.
<F7 (F) G)ma) :{(67 {ula us, Us, Ue, Ur, Ug, ull})7 (27 {Ug, Ug, U7, ull})7 (Zlv {u37 Ug, U7, ull})7

(67 {uh us, Us, Ue, U7, Ug, ull})7 (87 {U’37 Ueg, U7, U/ll})7 (1707 {u37 Ueg, U7, U11}>},

(F7 (F7 G)ﬂﬁ) :{(67 {ula us, Us, Ueg, U7, Ug, ull})7 (37 {ula Us, u9})7 (67 {ula Uz, Us, Ug, U7, Ug, ull}):

(gv {ula Us, UQ})}

esnek kiimeleri birer esnek kesisim gruptur. Buradan < o > <G ve < 3 > <G dir.

Dolayisiyla,
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< a >n ﬁ < 5 >n= {(67 {Ul,U,3,U5,U6,U7,U9,U11}), (67 {Ul,Ug,U5,U6,U7,Ug,ull})}gG

dir. Fakat < a > N < f >=< 6 >~ olacak sekilde § C U yoktur.

Asagidaki Teoremle bir grubun iki iiretilmis esnek alt grubunun kesisimi yine bir iiretilmis

esnek alt grup ise bu esnek alt grubun iireteci arastirilmistir:

Teorem 4.17. G bir grup olsun. «, 5 C U olmak iizere < o >n %G ve < 3 >n gG olsun.
<a>nN<f>=<eq>n

asikar esnek kesisim alt grup ya da
<a>nN<B>=<0 >n

olacak sekilde 0 C U varsa; o’nin () # o C o U 8 formunda alinmas: yeterlidir.

ispat. Eger < a >n N < f>a=< eq >n ise ispat agiktir. Kabul edelim ki

<eq>pE<a>AN< B >=<0 >n

olacak sekilde o C U bulunsun. Teorem 4.14. den < 0 >n, %G dir.

<a>nN< B >r=< 0 >noldugudan (z,V) €< 0 >n icin,
VNa#D0veVNB#AD=VNo#0D 4.1)
dir. (4.1) ifadesi asagidaki durumlarda saglanir:
)aCB=o0=4,
i) Ca=0=aq,

i) aNp#0=0=aUp,

iv) a£fBveanpf#0=0c=aUp.
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Her ne kadar (4.1) ifadesi 0 D o U 3 i¢in saglansa da () # o C o U f3 olacak sekilde o C U

varliginin gosterilmesi yeterlidir. m

Tanim 4.18. (Cagman ve dig., [37]) (F,G) ve (T, H), U iizerinde iki esnek kesisim grup
olsun. (F,G) ve (T, H) esnek kesisim gruplarinin carpimui (F,G) x (T, H) = (Q,G x H)
olarak tanimlanir. Burada

Q:GxH— PUxU)
V(z,y) € G x Higin Q(x,y) = F(x) X T(y) ile tanimh U x U iizerinde bir esnek kiimedir.

Teorem 4.19. (Cagman ve dig., [37]) Eger (F,G) ve (T, H), U tizerinde iki esnek kesigim
grup ise (F,G) x (T, H) esnek kiimesi de U x U iizerinde bir esnek kesigim-gruptur.

Ispat. Tamim 4.18. gore V(z, %) € G x H icin (Q, G x H)(x,y) = F(x) x T(y) oldugundan
V(xlayl)a (952,?/2) € G x H igin,

Qe (w1, 91)(x2,92) ")
=Q(n123", %15 )
=F(r123") x T(y1y3 ")
2(F (1) N F(x2)) x (T(y2) N T (y1))
=(F(z1) x T(y1)) N (F(22) N T(y2))

=Qaxu(r1, 1) N Qaxu (T2, y2)

Bundan dolay1 Fig X Ty = Qgxn, U x U lizerinde bir esnek kesisim gruptur. m

Teorem 4.20. GG, ve G+ iki grup, (F, G), U, tizerinde ve (T, G3), U, iizerinde esnek kiimeler

olsun. < o >n, %Gl ve < 3 >n %Gz olacak sekilde o C U; ve  C U, varsa:
<a>a X < f>=<axf>q

dir. Yani iki tiretilmis esnek kesisim alt grubunun carpimlar da tiretilmis esnek kesisim alt

gruptur.
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Ispat. < a >n <G, ve < B >4 <G, olsun. Onerme 4.10. dan (F,G1)"™ < Gy ve
(T, G5)™ < G ve ayrica Teorem 4.19. den

(F,(F,G1)™) x (T, (T,G2)")<G; x Gy

dir.

(z, F(z)) €< a>nve(y,T(y)) €< B >n olsun. Dolayisiyla F(z)Na # O ve T'(y)NSB # 0

dir. Buradan,

Fx)yNa#£0veT(y)Np#D<=(F(z)xT(y)N(axp8)#0
Sz, F(x) e<a>n ve(y,T(y)) €< B >n

&((z,y), F(x) x T(y)) € (H, (H,G1 x Go)" @)

Burada,

H:Gy x Gy — P(Up xUs), H(z,y) = F(x) x T(y)
seklinde tanimli esnek bir kiimedir. Dolayisiyla ispat tamamlanir. m

Ornek 4.21. G, = (Z4, +) grubunu alalim ve (F, G), U iizerinde bir esnek kiime olsun.
U = {ug, u1, ug, uz} cep telefonu markalarini belirtmek iizere F' : Gy — P(U);

F(0) = {uy,uz,uz}, F(1) = {uo}, F(2) = {u1,uz}, F(3) = {uz} ve a = {uz} olmak
tizere, (F,G1)" = {0,2} ve

<o >a= {(6, {Ul, Ug, Ug}), (2, {Ul, u;;})}%Gl

G9 = (Zg, +) grubunu alalim ve (7, G2), V iizerinde bir esnek kiime olsun. V' = {vg, vy, va, v3, v4, Vs }

evrensel kiimesi cep telefonu 6zelliklerini belirmek tizere 7' : Gy — P(V) ;

T((N)) = {Uo,Ul,U27U5}, T(i) == {U3, 124}, T(é) = {U4}, T(g) == {Uo, ’02}, T(Zl) = {Ug},
T(5) = {vy} ve B = {vy} olmak iizere, (T, G5)"* = {0, 3} ve

< ﬁ >n= {(()7 {U(]u V1, V2, U5})7 (37 {U07 'UQ})}%GQ
dir. Buna gore:
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<a>nx < fB>q={((0,0), {(ur,v0), (ur,v1), (u1,v2), (u1,vs), (ug, vo), (g, v1),

(u2, v2), (uz, v5), (us, vo)(us, v1)(us, v2)(us, vs)}),

((0,3), {(ur, o), (w1, v2), (2, v0), (2, v2), (uz, v0), (u, v2)}),

((2,0), {(ur, o), (wr, 1), (w1, v2), (ur,v5), (g, v0), (ug, v1), (us, va), (us, vs)}),

((2,3), {(ur, v0), (w1, v2), (g, v0), (uz,v2)})} dir.

H: G x Gy — P(U x V) olmak iizere (H, Gy x G2), U x V iizerinde bir esnek kiimedir.
Ayrica V(x,y) € G x Go olmak tizere H(z,y) = F(x) x T(y) dir. Buna gére a X § =

{us,vo} igin < a X f >n=< o > X < f >p oldugu goriiliir.
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5. BIJEKTIF ESNEK MATRISLER VE iISLEMLERI

Bu boliimde, (Gong ve dig., [33]) makalesinde verilen, esnek kiimelerin 6zel bir hali olan
bijektif esnek kiimeler ele alinmistir. Ayrica (Kamaci ve dig., [34]) makalesinde verilen
bijektif esnek islemler ve bijektif esnek matrisler yardimiyla elde edilmis bir karar verme
metodu tanitilmigtir. 8. boliimde bu karar verme metodu a-kesisim yardimiyla gelistirilmis
ve yeni bir algoritma inga edilmistir. Aksi belirtilmedik¢e 5., 6., 7. ve 8. boliimlerdeki tiim

tanim, teorem ve ornekler (Kamaci ve dig., [34]) kaynagindan alinmistir.

Tanim 5.1. (Gong ve dig., [33]) (F, B), U tizerinde bir esnek kiime olsun. Eger asagidaki

ozellikler saglaniyorsa (F, B)’ye U iizerinde bijektif esnek kiime denir:

i) Upep Fle)=U.

i) e;, ej € Bvee; 7& €; ise F(€z> N F(ej) = (.
Bijektif esnek kiimeler tiim alternatiflerin kullanildig1 ve farkli parametrelerin farkl alternatiflere
yoneldigi 6zel esnek kiimelerdir.
Géosterim 5.2. U iizerindeki biitiin bijektif esnek kiimeler BS(U) ile gosterilecektir.

Tamm 5.3. [a;;| € SM,, olsun. Eger
vi(ay]) =Y ay =1
j=1

ise [a;;]"ye bijektif esnek matris denir.

Ornek 5.4. Asagida verilen [a;;]ax5 esnek matrisi i¢in,

[10000]
01000
01000

100010 ]

[aij}4x5 =

v1([asj])=v2([aij])=vs([ai;])=va([aij]) = 1 oldugundan [a;;] bir bijektif esnek matristir.
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Gosterim 5.5. 1. BSM(U), BS(U) kiimesinin elemanlarina kargilik gelen tiim bijektif

esnek matrislerin kiimesini belirtir.
2. [F, A], (F, A) esnek kiimesine karsilik gelen esnek matrisi belirtir.

Teorem 5.6. (F, A)’nin U iizerinde bir bijektif esnek kiime olmasi i¢in gerek ve yeter sart

[F, A]’nin bijektif esnek matris olmasidir.

Ispat. Kabul edelim ki [F, A] = [aij]nxm esnek matris olsun. Tamm 2.15. ve 2.19. gore
a; =1 u; € f(e;). Dolaywsiyla Vi = 1,2,...,ni¢in v;([a;j]) = 1 & u; € f(e;) ve
J # kicinu; ¢ f(eg) dir. AyricaVi = 1,2,...,nigin v;([a;;]) = 1 < Vu; € U igin en az
bir e; € A vardir dyle ki u; € f(e;) & J.cq F(e) = U dir. Sonug olarak Tanim 5.1. den
(F, A) U uzerinde bijektif esnek kiimedir. m

Ornek 5.7. Ornek 5.4. de verilen la;;]axs esnek matrisine karsilik gelen esnek kiime U =

{Ul, Ug, U3, u4} ve A - {617 €2,€3, €4, 65} Olmakuzere (FJ A) : {(617 {ul})7 (627 {U27 u3})7 (637 ®)7
(es,{ua}), (es,0)} dir. Burada | J,. 4 F'(e) = U vee;,e; € ASe; # ejise Fe;)NF(e;) = 1]
oldugundan (F, A) U tizerinde bir bijektif esnek kiimedir.

Teorem 5.8. [a;;| € BSM,xm, ve [bir] € BSM,xm, olsun. Bu durumda,
[aij] A [bix]
carpimui da bijektif esnek matristir.

Ispat. Teorem 2.30. dan ispat elde edilir. m

Teorem 5.9. U = {uy,us, ..., u,} evrensel kiime olsun. Oyleyse her bir [a;;] € BSM (U)
icin

dir.

Ispat. Tanim 2.21. den ispat elde edilir. m

Uyar1 5.10. BSM (U) esnek kesigsim ve esnek birlesim islemlerine gore kapali degildir.
Fakat Teorem 2.26. ve Teorem 5.8., 5.9. dan (BSM (U), A ) bir monoidtir.
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Gosterim 5.11. [a;;] € BSM,,x., olsun. 1 < ¢ < ji¢in [a;;] nin q.stitunu |a,;|, ile gosterilecektir.

Tanmim 5.12. [a;;] € BSM,,xm, ve [bir] € BSM,,xm, olsun.

I. Egerherbir1 < ¢ < mnig¢inl < g < my, 1 < r < my olmak iizere a;y < by,
saglanyorsa |a;;|,’ya |bg |, nin alt siitunu denir ve |a;;|, < |bg|, ile gosterilir.
Ayrica, a;; < b saglaniyorsa |a;j|,’ya |bi |, nin 6z alt siitunu denir ve |a;;|, < |bik|r

ile gosterilir.

2. Eger her bir 1 < ¢ < my i¢in |a;;]q < |bigl, esitsizligini saglayan r € {1,2,...,ms}
varsa; [a;;], [bix] nin bir bijektif alt-siitun matrisi olarak adlandirilir ve [a;;] T [by] ile

gosterilir.

3.1<g<mpvel <r <myikenV1 <i < nigin a;, = b;, ise [a;j|, ya [bix], nin bir
esit siitunu denir ve [a;;], = [bx], ile gosterilir.
Eger her bir 1 < ¢ < my igin [a;;], = [bix], esitligini saglayan 3r € {1,2,...,mo}

varsa [a;;] ve [bi] bijektif esnek esit-siitun matrisler olarak adlandirilir ve [a;;]=[b;]

ile gosterilir.

Ornek 5.13. Agagida verilen [a;;] ve [b;] bijektif esnek matrisleri goz 6niine alalim:

[100] (10]
100 10
[aijlsxs = {010 |, [bilsxe =110
001 01
1001 |01 ]

Burada, |bi|2 = |asj|3 ve |bie|i>]aijla » [bix|1>]ai;|1 oldugundan [a;;], [bs] min bijektif esnek

alt-stitun matrisidir.
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Ornek 5.14. Agagida verilen [a;;] ve [b;;] bijektif esnek matrislerini alalim.

[10] (0 1]
01 10
[aijlsxa = | 0 1|, [bilsxa = |10
10 01
|10 |01
Burada |bix|o = |aij|1, |bikl1 = |aij|2 oldugundan dolay1 [a;;] ve [b;] bijektif esnek esit

sutunlu matrislerdir.

Tamm 5.15. (F, A), (F,B) € BS(U), |aij] ve [bi] sirasiyla bu esnek kiimelerin bijektif

esnek matrisleri olsun.

a;;| ve [bjx| min Kisitlandirilmig-Ve Carpimui A ile gosterilir ve asagidaki gibi tanimlanir:
J sag g

A y SMnXm1 >< BSM’VZX’VTLQ —> BSMnXml’/TLQ

[aij], [bin] — [aiz] Albik] = [cp]
Burada, 1 <r < mmay, 1 <s<myvel <t <myigins =a,r = (a— 1)my + t dyle

ki a, 7 < aumy esitsizligini saglayan en kiigiik pozitif tam say1 olmak tizere [c;,| ninr. siitunu:

ey = [ai;]s » eger |aij|s < [birl:
wplr T

0, eger|ag|s £ |birle
dir.

Tamm 5.16. (F, A), (F,B) € BS(U) ve [aij], [bix] sirasiyla bu esnek kiimelerin bijektif

esnek matrisleri olsun.

[a;;] ve [b,) mn Relax-Ve Carpimi X ile gosterilir ve agagidaki gibi tanimlanir:

I : BS]WHXm1 X BSMnXm2 — SMnxmﬂm

[aiz], [bix] — [ai] A [bix] = [cip)]
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Burada, 1 <r < mymso,1 <s<myvel <t <mspigins =a,r = (a— 1)my +t Oyle

ki a, 7 < aumy esitsizligini saglayan en kiigiik pozitif tam say1 olmak tizere [c;,| nin r. siitunu:

|C‘ | 0 P eger |a’ij‘s < (‘blk|t)c
wpIr .
| 7‘]’3 » €ger |[lij|s ﬁ <|b7,k|t)c

dir. Burada ([bix]¢)¢, (|bix|¢) matrisinin komplemantidir ve [c;,] matrisinin tipi n x myms dir.

Ornek 5.17. [a;;] ve [bi] bijektif esnek matrisleri

[100] (1 0]
100 01 o
[aijlaxs =  [bik)axe = verilsin. Bu durumda;

001 10

1010 01
(000000 ] (110000
000000 _ 110000

[alj}ﬁ[bzk] = [Cip]4><6 = ,[Cbij]k[bik] = [dip]4><6 =

000010 000010
1000100 1000100

dir.

Teorem 5.18. [a;;| € BSM, ,, olsun. Bu durumda agagidakiler dogrudur:

(@) [aij] A [Unx1=[a].
(i) [ai;] X [1nx1=[as).

(i) [ai] A [ai;]=[ai;] A aij)].

(iv) [ai;] A faij]°=laij] Aag]e.

ispat.

(1) [ai;] € BSMpxm, ve [aij] A [1]nx1 = [cip) olsun. Vs € {1,2,...,m1} icin |a;|s <
|1| oldugundan |a;;|s = |c;pl|, dir. Dolayisiyla Vr € {1,2,...,m} i¢in |a;j|, = |ciplr

oldugundan [a;;] = [c;;] dir. Burada my = 1 ve t = 1 oldugundan s = r dir.
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(i) [ai;] € BSMyym, ve [ai;] X [1]nx1 = [cip) olsun. Bu durumda

0], eger |a;|s=|0]
|aijls » |ais]s # (O]

|Cip|r =

oldugundan |a;;|s = |c;p|, dir. Ayrica t = 1 ve my = 1 oldugundan r = s dir.

Dolaysiyla Vr € {1,2,...,m4} i¢in |a;;|, = |c;p|. oldugundan [c;,] = [a;;] dir.

(iii) [ai;] € BSM,xm, bijektf esnek matris ve [c;)] = [ai;] A [aij] ve [di] = [aij] X
la;j] olsun. Vs,t € {1,2,...,my} i¢in |a;|s %|a;|: oluyorsa , [a;;] bijektif matris

oldugundan |a;;|s <(|a;;|;)¢ dir. Bundan dolay1
|Cip|'r - |diq|r = |aij’s (51)

Ayrica Vs, t € {1,2,...,m1} i¢in |a;;|s % |ai;|: ise [a;;] bijektif matris oldugundan
|laij|s £(|a;|e)¢ dir. Bundan dolay1

|Cip|7” - |diq|r — |0| (5.2)

dir. (5.1) ve (5.2) den [a;;] A [a;;] = [ai;] X[a;;] elde edilir.

(IV) [ai]’} € BSMnXml bljektlf esnek matris ve [Cip] = [aij] [ai]’}c ve [dzq] = [@ij] 7\ [aij]c

A
olsun. Vs, t € {1,2,...,my}igin |a;;|s < (Jai|¢)¢ ise, [a;

|aij|s £(]aqje)¢ dir. Bundan dolay1

;] bijektif matris oldugundan

|Ciplr = |diglr = lai]s (5.3)

AyricaVs,t € {1,2,...,mq}icin |a;|s £ (|aijl¢)¢ ise, [a;;] bijektif matris oldugundan

|aij|s <|ai;|; dir. Bundan dolay1
|Ciplr = |dig|r = [0] (5.4)

dir. (53) veE (54) den [aij] I [aij]c = [aij]ﬁ[aij]c elde edilir.
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6. BIJEKTIF ESNEK KARAR SISTEMI

Bu boliimde, yogunluk 6l¢iim fonksiyonu tanimlanmig ve bir bijektif esnek matrisin digeri
izerine yogunluk orani hesaplanmistir. Ayrica, bijektif esnek karar sistemi ve bijektif esnek

karar sistemi yogunlugu kavramlar1 incelenmistir.

Tamm 6.1. (Kamaci ve dig., [22]) [¢;;] € SM,, bir esnek matris olsun. M, max-satir

fonksiyonu:

M'r: SMnXm — SMnX1 ’ MT([CU]) = [dll]

burada d;; = maxjc(12,....myCi; seklinde tammlanir. M, ([c;;]) siitun esnek matrisine max-satir

,,,,,

esnek matrisi denir.

Ornek 6.2.
[000000]
000000
[as) Albix] = [ciplaxe =
000010
(000100

esnek matrisinin max-satir matrisi,

_— = O O

dir.

Tamm 6.3. (F, A) ve (G, B) bijektif esnek kiimelere karsilik gelen bijektif esnek matrisler
sirastyla [F, A] ve [G, B] olsun. [F, A] A |G, B] =|c;;] nin max-satir esnek matrisi M, ([¢;;]) =

[d;1] olsun. [F', A] esnek matrisinin [G, B] esnek matrisi tizerine yogunluk ol¢iim fonksiyonu
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df : SMnXl — 7
[da]  — dy([dn]) = > dn
i=1
seklinde tanimlanir.
Tanmim 6.4. AN B = () olmak iizere U iizerindeki (F, A) ve (G, B) bijektif esnek kiimelerin

esnek matrisleri sirasiyla [F, A] ve [G, B] olsun. [F, A]'nin |G, B] tizerine yogunluk orani T:

ds (M, ([F,AJA[G,B
7= §([F, A]; [, B]) = “HEER R

sayisidir. Burada 0 < 7 < 1 oldugu aciktir.
Yogunluk kavrami, bijektif esnek matrisin digeri iizerindeki etki derecesini tanimlamaktadir.
Eger 7=1 ise [F, A] nin [G, B] iizerinde tam yogun oldugu sdylenir.

Eger 7=0 ise [F, A] nin [G, B] tizerinde sifir yogun oldugu sdylenir.

[100] [10]
e 100 01 . ) ) o
Ornek 6.5. [a;j]axs =  [bik)axe = bijektif esnek matrisleri verilsin.
001 10
(010] (01
(000000] 0]
000000 0
[ai| Albir] = [ciplaxe = s M, ([eip]) =
000010 1
1000100 1]

[F, A] = [a;;] ve [G, B] = [b;] bijektif esnek matrisleri i¢in;

dy(Mp(leip]) 21

=4§([F, Al [G,B]) = 1 ——2 =~ — _

dir.

Gosterim 6.6. Bundan sonra, U evrensel kiimesi iizerinde ¢, j = 1, ..., 7 i¢in ve ¢ # j iken

E; N E; = () olmak iizere (F}, E;) bijektif esnek kiimelerine kargilik gelen r tane [F;, E]
bijektif esnek matrisini gosterecektir ve [F, E| = [Fy, Ey| A [Fo, Es) A ... A [F, B =
Ni_,[F;, E;] alinacaktir.
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Tanim 6.7. Vi =1,2,...,ri¢in BNE; = () olmak iizere U iizerinde (G, B) esnek kiimesine
karsilik gelen bijektif esnek matris [G, B] olsun. ([F, E];[G, B] : U), U tizerinde bijektif

esnek karar sistemi ve |G, B] karar esnek matrisi olarak adlandirtlir.

Tamm 6.8. [F, E]'nin |G, B] iizerindeki yogunluk orami ([F, A]; [G, B] : U) bijektif esnek
karar sisteminin yogunlugu olarak adlandirtlir ve 7 = J([F), EJ; [G, B]) seklinde formiile

edilir.

Tamim 6.9. ([F, E]; [G, B] : U) nin bijektif esnek karar yogunlu 7 olsun. Eger m < r ve
SN, ([Fu B (G, BY) = 7 ise (AL, ([Fi EJ:(G.B))) . ([F,E]:[G.B] : U) nun bir
indirgenmis bijektif esnek karar sistemi olarak adlandirilir.

Bu tanima gore, karar vermeyi etkilemeyen esnek matrisler elde edilir. Boylece, bu matrisleri

ireten parametrelerin ortadan kaldirilmasi saglanmasgtir.

Ornek 6.10. [Fy, E], [Fy, Es), [Fs, Es] ve [G, B] bijektif esnek matrisler:

(100 (10 (10 [10]
100 10 10 01
[Fi,Erfl=1010]|,[Fy,Es]=1|10],[FsEs]=1|10],[G,B]=|10] olsun.
001 01 10 01
(100 01 01 110]
(100] [10] [100000]
100 10 100000
[Fi, E\] A [Fo,Eol = [010| A [10[=]001000
001 01 000001
(100 |01] [010000]
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(100000 [10]
100000 10
([F1, Br] A [Fy, B]) A [F3, B3] =[F,E]=[001000| A [10
000001 10
010000] |01]

(100000000000]
100000000000
=1000010000000
000000000010
(1000100000000 |

(100000000000] 10
100000000000 01
[G,B]=[000010000000 10
000000000010 01
(1000100000000 ] 10

[F, E]

[~
[~

[(000000000000000000000000]
000000000000000000000000
=1000000001000000000000000
000000000000000000000100
(1000000100000000000000000

(G, B])) =3

[~
[~

MT([F7 E] [G7 B]) = ) df(Mr([F> E]

= = T = I e
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([F1, Br] A [Fy, b)) MG, Bl =

(100000
100000
001000
000001

(010000

[~

10
01
10
01
10

0

0

M, (([F1, Eq) A [Fy, E5))AIG,B]) = | 1

1

_1 -

_ . ~ dy(M([F,E]A|G,B])) 3
r=a(F £j [, B) = LEHEE .
ds (M. ([F, E]A[G, B]))

5([F1’ El]? [FQ’ EZ]? [Ga B]) —

Ul

000000000000
000000000000
000010000000
000000000001
001000000000 |

(M, (([Fr, Er] A [Fy, E5))AIG, B]) =3

= =T

Ornekte goriildiigii gibi [F3, F3] sistemin yogunluk oranini etkilemez. Bu nedenle F5 parametre

kiimesinin karar1 etkilemedigi anlagilmaktadir.

Gosterim 6.11. |G, B] nin t. siitun matrisi ve [H, C] nin r. siitun matrisi sirastyla |G, B|; ve

|H, C, ile gosterilecektir.

Tamim 6.12. [H,C] = A, [F;, E;] ve ([F, E]; |G, B] : U) nun indirgenmis bijektif esnek

karar sistemi ([H, C]; [G, B] : U) olsun. Eger |H, C|, < |G, B|, ise

d(|H,Cly)
ds (|G, Ble)

oranmna [H, C] tarafindan belirlenen bir karar bileseni denir ve karar bileseni etki oranini

belirtir.

Burada |B| ve |C] sirasiyla B, C kiimelerinin eleman sayisini gostermek iizere, t < |B| ve

r < |C| dir.
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(100] (10 [10]
100 10 10
Ornek 6.13. [F1, By = |010|,[Fo,Fo)l=|10]|,[Fs,Esl=1]10|,[G,B] =
001 01 10
(100 01 01]

bijektif esnek matrisleri goz 6niinde bulunduralim. [H, C| = [Fy, E1| A [Fy, E5) olsun.

(100] [10] J[100000]
100 10 100000
[H,C]=|010| A |10 =]001000
001 01 000001
[100] [01] [010000]

|H,C|,<|G, B|, oldugundan

de(|1H,Cls) 1

ds(|G,Bl,) 3

|H,C|s<|G, B, oldugundan

dy(|H,Clg) _ 1
ds(|G,Bl;) 2
elde edilir.
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7. COKLU-BIJEKTIF DILSEL ESNEK KARAR SISTEMI

Bu boliimde, dilsel kiime ve dilsel degerli fonksiyon kavramlar: taniltilmis, ayrica, ¢oklu-bijektif
dilsel esnek karar sistemi inga edilmistir. Daha sonra, indirgenmis bijektif esnek matrisinin
her bir siitununun belirleyici etki oranini hesaplayan bir formiil verilmigstir. Son olarak, bu

kavramlari kullanarak yeni bir karar yontemi olusturulmustur.

Tanmm 7.1. ¢ € N olmak iizere B = {to,t1,...,te—1,te, to1, ..., t2e} sonlu, tam siralt bir
kiime olsun. B bir dilsel kiime olarak adlandirilir. Bu kiime asagidaki karakteristik 6zellikleri
saglar:

1. Vi,j€{0,1,...,20} igini < j <= t; <1;.

2. 7 €{0,1,...,2¢} igin t; elemaninin olumsuzu to,_; dir.

3. Eger tj S tz ise max(tz-, t]) = tz dir.

4. Eger tz S tj ise mm(tl, tj) = tl dir.

Burada ¢, terimi B kiimesinin orta terimi olarak adlandirilir.

Tanmm 7.2. B = {tg,t1,...,te_1,te, Loy, - .., Lo} dilsel kiime olmak iizere

fL: [071] — B
toee) -0<2<0,5
T —>fL(‘T): t( ,IEZO,E)

t[—26a) » 0,5 <2 <1

ile tanimli f; fonksiyonuna B kiimesine bagl bir dilsel-degerli fonksiyon denir. Burada

[|20x

|, 2¢x reel sayisinin tam degerini gosterir.

Ornek 7.3. ( = 2 icin B={t, = c¢ok koti, ¢; = kotii, 2 = normal, 3 = 1yi, t, = cok
iyi} dilsel kiime olsun. Burada ¢, = normal B kiimesinin orta terimidir. 5 kiimesinin

dilsel-degerli fonksiyonu f;, alinirsa, x = 0,43 degeri i¢cin f7,(0, 43) terimi £ = 2 oldugundan
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fL(O,43> = t[|2.2.0,43H = tl olur. Aym §ek11de fL(O) = to, fL(O, 2) = to, fL(O, 5) = t2,
fL(O, 625) =13, fL(O, 75) =13, fL(l) =14 dir.

NOT. Su andan itibaren B kiimesi bir Dilsel kiime olarak alinacaktir.

Tamim 7.4. U iizerindeki bijektif esnek kiimeler (G4, B), (G2, B), . .., (G, B) olmak iizere
bu kiimelere kargilik gelen bijektif esnek matrisler sirasiyla [G4, B, [Ge, B], ..., |Gy, B]
olsun. Ayrica i = 1,2,...,r icin BN E; = () ve U iizerindeki bjektif dilsel esnek karar
verme sistemleri ([F, E]; (G, B] : U), ([F, E]; G2, B] : U), ..., ([F, E]; |Gk, B] : U) olsun.
Bu durumda U iizerindeki, |Gy, Bl, (G2, B], . .., |Gk, B] dilsel-¢coklu karar esnek matrisleri
ve ([F, El; |Gy, B, |G, B, ..., |Gk, B] : U) ¢oklu-bijektif dilsel esnek karar sistemi olarak

adlandiriir.

Tamm 7.5. 7y = §([F, E];[G1, B]), = = O([F, E;[Gs, B]), ..., 7« = ([F, E]; |Gy, B])
sirastyla [F, E]’'nin [Gy, B] tzerine, [F, E]'nin G4, B| itizerine, [F, E]’nin [Gy, B| iizerine
bijektif dilsel esnek karar sistemi yogunluklari olsun. [F, E] ’nin [G1, B], [Gs, B, .. ., |G}, B]
tizerine yogunlugu, ([F, E]; [Gy, B], [Ga, B], . .., |Gk, B] : U)’nin ¢oklu-bijektif dilsel esnek

karar sistemi yogunlugu olarak adlandirilir ve asagidaki gibi formiile edilir:

7'1+7'2—|-...—|—Tk
k‘ .

R = §([F, E];[G4, B, [G2, B],...,[Gy,B] : U) =

Tamm 7.6. ([F, E|; (G, B, G2, B, ..., |Gk, B] : U) bir ¢oklu-bijektif dilsel esnek karar
sistemi olsun. Egerm < rve 0([F, E|; (G1, B]) = §(\'-,[F;, Ei]; [G1, B)), 0([F, E}; (G2, B]) =
SN, E); [Ge, B)) ..., 0([F, EY; Gk, B]) = 6( N2, [Fi, Ei]; (G, B)) ise bu durumda
(AL, [F, E; [G1, Bl [G2, B, ..., |Gy, B) : U), ([F, E]; |Gy, B, [Ga, B, . .., [Gg, B] : U) nin

indirgenmis coklu-bijektif dilsel esnek karar sistemi olarak adlandirilir.

(100] (10 [10]
100 10 10
Ornek 7.7. [F\,Er]= | 010 |,[Fo, Es)= |10 |,[F5E3]= |10
001 01 10
(100 01| 101

bijektif esnek matrisleri géz Oniine alalim. B:-{ to = kiiciik, t; = orta, o = biiyiik } dilsel

kiime ve [G1, B], |G2, B] asagida verilen bijektif esnek matrisler olsunlar.
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[100] (100]
010 100
G1,B]=1100],[G2,B]=1010
001 100
(100 (001

([F1, Er] A [Fa, Es)) A [F3, B3] = [F, E] olmak iizere;

(100000000000| [100]
100000000000 010
[G1,B]=1000010000000 100
000000000010 001
1000100000000 | [100]

[F, E]

[~
[~

(000000000000000000000000000000000000 ]
000000000000000000000000000000000000
=1000000000000100000000000000000000000
0000000000000000O000O00O0O0O0O0O0O0O0O0O0O0O00O0O1O0O00O
1000000000100000000000000000000000000 |

MT([F7 E]

[~

[GhB]) = 7df(Mr<[F’E]

[~

[GlaB])) =3

_— = = O O
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(100000000000| [100]
100000000000 100
(G2, B]=1000010000000 010
000000000010 100
1000100000000] |[101]

[F E]

>~
[~

(100000000000000000000000000000000000 ]
100000000000000000000000000000000000
=1000000000000010000000000000000000000
00000000000000OOOO0OOOO0OOOOOOOOOTITO0OOOO
1000000000001000000000000000000000000 |

M, ([F, E]

[~

[G27B]) - vdf(quF’E]

[~

(G2, B])) =5

—_ = = =
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(100000] [100]
100000 010
([Fi, B\]) A [Fo, Eo)A[G1, Bl =[001000| A [100
000001 001
010000 [100]

(000000000000000000 ]
000000000000000000
=1000000100000000000
00000000000000000 1
(000100000000000000 |

M, (([Fy, Er] A [Fy, Ex])A[Gy, B]) = , df (M (([F1, Er] A [Fy, Eo])A[Gh, B]) =3

[ e e o T )
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(100000 (100]
100000 100
([F1, Br]) A [Fy, Bo])AlG2, B = 001000 | A [010
000001 100
1010000] |001)

(100000000000000000]
100000000000000000
=1000000010000000000
000000000000000100
1000001000000000000 |

M, (([Fy, Er] A [Fy, ER]) A|Go, B]) = ,df (M, (([Fy, E1] A [Fy, Es]) A[Go, B]) =5

—_ = = e

5([F,E],[G1,BD: (S([F,El]A [F,EQ],[Gl,B]) %VC
6([F, E}; [Gs, B]) = 6([F, Ey] A [F, Es); [Gs, B]) = 2 = 1 oldugundan
([F, E\|A[F, Es); |Gy, B, [G2, BJ; U), ([F, E]; [Gh, B], [G2, BJ; U) nin indirgenmis ¢coklu-bijektif

dilsel esnek karar sistemidir.

NOT. X\ € {1,2,...,k} icin [G), B] nin t..siitunu [G, B];, ile gosterilecektir.

Tamim 7.8. [H,C| = \*,[F, Ei] ve ([F, E|; |G1, B], [Ga, B, . .., [Gg, B] : U) nin indirgenmis
coklu-bijektif dilsel esnek matris sistemi ([H, C|; [G1, B, |G, B], ..., |Gk, B] : U) olsun.

I, ={1<A<k:|HC|<|Gy Bl.,0<e < {}igin,

4,(H.Cl,)
=S (- o) )
= 2= G, Bl
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r. siitun i¢in karar bileseninin negatif etki oran1 anlamina gelir ve [H, C/ tarafindan belirlenmis

negatif karar bilegeni olarak adlandirilir.(burada €, )\ "ya bagh olarak degisir.)

J,={1<A<k:|H C|,<|Gy Bl.,l < e <20} igin,

4,(H,C),)
oy = e —b)———"—
2.~ 051G, Bl.)

r. siitun i¢in karar bilegeninin pozitif etki oran1 anlamina gelir ve [H, C] tarafindan belirlenmis
pozitif karar bilegeni olarak adlandirilir.(burada ¢, \ "ya bagl olarak degisir.)
Burada, t. < |B|ver < |C]| dir.

Tanmim 7.9. Tanim 7.8. de verilen ([F, EJ; (G4, B], [G2, B|, ..., |Gk, B] : U), n, ve o, igin

Or — Ny
P=—" "
2011 + 1J1.)

sayisina [H.C] "nin r.siitununun belirleyici etki orant denir. Burada |I|, ve |.J|, , r.siitun i¢in

I ve J nin eleman sayisini gosterir. Burada dilsel karar degeri © = % + P, i¢in

i. P, > 0ise, [H,C] nin r.siitununu olusturan parametreler fr(x) = t_j_oz’ye karsilik

gelen dilsel parametreyi etkiler.

ii. P, =0ise, [H,C] nin r.siitununu olugturan parametreler f7(x) = t,’ye karsilik gelen

dilsel parametreyi etkiler.

ili. P, < 0ise, [H,C] nin r.siitununu olusturan parametreler f7(x) = t[2¢,’ye karsihk

gelen dilsel parametreyi etkiler.

(100] 10 10
100 10 10
Ornek 7.10. [F\, E]= [010|,[Fo Eo)=|10],[Fs,Es]=1[10],
001 01 10
(100 (01 01]
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[100] (100]
010 100
G1,B]=1100],[G2,B]=1010
001 100
(100 (001

bijektif esnek matrislerini g6z 6niinde bulunduralim. ([F, E\| A [F, Es]; [G1, B], [G2, B]; U)

([F, E); [G1, B, |Gz, B]; U) nin indirgenmis ¢oklu-bijektif dilsel esnek karar sistemi oldugunu
Ornek 7.7. den biliyoruz. B={t, =kii¢iik , ¢, =orta, t, =biiyiik } dilsel kiime ve [H, C|=[F}, ;] A
[Fy, Es] olsun.

r = 2icin |H, C|,<|G1, B|; oldugundan negatif karar bileseni

_ dy(|H,Clp) 1

"= 4G B 3

r = 2icin |H, C|,<|Gs, B|s oldugundan pozitif karar bileseni

_ 4y(1H,Cla)

09 = =1
27 d;(|Gs, Bls)

dir. Bundan dolay1

— 1
2.1.2 6

dir. P, > 0 oldugundan x = % dilsel karar degeri i¢in ¢5’ye bagl olarak [H, C’nin 2.siitunu
olusturan parametrelerin dilsel parametresi "biiyiik" e etki ettiini sOyleyebiliriz.
Simdi, asagidaki algoritmay1 kullanarak yeni bir karar yontemi olusturabiliriz.

Algoritma 7.11. Coklu-Bijektif Dilsel Karar Sisteminin Algoritmasi:

Adim 1. (F}, E;), (G4, B), (G, B), ..., (Gy, B) bijektif esnek kiimeleri olugturulur.
Adim 2. [F}, E}], |Gy, B, G2, B], ..., |Gk, B] bijektif esnek matrisleri olusturulur.

Adim 3. ([F, E),[G1, B);U) , ([F, E), |G, B;U), ..., (|F, E], |Gy, B]; U) herbirinin bijektif

dilsel esnek karar sistem yogunlugu hesaplanir.
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Adim 4. Eger miimkiinse ([F, E]; [Gy, B], [G2, B|, . .., |Gk, B] : U) ’nin indirgenmis ¢oklu-bijektif

dilsel esnek karar sistemi bulunur.

Adim 5. Porzitif, negatif karar bilesenleri elde edilir, belirleyici etki oranlar1 ve dilsel karar

degerleri hesaplanir.

Adim 6. Dilsel parametreler, dilsel karar degeri ile belirlenir.
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8. COKLU-BIJEKTIF DILSEL KARAR SISTEMININ BIR UYGULAMASI

Ornek 8.1. Bir sirketin K, L ve M iilkelerine cep telefonu ihrac etmek istedigini varsayalim.
Bu amagla, sirket halihazirda bu iilkelere cep telefonu ihracati yapan yedi sirketin cep telefonunun
son versiyonunun Ozelliklerini ve miisteri memnuniyet oranlarini inceliyor. Bu incelemeden
sonra, sirket bu memnuniyet oranlarim1 géz 6niinde bulundurarak cep telefonlar iiretmek

istiyor.

U = {uy, us, ug, uy, us, ug, ur }, yedi sirketin bu tilkelere ihrag ettigi cep telefonlarinin en son
siirlimiinii tamimlayan alternatif kiimeyi ve &/ = F; X Ey X E3 parametre kiimesini belirtsin.
Burada £/ cep telefonunun kamera kalitesini, £5 cep telefonunun agirligini ve kalinligini, s
cep telefonunun iglemci hizin1 tanimlar. Bu parametre kiimeleri £/; ={x; =normal, z, =iyi,
xr3 =¢ok iyi}, Fy ={y; =hafif-ince, yo =agir-kalin} ve F5 ={z; =hizli, z, =asir1 hizli} dir.
Ayrica, B={t,=cok kotii, ¢; =kotii, ¢, =biraz kotii, t3 =orta, {4 = biraz iyi, t5 =iyi, tg =¢ok

1yi} dilsel kiimesi cep telefonlarinin miisteri memnuniyet araliklarimi belirtir.

Adim 1. Sirketafifidaki bifeRtit esnelfimelodSaniptir:
(F1, Ev)={(21, {ua, ur}), (w2, {us, ue}), (23, {u1, uz, us})},
(Fo, E2)={(y1, {ur, ua, us, ue}), (y2, {uz, us, ur})},
(Fs, E3)={ (21, {u1, uz, us}), (22, {us, ua, us, ur})},
(G, B)={(t1, {ua}), (t3, {ug, ur}), (ta, {ue,ue}), (ts, {u1, us})} K iilkesi i¢in,
(G2, B) = {(t1, {ur}), (t2, {us, ua}), (t5, {ua}), (ta, {us}), (ts, {u}), (te, {u1})} L iilkesi
icin,

(G3, B) = {(to, {ur}), (t3,{us}), (ts, {us, ug}), (ts, {u1, us, us})} M iilkesi igin.

Adim 2. Sirket i¢in bijektif esnek matrisler asagidaki gibidir.
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[G27B] =

(000000001000 ]
000000000010
000000010000
010000000000
000000001000
000001000000

1000100000000 ]

(0000010]
0000100
0001000
0100000 |,
0000010
0000100
(0001000

(0000001
0001000
0010000
0010000,
0000100
0000010

(0100000

(0000001 ]
0000001
0000100
0001000
0000001
0000100
(1000000
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Adim 3. Sirketin herbir bijektif dilsel esnek karar sisteminin yogunlugu elde edilir.

dy (M, ((F, E)AL(G1, B)))
19

n = 0([F, E]; |Gy, B]) = =1

df (M, ((F, E)A(G», B))) _ 5

72 = ([F, E]; (G2, B]) = - 7|U| ==
s = 0([F, B}, [Gs, B)) = LLE f?ﬁ(Gi’”B))) 1

Adim 4.
6([F1,E1] A [FQ,EQ]; [Gl,BD = 1

5([F1?E1] A [F27E2]; [G27B]) —

| Ot

(5([F1,E1] A [FQ,EQ]; [Gg,B]) =1

oldugundan ([Fy, E1) K[ Fy, Es); |Gy, B), [Ga, B], [Gs, B] : U) indirgenmis ¢oklu-bijektif

dilsel esnek karar sistemidir.

Adim 5.
P = —% oldugundan = = % ve t[\2.3.§u = t, olur. Benzer sekilde;

_ 2 _

P =—15 T=5 tpag =t

Py=g =3t 952 ="ts
Py=0,z=3 1=t

Ps=3 =3, blos.tey = ts

1 _ T _
=1 t=1 Loz =t
elde edilir.
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Adim 6.

Sirket, yakin gelecekte iiretilecek olan cep telefonlarinin 6zelliklerini agagidakileri
kullanarak belirleyebilir.

1. Miigteriler % oraninda cep telefonunun kamera kalitesi normal ve hafif ince olan
telefonlar i¢in biraz kotii demistir.

2. Miisteriler % oraninda cep telefonunun kamera kalitesi normal ve agir kalin olan
telefonlar i¢in kotii demistir.

3.  Misteriler % oraninda cep telefonunun kamera kalitesi 1yi ve hafif ince olan
telefonlar i¢in biraz iyi demistir.

4. Misteriler % oraninda cep telefonunun kamera kalitesi iyi ve agir kalin olan
telefonlar orta demistir.

5. Miisteriler g oraninda cep telefonunun kamera kalitesi ¢ok 1yi ve hafif ince olan
telefonlar i¢in iyi demistir.

6. Miisteriler % oraninda cep telefonunun kamera kalitesi ¢ok iyi ve agir kalin olan

telefonlar i¢in biraz 1yi demistir.

Ornegin; (2), sirket kamera kalitesi ¢ok iyi ve hafif ince olan bir cep telefonu iirettiginde

altt miisteriden besinin memnun olabilecegi anlamina geliyor.

Karsilastirma: Asagida verilen algoritma ile Algoritma 7.11. gelistirilerek yeni bir karar

yontemi insa edilmistir. Boylece Algoritma 7.11. den daha etkili sonuglar verdigi goriilmiis

ve ayn1 zamanda ¢oziim yolu da kisalmistir.

Algoritma 8.2. Sinirlandirilmig Kiimelerle Olusturulan Esnek Karar Verme Algoritmasi:

Adim 1.

Adim 2.

Adim 3.

Adim 4.

Adim 5.

(Fi, E;), (Gy, B),(Gs, B), ..., (Gg, B) bijektif esnek kiimeleri olusturulur.

« C U kiimesi belirlenir.

a kiimesine gore, (F;, ;)™ (G, B)™*, (G2, B)™, ..., (G, B)"* esnek kiimeleri olusturulur.

Sinirlandirilmig esnek kiimlere gore [F;, E;|, [G1, B, [Ga, B], . .., |G, B] esnek matrisleri

olusturulur.

(IF, E), [G1, B:U), ([F, E],[Gs, Bl;U), ..., ([F, E], |Gy, B]; U) herbirinin bijektif

dilsel esnek karar sistem yogunlugu hesaplanir.
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Adim 6. Eger miimkiinse ([F, E]; |Gy, B], [Ga, B], . . ., |Gk, B] : U)’nin indirgenmis ¢oklu-bijektif

dilsel esnek karar sistemi bulunur.

Adim 7. Pozitif, negatif karar bilesenleri elde edilir, belirleyici etki oranlar1 ve dilsel karar

degerleri hesaplanir.
Adim 8. Dilsel parametreler, dilsel karar degeri ile belirlenir.
Burada a-kesisim yerine problemin tiiriine gore a-birlesim, a-iist iceren ve a-alt iceren
sinirlandirilmig kiimeleri de kullanilabilir.

Ornek 8.3. Ornek 8.1. deki karar verme problemini diisiinelim.

Adim 1. Ornek 8.1. deki bijektif esnek kiimeleri ele alalim.

Adim 2. Burada K,L ve M iilkelerinin ada iilkeleri oldugunu varsayalim. Dolayisiyla telefonlarin
su gecirmezlik 6zelliginin olmasi miisteri memnuniyeti i¢in goz ardi edilemez. Bu

ozelligi saglayan telefonlar uy, u; olmak tizere v = {uy, ur} secelim.
Adim 3. « kiimesine gore sinirlandirilmis esnek kiimeler asagidaki gibidir.

(F1, B1)™ = {z1, 23},
(Fy, E5)™ = {y1, 92}
(F, E3)™ = {21, 22},
(
(
(

=

G, B)" = {t3, 15},
GQ,B)QQ - {t17t6},
G3,B>ﬁo¢ — {to,tﬁ}.

Adim 4. Sirket i¢in esnek matrisler asagidaki gibidir.

(01] (1 0] (10
01 01 10
00 01 01
[FiL, B = [10]|,[FEy]l=[10]|,[FsE3=1]01
01 10 10
00 10 01
|10 101 101
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(0010] (000000001000
0001 000000000010
0000 000000010000
[Fi, B\ A [Fo,Eol = [1000|,[F,El=1010000000000
0010 000000001000
0000 000001000000
10100 000100000000
(01] (01] [01]
00 00 01
10 00 00
[G1,B]=100],[G2,Bl=100]|,[G3,B= {00
01 00 01
00 00 00
(10 ] [ 10] [ 10]

Adim 5. Sirketin herbir bijektif dilsel esnek karar sisteminin yogunlugu elde edilir.

n = 8([F, B} Gy, B)) = LD DA DD 2
= 8([F, £} Ga, B)) = DT 2
s = 6(F, F}; [Gy, B)) = LULAE @)f@?” 5D _ %

Adim 6.
6([Fr, Er| A [Fy, Bsl; (G, B]) =

5([F17E1] A [F2>E2]; [G27B]) =

Nl Nle lw

6([Fr, En] A [Fy, Byl; [Gs, B]) =

oldugundan ([Fy, Er|A[Fy, Es); [G1, B, [Ge, B], [G3, B] : U) indirgenmis ¢oklu-bijektif

dilsel esnek karar sistemidir.
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Adim 7. « kiimesi ile sinirlandirmalar yapildigi icin baz1 P degerleri hesaplanamaz.

P = —2 oldugundan z = 2 ve t{2.3.2)) = t olur. Benzer sekilde;
1 .. _5 _
Ps=3 =5 tpsz =t

P()': 2

, L = %, t_H_2'3 2} - t4

D=

elde edilir.

Adim 6. Sirket, yakin gelecekte iiretilecek olan cep telefonlarinin 6zelliklerini asagidakileri

kullanarak belirleyebilir.

1. Misteriler % oraninda cep telefonunun kamera kalitesi normal ve agir kalin olan
telefonlar i¢in kotii demistir.

2. Miisteriler % oraninda cep telefonunun kamera kalitesi ¢ok iyi ve hafif ince olan
telefonlar i¢in iyi demistir.

3. Miisteriler % oraninda cep telefonunun kamera kalitesi ¢cok iyi ve agir kalin olan

telefonlar i¢in biraz iyi demistir.

Ornegin; (2), sirket kamera kalitesi ¢ok iyi ve hafif ince olan bir cep telefonu iirettiginde

altt miisteriden besinin memnun olabilecegi anlamina geliyor.
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