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OZET

Bu tez dort boliimden olugmaktadir. Tez konusu olarak , Singiiler Integral Operatérii

ve bu operatoriin Agirlikli Lp Uzayindaki Smirliligi hakkindadir.

Ik boliim tezin girig boliimiidiir.

Ikinci boliimde tezde kullanacagimiz temel tamm ve teoremler verilecektir.

Uciincii béliim Singiiler Integral Operatérlerinin LP uzaymdaki sinirlihg: ve Calderon-

Zygmund Singiiler Integral Operatérleri hakkindadir.

Dérdiincii boliim ise Singiiler Integral Operatérlerinin Agirhkh LP Uzayindaki simrlilig:
hakkindadir.

Anahtar Kelimeler: Singiiler integral operatorleri, Calderon-Zygmund Singiiler in-

tegral operatorleri



ABSTRACT

This thesis consists of four chapters.As a thesis subject, Singular integral operators in

Weighted Lp Spaces and these operators will be given information about the limitations.

The first part is the introduction section of the thesis.

In the second section we will use in this thesis will be given the basic definitions and

theorems.

In the third chapter of singular integral operators in Lp spaces limitation and Calderon-

Zygmund singular integral operators will be informed about.

In the fourth chapter of singular integral operators in weighted Lp spaces limitation

will be informed about.

Keywords: Singular integral operators, Calderon-Zygmund Singular integral opera-

tors
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SiMGELER VE KISALTMALAR
R : Reel sayilar kiimesi (—oo, 00)
f g : file g fonksiyonun konvoliisyonu

f : f nin Hilbert doniigiimii

R; : Riesz doniistimii
pv  : esas deger
I : Olcii fonksiyonu



1 GIRis

Singiiler integraller konusu bagta Mihlin, Calderon ve Zygmund’un c¢alismalar: olmak
iizere son 60 yil icerisinde oldukga geligmistir. Harmonik analizin 6nemli konular1 arasinda yer

alan
Tf(z) = p. - f)k(z —y)dy

singiiler integral operatorleri kismi tiirevli denklemler teorisinde, analitik

fonksiyonlarin sinir deger problemleri teorisinde, Fourier serilerinde, matematiksel fizik ve matem-
atigin diger dallarinda bir ¢ok uygulamalar: olan oldukga giincel bir konudur. Singiiler integral
operatoriiniin agirlikli Lp uzayinda sinirhiligi son yillarda 6nemli bir inceleme alani olustur-
mustur. Bugiine kadar Diinya’nin her yerinden B. Muckenhoupt, R. Wheeden, C.Fefferman,
R.R.Coifman, K.F Anderson, D.S Kuztz, S. Samko, V. Burenkov, V. Kokilashvili, V.Guliyev,
A. Meskhi, Y.Ding, S.Z. Lu gibi matematigin énemli isimleri bu alanda galismig ve bir ¢ok prob-
lemin ¢6ziimi i¢in 6nemli sonuglar elde etmigtir. Geligen teknolojiye yeni bir temel olugturabile-
cek bu konu her gegen giin Matematik Diinyasi i¢inde 6nemini artirmaktadir. Calderon Zyg-
mund operatorlerinin gegitli fonksiyon uzaylarinda simirliligindan alinmis neticeler analizin bu
ve diger alanlarinda kismi stirekli denklemlerin ¢éziimlerinin regiilerligi problemlerinin arastiril-
masinda uygulaniyor. Bu tez de, Singiiler integral operatoriiniin agirlikli Lp uzayinda sinirlilig:

incelenecektir.



2 TEMEL KAVRAMLAR

Tamm 2.1 (Zayif LPuzay1) f, R” {izerinde 6l¢iilebilir fonksiyon ve 1 < p < oo olsun. Zayif
LP uzay1

L2 (R™) = {f : | fllp,c0 < 00}

bi¢iminde tanimlanir. Burada, f nin yar1 normu C' > 0 sabiti i¢in
1
[fllp.oo :=sup A[{z € R™ : |f (z) | > A}[? < C
A>0
ile verilir.

Tanim 2.2 ((p, q) tipli operatdr) T, bir altlineer operatér ve 1 < p,q < oo olsun. Eger T,
L, (R™) den Ly o (R™) ye smirl bir operatér ise T', zayif (p, ¢) tipindendir denir. Yani herhangi
bir A > 0 ve f € L, (R") i¢in

n ¢ !
e eR s 77 @] > 3| < (511, ) (2.)
olacak sekilde bir C' > 0 sabiti vardir
f € L, (R™) igin
ITfllq < ClIfllp (2.2)
olacak gekilde bir C' > 0 sabiti varsa T, L, (R™) den L, (R™) ye sinwrh operatorii (p, ¢) tipindendir

denir.
2.1 Agirhkli Norm Esitsizlikleri

Burada w, R™ de negatif olmayan lokal integrallenebilen fonksiyondur ve agirlik fonksiy-

onu olarak da adlandirilir. Simdi A, agirliklarnin tanimini verelim.

Tanim 2.3 ((1 < p < oo)igin A4, agirliklar ) w(z) < 0 ve w(z) € L}, (R™) olsun. Asagi-

loc

daki esitsizligi saglayan bir C' > 0 sabiti

sup <|Ql|/Qw(x) dx) (ml)/Qw(x)“P' dx)p_l <c (2.3)

1<p<ooiginw e A, denir. Burada ve agagida, 1/p+1/p’ =1 dir. C' > 0 olmak tizere
Mw (z) < Cw (z) (2.4)
esitsizligi saglaniyorsa w € A;. (2.3) veya (2.4) de goriinen C sabitine w nin A, sabiti denir.

Uyar1 2.4 w € A; olmasi i¢in gerek ve yeter sart C' > 0 ve herhangi @ kiibii i¢in

1 .
Ql /Q w(z)dr < lengw (x). (2.5)



olmasidir. Burada ve agagida, inf ile temel infimum anlagilacaktir. Dahasi, 1 < p < oo ve
w € Ay i¢in, A, sabiti C' < 1 dir. Ashinda, her bir @ kiibii i¢in

1= Klg/qgw(x)l/pw(x)_l/pdx

b1y /P
(o) (G o))

< Cl/r

seklindedir.

Simdi A, agirlik fonksiyonlarmin baz 6zelliklerini verelim.

Onerme 2.5 ( A, agirhiklariin (1.) &zellikleri)

i Ay, G Ay, eger 1 <p<q<oo.

ii. 1 <p<ooicinw € A, gerek ve yeter sart w (x)lfpl €Ay

fii. wo,wr € Aj ise 1 < p < 0o igin wow; ¥ € A,.

iv. (1 <p < o0) olmak tizere w € A, ise herbir 0 < e < 1 igin w® € A,,.

v. (1<p<o0)iginwe A, ise Vf € L}, (R") igin
1 p ,

vi. (1 <p<o0)iginw € Ay ise herhangi bir § > 1 igin C (n,pd) sabiti vardir Gyleki her bir
Q kiibii i¢in, w (6Q) < C (n,p,d) w (Q). Ozellikle, § = 2 alinrsa A, agirliklan ift kosulu

saglar.

vii. (1 <p < o0)i¢inw € A, ise herhangi bir 0 < a < 1i¢in 0 < 5 < 1 vardir 6yle ki herhangi
olgtilebilir £ C Q i¢in |E| < o|Q| ve w (E) < fw (Q).

ispat.

i. p > 1 i¢in Tanim 2.3 ve Holder egitsizliginin direk sonucudur. p = 1 oldugunda ise (2.5)

den
(é/czw(x)l‘q' dx)ql < sup (2)7
- (o)
C(@/Qm)dm)?

Diger taraftan, |z|* € A, olmasi i¢in gerek ve yeter sart —n < a < n (p — 1) oldugundan

IN

Ay, # Ay olmadigim elde ederiz.



ii. (p—1)(" —1)=1 oldugundan herhangi bir @ kiibii igin

<|C21|/Qw(x)1—l” da:) (IéI/Jw (m)l_p/]l_pdx)zj/_l
) {<|22/QW(=’C) dx) (éN/Qw(x)l”' dx>p }

< or'-1

oldugu goriiliir.

iii. Herhangi bir @ igin , (i = 1,2) w; € A; oldugundan ve (2.5) den

w; (2)7" < supw; (2)7' < (infwi (m))_l <C (”i (Q))_l (2.7)

z€Q zeQ |Q|

elde edilir. (2.7) den,

(g7 Lo @1 @0 (5 [ e @ w0 d) e

sonucunu verir.

iv. p=1igin , Holder esitsizligi ve (2.5) den

@/Qw(x)e dx < <612|/Qw(:c) d:v)a < (Ciggw (x))s = cvggw (z)°

oldugu goriiliir. Benzer olarak, 1 < p < oo i¢in Tanim 2.3 ve Hdlder esitsizliginden iv.

sonucu elde edilir.

v. p=1igin , (2.5) den
L 1
o L1 @ire @ = [ @l [ wwas
< C/Q [ () lder jnf w (2)
C x) |w (x) dx.
< /Q 1 (@) o (@)

elde edilir. 1 < p < oo oldugunda ise Holder esitsizliginden

@ﬂ /Q f () ldx
- @ﬂ /Q 1 (@) | ()7 w0 ()7 da

< (@/Qlf(x) P (z) dx)l/p <612|/QCU(£U)1PI d:v) (r—1)/p

o (g L1f@ P dx)l/p (

IN

N
S
€
&
QL
1S
N——
|
=
he}

olur.



vi. Eger (2.6) da Q ile 6Q ve f (z) ile x@ (x) nin yerlerini degigtirisek vi. sonucunu elde etmis

oluruz.

vii. (2.5) de S = Q\FE ve f(x) = xS () olsun. Bu durumda

('gu)pw Q) < C’/Sw (z) da.

(1-arw@s —fg:)pw(@)gc(/medx—/Ew(x)dz)

C > 1 olmak iizere;

Buradan

w(E)SM

Buradan 3 = (C — (1 — a)”) /C oldugunda vii. sonucu elde edilmis olur.

Siradaki teorem ile A, agirlik fonksiyonlarmim ¢ok énemli ve kullanigh olan bir 6zelligi

verilecektir.

Teorem 2.6 (Ters Holder esitsizligi) 1 < p < oo igin w € A4, olsun. Bu durumda herhangi

bir @ kiibii icin sadece p ye bagh olan € > 0 ve C, w nin A, sabiti olmak tizere

1/(1+¢)
(ml?/Qw (z)'+e dm) < g| Qw (x) dx (2.8)

esitsizligi saglanir.

ispat. @ belirlenmis kiip olsun, @ iizerinde w igin Calderén-Zygmund pargalanigi uygulanirsa

{w@)/IQ =X <A < <A <...}

olur her bir A\* i¢in {Qy;} ayrik kiipler dizisini elde ederiz, &yle ki
w(@) < A icin @ ¢ Ay = | JQri

ve
1
Ak < 7/ w(z)de < 2"\
|Qk,1‘ Qr.i

seklindedir. Ap41 > Ap icin ve her Q11,5 icin Qr41 ; kiimesi ya Qp,; veya bazi 4 indisleri igin
Qr,; nin altkiibiidiir. Buradan

1
|Qr+1,5] < X / w(z)dz
k1l JQus1,5

Qi 1

= w () dz
Met1 |Qeil JQuy,
Qr: 1
Met1 @il Jo,

Ak
Ak-‘,—l |Qk,l|'

IN

w (z) dx

N
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Bundan dolay1

Ak
|Qk,i N Apa] < 2")\
k+1

elde edilir. Belirlenmig o < 1 igin {Ag} dizisini 2" A, /Ag+1 = « gibi secbiliriz. Buna denk olarak
Ak = (2"/a)¥ Xo. Buradan
|Qk,i N Agy1] < | Qrql-

elde edilir. Onerme 2.5 vii. den,0 < § < 1 vardir Syleki
wW(Qk,i N Agy1) Bw (Qk.i) -
i indis li terimler toplanirsa, w (Ax4+1) < Bw (Ag) oldugu elde edilmis olur, buradan
w (A1) < Brw (o)
Benzer olarak [Ag 1| < a|Ax| ve [Agpi1] < a¥|Ag|. Buradan

U
k=0

= lim Ak

k—o0

elde edilir.

oo

/w(x)“'sdx :/ w(x)“sdaj—i—Z/ w(z) Tedr
Q QAo k=0 A\ Akt1

Aw(@\ Ao) + ) A5 w(Ae \ Agga)

<
k=0
<A ( @\ Ao) + > (2" /a)FH1eghy (A0)>
k=0
<A ( (@\ o) + (2" /a)* Y [(2" /)3 0))-

k=0

(2™ /)¢ B < 1 olacak sekilde bir € > 0 i¢in seri yakinsaktir. Buradan

/Q“(x)”edw < OXG (w(@\ Ao) +w(o))

o (g ) o)

Boylelikle (2.8) denklemi elde edilir ve Teorem 2.6 in ispat1 tamamlanmig olur. Teorem 2.6 in

sonuclar1 olarak A, agirlik fonksiyonlarinin baz ézelliklerini verelim. m

Onerme 2.7 (A, agirlik fonksiyonlarinin (IL.) 6zellikleri)

viii. (1 < p < 00) olmak tizere w € A, olsun. Bu durumda p — e > 1 olacak gekilde bir € > 0
i¢in w(z) € Ap_..

ix. 1 <p<ooigin A, =U,,4q

x. 1 <p< oo igin w € A, olsun. Bu durumda ¢ > 0 vardir dyle ki w(z)!™¢ € A,,.



xi. 1 < p < ooicinw € A, olsun. Bu durumda 6 > 0 ve C > 0 vardir yle ki her bir @ kiibii
ve F C @ olacak sekilde 6lgiilebilir £ kiimesi i¢in

w(E) B[\’
o >§C(|Q> | 29)

ispat.

viti. ii. 6zelliginden w € A, ise w' ™ € A, .w'P icin ters Holder esitsizligi uygulanirsa

) RN O 1 RN
— | w(x)"7P dx) < CP- (/ w(x) P dx) ,
(|Q/Q Q[ Jo

burada 6 > 0. Esitsizligin her iki tarafi Il QI f ow x)dzx ile garpilirsa

1 1 , (p—1)/(1+0)
= d _ (1-p")(140) 4 > i

oldugu goriilir.(1 — p')(1+60) =1 — ¢’ denirse 1 < ¢ < p i¢in w € A, olur. Boylelikle vii.

ozelligi € = p — q igin elde edilmig olur.

ix. ix. Ozelligi i. ve viii. Ozelliginin direk sonucudur. Gergekten, A, O U, ., Aq oldugunu i.

q<p

ozellikten biliyoruz. Diger taraftan viii. den 4, C |J q <p

x. w € Ay olsun (2.8) denkleminden

1+e
ﬁ/ w(z) e de < (&/ w () dx) < Cw(z) " *h.h.w € R™.
Q Q

Buradan w(z)'*c € A;.

Eger p > 1 icin w € A, ise ii. den w(m)lﬂ’/ € A,. Komogorov esitsizligi kullanilarak

Qo) et < Cl(|@|/ ”d””>1+8

1 ;o\
(1 p')(1+¢) 1-p

— | w(x dx < C / w(x dx) .

al f, @) (1 [,

saglanir. Boylece

<|C21|/Qw(z)1+adx> (|22/Q[w(z)1+5]1p'dx)p_l
p—1 1+4¢€
< O{<|Q|/ (a:)dx) (@/@w(m)l_pldx> } <C.

xi. 1 <p < oo igin w(z) € Ay oldugundan 1+ ¢ ve (1 + ¢)/e igin Holder esitsizligi kullanilir

€ > 0 olmak lizere

ve



ise (2.8) dan

1/(1+e)
/w(:z:)d:c < /w(z)1+5d:1:> | B/ (+e)
E E

1/(1+¢)
[t i/
E

< 1o [ wl@delQP B0
E

‘E| 6/(1+€)
|Q|>

Boylelikle 6 = ¢/(1+¢) igin w nin (2.9) denklemini sagladigy goriiliir ve ispat tamamlanir.

- @ (

Uyar1 2.8 w, R™ de negatif olmayan lokal integrallenebilen bir fonksiyon olsun. Eger w (2.9)
denklimini saglarsa w € A, denir. xi. Ozelligi gosteriyor ki U1<p coo Ap € As. Bununla

birlikte |J; <), <o Ap O Ao oldugu da ispatlanabilir. Sonug olarak Asc = U<, 4p-

Tanim 2.9 X bir kiime ve A da X iizerinde bir o cebiri olsun. (X, .A) ikilisine bir 6lgiilebilir
uzay, A daki herbir kiimeye olgiilebilir kiime, p 6l¢ii fonksiyonu olmak tizere (X, A, u) tigliistine

Olcii uzay1 denir.

Tanim 2.10 (X, A, ) bir 6lgli uzay1 ve 1 < p < oo olmak iizere; Q@ C X = R™ bdlgesinde

tamimh ve
Luwmwm<w

ozelligine sahip Olciilebilir f : Q@ — R fonksiyonlar simifina L,(€2) uzay1 veya (2 bolgesinde p.

kuvvetten Lebesgue-integrallenebilir fonksiyonlar uzay: denir. L,(£2) uzay:

1/p
ey = 151 = ( [ 0Pt < o0
seklindeki norm ile tammlanir. Buradaki || f||, gosterimine f fonksiyonunun Lp-normu denir.

Q Bolgesinde f(z) < M olacak sekilde bir M sabiti varsa f fonksiyonuna hemen hemen
simrhdir denir. Bdyle M sabitlerinin en biiyiik alt simrma da |f| nin  bolgesindeki esas

supremumu(esasl sinir1) denir ve

esssup |f(z)| :=inf {K : |f(z)] < Kh.h.x € Q}
z€Q

seklinde gosterilir. € bolgesindeki hemen hemen sinirli f fonksiyonlar: ile tanimlanan uzay

L>(Q) seklinde gosterilir. Buna gore bir f fonksiyonunun L*°-normu
[[flloc := ess sup | f ()]
e

olarak tanimlanir.



Teorem 2.11 (Young Esitsizligi) 1 < p,q < oo,% + % =1 ve Va,b > 0 igin

al bl
ab< — + —
p q

olur.

Teorem 2.12 p <1 ve a,b € R olmak tizere,
la+bfP < 207" (laf” + [b]?)

olur.

Teorem 2.13 (Holder Esitsizligi) 1 < p,¢ < oo,% + % =1ve feLl,ge Liise fg € L'
olur ve

AJﬂ@M@MM@SHNMMM

esitsizligi saglanir.
Teorem 2.14 (Minkowski Esitsizligi) Eger f,g € LP ve 1 < pise f + g € LP olur ve

1f+gllp < 11+ llglls

esitsizligi saglanir.

Holder teoremi ve Lebesgue integralinin 6zellikleri gézoniinde bulunduruldugunda LP;1 < p <

00, nin bir vektor uzay: oldugu goriliir. Bununla birlikte || f||,; L? tizerinde bir normdur ve

1. Tammdan || f||, >0

2. |Ifllp = 0 ise hemen hemen heryerde f(z) =0
3. Naflly = el fllp

4 Nf +gllp < 1F1p + llgllp

ozellikleri saglandigindan L?,1 < p < oo, bir normlu uzaydir.

Teorem 2.15 L,,1 < p < oo, uzayl

= ([ f(x)l”du(x))l/p

normu altinda tam ve dolaysiyla Banach uzayidir.

Tanim 2.16 f,, ve f fonksiyonlar1 LP uzaymin elemanlar: olmak iizere; (f,,) dizisi f fonksiy-

onuna p. mertebeden yakinsaktir < Ve > 0 icin 3Ing € N 6yleki Vn > ng icin || f, — fll, < e.



Bu yakinsaklik ¢esidine L? de yakinsaklik da denir. Burada p > 1 olup,

1o — fllp = (/Q fo— fpdu> '

(fn) dizisi f fonksiyonuna L? de yakinsaktir. < lim |/ f, — f||, = 0.
n— oo

dir. Buna gore,

Tanim 2.17 w fonksiyonu h.h. 2 € R™ igin w(x) > 0 olacak gekilde R™ de lokal integrallenebilir

olsun. Bu durumda w fonksiyonuna bir agirlik fonksiyonu denir.

Tanim 2.18 Hilbert dontigiimii
1 < p < 0o olmak iizere f € LP(E!) olsun.

. L [*> f(t 1 t

flx) = pu— [m %dt = 6lir(r]l+ - /|:Et|>6 %dt
esas deger konvoliisyonu f nin Hilbert doniigiimii olarak adlandirilir. Buradaki esas amacimiz
f nin varhgm gostermek ve 1 < p < oo i¢in LP de Hf = f operatériiniin siirekli oldugunu
ifade eden Riesz’in klasik sonucunu elde etmek olacaktir. Burada f , file % cekirdeginin kon-
vollisyonudur. Fakat bu konvoliisyon esas deger anlaminda alinmalidir, ¢iinkii % cekirdegi E!
iizerinde integrallenebilir degildir. 1 < p < oo ve f € LP olmak tizere

f(z) = lim f(x)

e—0

J(x) = 1/ f®) g

T Jg—t|>e T — 1t

yazalim, burada

ile verilir. Holder esitsizliginden fe(x) in var oldugu goriiliir, ¢iinkii orijinin bir e-komsulugunun
diginda % gekirdegi her ¢ > 1 i¢in L? ya aittir. W. H. Young teoreminden p > 1 olmak iizere
eger f € LN L, ise f. € LP dir.

10



3 SINGULER INTEGRAL OPERATORLERININ L? UZAYINDA
SINIRLILIGI

Calderon-Zygmund singiiler integral operatori Riesz ve Hilbert doéniigtimlerinin di-
rek genellestirmesidir. Birincisi iist yar1 diizlem {izerindeki eslenik harmonik fonksiyonlarin
sinir deger aragtirmalarindan meydana gelmektedir, digeri ikinci dereceden eliptik denklem

¢Ozlimiintin diizenliligiyle birlegtirilmektedir.

Simdi bunlar hakkinda kisaca bilgilere bakalim. f € L?(R)(1 < p < o0) olmak iizere R
iizerinde Cauchy integrali;

F(z) = 1 /(1) dt

C2mi Jgt—2z

Burada z = z + iy,y > 0 dir. F(z) nin Ri iizerinde analitik oldugu goriiliir. Ayrica;

1 Y ) r—1t
Fiz) = — | —F—+— | —————f(t)dt
(2) 27 R(a:—t)2—|—y2+27T/R(x—t)2—|—y2f()
1 .
= 1By = f)(@) +i(Qy = f)(z)])
2
Burada 1
Y
P,(t) = —
y( ) - t2 T y2
Poisson gekirdek olarak adlandirlir ve
1 t
Qy(t) = T2t

eslenik Poisson gekirdek olarak adlandirilir. P, * f, f nin Poisson integrali olarak adlandirilir
ve Qy * f, f nin eslenik poisson integrali olarak adlandirilir. Harmonik fonksiyonlarm simnir
degerlerinin 6zelliklerinden, y — 0 iken Py x f — f ve y — O iken Qy * f — Hf olur. Hf e, f

in Hilbert doniisiimii denir.

_ 1 [ F®)
Hf(z)= v~ A mdt (3.1)
Eger f € L*(R) ise,
HJ(€) = —isgné (€) (32)

dir. K(z) = p.v.% olsun, bu durumda H f = (K « f) dir.
Simdi kabul edelim ki f € L?(R") olsun ve Au = f Poisson denklemi verilsin, burada
n 82
A=) -
= Ox;
R™ de Laplace operatoriidiir. Esitligin her iki tarafina Fourier doniistimii uygulandiginda

£(&) = —an?lgPu(€)

oldugunu elde ederiz. Bu da )

(E) =~ e /)

11



esitligidir. Boylece, 1 < j,k < n i¢in

Fu
_ Stk g
= e f(€)
dir. Eger operatorii
RF(€) = =i (€)= 1,2, m (3.3)

€l

seklinde tanimlarsak,
02 —
(azaxk> (f) = _Rijf(g)

oldugu goriiliir. (3.3) denklemiyle tamimlanan R; operatorii Riesz doniigtimii olarak tanim-
lanir. Bu, Possion denklemi igin ¢6ziim kuralinin problemi, Riesz déniigiimiiniin sinirhiginin
doniiglimiidiir. (3.2) ile (3.3) iin kargilagtirilmasiyla Riesz doniiglimii bir boyuttan n boyuta
Hilbert doniigiimiiniin bir genellegtirmesi oldugu goriilmektedir. f € LP(R™)(1 < p < o) ise {
nin Riesz doniigiimii agagidaki forma sahiptir.

Ti — Yi

R;f(z) =pv.C, J

e fWdy),1<j<n (3.4)

Eger K;(z) = p.v.lw‘(g;iﬁrl)(j =1,2,...,n) alirsak,

olur.
Simdi singiiler integral operatoriinii tanimlamadan énce bazi bilgilere bakalim. n > 3 oldugu
zaman, Laplace operatérii A nin temel ¢6ziimi

1 1
(2 = n)wp_1 |x|?2

I'(z) =
dir.

Ornegin f € R(R") icin f iyi 6zelliklere sahip oldugu zaman I' x f, Au = f Possion

denkleminin bir ¢6ziimiidiir. Bu da

u(x) = Dx f(a)

_c, f)

—7
re |7 —y["? Y

dir. u nun ikinci dizisinin kismi tiirevi almdigimda, Q;(y) = Cy(1 — nly[~?y3) oldugu yerde;

0%u(x) _/ Q(z —y)
= f
R

2
Oz} n |z —yl?

(y)dy = lim iz —v)

=0+ |lz—y|>e |1._y|n

f(y)dy

elde edilir. € ya bagh asagidaki 6zellikler bulunmustur.
() (Ay) = Q(y), YA >0
(1) fgn-1 Q2 (y)ds(y') =0

12



(c)jeL(S"71)

T;f(x) = lim Mf (y)dy,

e—0+ |lx—y|>e Im_y‘n

Béylece Au = f denkleminin ¢oziimiiniin LP diizenliligi T} operatdriiniin LP sinirina diigmek-

tedir. Kabul edelim ki (a),(b) ve (c¢) ii¢ sart1 iizerinde bir  fonksiyonu verilsin. Bdylece
fe LP(R"),(1 <p<o0)
icin

Tof(x) :p-U/ e —v)

re |T —y["

f(y)dy (3.5)

tanimlanir.
Eger Q(z) = I%JI ise, To, Rj(j = 1,2, ...,n) Riesz doniisiimii olur.

Eger n = 1 ve Q(x) = sgn(z) ise T, H Hilbert doniistimudiir.
3.1 Calderon-Zygmund Singiiler integral Operatorleri

K(z) € L}, . (R" — {0}) olmak iizere,

K (2)] < Bla| =", Vo £ 0 (3.6)
/ K(z)dr=0,YV0<r < R< o0 (3.7
r<|z|<R
[ )~ K@)de < By £0 (3.8)
|z|>2]y|

sartlar saglandiginda B, x ve y nin bir sabitten bagimsiz oldugu yerlerde, K ya Calderon-

Zygmund ¢ekirdegi denir ve (3.8) sarti1 Homander’in gsart1 olarak adlandirilir.

Teorem 3.1 Kabul edelim ki K Calderon-Zygmund ¢ekirdegidir. ¢ > 0 vef € LP(R")(1 < p <
00) igin

T.f(x) = /| K@y

olsun. Boylece asagidaki ifadeleri dogrudur.
(O Tefllp < Apllfllp, burada Ap, € ve f nin bagimsizidir.

(#i)Herf € LP(R™),lim¢_o T f, L? normunun olmasi durumunda vardir. Bu da, bir T

nin varligini gerektirir 6yleki

Tf(z)=pw. . flz —y)K(y)dy

E)Tfllp < Apll 1l

Uyar: 3.2 Teorem (3.1) (ii) de tamimlanan T lineer operatorii Calderon-Zygmund Singiiler

Integral Operatorii olarak tanimlanir. 7., T nin kesilmis operatérii olarak adlandirilir.

13



Ispat. e > 0 icin, K. (z) = K(2)X{jz|>¢}(x) olsun. Béylece T.f(z) = K, * f(z) dir. Ik
olarak T., (2,2) nin bir tiirii oldugu gosterilecek ve T, L?(R") {izerinde diizgiin simirhdir. Daha
sonra K, nun (3.6) ve (3.7) durumunda diizgiin oldugu gosterilecek. Daha sonra K. nun (3.8)
durumunda diizgiin oldugu gosterilecek. Aslinda herbir z,y € R, y # 0 |z| > 2|y| i¢in eger x
ve x — y nin her ikiside B(0,¢€) i¢inde iseler K (x) = Ke(z —y) = 0 dir. Eger x ve  — y nin
her ikiside B(0,¢) da iseler K (z) = K(z), K.(x — y) = K(z — y) olur. Bu durumda Ke (3.8)
sartin saglar. Eger || > € ve |z — y| < € ise % < |z —y| < evee < |z|] < 2€ olur. Bundan
dolay1, C € nun bagimsiz oldugu yerlerde

/ \Ke(mfy)fKE(scﬂdacg/ |K(x)|de < CB
|| >2]y]

e<|z|<2¢

olur. Burada her ¢ > 0, K. € L?*(R") i¢in C' > 0 olacak gekilde bir sabitin var oldugunu
gostermek yeterlidir. Her € > 0 igin

sup|K.(¢)] < CB (3.9)
£ERN
dir. Ashnda £ € R" igin,
K(¢) = lim e 2K (z)da

= lim ( e MK (x)da
R=ree Jial< g

+ / e 2T K (x)dx)
F<|z|<R

(I + I2)

lim
R—o0
dir.(3.6) ve (3.7) sartlarindan su sonug ¢ikar.

0| = / (€727 _ 1)K, (x)da
jal <

< cl / _ @)

e

Te]
< CaB

Simdi I5 ye bakalim. y = 2‘5?‘2 alirsak e2™%¢ = —1 olur. Burada

J = / —/ e MK (x — y)dx
e<lol<k Je<le—yl<r

alirsak,

I, = / e 2mEVER (2 — y)da

TET <|lz—y|<R

= —/ e K (x — y)dx
1 <lz—yl<R

%‘<|$|§R

= 7/ e 2K (1 — y)dx + J,
\

olur. Buradan
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1

J
IL=3 / [Ke(2) = Ke(x = y)le” > da +
F<lz|<R

1

bulunur.|y| = ]

ve a > 1 iken, C ve B,e ve £ nin birbirinden bagimsiz olduklar: yerlerde

| / | KR[Ke(z) — K(z —y)le > dx
%< z|<

<[ IKde) = Ko - g)lds < OB
|z|>2]y]

ifadesine sahip oluruz. Diger taraftan eger biz {ac||%| < |z| < R} ve {.T“% <l|z—y| <R} bu

her ikisinin simetrik farkin1 E olarak alirsak,

7] < /E Kz — y)lde

olur. Buradan |y| = ﬁ ve o > 1 alinirsa

2 R
Ec {x|2|0‘5| < 2| < ;}U{% < |z| < QR}

elde edilir. Boylece (3.6) den C ve B,e ve £ den bagimsiz olduklar1 yerlerde

< [ Koo —y)do+ [ K. (@~ y)lde < CB
e <le|<3x F<|e|<2R

seklinde olur.Yukaridakileri toparlayip (3.9) ele aldigmmzda T, L?(R") iizerinde € un iginde
diizgiin sinirhdir.

Simdi T, un (1,1) in zayif bir tipi oldugunu ve bu siirm e un bagimsiz bir sinir1 oldugu goster-
ilecek.

Her f € L'(R"™) ve A > 0 icin bir fonksiyonun (teorem Calderon-Zygmund decomposition for
function) Calderon-Zygmund tarafindan analiz edilmesiyle @); ve g,b iki fonksiyonun értligmeyen
kiiplerinin alirsak f = g + b icin asagidaki 6zellikleri saglar: (a) ||gl|3 < CA||fll1, lg(z)] < 27A,

a.e.x € R™;

(b) A < Q% fQj f(z)dz <27\, her Q; igin;

(©) 251Q;1 < IIflls

(d) b(z) =3, bj(:v),fQj bjdz = Osuppb; C Q; ve |[bj|l1 < QfQj |f(z)|dx

dir. Ciinkil
T.f(x) =Teg(x) + Tb(x)

den
A
[ €R™ | Tf() [> A} < | {z € R™:| Tug(e) | > 5} |

A
+ | {z e R":| Teb(x) |> 5} |
=5L+1
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olur. 1k adim ve (a) dan

<GP [ Te@Pde <55 [ la@Pde < Sl

elde edilir. 5 yi tahmin etmek i¢in, Q7 = Qn%Qj merkezi ); ile ayn1 ve kenar1 (); nin 2n? kati
olan bir kiip olsun. E* = U;Q; alirsak (c) den

* * CTL
B < Y1951 < SHI £l
J

elde ederiz. Diger taraftan

I

IN

* * A
|E"| + |o ¢ E¥||Teb(2)] > |5

Cp 2
_n 2 T.
< S g [ s

N

olur.

3 [y i@l < U, (3.10)

ifadesini kanitlamak icin |Teb(z)| < > |Tebj(2)| ifadesini kanitlamak yeterlidir.
y;Q; nin merkezini ifade ettiginden (3.8) den (b) ve (c) ikisi birlikte (3.10) sagladigindan

/ T2, (& |dx</ /u«x— ) — K.(x —y;)|lb; (y)|dyda
R\ E* "\Qj

< / 1b;(w) / Koo —y) — K.(z — y;)|dady
, W\Q*
< CB/ y)ldy < 2CB/ y)|dy

ifadesine sahibiz. Buradan da T, (1,1) in zayif bir tipidir ve onun siir1 € ya da f den bagim-
sizdir. Simdi Tt,(p,p)(1 < p < o0) seklinde oldugu gosterilecek. Marcinkiewiz Interpolation
Teoreminin uygulamasmdan T¢,(p,p)(1 < p < 2)nin bir tipi oldugunu biliyoruz ve onun siniri

€ ya da f den bagimsizdir. Simdi 2 < p < oo oldugunu kabul edelim ve % + 1% = 1 den

—~—

1 < p’ < 2olur. Eger T. nu T, nun dual operatérii olarak alirsak K. (z) = K.(—z) oldugu yerde
T.f(z) = K. * f(z) elde ederiz. Agikca Iz, K. nun tiim sartlarim saglar. Boylece T. (', p') nin
bir tipidir. Bu nedenle her f € LP(R™) i¢in

I7:fly = sumar, <1l [ T (@t

= sup|g|, <1l /Rn f(@)Teg(x)dal

IN

[ fllpsupygy,, <1l Teglly
< Al fllp

dir. Daha sonra her f € LP(R™) (1 < p < o0) i¢in T'f nin varhigmi ve LP de T, f nin sirhlig
gosterilecek.Ilk olarak f € Cg°(R") oldugunu kabul edelim.Her y (y # 0) igin

([ e~ spas) <t )
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elde etmek istiyoruz. Aslinda

Sl =)= (Vf, )~ 1)

den ¢y’ = ﬁ oldugunda

olur. Bu nedenle

(/n e f(x”pdm); - </n | /Olylwf, —y')(x — sy)dslpd9€> %
- /oyl ([ 19r =)o spas) " s

<Y Izl
=1 &rj

dir. Simdi 0 < 7 < € oldugunu diigiinelim. Bdoylece (3.11) ve (3.6) den

=Tt < [ k([ 150 - farae) a

n<|y|<e

<c / 1yl1 K (3)ldy
n<ly|<e

< CB — 0(n,e — 0)

Bu da her f fonksiyonunun C§°(R") oldugunu gosterir. T.f, L,(R™) de bir Couchy dizisidir.

Bu nedenle
lim |Tef —Tf[| =0
e—0
olacak gekilde T'f € LP vardir.
ITflly < Apll £l
den

ITfllp < NTf = Tefll + I Tefllp
<|Tf =Tefllp + Apll fllp

oldugu goriiliir. Her f € LP(R™) ve ¢ > 0 igin g € C§°(R™) vardir 6yleki f = g+h ve ||h]l, < oo
dir.Boylece 0 < ) < € igin

||Tnf - Tef”p < ||Tn(f - g)Hp + ||Tng —Tegllp + 1Te(g — f)”p
< AN = Dllp +11Thg — Teglly + Apllg — fllp
— 2A,0,m,¢e =0
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dir. ¢ keyfi oldugu igin {T¢f} her f € LP(R™) i¢in LP(R™) de daima bir cauchy dizisi oldugunu
gosterir. Bu nedenle T'f € LP vardir 6yleki

lim | Tf = Tof |, = 0
ve

ITfll> < Apll fl»

dir. Bu da ispat1 tamamlar.
]

Teorem 3.3 Kabul edelim ki Q(z) sir fonksiyonudur.

/ Qz")do(2') =0 (3.12)
Snfl

/1 W) 45 < oo (3.13)
y 0

ile R™ de 0 dereceli bir homojen sinir fonksiyonudur.
Woo = sup | Q") — Q) |
E/,y,€S7L71,‘E/7y/|<OO
dir.f € LP(R™),1 < p < o0 igin
Q
L@ = [ f -y
ly|>e 1Yl
olsun. Boylece agagidaki {i¢ durum saglanir:
(¢)f den bagimsiz bir A, sabiti vardir 6yle ki | T f|l, < Apllfllp
(#4)T f vardir 6yleki L? normunda lim.oT.f(z) = T f(z) dir.

(@) Tfllp < Apllfllp

S|217(|x) denkleminin (3.8) sartim sagladigini gostermemiz yeter-

ispat. Teorem (3.1) den, k(z) =

lidir. |z] > 2Jy| ile 0 < @ < 1 igin
3

|z = Qyl < lz[ + ]yl < 5l

ve

1
2=yl 2 lal — |yl 2 5o

oldugu zaman

Qz —y) — 0 1 1
K —y) - K(z) = 229 =20 | g ( - ) =Lt Iy
|z —y| lz—y|* |zl
dir. Boylece
1 1 —Qy" !
-yl || |z — y|"|z| |z
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dir. Diger yandan |z| > 2|y| oldugu zaman

r—y ||
_Tl<o (3.15)
lz—yl |z |z|
dir. Bu yiizden (3.14) ve (3.15) den
/ K(z —y) — K(2)|do g/ \11|dx+/ |y |da
|z>2]y]| lz>2]yl| |z>2]y]|
) B Gl
— Jiz>2y |z —yl lz| /| [z —y|"
dx
+ C Qe Iyl Y
w2yl 121"
<cC Wee <2|y> d—xn
lz>2[y]| lz| ) ||
+C'Q s
- |yl nar
=C Woo | 2= ) do(z)—
2|y| Jsn-1t r r
+C' Qs
1
o0 (0
<o [ =00 e o).
0 1)
< B
olur. m
Uyar: 3.4 Q sifir dereceli homojen oldugu yerlerde K(z) = (IZw(‘:z;) ise, boylece
Qy
Tof(x) = p-v/R |y(|n) flx—y)dy (3.16)

seklinde tanimindan T homojen gekirdekli bir siingiiler integral operatorii olarak adlandirihir.
Teorem (3.1) ve teorem (3.3) de, LP normu homojen ¢ekirdegin varligiyla singiiler integral op-
eratorii ve Calderon-Zygmund singiiler integral operatoriiniin siir1 oldugu gosterilir ve burada
(p,p)(1 < p < 00) varligh igin, noktasal anlamda {7, f(z)} in limitinin olup olmamasidir. Bu-
rada To nmn sirlibg (1,1) araliginda gosterilmigtir. Tq (3.16) ile tamimlanan bir siingiiler
integral operatoriidiir. €2, R™ de sifirinci dereceden homojen olsun ve (3.12) ve (3.13) ifadelerini
saglasin. Her f € LP(R™)(1 < p < o0) i¢in

Tof(x) = supeso|Ta,c f(z)]

ifadesi T, nun

_ Qy)
To..f(x) —/|y|>E ol flz —y)dy,e >0

ile tamimlanan T operatoriiniin oldugu yerlerde maksimal singiiler integral operatorii olarak

adlandirilir.

Lemma 3.5 (Cotlar esitsizligi) Cy,Cs > 0 olacak sekilde iki sabit vardir dyleki M nin Hardy-
Littlewood maksimal operatorii oldugu yerlerde Vf € LP(R™)(1 < p < 00) ve z € R™ igin

Tof(z) < CiM(Tof)(x) + CoM f() (3.17)

dir.
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Ispat. K.(z) = || 7" w(x)x{|2|>e} (%) olsun. Kompakt destekli negatif olmayan ¢ € R(R")
radyal fonksiyonu segelim., dyleki supp(p) C {z : |z| < 1} ve

/n p(z)de =1

olsun. Genelligi kaybetmeden ¢(|x|) 1 |z| de azalan olarak alabiliriz. Boylece
lim Ko xp=Kx*x¢p
e—0

noktasalligi tutar.

Simdi ¢(z) = K *p(x) — K1 (x) oldugu gosterilecek. K, —n. dereceden homojen oldugu

igin .
T
6ul) = =o(D)
ve )
x
Pe(x) = Ej‘ﬁ(g)
oldugunda € > 0 icin
e (x) = pe x K(z) — K (2) (3.18)
saglanir. (3.18) den Vf € LP(R™) igin
To.of(x) = Ko * f(x) = (e * K) * f(x) = ¢ x f(2). (3.19)

dir. Diger yandan Vn > 0 ve x € R™ i¢in,

(Per K) x f(2) = e * (K % [)(2) = ¢ * (Tanf)(2).

olur. ¢_c;, olsun. Boylece .. Ky, n — 0 iken LP de ¢.,.K ya yakinlagiyor. (Teorem (3.1)
ispatindan goriilebilir.) Bu arada Tq ,f, L* da Tof ye yakinlagsmaktadir. Béylece

(pe * K) * f(2) = ¢e * (T f)(z)
dir. Bu formiil (3.19) ile birlikte
To.f(z) = e x (Taf)(z) — ¢ * f(x) (3.20)

ifade eder. Tleride ¢ nin bir radyal integrallenebilir fonksiyon tarafindan hakim olabilecegi

gosterilecek. |z| < 1 oldugu zaman

6(z) = o K(z) = / oz — y) — o(@)] K (y)dy

n

dir. Unutmayalim ki; K(y) = |y|""Q(y), ¢ € CR") ve suppp C {z : |z| < 1} dir. Acikca
¢,1 < |z| < 2 oldugu zaman smrhdir. |z| > 2 oldugunda

P(z) = - K(z —y)p(y)dy — K (z)

_ / K (@ —y) - K@)p(y)dy
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dir.
[z —y) — Q(=)|

|z —y|"

1 1
le—yl* [z

|K(z—y) - K(2)] < + [Q(2)]

oldugu i¢in, Teorem (3.3) ispat1
1 —n 2
|K(z —y) — K(2)|] < C*|z| " we 2l

ifade eder. Boylece |z| > 2 oldugunda |¢(x)| < C'|z| "we (%) dir. Q (3.14) durumunu

sagladig1 i¢in, ¢ nin minimum radikal baskin fonksiyonu

V() = suppy|>|2(|6(y)]

nin integrallenebilir olmasiyla ifade edilir. Boylece (3.20) ve Hardy-Littlewood maksimal oper-

atoriin Ozelliklerinden C7, Cy > 0 varhigini elde ederiz &yleki,

T5f(z) = Sup6>0|TQ,sf($)‘ (3.21)
< supesolee * (Taf)(@)| + supesol|de = ()] (3.22)
< ClM(TQf)((I)) + CQMf(.’L') (3.23)

dir. M ve T nin her ikiside (p,p) tipinde operatérler oldugu igin, T¢, (p,p) tipinde oldugu

agagida verilecektir. m

Teorem 3.6 Kabul edelim ki €2, 0 dereceli ve (3.12) ve (3.13) durumlarim saglayan bir homojen
sinirh fonksiyon olsun. Boylece T3,

(p,p)(1 < p < o0) seklindedir ve zayif sekli (1,1) dir.

ispat. T m (1.1) in zayif bir tipi oldugunu gostermek yeterlidir. Ispattaki fikir Teorem (3.1)
deki ile aymdir. Vf € LY(R") ve A > 0 i¢in Calderon-Zygmund ayrigmasimi kullandigimizda

f=g+0bve{Q,} ortiismeyen kiiplerinin bir sonucuna sahip oluruz. Boylece
* « A ; A
Hz: Tof(x) > A} < [z Tag(x) > S+ {a: Tob(z) > 5. (3.24)
1913 < CA||f||1 ve Tg (2.2) nin bir tipi oldugu igin
. T* é < C/)\_2 T* 2 < C//l
Hz: Tag(z) > S} < 1Tagllz < G5 11£1]1-
dir. Simdi y; ile @; nin merkezi belirtilip ve d; ilede @; nin yan uzunlugunu gésterecez. Boylece
Cn
B <D 1851 = D Cal@sl < BuLALE
J J
bulunur. Bu da
* >\ c * >‘
{z: Tab(x) > 5}\ <|E|+ |{z € EC: T5b(z) > 5}\ (3.25)
i saglar. z € E€ ve € > 0 oldugunda

Tob(w) = Y /Q K (@ = b))
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olur. @; nin agagidaki {i¢ durumunu géz 6niine alalim.

(i) Vy € Q; igin, [z —y[ <e&;

(i) Yy € Q; icin, |z —y| > &;

(ili) y € Q; nin varhgmda, |z —y| =¢

dur.

[k durum igin, K.(z —y) = 0. Boylece T, .b(z) = 0 dir. 2. durum igin K.(z —y) = K(z — y),
bdylece

Ke(z —y)bj(y)dy

/Q K (z — ) — K(z - y;)]b; (4)dy

J

Qj

< / 1K (= — ) — Kz — y;)]b; (v)dy]
Qj

dir. Ugiincii durum olarak, z € E¢ C S5 igin, S (z,7), yarigap1 r = Cye ve merkezi  olan kapall
bir kiire oldugu yerde, Q; C S(z,r) olsun diye sadece n ye bagh iki sabit C,, ve C;l vardir. Eger
yE€Qjise |z —y| > C’;Le dur. Béylece, y € Q; icin,
[z —y)| ‘-
K. (z—y) < —= <|Q(C,e)™".
Kew =yl < T2l < 0 (Cle)
dir. Bu yiizden

| / K.(z — y)b;(y)dy| < / K. (@ — ) |1b()|dy
Q Q;NS(z.r)

< C')|9 o™ /S 1b(y)ldy

— b(y)ld
<0 = y)|dy
‘S(LU,’I"” S(z,r)
olur. Tlim kiiplerin toplami alinarak
Tq.b(x)] < Z/ |K(z —y) — K(x —y;)||b;(y)|dy + 07 1b(y)|dy
i JQ; |S(x,7‘)| S(z,r)

elde edilir. Boylece,

Tab(x)] < Z/ K (x —y) — K(z —y;)||b(y)|dy + CMb(z).

J j
olur. Bundan dolay1
A
{z € E°: T3b(x) > 5}|
. A
<ltrer 3 [ 1K) - K-l > §)
P j

o e B CMb(x)%H

dir. (3.10) ve Hardy-Littlewood maksimal operatoriin simrlihigim (1,1) alirsak
- Ay C
{z € E: Tob(x) > §}| < 7||f|\1
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ifadesine sahip oluruz. Bu esitsizlik (3.24) ve (3.25) ile birlikte gosterirki T¢5(1.1) zayif seklinin

operatoriidiir. m
Sonug 3.7 Eger Q teorem (3.6) daki sartlar saglarsa f € LP(R™)(1 < p < o0) igin
lim To . f(x) = Ta f(z)

dir.

ispat. f € LP(1 < p < 00) igin,
Af(z) = | im supTq . f(z) — lim infTq . f(z)], z € R",
e—0 e—0

olsun, boylece, Af(z) < 274 f(x) olur. Keyfi § > 0 i¢in, f = g+ h, g € C§°(R™) ve ||hl|, < ¢
olsun. Q (3.12) durumunu saglarsa g kompakt destekle bir diizgiin fonksiyondur. ¢ — 0 iken
Ta..9, Tag ye esit olarak yakinsiyor. Bu yiizden Ag(xz) = 0 dir. Boylece, 1 < p < 0o igin

AN < [IARIlp < 24[R]], < 2450

dir. 6 keyfi oldugundan, A(f)(x) =0 dir. Ornegin 1 < p < oo i¢in x € R™ dir. Boylece, z € R™

icin T . f(z) in limiti vardir.

Ayrica p = 1 oldugunda, A > 0 i¢in

o A @) > A} < 22 i)y < 222

olur. Bu yiizden z € R" igin A(f)(z) = 0 dir. Béylece z € R” ve f € L*(R") i¢in T f(z) in

limiti vardir.
| |

Sonug 3.8 Eger Q teorem (3.6) daki sartlar saglarsa Tq (1,1) in zayif bir tipidir.

n+1
Uyar1 3.9 R;(j =1,2,...,n) Riesz déniigtimleri C,, = F(Lil) oldugunda

T 2

Xr; — yj
Rif(x) =pv.C, L2 £()dy
J () R |$—y|n+l ()
elde edilir.

Teorem 3.10 R;(j = 1,2,...,n) Riesz doniisiimleri (p,p)(1 < p < o0) tipinde ve (1,1) zayif

tipindedir.H Hilbert déniigiimii bir Riesz doniigiimii oldugundan
L[ fly
Hf(x) = p.v.—/ Ldy
T J - )
seklindedir.

Teorem 3.11 H Hilbert operatorii (1,1) zayif tipli ve (p,p)(1 < p < 00) tipli bir operatordiir.
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Uyar1 3.12 H* maksimal Hilbert déniigtimii

H* f(z) = sup Cn/ Mdy
>0 ly>e Y
seklindedir.
Yj .
R; f(z) = supe > 0|C), njﬂf(x—y)dy|,(] =1,2,...,n)
>0 yl>e 1Yl

oldugunda R} maksimal riesz doniistimii olur.

Simdi Calderon-Zygmund singiiler integral operatoriiniin agirhikli sinirliligi ve onun maksimal
operatorii hakkinda bilgi verelim. Ilk olarak sharp maksimal fonksiyonun tanimini verelim.

f € L} .(R™) olmak iizere,f in M* f(z) sharp maksimal fonksiyonu,

MP(x) = sup = /|f ~foldy, zER”
JLGQ|Q|

ile tanimlanmigtir. Burada supremum x’i iceren R™ deki tiim yuvarlar iizerinde alinir ve

1
fo= 5 /Q F(t)dt

Q {lizerinde f nin ortalamasidir. Her a € C ve @ C R™ i¢in

L 2
|Q/Q|f( - foldz < |Q|/ |f(x)—a|dx+|a—fQ|<|Q|/Q|f(a:)—adx (3.26)

dir.

Lemma 3.13 Kabul edelim ki 2, R” de 0 dereceli bir homojen sinirh fonksiyon olsun ve (3.12)
ve (3.13) ifadelerini saglasin. Boylece her s > 1 ve M nin Hardy-Littlewood maksimal operator
oldugu yerlerde

M¥(Taof)(x) < C(n, s)(M|f|*)(z),z € R"

dir.

Bu boliimde kullanilan tanim ve teoremlerde B. Muckenhoupt, R. Wheeden, Y.Ding, S.Z. Lu,

E. M. Stein’nin ilgili kaynaklarindan yararlanilmigtir.
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4 SINGULER INTEGRAL OPERATORLERININ AGIRLIKLI L? UZAYINDA
SINIRLILIGI

Bu boliimde kullanilan tanim ve teoremlerde B. Muckenhoupt, R. Wheeden, Y.Ding,

S.Z. Lu, Garcia-Cuerva, J., Rubio de Francia’nin ilgili kaynaklarindan yararlanilmigtr.

Lemma 4.1 w € Ay, ve 0 < py < oo araliginda mevcut olsun. Oyleki M f € LPo(w) dir.
Boylece,

[ us@ru@de < ¢ [ (@)l (4.1)

Rn
po < p < oo igin saglar.

Ispat. M!(|f|)(z) < 2M!f(x) icin genelligi kaybetmeden kabul edelim ki f > 0 olsun. A > 0
i¢gin Calderon-Zygmund ayrigmasini kullanalim.. Dyadic kiiplerin (ii) 6zelliginden eger @1 C
Q2 C ... ve fg, > A kosullarim saglayan dyadic kiiplerin bir dizisi varsa {w(Qy)} esit olarak k
va gore diizgiin smmirhdir. Gergekten keyfi « € @y i¢in biliyoruzki

t<m f(y)dKJSMf(w)

dir. Boylece

w(Qi) = /Q w(z)ds < tio /Q (M f(2))Pw(z)da

S 4D ” Mf HLpo

dir. w(x)dz ¢ift dlgiim ve w € Ay oldugundan {|Qy|} diizgiin simirhdir. Bundan dolay1 fg >t
kogulunu saglayan biitiin dyadic @ kiipler kesin olarak maksimal dyadik kiip olarak adlandirilan
kiiplerin bir kiimesi olsun. O halde keyfi Q; igin

dy < 2"
|Q]| ij()yg ¢

ifadesini saglamalidir. Genelligi kaybetmeden {Q;} yi A ya bagimlh olarak {Q» ;} olarak tanim-
layabiliriz. Ayrica keyfi @, ; ve A < p icin @, ; C @ olacak bicimde bir k£ mutlaka vardir.

Simdi keyfi A > 0 i¢in Q¢ = Qa-n-1 4, ve A > 0 olsun. Eger

Qo C (o MH()(@) > 5,
Bin e 0(@0) < w ({o: 2()0) > 3} (1.2
dir.

Eger Qo ¢ {z|M*f(z) > %} ise,

1 A
5o [ 1) = fady <
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ve
1

A
= Hdt < 2mo iy ==
fQo QO 0 ( ) > 2

dir. Buradan

PR D NS

{7l@x,;CQo} {7l@Qx,;CQo}

IN

/ 1F() — fooldy
{71Q@x,;CQo} @x.

< ~ fould
_/lef(y) faoldy
< AN Qo

Yoo Ty 1247 Qo |
{71Qx,;CQo}

olur.Diger yandan
L] @xicQo
{71@x,;CQo}
ve w € Ay igin 6 > 0 ve A > 0 vardir. dyleki,

0
WUgles,can @) _ <|Z{j|Qx,jCQo}QNJ )
B |Qol

w(Qo)

dir.Béylece
> w(@y) < C2AT) w(Qo) (4.3)
{71Qx,;CQo}
dir.(4.2) ve (4.3) ten

S wng) S wlelM) > )+ A (@)
{71@Qx,;CQo}

olur. Simdi @y in tamamini alalim. Bu egitsizlik
A _
> w(@Qag) Swla: M f(x) > 3 ToeA N8> w(Qa-n-1x1) (4.4)
{71@Qx,;CQo} k

seklinde olur.
a(A) =32, w(@xz;) veB(A) = w({z : Mf(z) > A}) olsun. Boylece | |; Qx; C {z[Mf(z) > A}
ve @,; ayrilirsa

a(A) < BN (4.5)

olur. Ileride
BN < ijw<3Q4ﬂ,j> < cla(C%> (4.6)
ifadesini bulmaya galisacagiz. 3Q, @ ile aynm1 merkezli () nun kenar uzunlugunun ii¢ kati olan

kiiplerde E\ = {z|mf(x) > A} yazalim. Eger biz

Ey\ C |_|3Q4*”)\,j (4.7)
J
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olarak gosterirsek (4.6) esitsizliginin sol tarafi dogal olarak saglanir. Bu nedenle (4.6) esitsizligini

aldigimizda ikincisi agik olur. Simdi keyfi verilen = € F i¢in R,
1
- dy > A
7 /R fy)dy

olan bir kiiptiir. Eger R nin kenar uzunlugu d olarak almirsa 2¥~! < d < 2* olacak sekilde bir

tek k tam sayis1 vardir. Boylece @ da R ile kesigsen bir ¢ok 2™ dyadik kiipleri vardir. ve

A
/ |f(y)dy| > 2'?'
RNQ

olacak gekilde en az bir @ diyadik kiipii vardir.|R| < |Q| < 2"|R)] i¢in

AR A
/ If(y)\dy>2|—n|> JlQl
RNQ

olur. Bu é /. 0 |f(y)|dy > 4% ifadesine egdegerdir. Sonug olarak maksimal diyadik kiip Q4-ny ; D
Q olacak sekilde j-ler vardir. QNR # Q ve |R| < |Q] ise (4.7) ifadesi R C 3Q C 3Q4-n, ; ifadesini
belirtir. (4.4) den de

a(\) < w({z|Mf(z) > %}) +C(2A7Hoa(2 1) (4.8)

olur. N > 0 i¢in (4.5) ile fooopo)\po_lﬁ()\)d)\ = [en M f(z)]Pow(z)dz esitligini uygularsak

asagidaki sonug bulunur.
N
Iy = / PXP1a(N\)dA

0
N
PAP=1B(N\)dA
0

IN

IN

N
PPO—lNP*PO/ PoAP =1 B(N)dA
0

IN

PPO—lNP*PO/ (M f(z))Pw(z)ds

n

< o0

olur. Diger taraftan (4.8) den
N A
In g/ PP Yw({x - MPf(x) > Z})dA
0
N
+ C(247Y)? / PAP=1a(27"7 1) dA
0
N A
= / PP~ Yw({x - MPf(x) > T HdA
0
2 n-ln
- C2<”+1>P(2A—1)5/ PAP Lo (N)dA
0

N
< [ AP tue s 2t (@) > S hix
0
+ 020t (24T
dir. Simdi

1
9(n+1)p g A—1\6 — =
C ( ) 5
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olsun. A > 0 alirsak,

N A
Iy < 2/ PAP=hu({ar s MPf(r) > 5 })dA
0

olur. N, oo iken
/ PAP-la(A)dA < 2/ PAPLup({z| M f(2) > %})d)\
0 0

olur. Bu da (4.6) ile birlikte

/n (M f ()P w(w)ds = /OOO PAPLB(\)dA < €y /Ooo PAPla (é) ix
= /OOO PXPLa(\)dA
< C/OOO PP~ Y ({| MF f(z) > A})dX

=C | (MFf(x))Pw(z)dz
R’!L

olur. m

Teorem 4.2 Kabul edelim ki 2 (3.12) ve (3.13) sartim saglasin ve sifirinct dereceli homojen
siurl bir fonksiyon olsun. Béylece 1 < p < oo ve w € A,(R™) i¢in f nin bagimsiz bir C sabiti

vardir Oyleki

/ (T f (2)Pw(z)dz < C / (@) Pw(z)de (4.9)
Rn

n

dir.

ispat.

w € Apicin 1 < s < p vardir 6yleki; w € Ag dir. Ilk olarak kompakt destekli siirlanmisg
fonksiyon olan f-nin sartlar altinda (4.9) gosterilecektir. Sonug olarak M (T f)(z) € L,(w)
oldugu gosterilecektir. Bunun igin T f € L,(w) oldugunu ispatlamak yeterlidir. Genelligi
bozmaksizin supp(f) C {y :| y [< R} kabul edilebilir.Eger |z| > 2R ise [z — y| > |z| — [y| > §
dir. Béoylece

[0z =yl

| <
e [f(y)ldy <

[

Taf(z)] < / 1l (4.10)

y<r | T —
dir.

[ mr@re@ = [ for@ra

+ /T|>2R|Tnf(x)|pw(w)dw

=L +1

Bazi € > 0 lar i¢in Holder Esitsizligi ifade ederki,

€ 1
T+e I+e
I < / To f(2)| " da / w(z) T edx
|lz|<2R |z|<2R
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dir. Bdylece To nin L, sinirhihig: ifade ederki yukaridaki esitsizligin sag tarafinin ilk parcasi
sirhdir. Ciinkii e yeteri kadar kiigiik alimirsa w Holder Esitsizligini saglar. Is nin sinirliliging
gormek icin A, agirhgimin agsagidaki 6zelligine ihtiyag vardir. Eger w € A4,,(1 < p < o0) ise
C-nin w-ya bagh oldugu fakat a-nin olmadig1 yerlerde a > 1 ve herhangi ) C R™ kiipii i¢in

w(aQ) < Ca™w(Q) (4.11)

dir. Aslinda herhangi f € LP(w) ve A > 0 i¢in
C
w(fe B M@ > A < 5 [ |f@Pule)ds
Rn

dir. Simdi f > 0 ve Q kiipii alinirsa fQ f(y)dy > 0 dir. Boylece biitiin 0 < A < fg lar igin
Q C {z|M(fxQ)(x) > A} olur. Boylece

@< [ 1@

dir. Bu yiizden
M@VSc/uuwmmm
Q

dir. §imdi A = fg olsun.Bu durumda
W@ <€ [ [f(@)u(z)ds
Q

olur. Eger o6lgiilebilir kiime olan S C @ ile f = x.S alimirsa yukaridaki esitlik
1S1Y"
w@) |57 < Cw(S)
Q|
olur. @, aQ ile ve S, @ ile yerdegistirdiginde yukaridaki formiil (4.11) i saglar. (4.11) deki Q
kiipliniin yerine bir yuvar alirsak esitsizlik yine saglanir. Simdi I ye bakilirsa, w € A, i¢in

1 < g < p vardir 8yleki w € A, olur.(4.10) ve (4.11) den

= w(z)
L, <C / dx
? ; ok Re|z|<2k+1 R |T]™P
< C) (2°R)""Pw(B(0,25HH))
k=1

olur. Tof € LP(w) oldugu gosterildi. Bu nedenle M (T f) € LP(w) dir. Eger f kompakt

destegiyle siirlr bir fonksiyon ise lemma (3.13) ve lemma (4.1) in uygulanmasimdan
[ Tas@lre@is < [ (1Taf(e)y o
]Rn n
< ¢ [ OF@as@)rul)ds
R’Vl

IN

¢ [ (£1) e ulado

IN

C/ﬂﬂ@WM@m
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olur. Sonug olarak kompakt destegiyle sinirh olan fonksiyonlarin kiimesi L? (w) da yogun oldugu

i¢in T, LP(w) ya stirekli genigletilmis olabilir.

Teorem 4.3 Kabul edelim ki €2, teorem (4.2) ve w € A; sartlarim saglasin. Boylece A > 0 ve
f € L'(w) igin bir C sabiti vardir dyleki

, C
w(fe € B [Taf@)] > ) < 5 [ If@u@)ds
dir.
Ispat. Teorem (3.1) deki (1,1) in zayif tipi olan T, kesilmis operatériine benzerdir. f ve A mn

Calderon-Zygmund ayrigmasini kullanirsak, f + g ve {Q} kiiplerinin értiigmeyen bir serisine

sahip oluruz. Burada

w({allTaf(@)] > M) < w({allTag(e)| > 31) + w({al|Tb(z)] > 2})
=L+ 1

dir. Swrasiyla I ve I tahmini verilecek. w € A; C Ay ve Tq,L?(w) iizerinde siirh oldugu icin

4
I, < 2 |Tog(x)|*w(x)ds
Rn
4C
< % [ lso)Pu)s

< 28 [ lo@uw()ds

dir. Calderon-Zygmund ayrigmasindaki g-nin tanimindan

C
IlSXR"\l_IQJ( )|w(z dx+AZ/ka/k y)|dyw(z)dx
C Qr)
<5 oo, |10 wan + 33 | 1 gt
C C
< — x) | w(x)de + — w(y)d
<5 oo, |10 1w+ S [ 176ty
< S 1@ v
R’ﬂ

dir. Her Qy icin B} ,merkezi @), ile ayn1 ve cap1 QJ; nin 16 kat1 olan bir kiime olsun. Bdylece
(4.11) den

|_|Bk 72 (By)
< C’Zw
k
Qi) 1
DI A/Qk|f<y>|czy
< f; [ sty < [

IN
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elde edilir. Son olarak,

w(x € R"\UB; | Tab(z)] > %)
&

tahmini verilecek. Cj, ile @ nin merkezini gostermektedir. Her k igin,
fQ b (z)dz = 0 oldugundan

w({xeR”\HBz | Tob(z)| > } Z/R\B* |Toby () |w(z)dz

= (j; /R - / [?f_;f’) R C’”] bk<y)dy] w(z)da
<5 [, o) (/W\BZ

|z — x|
dir. A; in 6zelliginden herhangi y € Q. igin

/Rn\B;;

ifadesi elde edilir. Boylece (4.12) ten

Qz—y) Az —c)
e —yl* o -l

w(z)da:) dy

Qz—y) Uz —c)
|z — y|" |z — cx|™

w(z)dxr < CMw(y) < Cw(y)

w(fr € R\ | By [Tab(a)] > ) < Z/ be(®)lly
k

IN

—/ 17 )] + l9(w))w(y)dy

o

R'I‘L
elde edilir.
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