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OZET

Sol-3 Uzaymin Geometrisi ve Sol-3 Uzayinda Egriler

Bu yiiksek lisans tezi {i¢ boliimden olugsmaktadir.
Birinci béliimde caligmamizda kullanilan temel tanim ve teoremler verilmigtir.

Ikinci boliim, calismanin esas kismidir. Bu béliimde, ncelikle Sol-3 gruplar: ve ozellikleri

verildi, ardindan grup yapilari, Lie grup yapilar ve geodezikleri incelendi.

Uglincii boliimde, Sol-3 uzayindaki egrilerin helis olma karakterizasyonlar incelendi.

Anahtar Kelimeler: Sol-3, Lie Grubu, Lie Cebiri, Helis, Geodezik



ABSTRACT

The Geometry Of Sol-3 Space And Curves In Sol-3 Space

This master thesis consist of four parts.

The first chapter, fundamental definitions and theorems used in our study are given.

In second chapter is original part of our study. In this chapter, firstly, Sol-3 groups and their
properties are given, later group structures, Lie group structures and geodesics of these groups

was examined.

Third chapter chapter, the characterizations to be helix of curves in Sol-3 are examined.

Keywords: Sol-3, Lie Group, Lie Algebra, Helix, Geodesic
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SIMGELER VE KISALTMALAR

X kiimesinin kuvvet kiimesi

Reel sayilar cismi iizerinde n X n tipinde matrislerin ciimlesi

¢ satirh 7 siitunlu matris

[Gi;] matrisinin inversi

[Gi;] matrisinin determinanti

Christoffel sembolii

M manifoldunun p € M noktasindaki tanjant uzayi
Tamim kiimesi M manifoldu olan reel degerli biitiin
diizgiin (diferensiyellenebilir) fonksiyonlarin ciimlesi
M manifoldu iizerinde diizgiin vektor alanlarinin uzayi
M manifoldu {izerinde diizgiin 1—formlarin uzay1

G Lie grubu iizerindeki sol invaryant vektor
alanlarinin uzay1

Riemann konneksiyonu

Levi- Civita konneksiyonu

Solz te Levi- Civita konneksiyonu

Lie operatori

Sols uzay1

Sol uzayinin matris gosterimi
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1 TEMEL KAVRAMLAR

Bu béliimde, manifold, Lie grubu, Lie cebiri ve caligmada gerekli olan bazi

tanimlar, teoremler ve notasyonlar hatirlatilacaktir.

Tanim 1.1 X bos olmayan bir ciimle ve 7 ailesi de P(X) kuvvet ciimlesinin
herhangi bir alt ciimlesi olsun. Eger 7 C P(X) agagidaki ozelikleri saglarsa, 7 ya

X iizerinde bir topoloji, (X, ) ikilisine de bir topolojik uzay denir.

T1) @,.X €7 dur.

T2) 7 dan alinan herhangi sayida elemanin birlesimi 7 ya aittir; yani, I (sonlu
veya sonsuz) herhangi bir indis ciimlesi olmak iizere, V {U;},.; € 7 icin,
U,e; Ui € 7 dur.

T3) 7 dan alman sonlu sayida elemanlarin kesigimi 7 ya aittir; yani, J sonlu

indis ciimlesi olmak iizere, V {U;},., € 7 i¢in, (;c, Us € 7 dur [7].

Tanim 1.2 X, bir topolojik uzay olsun. x # y ozelligindeki V 2,y € X i¢in
relU, yeVveUNV = olacak sekilde U,V € 7 kiimeleri varsa X topolojik

uzayina bir Hausdorff uzay1 denir |7].

Tanim 1.3 X ve Y iki topolojik uzay olsun. Bir f : X — Y fonksiyonu igin,

(i) f sirekli,
(ii) f~' ters fonksiyonu mevcut,

(iii) f~! siirekli,
ise f fonksiyonuna X den Y ye bir homeomorfizm denir |7].

Tanim 1.4 p = {p1,p2,...,pn} € R" ve 1 <i < n olmak iizere,
u; - R" — R
p — ui(p) = wi(p1,p2;- - - Pn) = i

fonksiyonlarma R™ in dogal koordinat fonksiyonlar: veya Oklidyen koordinat

fonksiyonlar1 ve {u;,us, ..., u,} sistemine de Oklidyen koordinat sistemi denir

[9].



Tanim 1.5 R” in bir U ac¢igindan reel sayilara tanimh bir f fonksiyonunun her
mertebeden kismi tiirevleri mevcut ve siirekli ise f ye diizgiindiir denir.
O f

N

fil...iq -

kismi tiirevleri meveut ve siirekli ise f ye C@ siifindandir denir. M den R ye
taniml biitiin diizgiin fonksiyonlarin ciimlesi bir halkadir ve bu halka §(M) veya
C>(M,R) ile gosterilir [9].

Tanim 1.6 S bir topolojik uzay olsun. S nin bir U ac¢igindan R" in bir £(U)
acik climlesine giden £ homeomorfizmine n—boyutlu bir koordinat sistemi veya

harita denir.
E:UcCcS—&U)CcR?

olmak iizere, V p € U i¢in,

£(p) = {x1(p), ..., za(p)}

dir. Burada x; = u;0& : U C S — R fonksiyonlarina S topolojik uzaymda &

nin koordinat fonksiyonlar: denir [9].

Tanim 1.7 S iizerinde n—boyutlu koordinat sistemleri olan & ve 1 doniisiim-
lerinin diizgiin kesismesi icin gerek ve yeter sart no& ! ve £on~! diizgiin olmasidir

[9].

Agikca, £ : U CS —&U)CR"ven:VCS —nV)CR"ise, o zaman
Eon !l E(UNV) — n(UNV) seklinde tanimhidir ve ters fonksiyonu olan o &1

de onun tersi yonde tanimlidir.

Tanim 1.8 Bir S topolojik uzay1 iizerinde, n—boyutlu bir A atlasi S deki n—bo-

yutlu koordinat sistemlerinin agagidaki énermeleri saglayan kolleksiyonudur:

A1) S nin her bir noktas1 A daki en az bir koordinat sisteminin tanim bolgesinde

bulunur.

A2) A daki herhangi iki koordinat sistemi diizgiin kesigirler. Yani, V £, € A

i¢in

€ ve 1 diizgiin kesigirler & 707! ve £ o' diizgiindiir

19]-



Tanim 1.9 A, S topolojik uzayi iizerinde n—boyutlu bir atlas olsun. A nin her
bir koordinat sistemiyle diizgiin kesisen S deki her koordinat sistemi yine A nin

elemani oluyorsa, bu A atlasina n—boyutlu tam atlas denir [9)].

Tanim 1.10 M Hausdorff uzayi iizerinde n—boyutlu bir tam atlas varsa bu uzaya

n—boyutlu diizgiin (diferensiyellenebilir) manifold denir [9].

Bu tezde, manifold deyince diizgiin manifold anlagilacaktir.

Tanim 1.11 M ve N iki manifold ve ¢ : M — N diizgiin bir doniigiim olmak

iizere ¢~ : N — M ters doniisiimii de diizgiin ise ¢ ye bir diffeomorfizm denir

[9].

Teorem 1.12 M, n—boyutlu bir manifold olsun. Bu durumda, £ : U C M —
¢(U) C R™ koordinat sistemi bir diffeomorfizmdir [9].

Teorem 1.13 M bir manifold olsun. N, M nin bir agik alt kiimesi ise N, M nin
bir alt manifoldudur ve N ye M nin agik alt manifoldu denir [1].

Tanim 1.14 M bir manifold olsun. p € M icin,

v, : §(M) — R
/ _>Up(f)

reel degerli fonksiyonu agagidaki 6nermeleri saghyorsa, v, ye p € M de bir tanjant
vektor denir:
(i) vy, R-lineerdir. Yani, a,b € R ve f,g € F(M) olmak iizere,
vp(af +bg) = avy(f) + bv,y(g)
dir.
(ii) vy, Leibniz kuralmi saglar. Yani, p € M ve f,g € F(M) olmak iizere,

vp(fg) = vp(f)g(p) + f(p)vp(g)

dir [9].

M manifoldunun bir p € M noktasindaki biitiin tanjant vektorlerinin ciimlesi,

T,(M) =A{v, : §(M) — R|v,, R — lineer ve Leibniz kuralin1 saglar}



ile gosterilir. T,(M) ciimlesi iizerinde

+ TP(M) X TP(M) — TP(M)

(vp + up) — Up T Up
(vp +up)(f) = vp(f) +up(f), VfeTM) (L.1)

ve

: R x Tp(M) — Tp(M)

€, v) — o
(cvp)(f) = ev,(f), Vf € F(M) (1.2)

bigiminde tanimlanan toplama ve skalerle carpim iglemleriyle birlikte bir reel
vektor uzayr olur. 7T,(M) vektor uzayma M nin p noktasindaki tanjant uzay:
denir [9].

Tanim 1.15 M bir manifold ve & = (x1,29,...,2,), p € M de bir koordinat
sistemi olsun. f € §(M) ise

Oilp = 0 S(M) — R, (1<i<n)
0z, Ip
olmak iizere,
of O(fo&™ :
—(p) = <<
o) = =), (1<i<n)
bi¢iminde tamimlanmir. Burada wuq, us,...,u, R™ in dogal koordinat fonksiyon-

laridir ve p € M i¢in %(p), (1 <i < n) birer tanjant vektordiir [9].

Teorem 1.16 M bir manifold ve { = (x1,...,2,), p € M de bir koordinat sistemi

0 0 0 . : -
olsun. {6_x1(p>’ 8_562(p>’ ce a—%(p)} ciimlesi T,,(M) nin bir bazidir [9].

Tamim 1.17 ¢ : M — N diizgiin doniigiim olsun. p € M, v, € T,(M) ve
g € §(N) igin,

Pup(vp)(9) = dop(vp)(g9) = vp(g 0 @) (1.3)

seklinde taniml
Gsp = dop : T,(M) — Ty)(N)

lineer fonksiyonuna p € M de ¢ nin diferensiyel déniigiimii denir [9].



Lemma 1.18 ¢ : M™ — N" bir diizgiin doniisiim olsun. Eger £ = (x1, z9, ...7p,),
p € M noktasinda bir koordinat sistemi ve n = (y1,¥2, .-, Yn), &(p) € N nok-

tasinda bir koordinat sistemi ise

0 " 0 i O 0 .
d¢p(8—%|p) = Zl (%Tjgb)(p)a—yiwp)? (1<j<m)

dir.

Koordinat fonksiyonlarina bagh olarak d¢, nin matrisi

a(?/z’ © (,15)
( Ox; (p))1gign, 1<j<m

dir ve p noktasinda &, n ya gore ¢ nin Jacobian matrisi olarak adlandirilr [9].
Lemma 1.19 ¢: M — N ve ¢y : N — P diizgiin doniigiimler ise Vp € M igin,
d( 0 @)y = dibg(p) © dgy

dir [9].
Tanim 1.20 7, R nin agik bir araligi olmak iizere, diferensiyellenebilen bir
a: I —-M
dontigiimiine, M manifoldunda bir egri denir [9].
Tanim 1.21 « : [ — M bir egri olsun. V ¢ € [ i¢in
a(t) = da d ) € Tony(M)
- du t a(t)
dir [9].
Tanim 1.22 Yay parametreli

72[CR—>SOZ3

s —(s) (1.4)

egrisi verilsin. V s € [ i¢in 7/(s) hiz vektorii, sabit bir U vektorii ile sabit ac

yapiyorsa, 7 egrisine helis, Sp{U} ya da bu helisin ekseni denir.

Tanim 1.23 Bir M manifoldu iizerindeki bir vektor alani, manifoldun her nok-

tasina o noktadaki tanjant uzayin bir elemanini kargilik getiren doniigimdiir.
V, M iizerinde bir vektor alani ve f € (M) ise

VHp) =Ve(f), VYpeM

5



ile tanimh V' f, M {izerinde reel degerli bir fonksiyondur. Her f € F(M) igin
V f diizgiin bir fonksiyon ise V' ye diizgiindiir denir. M iistliinde tanimlanan tiim
diizgiin vektor alanlarinim ciimlesi x (M) ile gosterilir. f € F(M) ve V, W € x(M)

olmak fizere,

(fV)p=Ff)V,y, pEM
(V4+W), =V, +W,

islemleriyle birlikte x (M) kiimesi §(M) halkas: iizerinde bir modiildiir. Ayrica
V, Wex(M), feF(M)igin V+Wex(M)ve fV e x(M) dir [9].

Tanim 1.24 { = (21, x9,...,2,), U C M iizerinde bir koordinat sistemi olsun.
O zaman her 1 < i < n i¢in her p € U ya 0;|, tanjant vektoriinii kargihk getiren

0; = & diizgiin vektdr alanna & nin 4. koordinat vektor alani denir [9).

Tanim 1.25 x (M), M iizerinde tamimlanan diizgiin vektor alanlarinin uzayi ol-

mak iizere, x(M) iizerinde bracket operatorii olarak bilinen,

[, ] x(M) x x(M) — x(M)
Vv.\w) = [V,W]

islemi asagidaki ozellikleri saghyor ise y(M) vektor uzayma [ , | operatorii ile
X (M) tizerinde Lie cebiri denir;
(i) Bilineerlik 6zeligi; V V., W, X € x(M) ve V a,b € R i¢in

[aV + bW, X| = o[V, X] + b|W, X],

[X,aV + bW] = o[ X, V] + b] X, W].
(ii) Antisimetrik (alterne) olma ozeligi; V V, W € x (M) igin;

[V, W] =—[W,V].
(iii) Jakobi ozdesligi; V V., W, X € x(M) olmak iizere;
VW, X]]+ WX VI + X [V, W] = 0
dur [9].

Tamim 1.26 M manifoldunun bir p € M noktasindaki tanjant uzay1 7,(M) ol-
sun. T,(M) nin cebirsel duali olan 7 (M) uzayma M nin p noktasindaki kotanjant

uzay1 denir ve
Ty (M) ={v*|v* : T,(M) — R, v" lineer}

6



ile gosterilir. T(M) nin her bir elemanina, p € M noktasinda kotanjant vektor

adi verilir [5].

Tanim 1.27 M manifoldunun her bir p noktasina 7y (M) kotanjant uzaymin bir
elemanini kargilik getiren fonksiyona, M iistiinde bir 1—form denir. 1—formlarin

ciimlesi x*(M) ile gosterilir.
Tamim 1.28 f € §(M) olsun. p € M, v, € T,(M) igin
(df)p(vp) = vp(f) (1.5)
esitligiyle tanimlanan
(df)p : T(M) — R

fonksiyonuna f fonksiyonunun p noktasindaki diferensiyeli denir. M uzayimin her
bir p noktasina

df :p — (df),
fonksiyonunu karsilik getiren df fonksiyonuna f fonksiyonunun diferensiyeli denir.
Agikca df, M uzay: iistiinde bir 1—formdur [10].

U C M iizerinde bir koordinat sistemi & = (z1, xa, . .., ;) olsun. df doniigiimiinde
f yerine x; alimirsa, U iizerinde dxy,dxs,...,dx, koordinat 1—formlarini elde
edilir.

0 0 ox;
dz; <a> = an, ) = gy, =%

oldugu icin x (M) uzayinmn standart bazi olan

0 1< <n
8932-' X X

ile x*(M) uzaymin standart bazi olan

{dz; : 1 <i<n}
bazi, dual bazlardir [9].

Teorem 1.29 & = (21,29, ...,%,), p € M de bir koordinat sistemi ise 01 |, ..., On|p

koordinat vektorlerini Yo € T,(M) igin bazlar cinsinden

v = Z v(z;)0il,p
i=1

seklinde yazabiliriz [9].



Tanim 1.30 z = (x1,29,...,2,), ¥ = (Y1,%2,--.,Yn) € R" i¢in

seklinde tanimlanan d : R” x R® — R fonksiyonuna R" iizerinde Oklid metrigi
denir [8].

Tanim 1.31 M bir manifold, M iistiindeki vektor alanlarimin uzayr x(M) ve

diizgiin fonksiyonlarin ciimlesi de F(M) olmak iizere,
() x(M) x x(M) — §(M)

doniigiimii agagidaki onermeleri sagliyorsa, bu doniigiime M iizerinde Riemann

metrigi ya da metrik tensor denir:
(i) (, ) doniigiimii 2-lineerdir, yani a,b € R olmak iizere
<U,X1+bX2,Y> = CL<X1,Y>+b<X2,Y>, Xl,XQ,YEX(M>,
(X,a¥; +bY) = a(X, Y1) + (X, Ya), X,¥;,Y; € x(M).
(ii) (, ) doniigiimii simetriktir, yani

(XY)= (V.X), XY e x(M).
(iii) (, ) doniigiimii pozitif tanimhdir,
(X, X) >0, (X, X)=0&X=0, X e€x(M).

Uzerinde Riemann metrigi tanimlanmis olan diizgiin manifolda ise Riemann man-
ifoldu denir ve (M, (, )) ile gosterilir [6].

Tanim 1.32 M, n—boyutlu bir Riemann manifoldu ve M iistiindeki diizgiin vek-

tor alanlarinin uzayi y (M) olsun.

D x(M) x x(M) — x(M)
(X,Y) — DyY

operatorii, V f € §(M) ve X, Y, Z € x(M) igin,

D1) Dx(Y +Z)=DxY + DxZ,

D2) Dixiy)Z = DxZ + Dy Z,



D3) D;xY = fDyY,

D4)  Dx(fY) = fDxY + X[f]Y,

onermelerini saghyor ise D ye M iizerinde bir lineer konneksiyon (afin konnek-
siyon) denir ve Dy ise X vektor alani yoniinde kovaryant tiirev olarak adlandirilir.

Ayrica,

D5) DxY — Dy X =[X,Y]| (sifir torsiyon zeligi),

D6) X[(Y,Z)] =(DxY,Z)+(Y,DxZ) (konneksiyonun metrikle bagdagmasi

ozeligi),

onermeleri de saglaniyor ise D, M nin Riemann konneksiyonu ya da Levi-Civita
konneksiyonu olarak adlandirilir ve D yerine genellikle V sembolii kullanilir. Levi-

Civita konneksiyonu genellikle

2AVXY, Z) = XY, Z) + Y{(Z,X) — Z(X,Y)
_<X> [Y7 ZD + <Y7 [27 X]) + <Z7 [X7 Y]>

Koszul formiiliiyle karakterize edilir. (D5) ozeligine sahip D konneksiyonuna,
simetrik konneksiyon da denir. Su halde Levi-Civita konneksiyonu bir simetrik

konneksiyondur [9)].

Teorem 1.33 M, bir Riemann manifoldu olsun. O zaman, M {izerindeki metrik

tensoriin ifadesi;
(, )= Z gijdr; ® dx;
ij=1
dir. Burada zi1,x9,...,z, ile M nin bir koordinat komgulugundaki koordinat

fonksiyonlar1 gosterilmektedir [6].

Tanim 1.34 Bir M Riemann manifoldunda +" vektor alam paralel olan

v : I — M egrisi geodeziktir. Yada ivme vektorii sifir (y") olan egrilerdir [9].

Tanim 1.35 M yiizeyi iistiinde 0, 05 ile gosterdigimiz vektor alanlarini géz 6niine
alalim. Bu iki vektor alani, yiizeye teget vektor alanlaridir. Yiizeyin her bir nok-

tasinda, teget uzayin bir tabanini verirler. Bundan dolay1 1 <1,5 < 2 igin
2
k
k=1

9



olacak bi¢imde Ffj fonksiyonlari vardir. Bu fonksiyonlara Christoffel fonksiyonlar

(veya Christoffel simgeleri) denir.

[05,0;] = 0 oldugu i¢in (D5) ten Dy, (0;) = Dy, (0;) dir. Dolayisiyla
¥ =T}, olarak yazlabilir[10].

Teorem 1.36 xq,xs,...,x,, U C M iizerinde bir koordinat sistemi olsun. U da
bir v egrisi M nin bir geodezigidir gerek ve yeter kosul x; koordinat fonksiyonu

) p 41 d;
dt? v Yodt dt

=0 (1<i,5,k<n)
geodezik denklemini saglar [9].

ispat. M Riemann manifoldu iizerindeki

y:Il —- M
t— (1)
egrisi i¢in
o d, . ~~dzoy), 0
70 = @l = S g (16)
_ d@109) d(za07), 0

0
dU |tax1 "Y(t) +.t du |taxn |'7(t)
= (m();7%2(1), -, 7,(1))

dir. Baz teoreminden dolay1, Z € x(7) ise v(t) noktasinda,

n

Z(t) = Z Z(t)x:0] 1) = Z<Z<t)xi)(t>ai|7(t)

i=1
seklinde yazilabilir. Zx; : I — R bilegen fonksiyonlar1 Z¢ ile gosterilirse,
7' = Z Eaih + Z Z (ai|w)
i=1 i=1
olup, burada (9;|,)" = D./(0;) olarak yazilabileceginden,

7= — Ol + > 7Dy (di,)
=1

=1
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dir. (1.6) esitligi Z' ifadesinde yerine yazilip D nin lineerliginden,

DTS S LSRR

Z 8!#22’2 a2\ by, 1)

Z 3’f|v ZZlZ )|tF i0kl+)
_ Z (dzk z”: WIJ’%) -

Je=1

yazilabilir. Zx), = ZF = deov oldugundan,
dekov d(x;o~)d(z; o)
7' = rk A J
S
k=1 j,i=1
dir.

Ozel olarak Z =~ alimirsa, Z' = 7", 7 egrisinin ivmesi olarak adlandirilir.
~ iizerindeki bir Z vektor alani icin Z' = D, Z yazlabilir. Ayrica F' = D, () =
D7 dir. Burada 7” = 0 olmas1 Z nin paralel oldugunu séylemektedir. O halde

xkoy d(z; o) d(zjon)
F =0
Lyor T T

7i=1

dir. m

Tanim 1.37 G bir grup, ayn1 zamanda diizgiin bir manifold olsun. Bu durumda
V b € G icin ters eleman b~! olmak iizere,
h:GxG—G
(a , b) — h(a,b) =ab™*

doniigiimii diizgiin ise, G ye bir Lie grubu denir [9].

Tanim 1.38 G bir Lie grubu ve a € G olsun.
L,:G— G
9 — La(9) = ag
ve
R,. G — G
g — Ra(g) = ga

11



bigiminde taniml diffeomorfizmlere, sirasiyla, a € G ile belirli sol ¢arpim (sol

oteleme) ve sag carpim (sag oteleme) denir |7, 6.

Tanim 1.39 G, bir Lie grubu ve V a € G igin sol ve sag carpiumlar, sirasiyla, L,

ve R, olsun. X € x(G) olmak iizere
dLq = (La)s : Ta(g) — Te(ag)
Xy — (La)(Xy)

dR, = (Ra)s : Ta(g) — Ta(ga)

Xy — (Ra)+(Xy)
bi¢iminde tanimh doniisiimlere, sirasiyla, sol grup paralelizmi ve sag grup par-

alelizmi denir |7, 6].

Tanim 1.40 G, bir Lie grubu ve G iizerinde bir vektér alani X olmak tizere,
Y a,g € G icin;
(La)+(Xg) = Xog

ise X vektor alanina bir sol-invaryant vektor alani denir.

Sol invaryant vektor alanlar: diizgiindiir. Vektor alanlarinin aligilmig toplama
ve skalerle carpim iglemleri sol invaryant vektor alanlarinin ciimlesini bir vektor
uzay1 yapar. Bu vektor uzayr xi(G) ile gosterilir. x.(G) de [, | parantez oper-
atorii tamimlanarak y,(G) bir Lie cebiri olur. x1(G), boyG = n (sonlu) boyutuna
sahiptir [6, 9].

Teorem 1.41 X € x.(G) elemanim X, € T.(G) vektor alanina doniigtiiren,
 x1(G) — Te(G)

doniigiimii bir lineer izomorfizmdir. Bu izomorfizm x.(G) = T.(G) bigiminde

gosterilir. Burada e, G nin grup iglemine gére birim elemanidir [9].

Tanim 1.42 G, Lie grubu iizerinde tamimh ( , ) metrigi, V a,b € G ve ¥ u,v €
TG igin,

(u,v)p = ((dLa)pt, (dLa )0 )ab (1.7)

sartini sagliyorsa ( , ) metrigine sol invaryanttir denir. Benzer gekilde (, ) metrigi
Va,be GveV u,veT G igin,

(u,v)p = ((dRa)pu; (dRa)bv, Joa (1.8)

sartini sagliyorsa ( , ) metrigine sag invaryanttir denir. Hem sol invaryant hem

de sag invaryant olan bir Riemann metrigine bi-invaryant metrik denir [3].

12



Teorem 1.43 G, Lie grubu iizerindeki sol invaryant (sag invaryant) metrikler ile

G nin g Lie cebiri izerindeki i¢ ¢arpimlar arasinda bijektif esleme vardir.

Ispat. G iizerindeki metrik sol invaryant ise o zaman V a € G ve V u,v € T,G

icin,
(u,v)a = {(d(La © La=1)at, d(Lq © Lg-1)av)a
= (d(La)e((dLa1)at), (dLa)e((dLa-1)av))a
= ((dLa-1)att; (dLa-1)av)e
yazabiliriz.

Bu esitlik metrigin g = 7.G ye kisitlamasi ile tam olarak ifade edilebilir.
Tersine, g iizerindeki i carpim ( , ) olsun ve V g € G ve ¥ u,v € T,G igin,

(u,v)g = ((dLg-1)gu, (dLg-1)4v) (1.9)

dir. Agik olarak (, ), i¢ capim ailesi, G iizerindeki Riemann metrigini verir. Sol
invaryantligi ispatlamak i¢in zincir kurali ve sol 6telemelerin grup izomorfizmleri

olugu kullanilacaktir. V a,b € G ve V u,v € TG igin,

((dLa)st, (dLa)sv)ab = ((dLap)~1)ab((dLa)ptt), (AL a) 1 )ab((dLa)pv) e

=
<d(L(ab —10L )bu d(L(ab 1oL )bv>
<d(Lb 1g—1 olL )bu d(Lb 14—1 O L )bv>
<(dLb 1)bu (dLb 1);,1})

= (u, v}y

yazabiliriz.

G iizerindeki sag invaryant metrik i¢in de benzer hesaplamalar yapilarak,
Vu,veT,GveVgedicin,

(u,v)g = ((dRg-1)gu, (dRy-1)4v) (1.10)
elde edilir[3]. m

Tanim 1.44 Bilegenleri reel say1 olan biitiin n X n tipindeki matrislerin climlesi

M, (R) ile gosterilir yani,
M, (R) = {A = [aij]nxn| aij € R, 1 <4, <n}
dir.
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Tanim 1.45 (G, ) ve (G, %) iki grup ve f : G — G bir fonksiyon olsun. ¥ a,b €
G igin ,

fla-b) = f(a)* f(b)

ise f ye G den G’ ye bir grup homomorfizmi denir [4].
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2 Sols UZAYI

Bu boliimde, Sols iin Lie grup yapisi incelendi.

Ik olarak,
Sols = {(x,y,2) : z,y,z € R}

ciimlesini (mq, mg, m3), (n1,n2,ng) € Sols igin
(m1,ma, m3) * (n1,n9,n3) = (M1 + € "™ny,mg + e™ng,mg +nz)  (2.1)
iglemi ile birlikte ele alalim.

Teorem 2.1 (Sols, ) ciimlesi bir gruptur.

ispat.

G1) Kapalilik 6zelligi:

V M = (my,ma,m3), N = (ny1,nz2,n3) € Solz i¢in

M x N = (mq,mg,m3) % (n1,n2,n3) = (M1 + e "ny, mg+ €"ny, mg+nsz) € Sols
dir.

G2) Birlegsme 6zelligi:

V M = (ml,m2,m3), N = (n17n2,n3), R = (7”1,7"2,7’3) < SOlg olsun

M % (N % R) = (my,mg,m3) * (ng + e ™ry,ng + €™ro,ng +13),  (2.2)
= (m1+ e ™ (ny+ e ™ry), mg + e (ng + €"ry),

ms + ng + 7“3),

(M * N)* R = (m1+e ™ny,mg+ e™ng, mg + ng) * (r1,72,73), (2.3)
= (my + e ™ny +e T my + eMng + Ty,
ms + nz + r3)
2.2) ve (2.3) esitliklerinden birlesme 6zelligi saglanir.
( $ $ gi sag
G3) Birim eleman 6zelligi:

VYV M € Solz icin M xe = ex M = M olacak sekilde 3 e € Sols vardir:

e = (e1,€9,¢3) igin

M k e = (ml + €_m3€1,m2 -+ €m382,m3 + 83) = (ml,mg,mg)
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olur. Buradan,
ms + €3 = M3 :>83:O,
my+e ey =m = e = 0,
mo + €m3€2 = Mg = €9 = O,

elde edilir. Ayrica,

ex M = (g1 + e Pmy, 9 + €3my, g3 + m3) = (M, ma, m3)

olur. Buradan,

€z +m3=mg = g3 =0,
e1+e Bmy=m = e =0,
€9+ €My =mg = 9 =0
dir. Boylece e = (e1,e9,e3) = (0,0,0) € Sols dir.
G4) Ters eleman 06zelligi:
YV M = (my,ma,m3) € Soly , S = (s1, 52, 53) € Solz igin
M %S =S M = e olacak sekilde s € Solg vardir:

M xS = (my,ma,ms) (51, 50,55).

= (mq1 + e ™ sy, my+ e sy, m3 + s3) = (0,0,0)

oldugundan,
m3+83:0 = 83 = —mMmg,
mi+e ™s; =0= s = —me™,
Mo+ €89 =0 = 59 = —mge” ™
dir. Ayrica,

S« M = (s1, 82, 83) * (mq, ma, mg3),

= (81 4+ €e7*my, $2 + e*my, s3 + m3) = (0,0,0)

oldugundan,
s3+m3 =0 = s3 = —mg,
s1+e 3mp=0= 51 =—me™,
Mo+ €8sy =0 = 59 = —mge” "™

16



dir. Boylece S = (s1, 89, 83) = (—mqe™, —mqe "3, —mg) € Sols dir.

Bu o6zelliklerle birlikte (Sols, *) ciimlesi bir gruptur.

VY M,N € Sols icin

M« N = (my + e ™ny,mg + €™ng, ms + n3), (2.4)

N« M = (ny + e "mq,ny + €"¥mg, ng + ms), (2.5)

ifadelerinden (2.4) ve (2.5) esitlikleri esit olmadigindan dolay1 degisme Ozelligi

saglanmamaktadir. Yani degismeli grup degildir. =

Teorem 2.2 M;3(R) nin

e”"™ 0 my
Solyy =< 5= 0 €™ my| :my,mg,m3€R
0O 0 1

bi¢iminde tanimlanan alt ciimlesi matris ¢carpim islemi altinda bir gruptur.

ispat.
e ™ 0 my e ™ 0 m e ™ 0 r
Sy = 0 e™ my|, So= 0 e ny|, S3=1| 0 €e3ry| € Soly
0 0 1 0 0 1 0 01
olsun.
G1) Kapalilik Ozeligi:
[e=ms () mi e™ 0 m
5152 = 0 e’ my 0 e N9
0 0 1 0 0 1
[e—(matna) (0 py 4 e ™y
= 0 M3ty - eM3ny | € Soly
i 0 0 1

dar.
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G2) Birlesme Ozeligi: S1(5:55) = (515,)S; esitligi saglanir:

e ™ 0 my e 0 m e ™ 0 r
S1(9253) = 0 €™ my 0 €" ngy 0 €™ ry

0 0 1 | 0 0 1 0 01

—n3

e 0 my e~(st73) () g 4e My
= 0 €™ my 0 et ngy + ey

o 0 1] o 0 1

e~ (matns+rs) 0 my +nie” ™ 4 e~ (Matna)y
— 0 em3+n3+7"3 mo + n26m3 + em3+n37n2

0 0 1

ve

M0 oMy e ™ 0 ny e ™ 0 r

(5152)85;5 = 0 €™ my 0 e ny 0 € ry

0 0 1 0 0 1 0 01

[e—(matns) () my 4 e ™3 e 0 r

= 0 eIy 4 nge™s 0 € ry

0 0 1 0 01

[ o= (matnatrs) 0 my + npe” ™ e~ (matnaly,
— 0 6m3+n3+7’3 mo + n26m3 + €m3+n37’2

0 0 1

Olllp, 51(5253) = (5152)53 e§1thg1 saglamr.
G3) Birim eleman: 3 x 3 tipindeki her kare matris i¢in
S Ig = 13 S = S

oldugundan, Soly; grubunun birim elemani /3 birim matrisidir.

e ™ 0 my
G4) Ters eleman: V.S = | 0 €™ my| € Soly matrisi i¢in
0 0 1

StS=88"1t=1

e 0 —mye™
olacak sekilde bir tek S™' = | 0 e —mqe ™ | € Solys vardir.
0 0 1
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Soly; ciimlesi matris ¢carpma iglemi ile birlikte bir gruptur, fakat degismeli grup

degildir. m

Teorem 2.3

e 0ux
p: Sy =8A=| 0 e y|:z,y,z€R ) — (Sols, )
0 01

dontigiimiinii A € Solys igin p(A) = (z,y, 2) olacak gekilde tanmimlayahm. ¢ bir

grup izomorfizmidir.
ispat.

¢ birebirdir: A;, Ay € Soly; igin (A1) = p(Az) = Ay = Ay oldugu goster-

ilmelidir.
e 0 x e 0 x
Al = 0 ex Yyr | > A2 = 0 e* Yo S SOlM
0 0 1 0 0 1

olsun. Bu durumda;

0(Ay) = (x1,01,21) = b1 ve @(As) = (22,2, 22) = by

olup,
(A1) = ¢(Az) = (21,91, 21) = (T2, Y2, 22 )
= X1 = T2, Y1 = Y2, 21 = 22)
= A1 = AQ
bulunur.

¢ ortendir: V b= (z,y,2) € Sols i¢gin p(A) = b olacak gekilde

e 0ux
A= 0 e* y| € Soly vardir.
0 01

¢ grup homomorfizmidir:

e " 0 x e 2 0 x
Al = 0 e~ Y1 | > AQ = 0 e* Y2 S SOZM
0O 0 1 0 0 1
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olmak iizere,

e A7 () x4 e AT
AlAy = 0 e?1t22 Yy + e7192
0 0 1

dir. Boylece,

e 172 0 a3 +e 12
p(K1K) = ¢ 0 a2y et
0 0 1
= (I’l —+ xge_zl,yl + ygezl, 1 + 22)

ve
(K1) * o(K3) = (z1,91, 21) * (T2, Y2, 22)
= ({L‘l + Jfge_zl, U1 + ygezl, 21 + ZQ)

olup ,

P(K1K3) = p(Kq) * p(K3)

dir. O halde, Tanim 1.45 geregince ¢ bir grup homomorfizmidir.

Dolayisiyla ¢ bir grup izomorfizmidir.

Teorem 2.4 U = (uy,us,u3), V = (v1,v9,v3) € x(Sol3) igin

g : x(Sol3) x x(Sol3) — F(Sol3)
(U, V) — g(U,V):Soly — R
P = (p1,p2,p3) — (§(U, V))(P) = e*3uqv1 + e *Pugvy + uzvs

bi¢iminde tanimlanan g, Solz de bir Riemann metrigidir.

ispat. Tanim 1.31 geregince g nin simetri, bilineer ve pozitif tanimlilik 6zellik-
lerini sagladigr gosterilmelidir.
(i) Simetri 6zelligi: U = (uy,ug,uz),V = (v1,v2,v3), Y = (y1,92,y3) € x(Sol3)

icin,

§(U, V) = 62I3U1U1 + 6_213U2U2 + usvs

23

= 2T 01y + e 2B ugus + vy

= g(v’ U)
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oldugundan simetri 6zelligi saglanir.
(ii) Bilineerlik 6zelligi: Va,b € R

G(aU 4+ bV, Y) = ¥ (auy + bvy)y; + e 2" (auy + buy)ys + (aus + bus)ys
= ae™urys + be™Bv1y; + ae” P ugys + be B uays + ausys + busys
= a(™uyr + e P ugys + uzys) + b€ viyr + €7 vays + v3ys)
— ag(U,Y) +b5(V,Y),

G(Y,aU + bV) = e*y; (auy + bvy) + e >y, (auy + bvy) + ys(aus + bus)

= ae®yruy + be*y1v1 + ae B yaus + be P ypvy + aysus + ysbus

2x3 —2x3 2x3

y1ur + e B yaus + yaus) + (P y1vr + e 2P yavy + y3v3)

= ag(Y,U) +0g(Y, V)

= a(e

oldugundan bilineerlik 6zelligi saglanir.
(iii) Pozitif tanimlihik 6zelligi: V U € x(Sol3) igin,

G(U,U) = e*™uyuy + e *"uguy + usus

= ¥y} + el + ul
oldugudan g(U,U) > 0 dir.
GUU)=0= g(UU) = e*3ui +e **3us +uj =0

oldugundan u; = uy = ug = 0 dir. O halde g, Sols de bir Riemann metrigidir.

Boylece Sols, g metrigi ile birlikte bir Riemann manifoldudur. =

Teorem 2.5 M, N € Sols igin

h: 5013 X SOlg — SOlg
(M,N) — h(M,N) = M+ N~!

doniigiimii diizgiindiir.

Ispat. M = (my, mg,m3), N = (ny,ng,n3) € Sols i¢in

h(M,N)=MxN~"

my,ma, m3) * (n17 na, 77,3)71,

n3

my, ma, m3) * (_n1€n37 _n2€7 ) _n3)7

my + e " (—ne™), mg + ™ (—nge "), m3 — ng),

= (
= (
= (
= (m1 — €™ ™ny,me — €™ ™ny, my — ng) € Sols,

dir. Bulunan bu fonksiyon polinom ve iistel fonksiyonlardan olustugu icin A iglemi

diizgiindiir. m Teorem (2.4) ve (2.5) den dolay1 Sols bir Lie grubudur.
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2.1 Sols Lie Grubunda Sol-invaryant Vektor Alanlar

_ ,—x3_ 0 _
Teorem 2.6 V; =¢ For Vo =e€” 8x2

Lie grup iglemine gore sol invaryantdir [2].

Vs = 5.- € x(Sols) vektor alanlar, Sol

ispat. Tanim 1.38 den M, N € Sols icin sol 6teleme

Ly : Sol3 — Sols
N — Ly(N) = (mq + e ™ny, mg + €™ ng, ms + ng)

seklindedir. X, sol invaryant vektor alani olsun. x;,¢. koordinat fonksiyonu ve

X, de X vektor alanm e = (0,0,0) birim noktasindaki degeri olmak iizere,

(dLpp)e(X ZXM&%
dir. Burada X!, bilegenleri,
X, = (dLy)eo(Xe)[ws] = Xe[zio Ly 1<i<3
olur.
(z1 0 Lag)(N) = 21 (Lps(N)) = 21[M % N] = my + e ™y = 21 (M) + e~=M g, (N),
(210 Lap)(N) = a1 (M) + e =My (N) = 21 0 Lyy = 2(M) + e Mg
bulunur. Benzer gekilde,
(250 Lpp)(N) = 2o(Las(N)) = 25[M % N] = my + €™ ny = zo(M) + ™Mz, (N),
(250 Lpp)(N) = 2o(M) + e® Mgy (N) = 250 Ly = 2o(M) + e Mgy,
ve
(x30 Lpr)(N) = x3(La(N)) = x3[M *« N = mg + n3g = x3(M) + 23(N),
(30 Lpr)(N) = x3(M) + 23(N) = x50 Ly = x3(M) + 3,
bulunur. Béylece,

le\/[ = Xe[xl © LM] = Xe[xl(M) + €7ZS(M)LU1] = Xe[efx:“(M)xl] = €*ZS(M)X1

X]2\/[ = Xe[x2 o LM] = Xe[x2(M) + em(M)JJQ] - Xe[e:vs(M)xQ] — (M) Xe27
X]?\’/[ = Xe[xg o LM] = XJIg(M) + .’173] = Xe[wg] = Xg,

elde edilir. Buradan,
Xel - 517 Xe2 = 527 XS - 53
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olarak alinirsa,

0 0 0
X =801 T 200, | S .
ve
0 0 0
_yv1 Y 2 YU 3 Y
XM N XM@xl M + XM@xQ M + XMa{L'g M

dir. Dolayisiyla;

Xy =e Mg X2 =W, X3 =g,

olarak bulunur. Buradan da,

0 0 0
X — e %3¢, 3¢ 2 o
e & e +e%& 03 +&3 s

elde edilir. Ayrica
Vo= — (2.6)
oldugundan

X=Vi+&V+86Vs

formunda yazabiliriz. O halde X sol invaryant vektor alamidir. Boylece Vi, Vo, Vs

sol invaryant vektor alanidir. m
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2.2 Sols Uzayinda Metrik Kavrami

Teorem 2.7
0 0 0

R A S VA
or, ° © Ory ° Ors

ciimlesi, x(Sol3) uzaymin g metrigine gore ortonormal bir bazidir.

(i=e

Ispat. {Vi, Vs, Vi) ciimlesi lineer bagimsizdir:
Ve; € R igin,

olsun. Bu durumda

= cVi+aVo+cV3=0
0

o, o 0
= e —)+ (e —) + 63(8_953

8:151 8.1'2
= (167, €™, c3) = (0,0,0)

) =0

olur. Bdylece
ce B =0=c¢ =0,

™ =0=cy =0,
C3:0

bulunur. O halde {V;, V5, V3} ciimlesi lineer bagimsizdir.
U,V € x(Sols) i¢in, {V1, V4, V3} ortonormal bir bazdir:

§(U, V) = 6223’&1’01 + 6721«31621)2 + usvs
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ise,

GV, Vi) = e**3 e 8 7" 4 723 ) 4 ()

— 1’

GV, Va) = €¥3.e7%3.0 + e~ 23 0% 4 0.
=0,

G(Vi,V3) = e¥™8.e7™ .0+ e 2.0 + 0.1
= 0’

G(Va, Vi) = €¥3.0.e7%% 4 723 %3 0 4 ()
— ()’

G(Va, Vo) = €*3.0 + e 2%3.e".e™ 4 ()
— 1’

G(Va, V3) = €¥3.0 + e 2%5.e™.0 + 0.1
— 0’

G(Va, V1) = €¥3.0.e7™ 47250+ 1.0
— 0’

G(V3, Vi) = 3.0 + e 2.0.e™ + 1.0
=0,

G(Vs, V3) = e*3.0+e 2.0+ 1
=1

dir. Dolaywsiyla {V;, Vs, V3} ortonormal bir bazdir. m

Teorem 2.8 Sol; uzayinda g metrigine gore

0

—I3 a — I3 a J—
1/}_{‘/1_6 a0 ‘/2_6 3372’ ‘/3—8.%3

61’1

ortonormal bazinin dual bazi;
{Wl = €w3dl’1, W2 == 6_x3dl’2, Wg = d$3}

dir.

Ispat. fi, fo, f3 € §(Sol3) icin
Wi = fidxy + fadxs + fidxs

olsun. Tanim(1.28) dan
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dir. Boylece,

Wi(vi) =1
Wl(‘/]) - 51j = Wl(‘/2) =0
Wi(Vz) =0
dir. Dolayisiyla,
0
Wl(%) = (fldl'l -+ deSCQ + fgdl'g)(e*m&?)
1
0 o 9
= S (50 + e el + e (),

= f16_13
olarak elde edilir. Buradan,
Wl(‘/l) =1= f16_x3 =1= fl = e

dir.

Wi (V) = (fidzy + fadxs + f3dl“3)(€xsai)a
)

0 0
) + f2€z3dl'2( ) -+ f36$3dx3(

0
= hetdn(G O e

0rs
= f2 e*s.

Ayrica,
Wl(‘/g):o:>f2€m:0=>f2:0

olarak elde edilir. Son olarak da,

WA(VA) = de + fades + o) (5),

88 )+ f2d9€2(86 )+ f3d$3(823)7

= fidz:(
= /3
Wi(V3) =0=f3=0

dir. O halde
W1 = fleEl + deLL'Q + f3d$3 = €I3dl'1

olarak elde edilir.

Wy = gidxy + godxy + gsdxs

0

Wa(Vj) = 035 = § Wa(V2) =1
0
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0

Wy (Vi) =0 = (g1dxy + godxs + 93d$3)(6_z387) =0
1
0 0 0
= gle del<ax ) + 926 Sd'x2<ax ) + g3€ de?)(a_xl) =0
= gie =0
= 01 = 0
Wa(Va) =1 = (gidwy + godzs + 93d$3)(6x387) =1
2
0 0 0
= 916”"3dw1(8$ ) + 926x3d$2(8$2) + 93€x3d$3(a—x2) =1
= g™ =1
= gp=e "
0
Wy (V3) =0 = (g1dzy + godzy + 93d$3)(%) =0
3
0 0 0
= gld:cl(a >+g2d372(a )+g3d‘r3<8 3) =0

:>93:0

dir. O halde
Wy = g1dxy + godzs + gsdrs = e *3dxy

olarak elde edilir.
W3 = hldfﬁl + hgdflfz + hgd:ﬂg

W5(V1) =0
W3(Vj) = 035 = § Wa(V2) =0
W3<V3) =1
.0
Wg(%) =0= (hldlEl + hgdﬂ?z + h3d$3)(€ xS%) =0
1
0 0 0
= hle I3dl’1(ax ) —+ hQ@ deg(ax ) + h3€ 3dx3<8l‘1) =0
= h167x3 =0
= h; =0
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0

W3(Va) =0 = (hidxy + hadzs + h3d953)(@$3a7) =0
2
0 0 0
= hle”d:cl(a—@) - h2€x3dx2(8_x2) + hzex?’dﬂfs(&_xz) =0
= hoe™ =0
= hy =0

0
W3(Va) =1 = (hidry + hadxy + h3d$3)(a7) =1
3
0

0 0
= hldxl(a—mg) - hzdivz(a—xg) + h3d$3(8—a:3) =1
= hg =1

dir. Ohalde
Wg = h1d331 + hgdxg + h3d333 = dxg

olarak elde edilir. m

Teorem 2.9 x, x5, x3 Sols iin koordinat fonksiyonlar1 olmak iizere
G = (e"dx))* + (e "dxy)? + (dw3)?

olup, § metrigine kargilik gelen [g;;] matrisi

e 0 0
LEJU] = 0 e 2%
0 0 1

dir ve [g;;] matrisinin tersi olan [§"*] matrisi ise

e 0 0
(G =1 0 e*0
0 01

dir.

Ispat. Tanim 1.33 e gore V U = (uy,ug,u3), V = (v1,v9,v3) € x(Sol3) igin bu
vektor alanlart metrige uygulanirsa,
(e"2dz)*(U,V) = (e"dx1) @ (e®3dx,)(U, V)
= (e"3dxq)(U)(e"dz1)(V),
= eBue™ vy,

= 230,
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ve

(e7*3dxy)* (U, V) = (e *3dwy) ® (e " dxy) (U, V)
= (e7dxy)(U)(e " dxq)(V),

= e 2B 50,
ve

(dz3)*(U, V) = (dv3) @ (dxs)(U, V)
= (dz3)(U)(dz3)(V)

= U3v3

degerleri elde edilir. Dolayisiyla,

G(U, V) = {(e*3dx)* + (e **3dxs)* + (dx3)*}

= €2xSU1U1 + 672””3u2'02 -+ U3vVs3

olur. Bu metrige karsilik gelen matris [g;;] ise

e2® 0 0
[l =| 0 e?m0 (2.7)
0O 0 1
olup,
det [g;;] =1 #0
bulunur.

e 2 0 0
(7] =1 0 e¥0 (2.8)
0 01

olup burada [§"*], [§;;] matrisinin tersidir. m
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2.3 Solz Uzayinda Geodezikler

Bu boéliimde Sols uzaymim geodezikleri verilecektir.

Teorem 2.10

G = e*3da} + e *3da] + da;

metriginin Sols uzayinda Riemann konneksiyonunun kovaryant tiirevlerine ait

matrisi;
ViVi Vi Ve Vi, Vs V3 0 W
V= Vi Vi,la Vi, Vs | = | 0 V5 =V}
Vv, Vi Vi, Va Vi, Vs 0 0 O
seklindedir. Burada Vi, V5 ve V3 vektor alanlar:
0 0 0
Vi=e B Vo= Vi=_—
! c 81'1 ’ 2 ¢ 81’27 3 8(E3

dir. [2].

ispat. Vi, Vo, Vs vektor alanlarn icin bracket operatorii,
[‘/17‘/2]:07 [‘/15‘/3]:‘/17 [‘/27‘/;3] :_‘/2
seklindedir. Gergekten,

[‘/17 ‘/2] - VV1V2 - VVQ‘/h
= (ana()) - (07070)7
= 0.

[Va, V3] = Vi, V3 — Vi, Vs,
= (0,0,0) — (0,€e",0),
= (0, —€",0).
= -V

V1, V3] = Vi, Vs — Vi, 1,
= (0,0,0) — (—e~*2,0,0),
= (€7,0,0).
=V
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dir.

Bulunan bu bracket operatorleri ile Tanim(1.32) deki Koszul formiilii kullanilirsa,
~ 1
<VV1‘/17 ‘/3> = 5 {<[‘/17 ‘/1]7 ‘/3> - <[‘/17 ‘/3]7 ‘/1>+<[‘/37 ‘/1]7 ‘/1>} )

= S {00.VA) — (Vi, W) — (Vi W),
=1,

bulunur.(2.6) den V3 # 0 oldugundan dolay,

(ViiVi, V3) = =1 = =V, Vi =
= Vi, Vi = -V

dir. Benzer hesaplamalarla,
~ 1
<VV1‘/27‘/3> = §{<[‘/17‘/2]7‘/3>_<[‘/25‘/3]7‘/1>+<“[37‘/1]7‘/2>}7

_ %{<0,V3> +(Va, Vi) — (Vi, Vi) }
=0,

elde edilir. Buradan,

<6V1V'27VE’>> =0 = 6\/1‘/2:0

dir. Diger kovaryant tiirevler de benzer hesaplamalar sonucu,
@Vl‘/l = _‘/}) ) @Vl‘/z = 0 ) @Vi‘/}) == ‘/17
Vi =0 Vi Ve =Vi, Vi Vs = -1,
VisVi = 0, Vi Vo = 0, VigVs =0,
olarak elde edilir. m

Teorem 2.11 {z1, 9,23}, Sols de koordinat sistemi olmak iizere, Sols uzaymin

geodezik denklemleri,

dszl(t) d[L‘l(t) dIg(t)
2 p—
dt? * dt dt 0
dt? dt dt ’
d*w3(t) _ p2as(®) dz:(t) dz (1) 4 e 2ms(t) dzs(t) dao(1) —0
dt? dt dt dt dt

dir[11].
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Ispat. (2.7) ve (2.8) de verilen [j;;] ve [g"*] matrisleri Christoffel sembollerinde

kullanilirsa,

3
1 Ogji . Ogii  Ogyj
Fk _ J _ J lk
vo2 12:; <8:c2- + Oxr;  Ox g
1=1,7=3,k=11icin

1 /0 0 0 1 /0 0 0

Fig _ 1 g31 I 911 0g13 911 Lz g32 i 921 0913 921

2 (9331 8.1'3 8.1'1 2 8.1'1 81'3 81‘2

1 0933 1 dg31 _ 9913 931

2 (9:1:1 8.1'3 8.1'3

1
_ _262x36 2x3

2

= F%l
olarak bulunur. Benzer sekilde,
ng’, = ng =—1,
F?l = —629537
I3y = e
olarak hesaplamnir.

Baéylece bu bulduklarimizi agagidaki geodezik denkleminde yerine yazarsak,

Plwn) | py doid;

dt? Yodt dt
d2$1<t) 1 dl’l (t) diL‘g (t) 1 d.ﬁlﬁ'g (t) dfl?1<t)
r r =0
@ BT @ g ’
dQ.TQ(t) 2 dZE'Q(t) dl’g(t) 2 d(lfg(t) d.T2<t) -0
dt? Bodt dt 24t dt ’
d2{lf3 (t) dl?l(t) dl’l (t) dl‘g(t) d{lfg (t)
r? rs =
@ TN Tw @ TR a @ 0
elde edilir. Bunlar: diizenlersek,
d2$1<t) dl’l (t) d&?g(t)
2 =0
dt? * dt dt ’
dt? dt dt ’
dQ.ﬁL’g (t) _ 623:3(” dxl (t) d$1<t) + 6_2x3(t) diL‘Q(t) dxz (t) —0
dt? dt dt dt dt
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olur. Burada gosterim kolayligindan yukaridaki ifadeler

ii‘g - 2$2j§'3 - 0,
By 4 €3 (i1)% 4+ e 23 (i) = 0,

bi¢iminde gosterilebilir. m

Simdi bu diferensiyel denklem sistemi bir Cauchy problemi olarak ¢oziiliirse.

r1(0) = 0, (2.12)
22(0) = 0,
23(0) = 0,
#1(0) = u, (2.13)
t2(0) = v,
t3(0) = w.

u#0,0# 0,w#0vet=0m bir komsulugunda &, + 2#135 = 0 = £ = —2i;
ve &g — 2iods = 0 = j—Q = 25 olur.

21 = p olsun. O halde

b_ —223 = Inp=—2x3+
! = @) = e 2ta
= i1(0) = ¢ 2s(0)ta
= 11(0) =e* =u
= @) = e e

= 4y = ue 2

olur. Benzer sekilde 5 = ve?*s olarak bulunur. Bulunan bu i, ve @, ifadelerinin

integralleri alinirsa,

¢
x1(t) = u/ e~ 22N r,
0
¢
xo(t) = v/ e,
0

elde edilir. Bulunan &; ve @5 leri (2.11) de yerlerine yazilirsa
.Z.U.3 _ 6213(ue—2rg)2 + 6—21‘3(/U62933)2 — 07
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iy — ule” 8 4 02 = (), (2.14)

olur. Simdide (2.14) denkleminin her iki tarafi 223(# 0) ile ¢arpilip daha sonra

integral alinirsa,

s o 20,2 —2x3 20:, 2x3 __
20303 — u“2x3€ + v 223 = 0,

i3 = —ule 2 — ?e?®s 4 P (2.15)
elde edilir. Baglangig sartlar: kullanilirsa,
wr=—ut—v*+ ¢

olur. Genelligi bozmaksizin ¢*> = 1 almabilir. (2.15) ifadesinin her iki tarafinin
karekokii alinip daha sonra t ye gore integrali alinirsa,

dl’g

=dt
FV1 — u2e2m — p2e27s

sinirh sayidaki basit fonksiyonlarin terimleri, eliptik integral ile ¢oziimleri ifade
edilmeyebilir. w nun isaretine bagh olarak karekok ifadesi sirasiyla + yada —

alinabilir.

Eger u # 0,v # 0 ve w = 0 ise (2.15) ve u? + v? = 1 den tiim u, v ler igin

12 = —u?e %" — p2e?®s + 1 saglanacagindan 6zel olarak u = v = \/Li secilirse

) 67213 + 62933
T

= —cosh(2z3) + 1

dir. Boylece x3 = @3 = 0 bulunur. Ohalde

71 (t) = ut,
To(t) = vt,
l‘g(t) = O,

olur.

Eger v # 0,v = 0 (u? = 1 — w?) icin, @5(t) yi c(t)e?*® formatinda

yazilabilecegi goriilebilir. (2.11) in ikinci denkleminden
2z3+c1

Z).’JQ:G

= c(t)eh?’,
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yazilabilir. v = 0 ve @, = ue 2*3 den

iy — uPe 8 =
elde edilir. Bu standart yolla ¢oziiliirse, geodezigin bir parametrik sistemi elde
edilir.

sinh ¢
cosht + wsinht’

ZL’l(t
ZL’Q(t) = 0,
x3(t) = In(cosht + wsinh t).

u

Benzer sekilde, eger u = 0 ve v # o (1 = v? + w?) alinirsa

.Tl(t) = 0,
sinh ¢

cosht —wsinh ¢’
x3(t) = —In(cosht — wsinht),

[L’Q(t)

[

elde edilir.

Son olarak © =0, v =0 ve w = 1 alinirsa,

iy = a(t)e 20,

.@2 = b(t)ezx?’(t),

ifadelerinin ¢oziimii i¢in (2.11) in birinci ve ikinci denklemlerinde a(t) = 0 = b(¢)
alinirsa 21(t) = x5(t) = 0 olur. Daha sonra (2.11) in {igiincii denkleminden
kolaylikla goriilebilirki Z3 = 0, boylece x3(t) = t dir. O halde geodeziklerin

denklem sistemi

.Tl(t) = 0,
.Q?g(t) = 0,
.Tg(t) = t,

olur [11].
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3 Sol; UZAYINDA EGRILER

Bu boliimde v : I C R — Sols yay parametreli egrisi i¢in helis olma karak-

terizasyonu verildi.

Tanim 3.1 v : I C R — Sol3 yay parametreli, diferensiyellenebilir ve diizlemsel
olmayan bir egri olsun. {7, N, B} ise Sols te v boyunca ortonormal ¢at1 alani
olsun. T birim teget, N birim aslinormal, B birim binormal vektor alan1 olmak
uzere,
T:M,<N:?ﬂj,B:TxN
[VrT|

dir. Burada 7, N, B vektorlerine 7 egrisinin Frenet vektorleri, {7, N, B}
kiimesine de Frenet catisi denir. Buna gore, k = |VT| # 0, v mn geodezik

egriligi ve 7 da onun geodezik torsiyonu olmak {izere,

6TT = kN
ViN = —kT +7B (3.1)
6TB == —TN

Frenet denklemlerini elde ederiz. Burada {7, N, B} Frenet catis1 x.(Sol3) nin
{X =W,Y =V, Z = V3} bazn cinsinden

T=TX+DY +T37,
N = N;X + NoY + N Z,
B = B\X + ByY + B3 Z,

olarak ifade edilebilir .

Ayrica T, N, B vektor alanlarma ait V4T, VN, VB kovaryant tiirevlerini (2.9)

denklemini kullanarak agagidaki gibi hesaplayabiliriz.
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VT = @T1X+T2Y+T3Z(T1X + 1LY +T372),
= T (Vx(T\X + ToY + T32)) + To(Vy (T1 X + ToY + T52))
+ T3(V4(Ti X + ToY + T32)),

(
= T((VxT)X + T1(Vx X) + (VxT)Y + To(VxY) + (VxT3)Z + T5(Vx Z))
+ T(VyT)X + Ti(Vy X) + (Vy )Y + To(VyY) + (VyT3)Z + T5(Vy Z))
+ T5((V2T)X +Ti (V2 X) 4+ (V)Y + To(ViY) + (Vi T3)Z + T5(V 4, Z)),
1 (

= (T\(VxTy) + To(VyTy) + T5(V T X + (T (VTy) + To(VyTy) + T3(V,T5))Y
+ (TU(VXTs) + To(VyTs) + T5(V,T3) Z — T2 Z + TV Ts X + T2Z — ThT5Y,
=T X + Y +T,Z + T T3X — TTY + (-T7 + 13) Z,
= (T, + VT35 X + (T, — ToT3)Y + (T, — T2 + TH)Z (3.2)

ve

VN = Vixiny+nz(NMX + NoY + N3Z),
= T\ (Vx (N1 X + NoY + N3 Z)) 4 To(Vy (N1 X + Ny Y + N3 Z))
+ T5(V (N1 X 4+ NoY + N3Z)),
= Ty ((VxN)X + Ny (VxX) + (VxNo)Y 4+ No(VxY) + (VxN3)Z + N5(Vx Z))
VyN)X + Ni(VyX) + (VyNo)Y + Ny(VyY) + (VyN3)Z + N3(Vy Z))
+ T5((VzND)X + N1 (V2 X) + (VZNo)Y + No(V2Y) + (VzN3)Z + N3(V 3 2)),
= (Ty(VxNy) + To(Vy Ny) + T5(VZN )X + (Ty(Vx Ny) + To(Vy Ny) + T5(VzN,))Y
+ (T1(VxNs) + Ty(Vy N3) + T5(VzN3)) Z — TN\ Z + Ty Ns X + TyNyZ — Ty NsY,
= N\ X + N,Y + Ny Z — TN\ Z + TyNs X — TyNsY + TyN, 2,
= (N, + T\ N3) X + (Ny — TyN3)Y + (Ny — Ty Ny + TyN,) Z (3.3)

+ 15

(
((
((
((V
1(V

ve
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@TB = @T1X+T2Y+T3Z(BlX + ByY + B3Z),
= T\ (Vx(B1X + BoY + BsZ)) 4+ To(Vy (B X + ByY + BsZ))
+ T5(V (B X + ByY + B3Z)),
= T\((VxB1)X + Bi(VxX) + (VxB)Y + Bo(VxY) + (VxBs)Z + B3(Vx Z))
+ To((VyB)X + Bi(VyX) + (VyBy)Y + By(VyY) 4 (VyB3)Z + Bs(Vy Z))
+ 15 ZBl)X + Bl(@ZX) + (6232)5/ + Bz(@zy) + (6233)2 + BB(6ZZ))7
— (T1(VxBi1) + Tu(VyBy) + T5(V2B1) X + (Ty(VxBy) + Ta(Vy By) + T5(V2By))Y
+ (T1(VxBs) + To(VyBs) + T5(V2B3)) Z — Ty B Z + T\ Bs X + Ty By Z — Ty BsY,
= B\ X + ByY + ByZ — T\B1Z + T1BsX — Ty BsY + Ty By Z,
— (By + T1B3)X + (B, — T4 B3)Y + (By — Ty By + Ty By) Z (3.4)

(
((
((
((V
8%

dir.

Teorem 3.2 v : [ — Sols, birim hizli geodezik olmayan bir egri olsun. Eger T
V =T\ X +1T,Y —T5Z vektor alam ile sabit ag1 yapiyorsa, «y egrisi bir helistir ve

~ nin parametrik denklemi;

2¢c17t51n(3) cog (%) (asin(b+ at) — sin (£) cos[b + at])

V() = ( 1+ 2a2 — cos ¥ e
gecrttsin(5) (o (2) (acos(b+ at) —sin (&) sin[b + at])
. + C3,
1+ 2a? — cos6

(0 .
sin { + )

dir. Burada a, b, ¢1, c9, c3 integral sabitleridir ve 6 sabit agidir.

Ispat. Sol; uzaymda bir + egrisi,  egriligi, 7 torsiyonu ve {T, N, B} Frenet
catisiyla birlikte bir uzay egrisi olsun. 7', N, B vektor alanlarinin kovaryant tiirev-
leri (3.2), (3.3) ve (3.4) denklemlerinden

VT = (T + T\T5)X + (T — TyT3)Y + (T2 — T2 + T3),
VN = (N! + Ty N3) X + (N} — TyN3)Y + (TyNy — Ty Ny + N3), (3.5)
VB = (B, + T'B3)X + (By — TyBs)Y + (T4By — T\ B, + BY)

dir.
Kabul edelim ki v nin tanjant vektorleri, V' vektorii ile sabit aci yapsin. Yani;
(V,T) = cos = sbt =2, (0<6< g) (3.6)
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olsun. Boylece

(V,T) = (X +ToY — T332, TV X +ToY +T32)
=T+ T8 —TF = (3.7)

olur. T +T% + T? = 1 oldugundan
0
Ti(t) = costcos Y

6
T»(t) = sintcos 3

0
T3(t) = sin 2
olarak elde edilir. O halde, (T, Z) = sin% = /(1 — ¢?) = sbt oldugundan ~,

Sols uzayinda bir helistir. Ayrica, genelligi bozmaksizin
t=as+b

alabiliriz. Burada a, b sabittirler. Dolayisiyla

0 0 0
T(s) = cos(as + b)(cos 5) X + sin(as + b)(cos 5) Y + (sin 5) Z (3.8)
yazilabilir. (2.10) ve (3.8) denklemlerini kullanirsak
- 0 : 0 . 0
T = (e cos(as + b) cos 2 e” sin(as + b) cos 5 8in 5), (3.9)
olarak elde edilir. Yani,
dys . 0
— =sin -
ds 2’
dir. Bu ifadenin her iki tarafinin integrali alinirsa,
0

v3(s) = (sin 5)5 + ¢
olur. Benzer sekilde

2¢751(3) cog (%) (asin(b+ as) — sin (£) cos[b + as))

nls) = 14 2a2 — cos @ to

ve

9e1+551(%) (og (%) (acos(b+ as) — sin (&) sin[b + as))

72(s) = = 14 2a? — cos @ tes

olarak bulunur. Burada a, b, c¢1, c5 ve c3 integral sabitleridir.

Frenet formiillerinden N, B, k ve 7

k(s) = %COS(%)\/? — cos 6 + cos(4s)(1 4 cos f) — 8sin(2s) sin(g), (3.10)
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1
N(s) = ;(2 cos g(—Q sin s + 2 cosssin(g))X

+ 4cosg(coss—sinssin(g))Y (3.11)

+ (4 cos? g cos(2s)))Z),

1
B(s) = —(4cos §(c052 scos fsin s — sin® s + cos s sin §)X
K
7 f
+ 4 cos 5(— sin® s cos 6 cos s + cos® s — sin ssin §)Y (3.12)

6

+ (4COS§ sin 5(1 — 2cos ssin ssin 5))Z),

1 7
T(s) = ) cos™ 2 sin(2s)

(15 + cos(4s) — 2sin(2s)(cos 0 sin(2s) + 6 sin g)) (3.13)
seklinde bulunur. =

Teorem 3.3 3 : I — Sols, birim hizli geodezik olmayan bir egri ve U sabit bir
vektor olsun. Eger uzay egrisi DU vektor alaniyla sabit bir aci yaparsa, 0 nmin

parametrik denklemi;

ﬂ(t) _ (/ cos2 6 cosh[Q(at + b)]e—[ \/1—c052 9cosh2[2(at+b)}dtdt + ¢,

/ cos 0'sin 0 cosh[2(at + b)]e! V/1-cos? 0 cosh®2(at+)ldt gy 4 Ca,

/ \/1 — cos? f cosh®[2(at + b))dt + c3)

olur. Burada a, b, ¢y, ¢, c3 integral sabitleridir ve 6 sabit acidir.

Ispat. Sols uzaymda 3 egrisi,  egriligi, 7 torsiyonu ve {T, N, B} Frenet catisiyla
birlikte bir uzay egrisi ve U bir sabit vektor olsun. 7', N, B ve U vektor alanlarinin
kovaryant tiirevleri (3.2), (3.3) ve (3.4) denklemlerinden

VT = (T + T\T5)X + (T — TyT3)Y + (T3 — T2 + T%)
VN = (N} + T1Ns) X + (N} — TyN3)Y + (TN, — Ty Ny + N3) (3.14)
V1B = (B} + T1B3)X + (B — TyBs)Y + (TyB, — T\ B, + B})

dir. Ayrica
@TU = T1U3X — T2U3Y + <—T1'LL1 + TQUQ)Z (315)
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dir. Burada U = (uy,us,u3) ve T'= (1,15, T3) dir. Eger U = Z segilirse
(3.15) denkleminden

ViZ =T X —TY (3.16)
elde edilir.
Béylece,
(N1Z N1Z) = (1X —T,Y, T1 X —T,Y) = T? + T2 (3.17)

dir.
V_@ﬂz_ﬂX—nY
\VoZ| T2+ T2

olmak iizere [ egrisinin tanjant vektorii, V' vektorii ile sabit ac1 yapiyor ise

(3.18)

(V,T) =cosf =sbt =c*, (0<0< g), (3.19)
dir. Boylece
T\X —ToY
(V,T) = (22 i X + Y + T52)
VI + T3
1
=———— (I} -T5) = ¢ (3.20)

VTE+ T3

bulunur. Eger T tanjant vektorii hesaplanirsa

2 2
A SR T (S T B
(T2 +13)3 (T2 +13)3

T, sy T
(T2+T2)% ceosh (T2 + T2)1
1 2 1 2

esitliginden
= csinht
alinirsa
Ty = (T} + TQZ)i cosht, Ty =c(T?+ TQQ)% sinht
olur. Buradan
T? + T2 = A(T? + T?)2 (cosh®t + sinh® ¢)
ve

T? + Ty = (T + Tf)% cosh 2t = ¢* cosh® 2t
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elde edilir. T2 + T% + T3 = 1 oldugundan

Ty = ¢* cos B cosh 2t,
T, = ¢ sinf cosh 2t,
Ty = :I:\/l — cos? 6 cosh? 2t

bulunur. O halde

ﬁ(t) = (/ COS2 2] COSh[Q(at + b)]e—f \/l—cos2 0cosh2[2(at+b)}dtdt + ¢,

/ cos 0sin 0 cosh[2(at + b)]e/ V/1-cos? O cosh®[2(at+)ldt gy 4 Ca,

/ \/1 — cos?f cosh?[2(at + b)]dt + c3)

olur. Frenet formiillerinden N, B, kK ve 7

k = (cos* 9(cosh(2t)\/1 — cos? f cosh?(2t) + 2sin(2t))?
2sinh(2t)
\/1 — cos? 6 cosh?(2t)

+ cos” 0 cosh?(2t)(cos(26) cos(2t) + )2

+ (cos 6 cosh(2t) \/1 — cos? 6 cosh?(2t) sin @ — 2 cos 0 sin 0 sinh(Qt))Q)%

1
N = E(cos2 6(cosh(2t) \/1 — cos? f cosh®(2t) + 2sinh(2t)) X

+ cos 6 sin 6(— cosh(2t) \/1 — cos? f cosh?(2t) + 2sinh(2t))Y
2 sinh(2¢)
\/ 1 — cos? 6 cosh?(2t)

+ cos? § cosh?(2t)(— cos(26) cos(2t) —

)Z)

2sinh(2t)

\/1 — cos? 6 cosh?(2t)
4sinh(2t)

\/1 — cos? 6 cosh?(2t)

1
B = p, (cos @sin A(cos(2t) — 2 cos®  cosh®(2t) — )X

)Y

1
+ 5 cos? 0(2 cosh(2t) — cosh®(2t) sin(26) +

— cos® f cosh?®(2t) \/1 — cos? f cosh®(2t) sin 02)
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1 1 3 . 2
= — 0 sin 0(8 cosh” (2t
T R T+ cos2h cos?(2t) cos” §sin §(8 cosh™(2¢)

— 6cos? @ cosh?(2t) + cos* 0(—3 + cos(46)) cosh®(2t)
+ 8 cos® f cosh®(2t) sin 0

+ 12 cos® § cos(26) cosh®(2t) \/1 — cos?  cosh?(2t) sinh(2t)
— 8sinh?(2t) + 8 cos® # sinh*(4t))

seklinde bulunur. m
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3.1 Ornekler

Ornek 3.4 Teorem (3.2) de § =%, ¢; = ¢c3 = ¢3 = 0 ve a = 1, b = 0 seilirse v
egrisi

2¢7150(8) cos (Z) (sin(t) — sin (%) coslt])

(1) = (

)

Sl

(cos(t) — sin (%) sinlt])
3_ L ’

tsin (%))

olur ve Sekil (3.1) gosterilmigtir.  egrisinin tegetler, asli normaller ve binormal

L L L
-2 0 2 4

Sekil 3.1: Sols te 7 egrisi.

gostergelerinin denklemleri, sirasiyla,

T(s) = (e "% cos(s) cos g, "5 sin(s) cos g, sin g),

V2 cos(2s)
e\/7+cos(45)74\/§sin(25) (\/5 COS(S) — 2 SlIl(S))

\/7 + cos(4s) — 44/2sin(2s)
_ V2 cos(2s)
e \/7+C0$(4S)—4\/§Sin(2$) (2 COS(S) + \/isin(s))

\/7 + cos(4s) — 4v/2sin(2s)
B V2 cos(2s)
\/7 + cos(4s) — 4v/2sin(2s)

N(s) =

Y

I

)

V2 v/ R
_\/§e V3teostd) (cos(2s)sin(s)) e V3teest) (cos(s) + cos(3s)) V2

3 + cos(4s) 7 V21/3 + cos(4s) " \/3 + cos(4s)

dir ve bunlarin sekilleri, sirasiyla, Sekil (3.2), Sekil (3.3), Sekil (3.4) de goster-

ilmigtir. Ayrica,

B(s) =
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Sekil 3.2: Sols te v egrisinin tegetler gdstergesi.

Sekil 3.3: Sols te v egrisinin asli normaller gostergesi.

Sekil 3.4: Sols te v egrisinin binormaller gdstergesi.
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1
K(s) = 5 COS(%)\/7 - COS% + cos(4s)(1 + cos %) — 8sin(2s) sin(g),

ve

7(s) =

4 cos(§)sin(2s)(15 + cos(4s) — 2sin(2s)(cos() sin(2s) + 6sin()))
cos?(§)(7 — cos § + cos(4s)(1 4 cos §) — 8sin(2s) sin(g))

dir.

Ornek 3.5 Teorem (3.2) de 0 = Lya=c=c=0vea=1,0b=0 secilirse

egrisi

B(t) = (e—f\/1—C052(§)C°Sh2(2t)dt/cosz(g) cosh(2t)dt,

el V1= (5) COSh2(2t)dt/cos(g)sin(%)cosh(%)dt,

/ \/ 1 cost (%) cosh?(20)dt)

olur. ( egrisinin tegetler, asli normaller ve binormaller gostergelerinin denklem-

leri, sirasiyla,

T(t) = (COSQ(g) cosh(2t), cos(g) Sln(B)COSh(Qt) \/1 — COSQ(g) cosh2(2t)) ,

Ze \/1 6052( ) cosh? (2t)
K

1 — cos2(Z) cosh?(2t)(— cos(ZE) cos(2t)— 2 sinh(2¢)
N(t) = ( ’ ’

(cos® (3 )(cosh(Qt)\/l —cos?(= 3 ) cosh?(2t) + 2sinh(2t)),

2sinh(2t)
\/1 c0s2(§) cosh? (2t)

cosz(g) cosh?(2t)(— cos( 27r) cos(2t)—
(&

cos(=) Sin(g)(— cosh(Qt)\/l - COSQ(g) cosh?(2t) + 2sinh(2t)),

wl

2sinh(2t)
\/1 — cos?(Z) cosh?(2t)

0052(g) cosh?(2t)(— COS(Z?T() cos(2t) —
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B(t) _ (160053(g) cosh?(2t) \/1—0052 (3) cosh?(2t) sin(%)
K

2sinh(2t)
\/1 — cos?(%) cosh®(2t)

(cos(g) sin(g)(cos(Qt) -2 cos4(g) cosh®(2t) —

),

167 0053(%) cosh?(2t) \/1fcos2 (3) cosh?(2t) sin( %)

2 4sinh(2t
cosz(%)(Qcosh(Qt) —Cosh3(2t) sin(l sin ( )

)+
3 \/1 — cos?(Z) cosh?(2t)

)7

— 0053(%) Cosh2(2t)\/1 - cosz(g) cosh2(2t) sin(g)))

dir ve bunlarin gekilleri, sirasiyla, Sekil 3.5, Sekil 3.6, Sekil 3.7 de ve Sols kiiresi

tizerinde ki goriintiisii Sekil 3.8 de gosterilmigtir.  Ayrica,

Sekil 3.5: Sols te 0 egrisinin tegetler gbstergesi.

_10 -05 00

Sekil 3.7: Sols te B egrisinin binormaller gostergesi.
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Sekil 3.8: Sols te 0 egrisinin kiiresel gostergesi.

k(t) = (cos4(g)(cosh(2t)\/1 - cosg(g) cosh?(2t) + 2sin(2t))?
2sinh(2t) 9
\/1 — cos?(Z) cosh®(2t)

+ (cos(g) cosh(?t)\/l - COSQ(%) cosh?(2t) sin(g) -2 cos(g) sin(g) sinh(2t))?)

+ COS4(g) Cosh2(2t)(cos(2§) cos(2t) +

N |=

ve

! ! COSB(E) sin(g)(8 cosh?(2t)

£) = —
m(®) k% —1 + cos?(%) cos?(2t) 3

— 6 cosQ(g) cosh*(2t) + COS4(g)(—3 + cos(4(§))) cosh®(2t)

+ 38 coss(g) cosh®(2t) sin(g)

2
+ 12 cosQ(g) cos(g) cosh?(2t) \/1 — 0032(%) cosh?(2t) sinh(2t)
— 8sinh?(2t) + 8 cosQ(g) sinh?(4t))

dir.
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