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ÖZET

Sol-3 Uzay�n�n Geometrisi ve Sol-3 Uzay�nda E§riler

Bu yüksek lisans tezi üç bölümden olu³maktad�r.

Birinci bölümde çal�³mam�zda kullan�lan temel tan�m ve teoremler verilmi³tir.

�kinci bölüm, çal�³man�n esas k�sm�d�r. Bu bölümde, öncelikle Sol-3 gruplar� ve özellikleri
verildi, ard�ndan grup yap�lar�, Lie grup yap�lar� ve geodezikleri incelendi.

Üçüncü bölümde, Sol-3 uzay�ndaki e§rilerin helis olma karakterizasyonlar� incelendi.

Anahtar Kelimeler: Sol-3, Lie Grubu, Lie Cebiri, Helis, Geodezik
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ABSTRACT

The Geometry Of Sol-3 Space And Curves In Sol-3 Space

This master thesis consist of four parts.

The �rst chapter, fundamental de�nitions and theorems used in our study are given.

In second chapter is original part of our study. In this chapter, �rstly, Sol-3 groups and their
properties are given, later group structures, Lie group structures and geodesics of these groups
was examined.

Third chapter chapter, the characterizations to be helix of curves in Sol-3 are examined.

Keywords: Sol-3, Lie Group, Lie Algebra, Helix, Geodesic
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S�MGELER VE KISALTMALAR

P (X) : X kümesinin kuvvet kümesi
Mn(R) : Reel say�lar cismi üzerinde n× n tipinde matrislerin cümlesi
[g̃ij] : i sat�rl� j sütunlu matris[
g̃l,k

]
: [g̃ij] matrisinin inversi

det [g̃ij] : [g̃ij] matrisinin determinant�
Γk

ij : Christo�el sembolü
Tp(M) : M manifoldunun p ∈ M noktas�ndaki tanjant uzay�
F(M) : Tan�m kümesi M manifoldu olan reel de§erli bütün

düzgün (diferensiyellenebilir) fonksiyonlar�n cümlesi
χ(M) : M manifoldu üzerinde düzgün vektör alanlar�n�n uzay�
χ∗(M) : M manifoldu üzerinde düzgün 1−formlar�n uzay�
χL(G) : G Lie grubu üzerindeki sol invaryant vektör

alanlar�n�n uzay�
D : Riemann konneksiyonu
∇ : Levi- Civita konneksiyonu
∇̃ : Sol3 te Levi- Civita konneksiyonu
[ , ] : Lie operatörü
Sol3 : Sol3 uzay�
SolM : Sol uzay�n�n matris gösterimi
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1 TEMEL KAVRAMLAR

Bu bölümde, manifold, Lie grubu, Lie cebiri ve çal�³mada gerekli olan baz�
tan�mlar, teoremler ve notasyonlar hat�rlat�lacakt�r.

Tan�m 1.1 X bo³ olmayan bir cümle ve τ ailesi de P (X) kuvvet cümlesinin
herhangi bir alt cümlesi olsun. E§er τ ⊂ P (X) a³a§�daki özelikleri sa§larsa, τ ya
X üzerinde bir topoloji, (X, τ) ikilisine de bir topolojik uzay denir.

T1) ∅, X ∈ τ dur.

T2) τ dan al�nan herhangi say�da eleman�n birle³imi τ ya aittir; yani, I (sonlu
veya sonsuz) herhangi bir indis cümlesi olmak üzere, ∀ {Ui}i∈I ∈ τ için,⋃

i∈I Ui ∈ τ dur.

T3) τ dan al�nan sonlu say�da elemanlar�n kesi³imi τ ya aittir; yani, J sonlu
indis cümlesi olmak üzere, ∀ {Ui}i∈J ∈ τ için,

⋂
i∈J Ui ∈ τ dur [7].

Tan�m 1.2 X, bir topolojik uzay olsun. x 6= y özelli§indeki ∀ x, y ∈ X için
x ∈ U, y ∈ V ve U ∩ V = ∅ olacak ³ekilde U, V ∈ τ kümeleri varsa X topolojik
uzay�na bir Hausdorff uzay� denir [7].

Tan�m 1.3 X ve Y iki topolojik uzay olsun. Bir f : X → Y fonksiyonu için,

(i) f sürekli,

(ii) f−1 ters fonksiyonu mevcut,

(iii) f−1 sürekli,

ise f fonksiyonuna X den Y ye bir homeomor�zm denir [7].

Tan�m 1.4 p = {p1, p2, . . . , pn} ∈ Rn ve 1 6 i 6 n olmak üzere,

ui : Rn −→ R
p −→ ui(p) = ui(p1, p2, . . . , pn) = pi

fonksiyonlar�na Rn in do§al koordinat fonksiyonlar� veya Öklidyen koordinat
fonksiyonlar� ve {u1, u2, . . . , un} sistemine de Öklidyen koordinat sistemi denir
[9].
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Tan�m 1.5 Rn in bir U aç�§�ndan reel say�lara tan�ml� bir f fonksiyonunun her
mertebeden k�smi türevleri mevcut ve sürekli ise f ye düzgündür denir.

fi1...iq =
∂iqf

∂ui1 . . . ∂uiq

, 1 6 il 6 n, 1 6 l 6 q

k�smi türevleri mevcut ve sürekli ise f ye C(q) s�n�f�ndand�r denir. M den R ye
tan�ml� bütün düzgün fonksiyonlar�n cümlesi bir halkad�r ve bu halka F(M) veya
C∞(M,R) ile gösterilir [9].

Tan�m 1.6 S bir topolojik uzay olsun. S nin bir U aç�§�ndan Rn in bir ξ(U)

aç�k cümlesine giden ξ homeomor�zmine n−boyutlu bir koordinat sistemi veya
harita denir.

ξ : U ⊂ S −→ ξ(U) ⊂ Rn

olmak üzere, ∀ p ∈ U için,

ξ(p) = {x1(p), ..., xn(p)}

dir. Burada xi = ui ◦ ξ : U ⊂ S −→ R fonksiyonlar�na S topolojik uzay�nda ξ

nin koordinat fonksiyonlar� denir [9].

Tan�m 1.7 S üzerinde n−boyutlu koordinat sistemleri olan ξ ve η dönü³üm-
lerinin düzgün kesi³mesi için gerek ve yeter ³art η◦ξ−1 ve ξ◦η−1 düzgün olmas�d�r
[9].

Aç�kça, ξ : U ⊂ S → ξ(U) ⊂ Rn ve η : V ⊂ S → η(V ) ⊂ Rn ise, o zaman
ξ ◦η−1 : ξ(U ∩V ) −→ η(U ∩V ) ³eklinde tan�ml�d�r ve ters fonksiyonu olan η ◦ ξ−1

de onun tersi yönde tan�ml�d�r.

Tan�m 1.8 Bir S topolojik uzay� üzerinde, n−boyutlu bir A atlas� S deki n−bo-
yutlu koordinat sistemlerinin a³a§�daki önermeleri sa§layan kolleksiyonudur:

A1) S nin her bir noktas� A daki en az bir koordinat sisteminin tan�m bölgesinde
bulunur.

A2) A daki herhangi iki koordinat sistemi düzgün kesi³irler. Yani, ∀ ξ, η ∈ A
için

ξ ve η düzgün kesi³irler⇔ η ◦ ξ−1 ve ξ ◦ η−1 düzgündür
[9].
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Tan�m 1.9 A, S topolojik uzay� üzerinde n−boyutlu bir atlas olsun. A n�n her
bir koordinat sistemiyle düzgün kesi³en S deki her koordinat sistemi yine A n�n
eleman� oluyorsa, bu A atlas�na n−boyutlu tam atlas denir [9].

Tan�m 1.10 M Hausdor� uzay� üzerinde n−boyutlu bir tam atlas varsa bu uzaya
n−boyutlu düzgün (diferensiyellenebilir) manifold denir [9].

Bu tezde, manifold deyince düzgün manifold anla³�lacakt�r.

Tan�m 1.11 M ve N iki manifold ve φ : M → N düzgün bir dönü³üm olmak
üzere φ−1 : N → M ters dönü³ümü de düzgün ise φ ye bir diffeomor�zm denir
[9].

Teorem 1.12 M , n−boyutlu bir manifold olsun. Bu durumda, ξ : U ⊂ M →
ξ(U) ⊂ Rn koordinat sistemi bir diffeomor�zmdir [9].

Teorem 1.13 M bir manifold olsun. N , M nin bir aç�k alt kümesi ise N , M nin
bir alt manifoldudur ve N ye M nin aç�k alt manifoldu denir [1].

Tan�m 1.14 M bir manifold olsun. p ∈ M için,

vp : F(M) −→ R
f −→ vp(f)

reel de§erli fonksiyonu a³a§�daki önermeleri sa§l�yorsa, vp ye p ∈ M de bir tanjant
vektör denir:

(i) vp, R-lineerdir. Yani, a, b ∈ R ve f, g ∈ F(M) olmak üzere,

vp(af + bg) = avp(f) + bvp(g)

dir.

(ii) vp, Leibniz kural�n� sa§lar. Yani, p ∈ M ve f, g ∈ F(M) olmak üzere,

vp(fg) = vp(f)g(p) + f(p)vp(g)

dir [9].

M manifoldunun bir p ∈ M noktas�ndaki bütün tanjant vektörlerinin cümlesi,

Tp(M) = {vp : F(M) → R|vp, R− lineer ve Leibniz kural�n� sa§lar}
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ile gösterilir. Tp(M) cümlesi üzerinde

+ : TP (M) × TP (M) −→ TP (M)

(vp , up) −→ vp + up

(vp + up)(f) = vp(f) + up(f), ∀f ∈ F(M) (1.1)

ve

: R × TP (M) −→ TP (M)

(c , vp) −→ cvp

(cvp)(f) = cvp(f), ∀f ∈ F(M) (1.2)

biçiminde tan�mlanan toplama ve skalerle çarp�m i³lemleriyle birlikte bir reel
vektör uzay� olur. Tp(M) vektör uzay�na M nin p noktas�ndaki tanjant uzay�
denir [9].

Tan�m 1.15 M bir manifold ve ξ = (x1, x2, . . . , xn), p ∈ M de bir koordinat
sistemi olsun. f ∈ F(M) ise

∂i|p =
∂

∂xi

∣∣∣
p

: F(M) −→ R, (1 6 i 6 n)

olmak üzere,

∂f

∂xi

(p) =
∂(f ◦ ξ−1)

∂ui

(ξ(p)), (1 6 i 6 n)

biçiminde tan�mlan�r. Burada u1, u2, . . . , un Rn in do§al koordinat fonksiyon-
lar�d�r ve p ∈ M için ∂

∂xi
(p), (1 6 i 6 n) birer tanjant vektördür [9].

Teorem 1.16 M bir manifold ve ξ = (x1, . . . , xn), p ∈ M de bir koordinat sistemi
olsun.

{
∂

∂x1

(p),
∂

∂x2

(p), . . . ,
∂

∂xn

(p)

}
cümlesi Tp(M) nin bir baz�d�r [9].

Tan�m 1.17 φ : M → N düzgün dönü³üm olsun. p ∈ M , vp ∈ Tp(M) ve
g ∈ F(N) için,

φ∗p(vp)(g) = dφp(vp)(g) = vp(g ◦ φ) (1.3)

³eklinde tan�ml�

φ∗p = dφp : Tp(M) −→ Tφ(p)(N)

lineer fonksiyonuna p ∈ M de φ nin diferensiyel dönü³ümü denir [9].
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Lemma 1.18 φ : Mm → Nn bir düzgün dönü³üm olsun. E§er ξ = (x1, x2, ...xm),
p ∈ M noktas�nda bir koordinat sistemi ve η = (y1, y2, ..., yn), φ(p) ∈ N nok-
tas�nda bir koordinat sistemi ise

dφp(
∂

∂xj

|p) =
n∑

i=1

∂(yi ◦ φ)

∂xj

(p)
∂

∂yi

|φ(p), (1 ≤ j ≤ m)

dir.

Koordinat fonksiyonlar�na ba§l� olarak dφp nin matrisi
(

∂(yi ◦ φ)

∂xj

(p)

)

1≤i≤n, 1≤j≤m

dir ve p noktas�nda ξ, η ya göre φ nin Jacobian matrisi olarak adland�r�l�r [9].

Lemma 1.19 φ : M → N ve ψ : N → P düzgün dönü³ümler ise ∀p ∈ M için,

d(ψ ◦ φ)p = dψφ(p) ◦ dφp

dir [9].

Tan�m 1.20 I, R nin aç�k bir aral�§� olmak üzere, diferensiyellenebilen bir

α : I → M

dönü³ümüne, M manifoldunda bir e§ri denir [9].

Tan�m 1.21 α : I → M bir e§ri olsun. ∀ t ∈ I için

α′(t) = dα

(
d

du
|t
)
∈ Tα(t)(M)

dir [9].

Tan�m 1.22 Yay parametreli

γ : I ⊂ R → Sol3

s → γ(s)
(1.4)

e§risi verilsin. ∀ s ∈ I için γ′(s) h�z vektörü, sabit bir U vektörü ile sabit aç�
yap�yorsa, γ e§risine helis, Sp {U} ya da bu helisin ekseni denir.

Tan�m 1.23 Bir M manifoldu üzerindeki bir vektör alan�, manifoldun her nok-
tas�na o noktadaki tanjant uzay�n bir eleman�n� kar³�l�k getiren dönü³ümdür.
V, M üzerinde bir vektör alan� ve f ∈ F(M) ise

(V f)(p) = Vp(f), ∀ p ∈ M

5



ile tan�ml� V f , M üzerinde reel de§erli bir fonksiyondur. Her f ∈ F(M) için
V f düzgün bir fonksiyon ise V ye düzgündür denir. M üstünde tan�mlanan tüm
düzgün vektör alanlar�n�n cümlesi χ(M) ile gösterilir. f ∈ F(M) ve V, W ∈ χ(M)

olmak üzere,

(fV )p = f(p)Vp, p ∈ M

(V + W )p = Vp + Wp

i³lemleriyle birlikte χ(M) kümesi F(M) halkas� üzerinde bir modüldür. Ayr�ca
V, W ∈ χ(M), f ∈ F(M) için V + W ∈ χ(M) ve fV ∈ χ(M) dir [9].

Tan�m 1.24 ξ = (x1, x2, . . . , xn), U ⊂ M üzerinde bir koordinat sistemi olsun.
O zaman her 1 6 i 6 n için her p ∈ U ya ∂i|p tanjant vektörünü kar³�l�k getiren
∂i = ∂

∂xi
düzgün vektör alan�na ξ nin i. koordinat vektör alan� denir [9].

Tan�m 1.25 χ(M), M üzerinde tan�mlanan düzgün vektör alanlar�n�n uzay� ol-
mak üzere, χ(M) üzerinde bracket operatörü olarak bilinen,

[ , ] : χ(M)× χ(M) → χ(M)

(V, W ) → [V, W ]

i³lemi a³a§�daki özellikleri sa§l�yor ise χ(M) vektör uzay�na [ , ] operatörü ile
χ(M) üzerinde Lie cebiri denir;

(i) Bilineerlik özeli§i; ∀ V, W,X ∈ χ(M) ve ∀ a, b ∈ R için

[aV + bW,X] = a[V,X] + b[W,X],

[X, aV + bW ] = a[X, V ] + b[X, W ].

(ii) Antisimetrik (alterne) olma özeli§i; ∀ V,W ∈ χ(M) için;

[V,W ] = −[W,V ].

(iii) Jakobi özde³li§i; ∀ V,W,X ∈ χ(M) olmak üzere;

[V, [W,X]] + [W, [X, V ]] + [X, [V, W ]] = 0

d�r [9].

Tan�m 1.26 M manifoldunun bir p ∈ M noktas�ndaki tanjant uzay� Tp(M) ol-
sun. Tp(M) nin cebirsel duali olan T ∗

p (M) uzay�na M nin p noktas�ndaki kotanjant
uzay� denir ve

T ∗
p (M) = {v∗|v∗ : Tp(M) → R, v∗ lineer}

6



ile gösterilir. T ∗
p (M) nin her bir eleman�na, p ∈ M noktas�nda kotanjant vektör

ad� verilir [5].

Tan�m 1.27 M manifoldunun her bir p noktas�na T ∗
p (M) kotanjant uzay�n�n bir

eleman�n� kar³�l�k getiren fonksiyona, M üstünde bir 1−form denir. 1−formlar�n
cümlesi χ∗(M) ile gösterilir.

Tan�m 1.28 f ∈ F(M) olsun. p ∈ M, vp ∈ Tp(M) için

(df)p(vp) = vp(f) (1.5)

e³itli§iyle tan�mlanan

(df)p : Tp(M) −→ R

fonksiyonuna f fonksiyonunun p noktas�ndaki diferensiyeli denir. M uzay�n�n her
bir p noktas�na

df : p −→ (df)p

fonksiyonunu kar³�l�k getiren df fonksiyonuna f fonksiyonunun diferensiyeli denir.
Aç�kça df , M uzay� üstünde bir 1−formdur [10].

U ⊂ M üzerinde bir koordinat sistemi ξ = (x1, x2, . . . , xn) olsun. df dönü³ümünde
f yerine xi al�n�rsa, U üzerinde dx1, dx2, . . . , dxn koordinat 1−formlar�n� elde
edilir.

dxi

(
∂

∂xi

)
=

∂

∂xj

(xi) =
∂xi

∂xj

= δij

oldu§u için χ(M) uzay�n�n standart baz� olan
{

∂

∂xi

: 1 6 i 6 n

}

ile χ∗(M) uzay�n�n standart baz� olan

{dxi : 1 6 i 6 n}

baz�, dual bazlard�r [9].

Teorem 1.29 ξ = (x1, x2, ..., xn), p ∈ M de bir koordinat sistemi ise ∂1|p, ..., ∂n|p
koordinat vektörlerini ∀v ∈ Tp(M) için bazlar cinsinden

v =
n∑

i=1

v(xi)∂i|p

³eklinde yazabiliriz [9].
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Tan�m 1.30 x = (x1, x2, . . . , xn), y = (y1, y2, . . . , yn) ∈ Rn için

d(x, y) =

√√√√
n∑

i=1

(xi − yi)2

³eklinde tan�mlanan d : Rn × Rn −→ R fonksiyonuna Rn üzerinde Öklid metri§i
denir [8].

Tan�m 1.31 M bir manifold, M üstündeki vektör alanlar�n�n uzay� χ(M) ve
düzgün fonksiyonlar�n cümlesi de F(M) olmak üzere,

〈 , 〉 : χ(M)× χ(M) → F(M)

dönü³ümü a³a§�daki önermeleri sa§l�yorsa, bu dönü³üme M üzerinde Riemann
metri§i ya da metrik tensör denir:

(i) 〈 , 〉 dönü³ümü 2-lineerdir, yani a, b ∈ R olmak üzere

〈aX1 + bX2, Y 〉 = a〈X1, Y 〉+ b〈X2, Y 〉, X1, X2, Y ∈ χ(M),

〈X, aY1 + bY2〉 = a〈X,Y1〉+ b〈X,Y2〉, X, Y1, Y2 ∈ χ(M).

(ii) 〈 , 〉 dönü³ümü simetriktir, yani

〈X,Y 〉 = 〈Y, X〉, X, Y ∈ χ(M).

(iii) 〈 , 〉 dönü³ümü pozitif tan�ml�d�r,

〈X,X〉 > 0, 〈X,X〉 = 0 ⇔ X = 0, X ∈ χ(M).

Üzerinde Riemann metri§i tan�mlanm�³ olan düzgün manifolda ise Riemann man-
ifoldu denir ve (M, 〈 , 〉) ile gösterilir [6].

Tan�m 1.32 M , n−boyutlu bir Riemann manifoldu ve M üstündeki düzgün vek-
tör alanlar�n�n uzay� χ(M) olsun.

D : χ(M)× χ(M) → χ(M)

(X,Y ) → DXY

operatörü, ∀ f ∈ F(M) ve X, Y, Z ∈ χ(M) için,

D1) DX(Y + Z) = DXY + DXZ,

D2) D(X+Y )Z = DXZ + DY Z,
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D3) DfXY = fDXY ,

D4) DX(fY ) = fDXY + X[f ]Y ,

önermelerini sa§l�yor ise D ye M üzerinde bir lineer konneksiyon (a�n konnek-
siyon) denir ve DX ise X vektör alan� yönünde kovaryant türev olarak adland�r�l�r.
Ayr�ca,

D5) DXY −DY X = [X, Y ] (s�f�r torsiyon özeli§i),

D6) X[〈Y, Z〉] = 〈DXY, Z〉+ 〈Y,DXZ〉 (konneksiyonun metrikle ba§da³mas�
özeli§i),

önermeleri de sa§lan�yor ise D, M nin Riemann konneksiyonu ya da Levi-Civita
konneksiyonu olarak adland�r�l�r ve D yerine genellikle∇ sembolü kullan�l�r. Levi-
Civita konneksiyonu genellikle

2〈∇XY, Z〉 = X〈Y, Z〉+ Y 〈Z, X〉 − Z〈X, Y 〉
−〈X, [Y, Z]〉+ 〈Y, [Z, X]〉+ 〈Z, [X,Y ]〉

Koszul formülüyle karakterize edilir. (D5) özeli§ine sahip D konneksiyonuna,
simetrik konneksiyon da denir. �u halde Levi-Civita konneksiyonu bir simetrik
konneksiyondur [9].

Teorem 1.33 M , bir Riemann manifoldu olsun. O zaman, M üzerindeki metrik
tensörün ifadesi;

〈 , 〉 =
n∑

i,j=1

gijdxi ⊗ dxj

dir. Burada x1, x2, . . . , xn ile M nin bir koordinat kom³ulu§undaki koordinat
fonksiyonlar� gösterilmektedir [6].

Tan�m 1.34 Bir M Riemann manifoldunda γ′ vektör alan� paralel olan
γ : I → M e§risi geodeziktir. Yada ivme vektörü s�f�r (γ′′) olan e§rilerdir [9].

Tan�m 1.35 M yüzeyi üstünde ∂1, ∂2 ile gösterdi§imiz vektör alanlar�n� göz önüne
alal�m. Bu iki vektör alan�, yüzeye te§et vektör alanlar�d�r. Yüzeyin her bir nok-
tas�nda, te§et uzay�n bir taban�n� verirler. Bundan dolay� 1 ≤ i, j ≤ 2 için

∇∂j
∂i =

2∑

k=1

Γk
ij∂k
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olacak biçimde Γk
ij fonksiyonlar� vard�r. Bu fonksiyonlara Christo�el fonksiyonlar�

(veya Christo�el simgeleri) denir.

[∂i, ∂j] = 0 oldu§u için (D5) ten D∂i
(∂j) = D∂j

(∂i) dir. Dolay�s�yla
Γk

ji = Γk
ij olarak yaz�labilir[10].

Teorem 1.36 x1, x2, ..., xn, U ⊂ M üzerinde bir koordinat sistemi olsun. U da
bir γ e§risi M nin bir geodezi§idir gerek ve yeter ko³ul xi koordinat fonksiyonu

d2(xk)

dt2
+

∑
i,j

Γk
ij

dxi

dt

dxj

dt
= 0 (1 ≤ i, j, k ≤ n)

geodezik denklemini sa§lar [9].

�spat. M Riemann manifoldu üzerindeki

γ : I → M

t → γ(t)

e§risi için

γ′(t) = (dγ)t(
d

du
|t) =

n∑
i=1

d(xi ◦ γ)

du
|t ∂

∂xi

|γ(t) (1.6)

=
d(x1 ◦ γ)

du
|t ∂

∂x1

|γ(t) + ... +
d(xn ◦ γ)

du
|t ∂

∂xn

|γ(t)

= (γ′1(t), γ
′
2(t), ..., γ

′
n(t))

dir. Baz teoreminden dolay�, Z ∈ χ(γ) ise γ(t) noktas�nda,

Z(t) =
n∑

i=1

Z(t)xi∂i|γ(t) =
n∑

i=1

(Z(t)xi)(t)∂i|γ(t)

³eklinde yaz�labilir. Zxi : I → R bile³en fonksiyonlar� Zi ile gösterilirse,

Z ′ =
n∑

i=1

dZi

dt
∂i|γ +

n∑
i=1

Zi(∂i|γ)

olup, burada (∂i|γ)′ = Dγ′(∂i) olarak yaz�labilece§inden,

Z ′ =
n∑

i=1

dZi

dt
∂i|γ +

n∑
i=1

ZiDγ′(∂i|γ)
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dir. (1.6) e³itli§i Z ′ ifadesinde yerine yaz�l�p D nin lineerli§inden,

Z ′ =
n∑

i=1

dZi

dt
∂i|γ +

n∑
i=1

ZiD∑n
i=1

d(xi◦γ)

du
|t ∂

∂xi
|γ(t)

(∂i|γ)

=
n∑

i=1

dZi

dt
∂i|γ +

n∑
i=1

Zi

n∑
j=1

(
d(xj ◦ γ)

du
|tD∂j |γ(t)

∂j|γ)

=
n∑

k=1

dZk

dt
∂k|γ +

n∑
i=1

Zi

n∑
j=1

(
d(xj ◦ γ)

du
|tΓk

ji∂k|γ)

=
n∑

k=1

(
dZk

dt
+

n∑
j,i=1

d(xj ◦ γ)

du
|tZiΓk

ji

)
∂k|γ

yaz�labilir. Zxk = Zk = d(xk◦γ)
dt

oldu§undan,

Z ′ =
n∑

k=1

(
d2(xk ◦ γ)

dt2
+

n∑
j,i=1

Γk
ji

d(xi ◦ γ)

dt

d(xj ◦ γ)

dt

)

dir.

Özel olarak Z = γ
′ al�n�rsa, Z ′ = γ

′′ , γ e§risinin ivmesi olarak adland�r�l�r.
γ üzerindeki bir Z vektör alan� için Z

′
= Dγ′Z yaz�labilir. Ayr�ca γ

′′
= Dγ′ (γ

′
) =

DZZ dir. Burada γ
′′

= 0 olmas� Z nin paralel oldu§unu söylemektedir. O halde

d2(xk ◦ γ)

dt2
+

n∑
j,i=1

Γk
ji

d(xi ◦ γ)

dt

d(xj ◦ γ)

dt
= 0

dir.

Tan�m 1.37 G bir grup, ayn� zamanda düzgün bir manifold olsun. Bu durumda
∀ b ∈ G için ters eleman b−1 olmak üzere,

h : G × G → G

(a , b) → h(a, b) = ab−1

dönü³ümü düzgün ise, G ye bir Lie grubu denir [9].

Tan�m 1.38 G bir Lie grubu ve a ∈ G olsun.

La : G −→ G

g −→ La(g) = ag

ve
Ra : G −→ G

g −→ Ra(g) = ga
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biçiminde tan�ml� di�eomor�zmlere, s�ras�yla, a ∈ G ile belirli sol çarp�m (sol
öteleme) ve sa§ çarp�m (sa§ öteleme) denir [7, 6].

Tan�m 1.39 G, bir Lie grubu ve ∀ a ∈ G için sol ve sa§ çarp�mlar, s�ras�yla, La

ve Ra olsun. X ∈ χ(G) olmak üzere

dLa = (La)∗ : TG(g) −→ TG(ag)

Xg −→ (La)∗(Xg)

ve
dRa = (Ra)∗ : TG(g) −→ TG(ga)

Xg −→ (Ra)∗(Xg)

biçiminde tan�ml� dönü³ümlere, s�ras�yla, sol grup paralelizmi ve sa§ grup par-
alelizmi denir [7, 6].

Tan�m 1.40 G, bir Lie grubu ve G üzerinde bir vektör alan� X olmak üzere,
∀ a, g ∈ G için;

(La)∗(Xg) = Xag

ise X vektör alan�na bir sol-invaryant vektör alan� denir.

Sol invaryant vektör alanlar� düzgündür. Vektör alanlar�n�n al�³�lm�³ toplama
ve skalerle çarp�m i³lemleri sol invaryant vektör alanlar�n�n cümlesini bir vektör
uzay� yapar. Bu vektör uzay� χL(G) ile gösterilir. χL(G) de [ , ] parantez oper-
atörü tan�mlanarak χL(G) bir Lie cebiri olur. χL(G), boyG = n (sonlu) boyutuna
sahiptir [6, 9].

Teorem 1.41 X ∈ χL(G) eleman�n� Xe ∈ Te(G) vektör alan�na dönü³türen,

: χL(G) −→ Te(G)

dönü³ümü bir lineer izomor�zmdir. Bu izomor�zm χL(G) ∼= Te(G) biçiminde
gösterilir. Burada e, G nin grup i³lemine göre birim eleman�d�r [9].

Tan�m 1.42 G, Lie grubu üzerinde tan�ml� 〈 , 〉 metri§i, ∀ a, b ∈ G ve ∀ u, v ∈
TbG için,

〈u, v〉b = 〈(dLa)bu, (dLa)bv 〉ab (1.7)

³art�n� sa§l�yorsa 〈 , 〉 metri§ine sol invaryantt�r denir. Benzer ³ekilde 〈 , 〉 metri§i
∀ a, b ∈ G ve ∀ u, v ∈ TbG için,

〈u, v〉b = 〈(dRa)bu, (dRa)bv, 〉ba (1.8)

³art�n� sa§l�yorsa 〈 , 〉 metri§ine sa§ invaryantt�r denir. Hem sol invaryant hem
de sa§ invaryant olan bir Riemann metri§ine bi-invaryant metrik denir [3].
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Teorem 1.43 G, Lie grubu üzerindeki sol invaryant (sa§ invaryant) metrikler ile
G nin g Lie cebiri üzerindeki iç çarp�mlar� aras�nda bijektif e³leme vard�r.

�spat. G üzerindeki metrik sol invaryant ise o zaman ∀ a ∈ G ve ∀ u, v ∈ TaG

için,

〈u, v〉a = 〈d(La ◦ La−1)au, d(La ◦ La−1)av〉a
= 〈d(La)e((dLa−1)au), (dLa)e((dLa−1)av)〉a
= 〈(dLa−1)au, (dLa−1)av〉e

yazabiliriz.

Bu e³itlik metri§in g = TeG ye k�s�tlamas� ile tam olarak ifade edilebilir.
Tersine, g üzerindeki iç çarp�m 〈 , 〉 olsun ve ∀ g ∈ G ve ∀ u, v ∈ TgG için,

〈u, v〉g = 〈(dLg−1)gu, (dLg−1)gv〉 (1.9)

dir. Aç�k olarak 〈 , 〉g iç çap�m ailesi, G üzerindeki Riemann metri§ini verir. Sol
invaryantl�§� ispatlamak için zincir kural� ve sol ötelemelerin grup izomor�zmleri
olu³u kullan�lacakt�r. ∀ a, b ∈ G ve ∀ u, v ∈ TbG için,

〈(dLa)bu, (dLa)bv〉ab = 〈(dL(ab)−1)ab((dLa)bu),(dL(ab)−1)ab((dLa)bv)〉e
= 〈d(L(ab)−1 ◦ La)bu, d(L(ab)−1 ◦ La)bv〉e
= 〈d(Lb−1a−1 ◦ La)bu, d(Lb−1a−1 ◦ La)bv〉e
= 〈(dLb−1)bu, (dLb−1)bv〉e
= 〈u, v〉b

yazabiliriz.

G üzerindeki sa§ invaryant metrik için de benzer hesaplamalar yap�larak,
∀ u, v ∈ TgG ve ∀ g ∈ G için,

〈u, v〉g = 〈(dRg−1)gu, (dRg−1)gv〉 (1.10)

elde edilir[3].

Tan�m 1.44 Bile³enleri reel say� olan bütün n× n tipindeki matrislerin cümlesi
Mn(R) ile gösterilir yani,

Mn(R) = {A = [aij]n×n| aij ∈ R, 1 6 i, j 6 n}

dir.
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Tan�m 1.45 (G, ·) ve (G
′
, ∗) iki grup ve f : G −→ G′ bir fonksiyon olsun. ∀ a, b ∈

G için ,

f(a · b) = f(a) ∗ f(b)

ise f ye G den G′ ye bir grup homomor�zmi denir [4].
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2 Sol3 UZAYI

Bu bölümde, Sol3 ün Lie grup yap�s� incelendi.

�lk olarak,
Sol3 = {(x, y, z) : x, y, z ∈ R}

cümlesini (m1, m2,m3), (n1, n2, n3) ∈ Sol3 için

(m1,m2,m3) ∗ (n1, n2, n3) = (m1 + e−m3n1,m2 + em3n2,m3 + n3) (2.1)

i³lemi ile birlikte ele alal�m.

Teorem 2.1 (Sol3, ∗) cümlesi bir gruptur.

�spat.
G1) Kapal�l�k özelli§i:
∀ M = (m1,m2,m3), N = (n1, n2, n3) ∈ Sol3 için
M ∗N = (m1,m2,m3) ∗ (n1, n2, n3) = (m1 + e−m3n1,m2 + em3n2,m3 + n3) ∈ Sol3

d�r.
G2) Birle³me özelli§i:
∀ M = (m1,m2,m3), N = (n1, n2, n3), R = (r1, r2, r3) ∈ Sol3 olsun

M ∗ (N ∗R) = (m1,m2,m3) ∗ (n1 + e−n3r1, n2 + en3r2, n3 + r3), (2.2)
= (m1 + e−m3(n1 + e−n3r1),m2 + em3(n2 + en3r2),

m3 + n3 + r3),

(M ∗N) ∗R = (m1 + e−m3n1,m2 + em3n2,m3 + n3) ∗ (r1, r2, r3), (2.3)
= (m1 + e−m3n1 + e−m3−n3r1,m2 + em3n2 + em3+n3r2,

m3 + n3 + r3)

(2.2) ve (2.3) e³itliklerinden birle³me özelli§i sa§lan�r.
G3) Birim eleman özelli§i:
∀ M ∈ Sol3 için M ∗ e = e ∗M = M olacak ³ekilde ∃ e ∈ Sol3 vard�r:
e = (ε1, ε2, ε3) için

M ∗ e = (m1 + e−m3ε1,m2 + em3ε2,m3 + ε3) = (m1,m2,m3)
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olur. Buradan,

m3 + ε3 = m3 ⇒ ε3 = 0,

m1 + e−m3ε1 = m1 ⇒ ε1 = 0,

m2 + em3ε2 = m2 ⇒ ε2 = 0,

elde edilir. Ayr�ca,

e ∗M = (ε1 + e−ε3m1, ε2 + eε3m2, ε3 + m3) = (m1,m2,m3)

olur. Buradan,

ε3 + m3 = m3 ⇒ ε3 = 0,

ε1 + e−ε3m1 = m1 ⇒ ε1 = 0,

ε2 + eε3m2 = m2 ⇒ ε2 = 0

dir. Böylece e = (ε1, ε2, ε3) = (0, 0, 0) ∈ Sol3 dir.
G4) Ters eleman özelli§i:
∀ M = (m1,m2,m3) ∈ Sol3 , S = (s1, s2, s3) ∈ Sol3 için
M ∗ S = S ∗M = e olacak ³ekilde s ∈ Sol3 vard�r:

M ∗ S = (m1,m2,m3) ∗ (s1, s2, s3),

= (m1 + e−m3s1,m2 + em3s2,m3 + s3) = (0, 0, 0)

oldu§undan,

m3 + s3 = 0 ⇒ s3 = −m3,

m1 + e−m3s1 = 0 ⇒ s1 = −m1e
m3 ,

m2 + em3s2 = 0 ⇒ s2 = −m2e
−m3

d�r. Ayr�ca,

S ∗M = (s1, s2, s3) ∗ (m1,m2,m3),

= (s1 + e−s3m1, s2 + es3m2, s3 + m3) = (0, 0, 0)

oldu§undan,

s3 + m3 = 0 ⇒ s3 = −m3,

s1 + e−s3m1 = 0 ⇒ s1 = −m1e
m3 ,

m2 + em3s2 = 0 ⇒ s2 = −m2e
−m3
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dir. Böylece S = (s1, s2, s3) = (−m1e
m3 ,−m2e

−m3 ,−m3) ∈ Sol3 dir.
Bu özelliklerle birlikte (Sol3, ∗) cümlesi bir gruptur.

∀ M, N ∈ Sol3 için

M ∗N = (m1 + e−m3n1,m2 + em3n2,m3 + n3), (2.4)
N ∗M = (n1 + e−n3m1, n2 + en3m2, n3 + m3), (2.5)

ifadelerinden (2.4) ve (2.5) e³itlikleri e³it olmad�§�ndan dolay� de§i³me özelli§i
sa§lanmamaktad�r. Yani de§i³meli grup de§ildir.

Teorem 2.2 M3(R) nin

SolM =





S =




e−m3 0 m1

0 em3 m2

0 0 1


 : m1,m2,m3 ∈ R





biçiminde tan�mlanan alt cümlesi matris çarp�m i³lemi alt�nda bir gruptur.

�spat.

S1 =




e−m3 0 m1

0 em3 m2

0 0 1


 , S2 =




e−n3 0 n1

0 en3 n2

0 0 1


 , S3 =




e−r3 0 r1

0 er3 r2

0 0 1


 ∈ SolM

olsun.

G1) Kapal�l�k Özeli§i:

S1S2 =




e−m3 0 m1

0 em3 m1

0 0 1







e−n3 0 n1

0 en3 n2

0 0 1




=




e−(m3+n3) 0 m1 + e−m3n1

0 em3+n3 m2 + em3n2

0 0 1


 ∈ SolM

d�r.
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G2) Birle³me Özeli§i: S1(S2S3) = (S1S2)S3 e³itli§i sa§lan�r:

S1(S2S3) =




e−m3 0 m1

0 em3 m2

0 0 1










e−n3 0 n1

0 en3 n2

0 0 1







e−r3 0 r1

0 er3 r2

0 0 1







=




e−m3 0 m1

0 em3 m2

0 0 1







e−(n3+r3) 0 n1 + e−n3r1

0 en3+r3 n2 + en3r2

0 0 1




=




e−(m3+n3+r3) 0 m1 + n1e
−m3 + e−(m3+n3)r1

0 em3+n3+r3 m2 + n2e
m3 + em3+n3r2

0 0 1




ve

(S1S2)S3 =







e−m3 0 m1

0 em3 m2

0 0 1







e−n3 0 n1

0 en3 n2

0 0 1










e−r3 0 r1

0 er3 r2

0 0 1




=




e−(m3+n3) 0 m1 + n1e
−m3

0 em3+n3 m2 + n2e
m3

0 0 1







e−r3 0 r1

0 er3 r2

0 0 1




=




e−(m3+n3+r3) 0 m1 + n1e
−m3 + e−(m3+n3)r1

0 em3+n3+r3 m2 + n2e
m3 + em3+n3r2

0 0 1




olup, S1(S2S3) = (S1S2)S3 e³itli§i sa§lan�r.

G3) Birim eleman: 3× 3 tipindeki her kare matris için

S I3 = I3 S = S

oldu§undan, SolM grubunun birim eleman� I3 birim matrisidir.

G4) Ters eleman: ∀ S =




e−m3 0 m1

0 em3 m2

0 0 1


 ∈ SolM matrisi için

S−1 S = S S−1 = I

olacak ³ekilde bir tek S−1 =




em3 0 −m1e
m3

0 e−m3 −m2e
−m3

0 0 1


 ∈ SolM vard�r.
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SolM cümlesi matris çarpma i³lemi ile birlikte bir gruptur, fakat de§i³meli grup
de§ildir.

Teorem 2.3

ϕ : SolM =





A =




e−z 0 x

0 ez y

0 0 1


 : x, y, z ∈ R




→ (Sol3, ∗)

dönü³ümünü A ∈ SolM için ϕ(A) = (x, y, z) olacak ³ekilde tan�mlayal�m. ϕ bir
grup izomor�zmidir.

�spat.

ϕ birebirdir: A1, A2 ∈ SolM için ϕ(A1) = ϕ(A2) ⇒ A1 = A2 oldu§u göster-
ilmelidir.

A1 =




e−z1 0 x1

0 ez1 y1

0 0 1


 , A2 =




e−z2 0 x2

0 ez2 y2

0 0 1


 ∈ SolM

olsun. Bu durumda;

ϕ(A1) = (x1, y1, z1) = b1 ve ϕ(A2) = (x2, y2, z2) = b2

olup,

ϕ(A1) = ϕ(A2) ⇒ (x1, y1, z1) = (x2, y2, z2 )

⇒ x1 = x2, y1 = y2, z1 = z2)

⇒ A1 = A2

bulunur.

ϕ örtendir: ∀ b = (x, y, z) ∈ Sol3 için ϕ(A) = b olacak ³ekilde

A =




e−z 0 x

0 ez y

0 0 1


 ∈ SolM vard�r.

ϕ grup homomor�zmidir:

A1 =




e−z1 0 x1

0 ez1 y1

0 0 1


 , A2 =




e−z2 0 x2

0 ez2 y2

0 0 1


 ∈ SolM
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olmak üzere,

A1A2 =




e−z1−z2 0 x1 + e−z1x2

0 ez1+z2 y1 + ez1y2

0 0 1




d�r. Böylece,

ϕ(K1K2) = ϕ







e−z1−z2 0 x1 + e−z1x2

0 ez1+z2 y1 + ez1y2

0 0 1







= (x1 + x2e
−z1 , y1 + y2e

z1 , z1 + z2)

ve

ϕ(K1) ∗ ϕ(K2) = (x1, y1, z1) ∗ (x2, y2, z2)

= (x1 + x2e
−z1 , y1 + y2e

z1 , z1 + z2)

olup ,

ϕ(K1K2) = ϕ(K1) ∗ ϕ(K2)

dir. O halde, Tan�m 1.45 gere§ince ϕ bir grup homomor�zmidir.
Dolay�s�yla ϕ bir grup izomor�zmidir.

Teorem 2.4 U = (u1, u2, u3), V = (v1, v2, v3) ∈ χ(Sol3) için

g̃ : χ(Sol3)× χ(Sol3) → F(Sol3)

(U, V ) → g̃(U, V ) : Sol3 → R
P = (p1, p2, p3) → (g̃(U, V ))(P ) = e2p3u1v1 + e−2p3u2v2 + u3v3

biçiminde tan�mlanan g̃, Sol3 de bir Riemann metri§idir.

�spat. Tan�m 1.31 gere§ince g̃ n�n simetri, bilineer ve pozitif tan�ml�l�k özellik-
lerini sa§lad�§� gösterilmelidir.
(i) Simetri özelli§i: U = (u1, u2, u3), V = (v1, v2, v3), Y = (y1, y2, y3) ∈ χ(Sol3)

için,

g̃(U, V ) = e2x3u1v1 + e−2x3u2v2 + u3v3

= e2x3v1u1 + e−2x3v2u2 + v3u3

= g̃(V, U)
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oldu§undan simetri özelli§i sa§lan�r.
(ii) Bilineerlik özelli§i: ∀a, b ∈ R

g̃(aU + bV, Y ) = e2x3(au1 + bv1)y1 + e−2x3(au2 + bv2)y2 + (au3 + bv3)y3

= ae2x3u1y1 + be2x3v1y1 + ae−2x3u2y2 + be−2x3v2y2 + au3y3 + bv3y3

= a(e2x3u1y1 + e−2x3u2y2 + u3y3) + b(e2x3v1y1 + e−2x3v2y2 + v3y3)

= ag̃(U, Y ) + bg̃(V, Y ),

g̃(Y, aU + bV ) = e2x3y1(au1 + bv1) + e−2x3y2(au2 + bv2) + y3(au3 + bv3)

= ae2x3y1u1 + be2x3y1v1 + ae−2x3y2u2 + be−2x3y2v2 + ay3u3 + y3bv3

= a(e2x3y1u1 + e−2x3y2u2 + y3u3) + b(e2x3y1v1 + e−2x3y2v2 + y3v3)

= ag̃(Y, U) + bg̃(Y, V )

oldu§undan bilineerlik özelli§i sa§lan�r.
(iii) Pozitif tan�ml�l�k özelli§i: ∀ U ∈ χ(Sol3) için,

g̃(U,U) = e2x3u1u1 + e−2x3u2u2 + u3u3

= e2x3u2
1 + e−2x3u2

2 + u2
3

oldu§udan g̃(U,U) ≥ 0 dir.

g̃(U,U) = 0 ⇒ g̃(U,U) = e2x3u2
1 + e−2x3u2

2 + u2
3 = 0

oldu§undan u1 = u2 = u3 = 0 dir. O halde g̃, Sol3 de bir Riemann metri§idir.

Böylece Sol3, g̃ metri§i ile birlikte bir Riemann manifoldudur.

Teorem 2.5 M, N ∈ Sol3 için

h : Sol3 × Sol3 → Sol3

(M, N) → h(M, N) = M ∗N−1

dönü³ümü düzgündür.

�spat. M = (m1,m2,m3), N = (n1, n2, n3) ∈ Sol3 için

h(M,N) = M ∗N−1 = (m1,m2,m3) ∗ (n1, n2, n3)
−1,

= (m1,m2,m3) ∗ (−n1e
n3 ,−n2e

−n3 ,−n3),

= (m1 + e−m3(−n1e
n3),m2 + em3(−n2e

−n3),m3 − n3),

= (m1 − en3−m3n1,m2 − em3−n3n2,m3 − n3) ∈ Sol3,

d�r. Bulunan bu fonksiyon polinom ve üstel fonksiyonlardan olu³tu§u için h i³lemi
düzgündür. Teorem (2.4) ve (2.5) den dolay� Sol3 bir Lie grubudur.
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2.1 Sol3 Lie Grubunda Sol-invaryant Vektör Alanlar�

Teorem 2.6 V1 = e−x3 ∂
∂x1

, V2 = ex3 ∂
∂x2

, V3 = ∂
∂x3

∈ χ(Sol3) vektör alanlar�, Sol3

Lie grup i³lemine göre sol invaryantd�r [2].

�spat. Tan�m 1.38 den M,N ∈ Sol3 için sol öteleme

LM : Sol3 → Sol3

N → LM(N) = (m1 + e−m3n1,m2 + em3n2,m3 + n3)

³eklindedir. X, sol invaryant vektör alan� olsun. xi, i. koordinat fonksiyonu ve
Xe de X vektör alan�n e = (0, 0, 0) birim noktas�ndaki de§eri olmak üzere,

(dLM)e(Xe) = XM =
3∑

i=1

X i
M

∂

∂xi

∣∣∣
M

d�r. Burada X i
M bile³enleri,

X i
M = (dLM)e(Xe)[xi] = Xe[xi ◦ LM ] 1 ≤ i ≤ 3

olur.

(x1 ◦ LM)(N) = x1(LM(N)) = x1[M ∗N ] = m1 + e−m3n1 = x1(M) + e−x3(M)x1(N),

(x1 ◦ LM)(N) = x1(M) + e−x3(M)x1(N) ⇒ x1 ◦ LM = x1(M) + e−x3(M)x1,

bulunur. Benzer ³ekilde,

(x2 ◦ LM)(N) = x2(LM(N)) = x2[M ∗N ] = m2 + em3n2 = x2(M) + ex3(M)x2(N),

(x2 ◦ LM)(N) = x2(M) + ex3(M)x2(N) ⇒ x2 ◦ LM = x2(M) + ex3(M)x2,

ve

(x3 ◦ LM)(N) = x3(LM(N)) = x3[M ∗N ] = m3 + n3 = x3(M) + x3(N),

(x3 ◦ LM)(N) = x3(M) + x3(N) ⇒ x3 ◦ LM = x3(M) + x3,

bulunur. Böylece,

X1
M = Xe[x1 ◦ LM ] = Xe[x1(M) + e−x3(M)x1] = Xe[e

−x3(M)x1] = e−x3(M)X1
e ,

X2
M = Xe[x2 ◦ LM ] = Xe[x2(M) + ex3(M)x2] = Xe[e

x3(M)x2] = ex3(M)X2
e ,

X3
M = Xe[x3 ◦ LM ] = Xe[x3(M) + x3] = Xe[x3] = X3

e ,

elde edilir. Buradan,

X1
e = ξ1, X2

e = ξ2, X3
e = ξ3
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olarak al�n�rsa,

Xe = ξ1
∂

∂x1

∣∣∣
e
+ ξ2

∂

∂x2

∣∣∣
e
+ ξ3

∂

∂x3

∣∣∣
e

ve

XM = X1
M

∂

∂x1

∣∣∣
M

+ X2
M

∂

∂x2

∣∣∣
M

+ X3
M

∂

∂x3

∣∣∣
M

dir. Dolay�s�yla;

X1
M = e−x3(M)ξ1, X2

M = ex3(M)ξ2, X3
M = ξ3,

olarak bulunur. Buradan da,

X = e−x3ξ1
∂

∂x1

+ ex3ξ2
∂

∂x2

+ ξ3
∂

∂x3

elde edilir. Ayr�ca

V1 = e−x3
∂

∂x1

, V2 = ex3
∂

∂x2

, V3 =
∂

∂x3

(2.6)

oldu§undan

X = ξ1V1 + ξ2V2 + ξ3V3

formunda yazabiliriz. O halde X sol invaryant vektör alan�d�r. Böylece V1, V2, V3

sol invaryant vektör alan�d�r.
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2.2 Sol3 Uzay�nda Metrik Kavram�

Teorem 2.7
{V1 = e−x3

∂

∂x1

, V2 = ex3
∂

∂x2

, V3 =
∂

∂x3

}

cümlesi, χ(Sol3) uzay�n�n g̃ metri§ine göre ortonormal bir baz�d�r.

�spat. {V1, V2, V3} cümlesi lineer ba§�ms�zd�r:
∀ci ∈ R için,

3∑
i=1

ciVi = 0

olsun. Bu durumda

⇒ c1V1 + c2V2 + c3V3 = 0

⇒ c1(e
−x3

∂

∂x1

) + c2(e
x3

∂

∂x2

) + c3(
∂

∂x3

) = 0

⇒ (c1e
−x3 , c2e

x3 , c3) = (0, 0, 0)

olur. Böylece
c1e

−x3 = 0 ⇒ c1 = 0,

c2e
x3 = 0 ⇒ c2 = 0,

c3 = 0

bulunur. O halde {V1, V2, V3} cümlesi lineer ba§�ms�zd�r.
U, V ∈ χ(Sol3) için, {V1, V2, V3} ortonormal bir bazd�r:

g̃(U, V ) = e2x3u1v1 + e−2x3u2v2 + u3v3
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ise,

g̃(V1, V1) = e2x3 .e−x3 .e−x3 + e−2x3 .0 + 0

= 1,

g̃(V1, V2) = e2x3 .e−x3 .0 + e−2x3 .0.ex3 + 0.

= 0,

g̃(V1, V3) = e2x3 .e−x3 .0 + e−2x3 .0 + 0.1

= 0,

g̃(V2, V1) = e2x3 .0.e−x3 + e−2x3 .ex3 .0 + 0

= 0,

g̃(V2, V2) = e2x3 .0 + e−2x3 .ex3 .ex3 + 0

= 1,

g̃(V2, V3) = e2x3 .0 + e−2x3 .ex3 .0 + 0.1

= 0,

g̃(V3, V1) = e2x3 .0.e−x3 + e−2x3 .0 + 1.0

= 0,

g̃(V3, V2) = e2x3 .0 + e−2x3 .0.ex3 + 1.0

= 0,

g̃(V3, V3) = e2x3 .0 + e−2x3 .0 + 1

= 1

d�r. Dolay�s�yla {V1, V2, V3} ortonormal bir bazd�r.

Teorem 2.8 Sol3 uzay�nda g̃ metri§ine göre

ψ = {V1 = e−x3
∂

∂x1

, V2 = ex3
∂

∂x2

, V3 =
∂

∂x3

}

ortonormal baz�n�n dual baz�;

{W1 = ex3dx1, W2 = e−x3dx2, W3 = dx3}

dir.

�spat. f1, f2, f3 ∈ F(Sol3) için

W1 = f1dx1 + f2dx2 + f3dx3

olsun. Tan�m(1.28) dan

Wi(Vj) = δij 1 ≤ i, j ≤ 3
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dir. Böylece,

W1(Vj) = δ1j ⇒





W1(V1) = 1

W1(V2) = 0

W1(V3) = 0

dir. Dolay�s�yla,

W1(V1) = (f1dx1 + f2dx2 + f3dx3)(e
−x3

∂

∂x1

),

= f1e
−x3dx1(

∂

∂x1

) + f2e
−x3dx2(

∂

∂x1

) + f3e
−x3dx3(

∂

∂x1

),

= f1e
−x3

olarak elde edilir. Buradan,

W1(V1) = 1 ⇒ f1e
−x3 = 1 ⇒ f1 = ex3

dir.

W1(V2) = (f1dx1 + f2dx2 + f3dx3)(e
x3

∂

∂x2

),

= f1e
x3dx1(

∂

∂x2

) + f2e
x3dx2(

∂

∂x2

) + f3e
x3dx3(

∂

∂x2

),

= f2e
x3 .

Ayr�ca,
W1(V2) = 0 ⇒ f2e

x3 = 0 ⇒ f2 = 0

olarak elde edilir. Son olarak da,

W1(V3) = (f1dx1 + f2dx2 + f3dx3)(
∂

∂x3

),

= f1dx1(
∂

∂x3

) + f2dx2(
∂

∂x3

) + f3dx3(
∂

∂x3

),

= f3

W1(V3) = 0 ⇒ f3 = 0

d�r. O halde
W1 = f1dx1 + f2dx2 + f3dx3 = ex3dx1

olarak elde edilir.
W2 = g1dx1 + g2dx2 + g3dx3

W2(Vj) = δ2j ⇒





W2(V1) = 0

W2(V2) = 1

W2(V3) = 0
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W2(V1) = 0 ⇒ (g1dx1 + g2dx2 + g3dx3)(e
−x3

∂

∂x1

) = 0

⇒ g1e
−x3dx1(

∂

∂x1

) + g2e
−x3dx2(

∂

∂x1

) + g3e
−x3dx3(

∂

∂x1

) = 0

⇒ g1e
−x3 = 0

⇒ g1 = 0

W2(V2) = 1 ⇒ (g1dx1 + g2dx2 + g3dx3)(e
x3

∂

∂x2

) = 1

⇒ g1e
x3dx1(

∂

∂x2

) + g2e
x3dx2(

∂

∂x2

) + g3e
x3dx3(

∂

∂x2

) = 1

⇒ g2e
x3 = 1

⇒ g2 = e−x3

W2(V3) = 0 ⇒ (g1dx1 + g2dx2 + g3dx3)(
∂

∂x3

) = 0

⇒ g1dx1(
∂

∂x3

) + g2dx2(
∂

∂x3

) + g3dx3(
∂

∂x3

) = 0

⇒ g3 = 0

d�r. O halde
W2 = g1dx1 + g2dx2 + g3dx3 = e−x3dx2

olarak elde edilir.
W3 = h1dx1 + h2dx2 + h3dx3

W3(Vj) = δ3j ⇒





W3(V1) = 0

W3(V2) = 0

W3(V3) = 1

W3(V1) = 0 ⇒ (h1dx1 + h2dx2 + h3dx3)(e
−x3

∂

∂x1

) = 0

⇒ h1e
−x3dx1(

∂

∂x1

) + h2e
−x3dx2(

∂

∂x1

) + h3e
−x3dx3(

∂

∂x1

) = 0

⇒ h1e
−x3 = 0

⇒ h1 = 0

27



W3(V2) = 0 ⇒ (h1dx1 + h2dx2 + h3dx3)(e
x3

∂

∂x2

) = 0

⇒ h1e
x3dx1(

∂

∂x2

) + h2e
x3dx2(

∂

∂x2

) + h3e
x3dx3(

∂

∂x2

) = 0

⇒ h2e
x3 = 0

⇒ h2 = 0

W3(V3) = 1 ⇒ (h1dx1 + h2dx2 + h3dx3)(
∂

∂x3

) = 1

⇒ h1dx1(
∂

∂x3

) + h2dx2(
∂

∂x3

) + h3dx3(
∂

∂x3

) = 1

⇒ h3 = 1

d�r. Ohalde
W3 = h1dx1 + h2dx2 + h3dx3 = dx3

olarak elde edilir.

Teorem 2.9 x1, x2, x3 Sol3 ün koordinat fonksiyonlar� olmak üzere

g̃ = (ex3dx1)
2 + (e−x3dx2)

2 + (dx3)
2

olup, g̃ metri§ine kar³�l�k gelen [g̃ij] matrisi

[g̃ij] =




e2x3 0 0

0 e−2x3 0

0 0 1




dir ve [g̃ij] matrisinin tersi olan
[
g̃l,k

]
matrisi ise

[
g̃l,k

]
=




e−2x3 0 0

0 e2x3 0

0 0 1




dir.

�spat. Tan�m 1.33 e göre ∀ U = (u1, u2, u3), V = (v1, v2, v3) ∈ χ(Sol3) için bu
vektör alanlar� metri§e uygulan�rsa,

(ex3dx1)
2(U, V ) = (ex3dx1)⊗ (ex3dx1)(U, V )

= (ex3dx1)(U)(ex3dx1)(V ),

= ex3u1e
x3v1,

= e2x3u1v1
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ve

(e−x3dx2)
2(U, V ) = (e−x3dx2)⊗ (e−x3dx2)(U, V )

= (e−x3dx2)(U)(e−x3dx2)(V ),

= e−x3u2e
−x3v2,

= e−2x3u2v2

ve

(dx3)
2(U, V ) = (dx3)⊗ (dx3)(U, V )

= (dx3)(U)(dx3)(V )

= u3v3

de§erleri elde edilir. Dolay�s�yla,

g̃(U, V ) = {(e2x3dx1)
2 + (e−2x3dx2)

2 + (dx3)
2}

= e2x3u1v1 + e−2x3u2v2 + u3v3

olur. Bu metri§e kar³�l�k gelen matris [g̃ij] ise

[g̃ij] =




e2x3 0 0

0 e−2x3 0

0 0 1


 (2.7)

olup,
det [g̃ij] = 1 6= 0

bulunur.

[
g̃l,k

]
=




e−2x3 0 0

0 e2x3 0

0 0 1


 (2.8)

olup burada
[
g̃l,k

]
, [g̃ij] matrisinin tersidir.
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2.3 Sol3 Uzay�nda Geodezikler

Bu bölümde Sol3 uzay�n�n geodezikleri verilecektir.

Teorem 2.10

g̃ = e2x3dx2
1 + e−2x3dx2

2 + dx2
3

metri§inin Sol3 uzay�nda Riemann konneksiyonunun kovaryant türevlerine ait
matrisi;

∇̃ =



∇̃V1V1 ∇̃V1V2 ∇̃V1V3

∇̃V2V1 ∇̃V2V2 ∇̃V2V3

∇̃V3V1 ∇̃V3V2 ∇̃V3V3


 =



−V3 0 V1

0 V3 −V2

0 0 0


 (2.9)

³eklindedir. Burada V1, V2 ve V3 vektör alanlar�

V1 = e−x3
∂

∂x1

, V2 = ex3
∂

∂x2

, V3 =
∂

∂x3

(2.10)

d�r. [2].

�spat. V1, V2, V3 vektör alanlar� için bracket operatörü,

[V1, V2] = 0, [V1, V3] = V1, [V2, V3] = −V2

³eklindedir. Gerçekten,

[V1, V2] = ∇V1V2 −∇V2V1,

= (0, 0, 0)− (0, 0, 0),

= 0.

[V2, V3] = ∇V2V3 −∇V3V2,

= (0, 0, 0)− (0, ex3 , 0),

= (0,−ex3 , 0).

= −V2

[V1, V3] = ∇V1V3 −∇V3V1,

= (0, 0, 0)− (−e−x3 , 0, 0),

= (e−x3 , 0, 0).

= V1
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dir.
Bulunan bu bracket operatörleri ile Tan�m(1.32) deki Koszul formülü kullan�l�rsa,

〈∇̃V1V1, V3〉= 1

2
{〈[V1, V1], V3〉−〈[V1, V3], V1〉+〈[V3, V1], V1〉} ,

=
1

2
{〈0, V3〉 − 〈V1, V1〉 − 〈V1, V1〉} ,

=−1,

bulunur.(2.6) den V3 6= 0 oldu§undan dolay�,

〈∇̃V1V1, V3〉 = −1 ⇒ −∇̃V1V1 = V3

⇒ ∇̃V1V1 = −V3

d�r. Benzer hesaplamalarla,

〈∇̃V1V2, V3〉 =
1

2
{〈[V1, V2], V3〉 − 〈[V2, V3], V1〉+ 〈[V3, V1], V2〉} ,

=
1

2
{〈0, V3〉+ 〈V2, V1〉 − 〈V1, V2〉} ,

= 0,

elde edilir. Buradan,

〈∇̃V1V2, V3〉 = 0 ⇒ ∇̃V1V2 = 0

dir. Di§er kovaryant türevler de benzer hesaplamalar sonucu,

∇̃V1V1 = −V3 , ∇̃V1V2 = 0 , ∇̃V1V3 = V1,

∇̃V1V1 = 0 , ∇̃V1V2 = V3 , ∇̃V1V3 = −V2,

∇̃V3V1 = 0 , ∇̃V3V2 = 0, ∇̃V3V3 = 0,

olarak elde edilir.

Teorem 2.11 {x1, x2, x3}, Sol3 de koordinat sistemi olmak üzere, Sol3 uzay�n�n
geodezik denklemleri,

d2x1(t)

dt2
+ 2

dx1(t)

dt

dx3(t)

dt
= 0,

d2x2(t)

dt2
− 2

dx2(t)

dt

dx3(t)

dt
= 0,

d2x3(t)

dt2
− e2x3(t)dx1(t)

dt

dx1(t)

dt
+ e−2x3(t)dx2(t)

dt

dx2(t)

dt
= 0

dir[11].
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�spat. (2.7) ve (2.8) de verilen [g̃ij] ve
[
g̃l,k

]
matrisleri Christo�el sembollerinde

kullan�l�rsa,

Γk
ij =

1

2

3∑

l=1

(
∂gjl

∂xi

+
∂gli

∂xj

− ∂gij

∂xl

)
glk

i = 1, j = 3, k = 1 için

Γ1
13 =

1

2

(
∂g31

∂x1

+
∂g11

∂x3

− ∂g13

∂x1

)
g11 +

1

2

(
∂g32

∂x1

+
∂g21

∂x3

− ∂g13

∂x2

)
g21

+
1

2

(
∂g33

∂x1

+
∂g31

∂x3

− ∂g13

∂x3

)
g31

=
1

2
2e2x3e−2x3

= 1

= Γ1
31

olarak bulunur. Benzer ³ekilde,

Γ2
23 = Γ2

32 = −1,

Γ3
11 = −e2x3 ,

Γ3
22 = e2x3

olarak hesaplan�r.

Böylece bu bulduklar�m�z� a³a§�daki geodezik denkleminde yerine yazarsak,

d2(xk)

dt2
+ Γk

ij

dxi

dt

dxj

dt
= 0

d2x1(t)

dt2
+ Γ1

13

dx1(t)

dt

dx3(t)

dt
+ Γ1

31

dx3(t)

dt

dx1(t)

dt
= 0,

d2x2(t)

dt2
+ Γ2

23

dx2(t)

dt

dx3(t)

dt
+ Γ2

32

dx3(t)

dt

dx2(t)

dt
= 0,

d2x3(t)

dt2
+ Γ3

11

dx1(t)

dt

dx1(t)

dt
+ Γ3

22

dx2(t)

dt

dx2(t)

dt
= 0

elde edilir. Bunlar� düzenlersek,

d2x1(t)

dt2
+ 2

dx1(t)

dt

dx3(t)

dt
= 0,

d2x2(t)

dt2
− 2

dx2(t)

dt

dx3(t)

dt
= 0,

d2x3(t)

dt2
− e2x3(t)dx1(t)

dt

dx1(t)

dt
+ e−2x3(t)dx2(t)

dt

dx2(t)

dt
= 0
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olur. Burada gösterim kolayl�§�ndan yukar�daki ifadeler

ẍ1 + 2ẋ1ẋ3 = 0, (2.11)
ẍ2 − 2ẋ2ẋ3 = 0,

ẍ3 + e2x
3 (ẋ1)

2 + e−2x3(ẋ2)
2 = 0,

biçiminde gösterilebilir.

�imdi bu diferensiyel denklem sistemi bir Cauchy problemi olarak çözülürse.

x1(0) = 0, (2.12)
x2(0) = 0,

x3(0) = 0,

ve

ẋ1(0) = u, (2.13)
ẋ2(0) = v,

ẋ3(0) = w.

u 6= 0, v 6= 0, w 6= 0 ve t = 0 �n bir kom³ulu§unda ẍ1 + 2ẋ1ẋ3 = 0 ⇒ ẍ1

ẋ1
= −2ẋ3

ve ẍ2 − 2ẋ2ẋ3 = 0 ⇒ ẍ2

ẋ2
= 2ẋ3 olur.

ẋ1 = p olsun. O halde
ṗ

p
= −2ẋ3 ⇒ ln p = −2x3 + c1

⇒ ẋ1 = e−2x3+c1

⇒ ẋ1(0) = e−2x3(0)+c1

⇒ ẋ1(0) = ec1 = u

⇒ ẋ1 = e−2x3ec1

⇒ ẋ1 = ue−2x3

olur. Benzer ³ekilde ẋ2 = ve2x3 olarak bulunur. Bulunan bu ẋ1 ve ẋ2 ifadelerinin
integralleri al�n�rsa,

x1(t) = u

∫ t

0

e−2x3(τ)dτ,

x2(t) = v

∫ t

0

e2x3(τ)dτ.

elde edilir. Bulunan ẋ1 ve ẋ2 leri (2.11) de yerlerine yaz�l�rsa

ẍ3 − e2x3(ue−2x3)2 + e−2x3(ve2x3)2 = 0,
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ẍ3 − u2e−2x3 + v2e2x3 = 0, (2.14)

olur. �imdide (2.14) denkleminin her iki taraf� 2ẋ3(6= 0) ile çarp�l�p daha sonra
integral al�n�rsa,

2ẋ3ẍ3 − u22ẋ3e
−2x3 + v22ẋ3e

2x3 = 0,

ẋ2
3 = −u2e−2x3 − v2e2x3 + c2, (2.15)

elde edilir. Ba³lang�ç ³artlar� kullan�l�rsa,

w2 = −u2 − v2 + c2

olur. Genelli§i bozmaks�z�n c2 = 1 al�nabilir. (2.15) ifadesinin her iki taraf�n�n
karekökü al�n�p daha sonra t ye göre integrali al�n�rsa,

dx3

∓√1− u2e−2x3 − v2e2x3
= dt

s�n�rl� say�daki basit fonksiyonlar�n terimleri, eliptik integral ile çözümleri ifade
edilmeyebilir. w nun i³aretine ba§l� olarak karekök ifadesi s�ras�yla + yada −
al�nabilir.

E§er u 6= 0, v 6= 0 ve w = 0 ise (2.15) ve u2 + v2 = 1 den tüm u, v ler için
ẋ2

3 = −u2e−2x3 − v2e2x3 + 1 sa§lanaca§�ndan özel olarak u = v = 1√
2
seçilirse

ẋ2
3 = −

(
e−2x3 + e2x3

2

)
+ 1,

= − cosh(2x3) + 1

dir. Böylece x3 = ẋ3 = 0 bulunur. Ohalde

x1(t) = ut,

x2(t) = vt,

x3(t) = 0,

olur.

E§er u 6= 0, v = 0 (u2 = 1 − w2) için, ẋ2(t) yi c(t)e2x3(t) format�nda
yaz�labilece§i görülebilir. (2.11) in ikinci denkleminden

ẋ2 = e2x3+c1 ,

= c(t)e2x3 ,
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yaz�labilir. v = 0 ve ẋ1 = ue−2x3 den

ẍ3 − u2e−2x3 = 0

elde edilir. Bu standart yolla çözülürse, geodezi§in bir parametrik sistemi elde
edilir.

x1(t) = u
sinh t

cosh t + w sinh t
,

x2(t) = 0,

x3(t) = ln(cosh t + w sinh t).

Benzer ³ekilde, e§er u = 0 ve v 6= o (1 = v2 + w2) al�n�rsa

x1(t) = 0,

x2(t) = v
sinh t

cosh t− w sinh t
,

x3(t) = − ln(cosh t− w sinh t),

elde edilir.

Son olarak u = 0, v = 0 ve w = 1 al�n�rsa,

ẋ1 = a(t)e−2x3(t),

ẋ2 = b(t)e2x3(t),

ifadelerinin çözümü için (2.11) in birinci ve ikinci denklemlerinde a(t) = 0 = b(t)

al�n�rsa x1(t) = x2(t) = 0 olur. Daha sonra (2.11) in üçüncü denkleminden
kolayl�kla görülebilirki ẍ3 = 0, böylece x3(t) = t dir. O halde geodeziklerin
denklem sistemi

x1(t) = 0,

x2(t) = 0,

x3(t) = t,

olur [11].
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3 Sol3 UZAYINDA E�R�LER

Bu bölümde γ : I ⊂ R→ Sol3 yay parametreli e§risi için helis olma karak-
terizasyonu verildi.

Tan�m 3.1 γ : I ⊂ R→ Sol3 yay parametreli, diferensiyellenebilir ve düzlemsel
olmayan bir e§ri olsun. {T, N,B} ise Sol3 te γ boyunca ortonormal çat� alan�
olsun. T birim te§et, N birim aslinormal, B birim binormal vektör alan� olmak
üzere,

T = γ′ , N =
∇̃T T

|∇̃T T | , B = T ×N

dir. Burada T, N, B vektörlerine γ e§risinin Frenet vektörleri, {T, N, B}
kümesine de Frenet çat�s� denir. Buna göre, κ = |∇̃T T | 6= 0, γ n�n geodezik
e§rili§i ve τ da onun geodezik torsiyonu olmak üzere,

∇̃T T = κN

∇̃T N = −κT +τB

∇̃T B = −τN

(3.1)

Frenet denklemlerini elde ederiz. Burada {T, N, B} Frenet çat�s� χL(Sol3) nin
{X = V1, Y = V2, Z = V3} baz� cinsinden

T = T1X + T2Y + T3Z,

N = N1X + N2Y + N3Z,

B = B1X + B2Y + B3Z,

olarak ifade edilebilir .

Ayr�ca T, N,B vektör alanlar�na ait ∇̃T T, ∇̃T N, ∇̃T B kovaryant türevlerini (2.9)
denklemini kullanarak a³a§�daki gibi hesaplayabiliriz.
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∇̃T T = ∇̃T1X+T2Y +T3Z(T1X + T2Y + T3Z),

= T1(∇̃X(T1X + T2Y + T3Z)) + T2(∇̃Y (T1X + T2Y + T3Z))

+ T3(∇̃Z(T1X + T2Y + T3Z)),

= T1((∇̃XT1)X + T1(∇̃XX) + (∇̃XT2)Y + T2(∇̃XY ) + (∇̃XT3)Z + T3(∇̃XZ))

+ T2((∇̃Y T1)X + T1(∇̃Y X) + (∇̃Y T2)Y + T2(∇̃Y Y ) + (∇̃Y T3)Z + T3(∇̃Y Z))

+ T3((∇̃ZT1)X + T1(∇̃ZX) + (∇̃ZT2)Y + T2(∇̃ZY ) + (∇̃ZT3)Z + T3(∇̃ZZ)),

= (T1(∇̃XT1) + T2(∇̃Y T1) + T3(∇̃ZT1))X + (T1(∇̃XT2) + T2(∇̃Y T2) + T3(∇̃ZT2))Y

+ (T1(∇̃XT3) + T2(∇̃Y T3) + T3(∇̃ZT3))Z − T 2
1 Z + T1T3X + T 2

2 Z − T2T3Y,

= T
′
1X + T

′
2Y + T

′
3Z + T1T3X − T2T3Y + (−T 2

1 + T 2
2 )Z,

= (T
′
1 + T1T3)X + (T

′
2 − T2T3)Y + (T

′
3 − T 2

1 + T 2
2 )Z (3.2)

ve

∇̃T N = ∇̃T1X+T2Y +T3Z(N1X + N2Y + N3Z),

= T1(∇̃X(N1X + N2Y + N3Z)) + T2(∇̃Y (N1X + N2Y + N3Z))

+ T3(∇̃Z(N1X + N2Y + N3Z)),

= T1((∇̃XN1)X + N1(∇̃XX) + (∇̃XN2)Y + N2(∇̃XY ) + (∇̃XN3)Z + N3(∇̃XZ))

+ T2((∇̃Y N1)X + N1(∇̃Y X) + (∇̃Y N2)Y + N2(∇̃Y Y ) + (∇̃Y N3)Z + N3(∇̃Y Z))

+ T3((∇̃ZN1)X + N1(∇̃ZX) + (∇̃ZN2)Y + N2(∇̃ZY ) + (∇̃ZN3)Z + N3(∇̃ZZ)),

= (T1(∇̃XN1) + T2(∇̃Y N1) + T3(∇̃ZN1))X + (T1(∇̃XN2) + T2(∇̃Y N2) + T3(∇̃ZN2))Y

+ (T1(∇̃XN3) + T2(∇̃Y N3) + T3(∇̃ZN3))Z − T1N1Z + T1N3X + T2N2Z − T2N3Y,

= N
′
1X + N

′
2Y + N

′
3Z − T1N1Z + T1N3X − T2N3Y + T2N2Z,

= (N
′
1 + T1N3)X + (N

′
2 − T2N3)Y + (N

′
3 − T1N1 + T2N2)Z (3.3)

ve
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∇̃T B = ∇̃T1X+T2Y +T3Z(B1X + B2Y + B3Z),

= T1(∇̃X(B1X + B2Y + B3Z)) + T2(∇̃Y (B1X + B2Y + B3Z))

+ T3(∇̃Z(B1X + B2Y + B3Z)),

= T1((∇̃XB1)X + B1(∇̃XX) + (∇̃XB2)Y + B2(∇̃XY ) + (∇̃XB3)Z + B3(∇̃XZ))

+ T2((∇̃Y B1)X + B1(∇̃Y X) + (∇̃Y B2)Y + B2(∇̃Y Y ) + (∇̃Y B3)Z + B3(∇̃Y Z))

+ T3((∇̃ZB1)X + B1(∇̃ZX) + (∇̃ZB2)Y + B2(∇̃ZY ) + (∇̃ZB3)Z + B3(∇̃ZZ)),

= (T1(∇̃XB1) + T2(∇̃Y B1) + T3(∇̃ZB1))X + (T1(∇̃XB2) + T2(∇̃Y B2) + T3(∇̃ZB2))Y

+ (T1(∇̃XB3) + T2(∇̃Y B3) + T3(∇̃ZB3))Z − T1B1Z + T1B3X + T2B2Z − T2B3Y,

= B
′
1X + B

′
2Y + B

′
3Z − T1B1Z + T1B3X − T2B3Y + T2B2Z,

= (B
′
1 + T1B3)X + (B

′
2 − T2B3)Y + (B

′
3 − T1B1 + T2B2)Z (3.4)

dir.

Teorem 3.2 γ : I → Sol3, birim h�zl� geodezik olmayan bir e§ri olsun. E§er T ,
V = T1X + T2Y − T3Z vektör alan� ile sabit aç� yap�yorsa, γ e§risi bir helistir ve
γ n�n parametrik denklemi;

γ(t) = (
2ec1−t sin( θ

2) cos
(

θ
2

)
(a sin(b + at)− sin

(
θ
2

)
cos[b + at])

1 + 2a2 − cos θ
+ c2,

− 2ec1+t sin( θ
2) cos

(
θ
2

)
(a cos(b + at)− sin

(
θ
2

)
sin[b + at])

1 + 2a2 − cos θ
+ c3,

sin

(
θ

2

)
t + c1)

d�r. Burada a, b, c1, c2, c3 integral sabitleridir ve θ sabit aç�d�r.

�spat. Sol3 uzay�nda bir γ e§risi, κ e§rili§i, τ torsiyonu ve {T, N, B} Frenet
çat�s�yla birlikte bir uzay e§risi olsun. T, N,B vektör alanlar�n�n kovaryant türev-
leri (3.2), (3.3) ve (3.4) denklemlerinden

∇̃T T = (T ′
1 + T1T3)X + (T ′

2 − T2T3)Y + (T 2
2 − T 2

1 + T ′
3),

∇̃T N = (N ′
1 + T1N3)X + (N ′

2 − T2N3)Y + (T2N2 − T1N1 + N ′
3),

∇̃T B = (B′
1 + T1B3)X + (B′

2 − T2B3)Y + (T2B2 − T1B1 + B′
3)

(3.5)

dir.
Kabul edelim ki γ n�n tanjant vektörleri, V vektörü ile sabit aç� yaps�n. Yani;

〈V, T 〉 = cos θ = sbt = c2, (0 < θ <
π

2
) (3.6)
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olsun. Böylece

〈V, T 〉 = 〈T1X + T2Y − T3Z, T1X + T2Y + T3Z〉
= T 2

1 + T 2
2 − T 2

3 = c2. (3.7)

olur. T 2
1 + T 2

2 + T 2
3 = 1 oldu§undan

T1(t) = cos t cos
θ

2
,

T2(t) = sin t cos
θ

2
,

T3(t) = sin
θ

2

olarak elde edilir. O halde, 〈T, Z〉 = sin θ
2

=
√

1
2
(1− c2) = sbt oldu§undan γ,

Sol3 uzay�nda bir helistir. Ayr�ca, genelli§i bozmaks�z�n

t = as + b

alabiliriz. Burada a, b sabittirler. Dolay�s�yla

T (s) = cos(as + b)(cos
θ

2
) X + sin(as + b)(cos

θ

2
) Y + (sin

θ

2
) Z (3.8)

yaz�labilir. (2.10) ve (3.8) denklemlerini kullan�rsak

T = (e−γ3 cos(as + b) cos
θ

2
, eγ3 sin(as + b) cos

θ

2
, sin

θ

2
), (3.9)

olarak elde edilir. Yani,
dγ3

ds
= sin

θ

2
,

d�r. Bu ifadenin her iki taraf�n�n integrali al�n�rsa,

γ3(s) = (sin
θ

2
)s + c1

olur. Benzer ³ekilde

γ1(s) =
2ec1−s sin( θ

2) cos
(

θ
2

)
(a sin(b + as)− sin

(
θ
2

)
cos[b + as])

1 + 2a2 − cos θ
+ c2

ve

γ2(s) = −2ec1+s sin( θ
2) cos

(
θ
2

)
(a cos(b + as)− sin

(
θ
2

)
sin[b + as])

1 + 2a2 − cos θ
+ c3

olarak bulunur. Burada a, b, c1, c2 ve c3 integral sabitleridir.

Frenet formüllerinden N , B, κ ve τ

κ(s) =
1

2
cos(

θ

2
)

√
7− cos θ + cos(4s)(1 + cos θ)− 8 sin(2s) sin(

θ

2
), (3.10)
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N(s) =
1

κ
(2 cos

θ

2
(−2 sin s + 2 cos s sin(

θ

2
))X

+ 4 cos
θ

2
(cos s− sin s sin(

θ

2
))Y (3.11)

+ (4 cos2 θ

2
cos(2s)))Z),

B(s) =
1

κ
(4 cos

θ

2
(cos2 s cos θ sin s− sin3 s + cos s sin

θ

2
)X

+ 4 cos
θ

2
(− sin2 s cos θ cos s + cos3 s− sin s sin

θ

2
)Y (3.12)

+ (4 cos
θ

2
sin

θ

2
(1− 2 cos s sin s sin

θ

2
))Z),

τ(s) =
1

κ2
cos4 θ

2
sin(2s)

(15 + cos(4s)− 2 sin(2s)(cos θ sin(2s) + 6 sin
θ

2
)) (3.13)

³eklinde bulunur.

Teorem 3.3 β : I → Sol3, birim h�zl� geodezik olmayan bir e§ri ve U sabit bir
vektör olsun. E§er uzay e§risi DT U vektör alan�yla sabit bir aç� yaparsa, β n�n
parametrik denklemi;

β(t) = (

∫
cos2 θ cosh[2(at + b)]e−

∫ √
1−cos2 θ cosh2[2(at+b)]dtdt + c1,

∫
cos θ sin θ cosh[2(at + b)]e

∫ √
1−cos2 θ cosh2[2(at+b)]dtdt + c2,

∫ √
1− cos2 θ cosh2[2(at + b)]dt + c3)

olur. Burada a, b, c1, c2, c3 integral sabitleridir ve θ sabit aç�d�r.

�spat. Sol3 uzay�nda β e§risi, κ e§rili§i, τ torsiyonu ve {T, N, B} Frenet çat�s�yla
birlikte bir uzay e§risi ve U bir sabit vektör olsun. T, N, B ve U vektör alanlar�n�n
kovaryant türevleri (3.2), (3.3) ve (3.4) denklemlerinden

∇̃T T = (T ′
1 + T1T3)X + (T ′

2 − T2T3)Y + (T 2
2 − T 2

1 + T ′
3)

∇̃T N = (N ′
1 + T1N3)X + (N ′

2 − T2N3)Y + (T2N2 − T1N1 + N ′
3)

∇̃T B = (B′
1 + T1B3)X + (B′

2 − T2B3)Y + (T2B2 − T1B1 + B′
3)

(3.14)

dir. Ayr�ca

∇̃T U = T1u3X − T2u3Y + (−T1u1 + T2u2)Z (3.15)
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d�r. Burada U = (u1, u2, u3) ve T = (T1, T2, T3) d�r. E§er U = Z seçilirse
(3.15) denkleminden

∇̃T Z = T1X − T2Y (3.16)

elde edilir.

Böylece,

〈∇̃T Z, ∇̃T Z〉 = 〈T1X − T2Y, T1X − T2Y 〉 = T 2
1 + T 2

2 (3.17)

d�r.

V =
∇̃T Z

|∇̃T Z| =
T1X − T2Y√

T 2
1 + T 2

2

(3.18)

olmak üzere β e§risinin tanjant vektörü, V vektörü ile sabit aç� yap�yor ise

〈V, T 〉 = cos θ = sbt = c2, (0 < θ <
π

2
), (3.19)

dir. Böylece

〈V, T 〉 = 〈T1X − T2Y√
T 2

1 + T 2
2

, T1X + T2Y + T3Z〉

=
1√

T 2
1 + T 2

2

(T 2
1 − T 2

2 ) = c2 (3.20)

bulunur. E§er T tanjant vektörü hesaplan�rsa
(

T1

(T 2
1 + T 2

2 )
1
4

)2

−
(

T2

(T 2
1 + T 2

2 )
1
4

)2

= c2

e³itli§inden
T1

(T 2
1 + T 2

2 )
1
4

= c cosh t,
T2

(T 2
1 + T 2

2 )
1
4

= c sinh t

al�n�rsa

T1 = c(T 2
1 + T 2

2 )
1
4 cosh t, T2 = c(T 2

1 + T 2
2 )

1
4 sinh t

olur. Buradan

T 2
1 + T 2

2 = c2(T 2
1 + T 2

2 )
1
2 (cosh2 t + sinh2 t)

ve

T 2
1 + T 2

2 = c2(T 2
1 + T 2

2 )
1
2 cosh 2t = c4 cosh2 2t
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elde edilir. T 2
1 + T 2

2 + T 2
3 = 1 oldu§undan

T1 = c2 cos θ cosh 2t,

T2 = c2 sin θ cosh 2t,

T3 = ±
√

1− cos2 θ cosh2 2t

bulunur. O halde

β(t) = (

∫
cos2 θ cosh[2(at + b)]e−

∫ √
1−cos2 θ cosh2[2(at+b)]dtdt + c1,

∫
cos θ sin θ cosh[2(at + b)]e

∫ √
1−cos2 θ cosh2[2(at+b)]dtdt + c2,

∫ √
1− cos2 θ cosh2[2(at + b)]dt + c3)

olur. Frenet formüllerinden N , B, κ ve τ

κ = (cos4 θ(cosh(2t)

√
1− cos2 θ cosh2(2t) + 2 sin(2t))2

+ cos4 θ cosh2(2t)(cos(2θ) cos(2t) +
2 sinh(2t)√

1− cos2 θ cosh2(2t)
)2

+ (cos θ cosh(2t)

√
1− cos2 θ cosh2(2t) sin θ − 2 cos θ sin θ sinh(2t))2)

1
2

N =
1

κ
(cos2 θ(cosh(2t)

√
1− cos2 θ cosh2(2t) + 2 sinh(2t))X

+ cos θ sin θ(− cosh(2t)

√
1− cos2 θ cosh2(2t) + 2 sinh(2t))Y

+ cos2 θ cosh2(2t)(− cos(2θ) cos(2t)− 2 sinh(2t)√
1− cos2 θ cosh2(2t)

)Z)

B =
1

κ
(cos θ sin θ(cos(2t)− 2 cos4 θ cosh3(2t)− 2 sinh(2t)√

1− cos2 θ cosh2(2t)
)X

+
1

2
cos2 θ(2 cosh(2t)− cosh3(2t) sin(2θ) +

4 sinh(2t)√
1− cos2 θ cosh2(2t)

)Y

− cos3 θ cosh2(2t)

√
1− cos2 θ cosh2(2t) sin θZ)
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τ =
1

κ2

1

−1 + cos2 θ cos2(2t)
cos3 θ sin θ(8 cosh2(2t)

− 6 cos2 θ cosh4(2t) + cos4 θ(−3 + cos(4θ)) cosh6(2t)

+ 8 cos8 θ cosh8(2t) sin θ

+ 12 cos2 θ cos(2θ) cosh3(2t)

√
1− cos2 θ cosh2(2t) sinh(2t)

− 8 sinh2(2t) + 8 cos2 θ sinh2(4t))

³eklinde bulunur.
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3.1 Örnekler

Örnek 3.4 Teorem (3.2) de θ = π
4
, c1 = c2 = c3 = 0 ve a = 1, b = 0 seçilirse γ

e§risi

γ(t) = (
2e−t sin(π

8 ) cos
(

π
8

)
(sin(t)− sin

(
π
8

)
cos[t])

3− 1√
2

,

− 2et sin(π
8 ) cos

(
π
8

)
(cos(t)− sin

(
π
8

)
sin[t])

3− 1√
2

,

t sin
(π

4

)
)

olur ve �ekil (3.1) gösterilmi³tir. γ e§risinin te§etler, asli normaller ve binormal

-2 0 2 4

-2
0

2

-2

0

2

�ekil 3.1: Sol3 te γ e§risi.

göstergelerinin denklemleri, s�ras�yla,

T (s) = (e− sin π
8 cos(s) cos

π

8
, esin π

8 sin(s) cos
π

8
, sin

π

8
),

N(s) =


e

√
2 cos(2s)√

7+cos(4s)−4
√

2 sin(2s) (
√

2 cos(s)− 2 sin(s))√
7 + cos(4s)− 4

√
2 sin(2s)

,

e
−

√
2 cos(2s)√

7+cos(4s)−4
√

2 sin(2s) (2 cos(s) +
√

2 sin(s))√
7 + cos(4s)− 4

√
2 sin(2s)

,

−
√

2 cos(2s)√
7 + cos(4s)− 4

√
2 sin(2s)


 ,

B(s) =


−

√
2e
−

√
2√

3+cos(4s) (cos(2s)sin(s))√
3 + cos(4s)

,
e
−

√
2√

3+cos(4s) (cos(s) + cos(3s))√
2
√

3 + cos(4s)
,

√
2√

3 + cos(4s)




dir ve bunlar�n ³ekilleri, s�ras�yla, �ekil (3.2), �ekil (3.3), �ekil (3.4) de göster-
ilmi³tir. Ayr�ca,
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�ekil 3.2: Sol3 te γ e§risinin te§etler göstergesi.
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�ekil 3.3: Sol3 te γ e§risinin asli normaller göstergesi.
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�ekil 3.4: Sol3 te γ e§risinin binormaller göstergesi.
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κ(s) =
1

2
cos(

π

8
)

√
7− cos

π

4
+ cos(4s)(1 + cos

π

4
)− 8 sin(2s) sin(

π

8
),

ve

τ(s) =
4 cos4(π

8
) sin(2s)(15 + cos(4s)− 2 sin(2s)(cos(π

4
) sin(2s) + 6 sin(π

8
)))

cos2(π
8
)(7− cos π

4
+ cos(4s)(1 + cos π

4
)− 8 sin(2s) sin(π

8
))

dir.

Örnek 3.5 Teorem (3.2) de θ = π
3
, c1 = c2 = c3 = 0 ve a = 1, b = 0 seçilirse β

e§risi

β(t) = (e−
∫ √

1−cos2(π
3
) cosh2(2t)dt

∫
cos2(

π

3
) cosh(2t)dt,

e
∫ √

1−cos2(π
3
) cosh2(2t)dt

∫
cos(

π

3
) sin(

π

3
) cosh(2t)dt,

∫ √
1− cos2(

π

3
) cosh2(2t)dt)

olur. β e§risinin te§etler, asli normaller ve binormaller göstergelerinin denklem-
leri, s�ras�yla,

T (t) =

(
cos2(

π

3
) cosh(2t), cos(

π

3
) sin(

π

3
) cosh(2t)±

√
1− cos2(

π

3
) cosh2(2t)

)
,

N(t) =

(
1

κ
e
− cos2(π

3
) cosh2(2t)(− cos( 2π

3
) cos(2t)− 2 sinh(2t)√

1−cos2( π
3 ) cosh2(2t)

)

(cos2(
π

3
)(cosh(2t)

√
1− cos2(

π

3
) cosh2(2t) + 2 sinh(2t)),

e
cos2(π

3
) cosh2(2t)(− cos( 2π

3
) cos(2t)− 2 sinh(2t)√

1−cos2( π
3 ) cosh2(2t)

)

cos(
π

3
) sin(

π

3
)(− cosh(2t)

√
1− cos2(

π

3
) cosh2(2t) + 2 sinh(2t)),

cos2(
π

3
) cosh2(2t)(− cos(

2π

3
) cos(2t)− 2 sinh(2t)√

1− cos2(π
3
) cosh2(2t)

))


 ,
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B(t) =

(
1

κ
ecos3(π

3
) cosh2(2t)

√
1−cos2(π

3
) cosh2(2t) sin(π

3
)

(cos(
π

3
) sin(

π

3
)(cos(2t)− 2 cos4(

π

3
) cosh3(2t)− 2 sinh(2t)√

1− cos2(2π
3

) cosh2(2t)
),

1

2
e− cos3(π

3
) cosh2(2t)

√
1−cos2(π

3
) cosh2(2t) sin(π

3
)

cos2(
π

3
)(2 cosh(2t)− cosh3(2t) sin(

2π

3
) +

4 sinh(2t)√
1− cos2(π

3
) cosh2(2t)

),

− cos3(
π

3
) cosh2(2t)

√
1− cos2(

π

3
) cosh2(2t) sin(

π

3
))

)

dir ve bunlar�n ³ekilleri, s�ras�yla, �ekil 3.5, �ekil 3.6, �ekil 3.7 de ve Sol3 küresi
üzerinde ki görüntüsü �ekil 3.8 de gösterilmi³tir. Ayr�ca,
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�ekil 3.5: Sol3 te β e§risinin te§etler göstergesi.
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�ekil 3.6: Sol3 te β e§risinin asli normaller göstergesi.
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�ekil 3.7: Sol3 te β e§risinin binormaller göstergesi.
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�ekil 3.8: Sol3 te β e§risinin küresel göstergesi.

κ(t) = (cos4(
π

3
)(cosh(2t)

√
1− cos2(

π

3
) cosh2(2t) + 2 sin(2t))2

+ cos4(
π

3
) cosh2(2t)(cos(

2π

3
) cos(2t) +

2 sinh(2t)√
1− cos2(π

3
) cosh2(2t)

)2

+ (cos(
π

3
) cosh(2t)

√
1− cos2(

π

3
) cosh2(2t) sin(

π

3
)− 2 cos(

π

3
) sin(

π

3
) sinh(2t))2)

1
2

ve

τ(t) =
1

κ2

1

−1 + cos2(π
3
) cos2(2t)

cos3(
π

3
) sin(

π

3
)(8 cosh2(2t)

− 6 cos2(
π

3
) cosh4(2t) + cos4(

π

3
)(−3 + cos(4(

π

3
))) cosh6(2t)

+ 8 cos8(
π

3
) cosh8(2t) sin(

π

3
)

+ 12 cos2(
π

3
) cos(

2π

3
) cosh3(2t)

√
1− cos2(

π

3
) cosh2(2t) sinh(2t)

− 8 sinh2(2t) + 8 cos2(
π

3
) sinh2(4t))

dir.
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