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Tez içindeki bütün bilgilerin etik davranış ve akademik kurallar çerçevesinde elde edilerek
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madden ve manen desteklerini esirgemeyen aileme, ayrıca bu süreçte az ya da çok emeği
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δA(E) : E kümesinin A-yoğunluğu
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1. GİRİŞ

Toplanabilme teorisi matematikte önemli bir yer tutmaktadır. Bu teorinin temel amacı ıraksak

bir diziye bir limit karşılık getirebilmektir. Bu amaçla çok sayıda çalışma yapılmıştır. Bu

bağlamda Osikiewicz [11] tarafından 2005 yılında spliced dizi kavramı ortaya atılmıştır.

Aslında spliced dizi kavramı, sınırlı ıraksak bir diziyi toplayabilecek regüler bir matris olup

olmadığına ilişkin yeni bir bakış açısı ortaya koymaktadır. 2014 yılında Ünver ve arkadaşları

[14] tarafından topolojik uzaylarda spliced dizilerin A-dağılımsal yakınsaklığı çalışılmıştır.

2016 yılında Yurdakadim ve Ünver [16] tarafından spliced dizi kavramının bir genişlemesi

verilmiş olup toplanabilme matrisleri yardımıyla elde edilen dönüşüm dizisinin çekirdeğine

ilişkin ve Lebesgue integrali yardımıyla spliced dizilere ilişkin bazı sonuçlar verilmiştir.

Ayrıca spliced dizilerin toplanabilmesi ve noktaların yoğunluğu kavramı bazı matematikçiler

tarafından çalışılmıştır [1], [4], [5], [7].

Bu tez, [11], [14], [16] çalışmalarında elde edilen sonuçların bir derlemesi niteliğindedir.
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2. TEMEL KAVRAMLAR

Bu bölümde tez boyunca kullanacağımız bazı temel tanım ve kavramları vereceğiz.

Tanım 2.1. ω, reel ya da kompleks terimli tüm dizilerin uzayı ve E ⊆ ω alt vektör uzayı

olmak üzere E uzayına bir dizi uzayı denir. Bir E dizi uzayından reel ya da kompleks cisme

tanımlı lineer bir f fonksiyoneline toplanabilme metodu denir. Eğer E yakınsak diziler

uzayını içeriyor ve limx = L olduğunda f(x) = L oluyorsa f fonksiyoneline regüler

toplanabilme metodu denir.

Tanım 2.2. A = (ank) reel ya da kompleks terimli sonsuz bir matris ve x = (xk) bir dizi

olmak üzere her n ∈ N için

∞∑
k=1

ankxk

serisi yakınsak ise

(Ax)n :=
∞∑
k=1

ankxk

olmak üzere Ax := {(Ax)n} dizisine x dizisinin A dönüşüm dizisi denir [15]. A dönüşüm

dizisi mevcut olan tüm dizilerin uzayı ωA ile gösterilir.

Şimdi

cA := {x ∈ ωA : {(Ax)n} dizisi yakınsak}

kümesini tanımlayalım. Eğer f : cA → K fonksiyonelini f(x) = lim
n

(Ax)n şeklinde

tanımlarsak f bir toplanabilme metodudur. Eğer lim
n

(Ax)n = L ise x dizisi L değerine

A − toplanabilirdir denir. Eğer A matrisi keyfi yakınsak bir diziyi, limitini de koruyarak

yakınsak bir diziye dönüştürüyor ise A matrisine regüler matris denir. Regüler matrisler

aşağıdaki teorem ile karakterize edilirler.

Teorem 2.3. (Silverman-Toeplitz) Bir A = (ank) matrisinin regüler olması için gerek ve

yeter koşul;
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(i) ‖A‖ := sup
n

∞∑
k=1

|ank| <∞

(ii) ak := lim
n→∞

ank = 0, k = 1, 2, ... için

(iii) lim
n→∞

∞∑
k=1

ank = 1

olmasıdır [3].

Örneğin

cnk =

 1
n
, 1 ≤ k ≤ n

0 , k > n

biçiminde tanımlanan birinci mertebeden C1 = (cnk) Cesàro matrisi regülerdir.

Şimdi de özel durumda bir dizinin klasik yakınsaklık kavramını ihtiva eden bir toplanabilme

metodu verelim.

Tanım 2.4. A = (ank) negatif olmayan regüler bir matris olmak üzere her ε > 0 için

lim
n→∞

∑
k: |xk−L|≥ε

ank = 0

olacak biçimde bir L sayısı varsa x = (xk) dizisi L sayısına A-istatistiksel yakınsaktır

denir ve stA − limx = L ile gösterilir [6], [9].

stA ile A-istatistiksel yakınsak dizilerin uzayını göstereceğiz.

Şimdi bir ε > 0 için Eε = {k ∈ N : |xk − L| ≥ ε} dersek χEε bu kümenin karakteristik

fonksiyonu olmak üzere stA-limx = L olması için gerek ve yeter koşul her ε > 0 için

lim
n→∞

(AχEε
(k))n = 0 olmasıdır. Burada A − istatistiksel yakınsaklık tanımında A matrisi

yerine C1 Cesàro matrisi alınırsa, istatistiksel yakınsaklık elde edilir. Diğer taraftan

δA(E) = lim
∑
k∈E

ank mevcut ise E kümesi A − yoğunluğa sahiptir diyeceğiz [8]. O halde

stA − limx = L olması için gerek ve yeter koşul her ε > 0 için δA(Eε) = 0 olmasıdır.

Burada özel olarak A matrisi birim matris alınırsa klasik yakınsaklık elde edilir.
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Örnek 2.5.

xk =


√
k , k = m2

1 , k 6= m2
(m = 1, 2, 3, ...)

şeklinde tanımlanan x = (xk) dizisinin istatistiksel yakınsaklığını inceleyelim. Her ε > 0

için

|{k ≤ n : |xk − 1| ≥ ε}| ≤ |{k ≤ n : xk 6= 1}| ≤
√
n

olduğundan

lim
n→∞

1

n
|{k ≤ n : |xk − 1| ≥ ε}| ≤ lim

n→∞

1

n
|{k ≤ n : xk 6= 1}|

≤ lim
n→∞

1

n

√
n = 0

elde edilir. Dolayısıyla x dizisi 1 değerine istatistiksel yakınsaktır.

Böylece

{k ∈ N : |xk − 1| ≥ ε} =
{
k = m2 : m ∈ N

}
olduğundan

δ
({
k = m2 : m ∈ N

})
= 0

olup her ε > 0 ve hemen her k için |xk − 1| < ε (yani {k ∈ N : |xk − 1| ≥ 0} sıfır

yoğunluklu)olduğundan st− limx = 1 bulunur.

Burada istatistiksel yakınsaklık ile alışılmış yakınsaklık arasında nasıl bir ilişki olabileceği

sorusu akla gelebilir. Hemen belirtelim ki alışılmış anlamda yakınsak olan her dizi istatistiksel

yakınsaktır. Fakat Örnek 2.5. ’den görüleceği gibi sınırsız ıraksak bazı diziler de istatistiksel

yakınsak olabilmektedir.
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3. SONLU VE SONSUZ SPLICED DİZİLER

Osikiewicz [11] tarafından 2005 yılında spliced dizi kavramı ortaya atılmıştır. Aslında

spliced dizi kavramı, sınırlı ıraksak bir diziyi toplayabilecek regüler bir matris olup olmadığına

ilişkin yeni bir bakış açısı ortaya koymaktadır.

3.1. SONLU SPLICED DİZİLER

Bu bölümde sonlu spliced diziler incelenecektir. Öncelikle olarak bazı temel kavramları

hatırlatalım.

t ∈ R olmak üzere lim
n→∞

xn = L olması lim
n→∞

(Ax)n = tL olmasını gerektiriyorsa A matrisi

t-çarpımsaldır denir.

A := (ank) sonsuz bir matris ve E := {v (j)}, doğal sayıların sonsuz bir altkümesi olsun.

dn,k = an,v(k) olmak üzere A[E] := (dn,k) matrisine kolon altmatrisi denir.

Şimdi de kolon altmatrisi ve çarpımsallık arasındaki ilişkiyi veren aşağıdaki teoremi verelim.

Teorem 3.1. A negatif olmayan regüler bir matris ve E := {v (j)}, doğal sayıların sonsuz

bir altkümesi olsun. δA (E) mevcut iseA[E], δA (E)-çarpımsaldır. Karşıt olarakA[E], t-çarpımsal

ise δA (E) mevcuttur ve t değerine eşittir [11].

İspat. A[E], A matrisinin kolon altmatrisi olduğundan Teorem 2.3. in (i) ve (ii) şartlarını

şartlarını sağlar. Ayrıca her bir n için

(
A[E]e

)
n

=
∞∑
k=1

an,v(k) =
∑
k∈E

an,k

olur. Dolayısıyla δA (E) mevcut iseA[E], δA (E)-çarpımsaldır. Karşıt olarakA[E], t-çarpımsal

ise

t = lim
n→∞

(
A[E]e

)
n

= lim
n→∞

∑
k∈E

an,k = δA (E)
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elde edilir.

Tanım 3.2. M , sabit pozitif bir tamsayı olsun. Doğal sayıların bir M − parçalanması

M⋃
i=1

Ki = N ve ∀i 6= r için Ki ∩Kr = ∅

olacak biçimdeki i = 1, 2, ...,M için Ki = {vi(j)} sonsuz kümelerinden oluşur [11].

Tanım 3.3. i = 1, ...,M için γi = (γ
(i)
j )∞j=1 , lim

j→∞
γ
(i)
j = ρ(i) olacak biçimde yakınsak

bir kompleks dizi olsun. n ∈ Ki ise en az bir j için n = vi(j) oluyorsa x dizisine

{K1, K2,...,KM} M− parçalanması üzerinde γ1, ...., γ(M) dizilerinin M − spliced dizisi

denir. Yani xn = xvi(j) = γ
(i)
j olur [11].

Bir M − spliced, en çok M tane limit noktasına sahip olan sınırlı bir dizidir.

Karşıt olarak x dizisi ρ(1), ..., ρ(M) biçiminde farklı M tane limit noktasına sahip sınırlı bir

dizi ise açıkça görüleceği gibi bir {K1, K2,...,KM} M− parçalanması mevcuttur öyleki

x, {K1, K2,...,KM} üzerinde bir M − spliced dizisidir. Tabiki bu M − parçalanması tek

değildir.

Örneğin, M = 2 olsun. K1 = {2j − 1}∞j=1 ve K2 = {2j}∞j=1 parçalanmasını göz önüne

alalım. γ(1) = (γ
(1)
n )∞n=1, γ

(2) = (γ
(2)
n )∞n=1 iki yakınsak kompleks dizi olsun. {K1, K2}

2-parçalanması üzerinde γ(1), γ(2) dizilerinin 2-spliced x dizisi

xn =

 γ
(1)
j , n = 2j − 1

γ
(2)
j , n = 2j

biçiminde tanımlansın. Yani x = {γ(1)1 , γ
(2)
1 , γ

(1)
2 , γ

(2)
2 , γ

(1)
3 , γ

(2)
3 , ...} elde edilir [10].

Teorem 3.4. A, negatif olmayan regüler bir matris olsun ve {K1, K2,...,KM} M -parçalanmasını

gözönüne alalım. Her i = 1, 2, ...M için δ(Ki) mevcut ise
M∑
i=1

δA(Ki) = 1 gerçeklenir [10].
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İspat. e = (1, 1, ...) olmak üzere

1 = lim
n→∞

(Ae)n = lim
n→∞

M∑
i=1

an,k

= lim
n→∞

M∑
i=1

(∑
k∈Ei

an,k

)

= lim
n→∞

M∑
i=1

(
∞∑
j=1

an,vi(j)

)

=
M∑
i=1

lim
n→∞

(
∞∑
j=1

an,vi(j)

)

=
M∑
i=1

δA (Ki)

olup ispat tamamlanır.

Tanım 3.5. A, regüler bir matris olsun ve {K1, K2, ..., KM} sabitlenmiş birM -parçalanmasını

gözönüne alalım. Eğer {K1, K2, ..., KM} M -parçalanması üzerindeki her M -spliced x

dizisi A-toplanabilirse A matrisi {K1, K2, ..., KM} üzerinde splicing özelliğine sahiptir

denir [11].

Teorem 3.6. A, {K1, K2, ..., KM} üzerinde splicing özelliğine sahip negatif olmayan regüler

bir matris olması için gerek ve yeter şart i = 1, 2, ...M için δA(Ki) yoğunluklarının mevcut

olmasıdır [11].

İspat. Her bir i = 1, ...,M için δA (Ki) mevcut olduğunu kabul edelim ve x, {K1, ..., KM}

M -parçalanışı üzerinde bir M -spliced dizi olsun. Bu durumda verilen bir n için

(Ax)n =
∞∑
k=1

ankxk =
M∑
i=1

(∑
k∈Ki

ankxk

)

=
M∑
i=1

(
∞∑
j=1

anvi(j)xvi(j)

)

=
M∑
i=1

(
∞∑
j=1

anvi(j)γ
(i)
j

)

=
M∑
i=1

(
A[Ki]γ(i)

)
n

7



olur. Teorem 3.1. gereğince A[Ki], δA (Ki)−çarpımsal olur. Dolayısıyla

lim
n→∞

(Ax)n = lim
n→∞

M∑
i=1

(
A[Ki]γ(i)

)
n

=
M∑
i=1

lim
n→∞

(
A[Ki]γ(i)

)
n

=
M∑
i=1

δA (Ki) Γ(i)

elde edilir. Böylece x dizisi
M∑
i=1

δA (Ki) Γ(i) değerine A-toplanabilirdir ve dolayısıyla A,

{K1, ..., KM} üzerinde splicing özelliğine sahiptir.

Teorem 3.7. A, regüler bir matris olsun. Herhangi birM içinAmatrisinin {K1, K2, ..., KM}

üzerinde splicing özelliğine sahip olmayacak biçimde en az bir {K1, K2, ..., KM}

M -parçalanması mevcuttur [10].

İspat. Steinhaus, regüler bir matrisin toplayamayacağı terimleri 0 ve 1’lerden oluşan en az

bir dizinin mevcut olduğunu göstermiştir [13]. Dolayısıyla sabit bir M için

K1 = {n : xn = 1} ve K2, ..., KM kümeleri ayrık sonsuz ve
M⋃
i=2

Ki = N\K1 olacak biçimde

{K1, K2, ..., KM}M -parçalanmasını gözönüne alalım. O halde x dizisinin kendisi {K1, K2, ..., KM}

üzerinde γ
(1)
1 , ..., γ

(M)
1 dizilerinin bir spliced dizisi olarak düşünülebilir. Burada γ

(1)
1 =

(1, 1, ...) ve i 6= 1 için γ(i) = (0, 0, ...) biçimindedir. Dolayısıyla x, bir M − spliced dizisi

olup A-toplanabilir değildir.

3.2. SONSUZ SPLICED DİZİLER

Bu bölümde sonsuz spliced diziler incelenecektir.

Tanım 3.8. N üzerinde bir∞− parçalanış, N = ∪∞i=1Ei ve i 6= k için Ei ∩Ek = ∅ olacak

biçimde sayılabilir sonsuz sayıda Ei = {vi(j)}∞j=1 , i ∈ N sonsuz kümelerini içerir [11].

Tanım 3.9. {Ei} , N kümesinin sabit bir∞− parçalanışı olsun. i ∈ N için

limj→∞ γ
(i)
j = Γ(i) olacak biçimde bir γ(i) = (γ

(i)
j )∞j=1 yakınsak kompleks dizi olsun. {Ei}

∞−parçalanışı üzerinde γ(i), i ∈ N dizilerinin∞−spliced dizisi aşağıdaki gibi tanımlanan

x dizisidir. Eğer n ∈ Ei ise bazı j için n = vi(j) olup xn = xvi(j) = γ
(i)
j olsun [11].
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Bir ∞ − spliced dizinin sınırlı olmak zorunda olmadığını vurgulayalım. Ayrıca eğer Γ(i),

sonsuz sayıda i için farklıysa x sayılabilir sayıda limit noktalarına sahip olacaktır.

Tanım 3.10. A, regüler bir matris olsun ve sabit bir {Ei} ∞ − parçalanışını göz önüne

alalım. Eğer A, {Ei} ∞− parçalanışı üzerinde her sınırlı x∞− spliced dizisini toplar ise

A, {Ei} üzerinde splicing özelliğine sahiptir denir [11].

Teorem 3.11. Negatif olmayan birA regüler matrisi, {Ei}∞−parçalanışı üzerinde splicing

özelliğine sahipse her i için δA (Ei) mevcuttur. Tersine her i için δA (Ei) mevcut ve
∞∑
i=1

δA (Ei) = 1 ise A matrisi, lim
n→∞

(Ax)n =
∞∑
i=1

δA (Ei) Γ(i) olmak üzere {Ei} üzerinde

splicing özelliğine sahiptir [11].

İspat. A matrisinin {Ei} üzerinde splicing özelliğine sahip olduğunu kabul edelim. Teorem

3.6. nın ispatına benzer şekilde her i için δA (Ei) mevcut olduğu kolaylıkla görülür. Tersine

her i için δA (Ei) yoğunluklarının mevcut olduğunu,
∞∑
i=1

δA (Ei) = 1 kabul edelim ve x, {Ei}

üzerinde bir sınırlı sonsuz spliced olsun. Verilen bir n için

(Ax)n :=
∞∑
k=1

an,kxk =
∞∑
i=1

(∑
k∈Ei

an,kxk

)

=
∞∑
i=1

(
∞∑
j=1

an,vi(j)xvi(j)

)
=
∞∑
i=1

(
∞∑
j=1

an,vi(j)γ
(i)
j

)

=
∞∑
i=1

(
A[Ei]γ(i)

)
n

olacaktır. Sabit bir n için fn : N → C ve gn : N → C fonksiyonlarınıfn (i) =
(
A[Ei]γ(i)

)
n

ve gn (i) = M
(
A[Ei]e

)
n

biçiminde tanımlayalım. Burada M = ‖x‖∞ = sup
j
|xj| ve e =

(1, 1, 1, ...) biçimindedir.

Verilen bir i için A[Ei], δA (Ei) çarpanıyla çarpımsal olduğu için

f (i) := lim
n→∞

fn (i) = lim
n→∞

(
A[Ei]γ(i)

)
n

= δA (Ei) Γ(i)

ve

g (i) := lim
n→∞

gn (i) = lim
n→∞

M
(
A[Ei]e

)
n

= MδA (Ei)

9



olur. Eğer µ, sayma ölçüsü olarak alınırsa

lim
n→∞

∫
N

gn (i) dµ = lim
n→∞

∞∑
i=1

M
(
A[Ei]e

)
n

= M lim
n→∞

∞∑
i=1

(
A[Ei]e

)
n

= M lim
n→∞

∞∑
i=1

(∑
k∈Ei

an,k

)
= M lim

n→∞

∞∑
k=1

an,k

elde edilir. A regüler ve
∞∑
i=1

δA (Ei) = 1 olduğundan

lim
n→∞

∫
N

gn (i) dµ = M lim
n→∞

∞∑
k=1

an,k = M.1 = M
∞∑
i=1

δA (Ei) =

∫
N

gn (i) dµ

olup

lim
n→∞

∫
N

gn (i) dµ =

∫
N

lim
n→∞

gn (i) dµ (3.1)

elde edilir. Ayrıca her n için

|fn (i)| =
∣∣(A[Ei]γ(i)

)
n

∣∣ =

∣∣∣∣∣
∞∑
j=1

an,vi(j)γ
(i)
j

∣∣∣∣∣ ≤M
∞∑
j=1

an,vi(j) = M(A[Ei]e)n = gn (i) (3.2)

bulunur. Böylece (3.1) ve (3.2) göz önüne alınarak Lebesgue yakınsaklık teoremi gereğince

lim
n→∞

(Ax)n = lim
n→∞

(
∞∑
i=1

A[Ei]γ(i))n =
∞∑
i=1

lim
n→∞

(A[Ei]γ(i))n =
∞∑
i=1

δA (Ei) Γ(i)

elde edilir. Bu nedenle x dizisi,
∞∑
i=1

δA (Ei) Γ(i) değerineA−toplanabilirdir ve sonuç olarak

A, {Ei} üzerinde splicing özelliğine sahiptir.

Örnek 3.12. Her i ∈ N için Ei = {2i−1 (2j − 1)}∞j=1 olsun. Verilen bir i için Ei sonsuzdur

ve N = ∪∞i=1Ei olur. i 6= k için Ei ∩ Ek = ∅ olduğunu görmek için aksini kabul edelim.

Yani Ei ∩ Ek 6= ∅ olacak biçimde i, k ∈ N indislerinin mevcut olduğunu kabul edelim. Bir
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n ∈ Ei ∩ Ek mevcuttur ve sonuç olarak

n = 2i−1 (2j0 − 1) = 2k−1 (2j1 − 1)

olacak biçimde j0 ve j1 seçebiliriz. Genelliği bozmaksızın k > i kabul edebiliriz. Bu

durumda

2j0 − 1 = 2k−i (2j1 − 1)

olur. Fakat bu denklemin sağ tarafı bir çift sayı olmasına rağmen sol tarafı tek sayıdır. Bu ise

çelişkidir. Bu nedenle i 6= k için Ei ∩ Ek = ∅ gerçeklenir. Her i için

δ (Ei) = lim
j→∞

j

2i−1 (2j − 1)
=

1

2i

olduğunu biliyoruz. Bu nedenle {Ei} , her i için δ (Ei) = 1
2i

ve
∞∑
i=1

δ (Ei) = 1 olacak

biçimde N kümesinin bir∞− parçalanışıdır.

Örnek 3.13. N kümesinin bir∞−parçalanışını oluşturalım. E1 karelerin kümesi,E2 kareler

+1 in kümesi, E3 kareler +2 nin kümesi olsun. E4 kümesi önceden kullanılan terimler

çıkarılarak kareler +3 ün kümesidir. Tümevarımdan Ei kümesi, önceden kullanılan terimler

çıkarılarak kareler +i − 1 in kümesi olacaktır. Yani J i
2
K, i

2
sayısının tam değeri olmak

üzere i > 1 için Ei = {j2 + (i− 1)}∞j=J i
2
K olur. Bu yorumdan her i için Ei sonsuzdur

ve N = ∪∞i=1Ei ve i 6= k için Ei ∩ Ek = ∅ biçimindedir. Ayrıca δ (E1) = lim
j→∞

j
j2

= 0 ve

i > 1 için δ (Ei) = lim
j→∞

j
j2+(i−1) = 0 olur. Bu nedenle {Ei} , her i için δ (Ei) = 0 olmak

üzere N kümesinin bir∞− parçalanışıdır.

Örnek 3.14. {ri}∞i=1, [0, 1] aralığındaki rasyonel sayılar kümesini göstersin ve x, aşağıdaki

gibi tanımlanan dizi olsun:

Her n ∈ N için n = 2i−1 (2j − 1) olacak biçimde i, j tamsayılarının bir tek çifti mevcuttur.

xn = ri olsun. x dizisinin C1 − toplanabilir olduğunu gösterelim.

Her i için γ(i), ri sabit dizisi ve Ei = {2i−1 (2j − 1)}∞j=1 olmak üzere {Ei}∞−parçalanışı

üzerinde γ(i) dizilerinin bir sınırlı∞− spliced’ı olduğu görülebilir. Örnek 3.12. den her i
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için δ (Ei) = 1
2i

ve
∞∑
i=1

δ (Ei) = 1 dir. Bu nedenle Teorem 3.11. kullanılarak

lim
n→∞

(C1x)n =
∞∑
i=1

δ (Ei) Γ(i) =
∞∑
i=1

1

2i
ri <∞

elde edilir. Bu da x dizisinin C1 − toplanabilir olduğunu söyler.
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4. SONLU VE SONSUZ SPLICED DİZİLERİN GENİŞLEMESİ ÜZERİNE

A = (ank) bir toplanabilme matrisi olmak üzere aşağıdaki seriler ve limit mevcut olduğu

sürece

χ (A) := lim
n

∑
k

ank −
∑
k

ak

olsun. Amatrisi konservatif (yakınsak dizileri yakınsak dizilere dönüştüren matrislere konservatif

matris denir. ) ise χ (A) mevcut olduğu bilinmektedir. [3].

Teorem 4.1. A = (ank) bir toplanabilme matrisi ve χ (A) mevcut olsun. Her k ≥ q için

ank ≥ 0 olacak biçimde bir q tamsayısı mevcut ise
∞∑
k=1

akxk serisi yakınsak olduğu sürece

lim inf
n

(Ax)n ≥
∞∑
k=1

akxk + χ (A) lim inf
n

xn

ve

lim sup
n

(Ax)n ≤
∞∑
k=1

akxk + χ (A) lim sup
n

xn

gerçeklenir [12].

İspat. l = lim infn xn > −∞ olduğunu kabul edelim. İspatı tamamlamak için keyfi ε > 0

sayı olmak üzere her k ≥ N için xk ≥ l − ε ve an,k ≥ 0 olacak biçimde bir N tamsayısının

mevcut olduğunu göstermek yeterlidir. Eğer r ≥ N ise

(Ax)n = (l − ε)
∞∑
k=1

an,k +
r∑

k=1

an,k(xk − l + ε) +
∞∑

k=r+1

an,k(xk − l + ε)

yazabiliriz. Üçüncü seri negatif değildir ve

lim
n→∞

∞∑
k=1

an,k = t,
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lim
n→∞

r∑
k=1

an,k(xk − l + ε) =
r∑

k=1

ak(xk − l + ε)

olup dolayısıyla

lim inf
n

(Ax)n ≥ (l − ε)
(
t−

r∑
k=1

ak
)

+
r∑

k=1

akxk

elde edilir. r ≥ N keyfi olduğundan

lim inf
n

(Ax)n ≥ (l − ε)χ(A) +
r∑

k=1

akxk

olur. Bu da ilk eşitsizliğin ispatını tamamlar. Ikinci eşitsizlik için ilk eşitsizlikte x yerine −x

almak yeterlidir.

Lemma 4.2. A = (ank), negatif olmayan regüler toplanabilme matrisi K := {vj}, N

kümesinin sonsuz bir altkümesi ve x = (xk) sınırlı bir dizi olsun. δA (K) mevcut ise

lim inf
n

(
A[K]x

)
n
≥ δA (K) lim inf

n
xn (4.1)

ve

lim sup
n

(
A[K]x

)
n
≤ δA (K) lim sup

n
xn (4.2)

gerçeklenir [16].
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İspat. A matrisi regüler olduğundan her k ∈ N için ak := lim
n
ank = 0 olup her n, k ∈ N

için bnk = an,vk olmak üzere her k ∈ N için bk = 0 olur. Teorem 4.1. gereğince

lim inf
n

(
A[K]x

)
n
≥

∞∑
k=1

bkxk + χ
(
A[K]

)
lim inf

n
xn

= χ
(
A[K]

)
lim inf

n
xn

=

(
lim
n

∑
k

bnk −
∑
k

bk

)
lim inf

n
xn

=

(
lim
n

∑
k

an,vk

)
lim inf

n
xn

=

(
lim
n

∑
k∈K

ank

)
lim inf

n
xn

= δA (K) lim inf
n

xn

elde edilir. (4.1) eşitsizliğinde x yerine −x alınırsa (4.2) eşitsizliğinin ispatı elde edilir.

Şimdi sonlu spliced dizi kavramını genişleten M∗-spliced dizi kavramını verelim.

Tanım 4.3. {Ki : i = 1, 2, ...,M}, N kümesinin sabitlenmiş bir M -parçalanışı ve

i = 1, 2, ...,M için x(i) =
(
x
(i)
j

)
sınırlı bir dizi olsun. Eğer k ∈ Ki ise bazı j ler için

k = vi (j) olur. xk = xvi(j) = x
(i)
j olacak biçimde tanımlanan x = (xk) dizisine {Ki :

i = 1, 2, ...,M} üzerinde M∗-spliced dizisi denir [16].

Osikiewicz,M -spliced dizileri yakınsak dizileri kullanarak tanımlamıştı. Ancak Yurdakadim

ve Ünver, sınırlı dizileri kullanarak tanımlamıştır. Her M -spliced dizisi, M∗-spliced dizidir.

Ayrıca her M∗-spliced dizi sınırlıdır.

Sıradaki teorem M∗-spliced dizilerini kullanarak Ax dönüşüm dizisinin çekirdeğine ilişkin

bir tahmin verir.

Teorem 4.4. A, negatif olmayan regüler bir toplanabilme matrisi ve

{Ki = {vi (j)} : i = 1, 2, ...,M}, N kümesinin bir M -parçalanışı olsun. Her i = 1, 2, ...,M

,için δA (Ki) mevcut ise {Ki} üzerinde her M∗-spliced x dizisi için

lim inf
n

(Ax)n ≥
M∑
i=1

δA (Ki)αi (4.3)
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ve

lim sup
n

(Ax)n ≤
M∑
i=1

δA (Ki) βi (4.4)

gerçeklenir. Burada αi = lim inf
j

x
(i)
j ve βi = lim sup

j
x
(i)
j biçimindedir [16].

İspat. Her i = 1, 2, ...,M için δA (Ki) mevcut ve x, {Ki} üzerinde bir M∗-spliced dizi

olsun. Bu durumda her n ∈ N için [11] de olduğu gibi

(Ax)n =
∞∑
i=1

ankxk =
M∑
i=1

(∑
k∈Ki

ankxk

)
(4.5)

=
M∑
i=1

(
∞∑
j=1

an,vi(j)xvi(j)

)

=
M∑
i=1

(
M∑
j=1

an,vi(j)x
(i)
j

)

=

(
M∑
i=1

A[Ki]x(i)

)
n

elde edilir. Böylece (4.5) ve Lemma 4.2. gereğince

lim inf
n

(Ax)n = lim inf
n

M∑
i=1

(
A[Ki]x(i)

)
n

≥
M∑
i=1

lim inf
n

(
A[Ki]x(i)

)
n

≥
M∑
i=1

δA (Ki)αi

olur. Dolayısıyla (4.3) eşitsizliğinin ispatı tamamlanır. (4.3) eşitsizliğinde x yerine −x

alınırsa (4.4) elde edilir.

Herhangi bir i = 1, 2, ...,M için x(i) yakınsak ise her i = 1, 2, ...,M için γi := αi = βi olur.

Dolayısıyla Teorem 4.4., Ax dönüşüm dizisinin çekirdeğinin
[
M∑
i=1

δA (Ki)αi,
M∑
i=1

δA (Ki) βi

]
aralığını aşamayacağını gösterir ve [11] de Teorem 2.5 i genelleştirir.

Şimdi de sonsuz spliced dizi kavramını genişleten∞∗-spliced dizi kavramını verelim.
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Tanım 4.5. {Ki : i ∈ N}, kümesinin sabitlenmiş bir ∞-parçalanışı ve i ∈ N için x(i) =(
x
(i)
j

)
sınırlı bir dizi olsun. Eğer k ∈ Ki ise bazı j ler için k = vi (j) olur. xk = xvi(j) = x

(i)
j

olacak biçimde tanımlanan x = (xk) dizisine {Ki : i ∈ N} üzerinde∞∗-spliced dizisi denir

[16].

Osikiewicz tarafından tanımlanan∞-spliced dizileri yakınsak diziler kullanılmıştır. Ancak

Yurdakadim ve Ünver, sınırlı dizileri kullanarak tanımlamıştır. Her∞-spliced dizisi,∞∗-spliced

dizisidir. Bir∞∗-spliced dizisi sınırlı olmak zorunda değildir.

Aşağıdaki teorem,∞∗-spliced dizilerini kullanarak Ax dönüşüm dizisinin çekirdeği için bir

tahmin verir.

Teorem 4.6. A, negatif olmayan regüler bir toplanabilme matrisi ve

{Ki = {vi (j)} : i ∈ N}, N kümesinin bir ∞-parçalanışı olsun. Her i ∈ N, için δA (Ki)

mevcut ve
∞∑
i=1

δA (Ki) = 1 ise {Ki} üzerindeki herhangi bir∞∗-spliced x dizisi için

lim inf
n

(Ax)n ≥
∞∑
i=1

δA (Ki)αi (4.6)

ve

lim sup
n

(Ax)n ≤
∞∑
i=1

δA (Ki) βi (4.7)

gerçeklenir. Burada αi = lim inf
j

x
(i)
j ve βi = lim sup

j
x
(i)
j biçimindedir [16].
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İspat. Her i ∈ N için δA (Ki) mevcut,
∞∑
k=1

δA (Ki) = 1 ve x, {Ki} üzerinde bir∞∗-spliced

olsun. Bu durumda [11] de olduğu gibi her n ∈ N için

(Ax)n =
∞∑
k=1

an,kxk =
∞∑
i=1

(∑
k∈Ki

an,kxk

)

=
∞∑
i=1

(
∞∑
j=1

an,vi(j)xvi(j)

)

=
∞∑
i=1

(
∞∑
j=1

an,vi(j)x
(i)
j

)

=
∞∑
i=1

(
A[Ki]x(i)

)
n

elde edilir. Her n ∈ N için fn : N→ C ve gn : N→ C fonksiyonları

fn (i) :=
(
A[Ki]x(i)

)
n

ve gn (i) := H
(
A[Ki]e

)
n

biçiminde tanımlansın. Burada H := sup
k
|xk| ve e = (1, 1, ...) biçimindedir. µ, sayma

ölçüsü olsun. [11] Teorem1.2 gereğince

lim
n
gn (i) = HδA (Ki)

ve

lim
n

∫
N

gn (i) dµ =

∫
N

(
lim
n
gn (i)

)
dµ = H > 0 (4.8)

olur. Ayrıca her n, i ∈ N için

|fn (i)| ≤ gn (i)

olduğu kolaylıkla görülebilir.
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Her n ∈ N için (4.8) ve Fatou lemmasından∫
N

lim inf
n

(fn + gn) (i) dµ ≤ lim inf
n

∫
N

(fn + gn) (i) dµ (4.9)

= lim inf
n

∫
N

fn (i) dµ+

∫
N

gn (i) dµ


= lim inf

n

∫
N

fn (i) dµ+ lim inf
n

∫
N

gn (i) dµ

= lim inf
n

∫
N

fn (i) dµ+H

∞∑
i=1

δA (Ki)

= lim inf
n

∫
N

fn (i) dµ+H

elde edilir. Diğer taraftan (gn), bir i ∈ N için yakınsak olduğundan∫
N

lim inf
n

(fn + gn) (i) dµ =

∫
N

(
lim inf

n
fn (i) + lim inf

n
gn (i)

)
dµ (4.10)

=

∫
N

lim inf
n

fn (i) dµ+

∫
N

lim inf
n

gn (i) dµ

=

∫
N

lim inf
n

fn (i) dµ+H
∞∑
i=1

δA (Ki)

=

∫
N

lim inf
n

fn (i) dµ+H

bulunur. Böylece (4.9) ve (4.10) dan∫
N

lim inf
n

fn (i) dµ ≤ lim inf
n

∫
N

fn (i) dµ (4.11)

= lim inf
n

∞∑
i=1

(
A[Ki]x(i)

)
n

= lim inf
n

(Ax)n
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elde edilir. Şimdi Lemma 4.2. i kullanarak∫
N

lim inf
n

fn (i) dµ =

∫
N

lim inf
n

(
A[Ki]x(i)

)
dµ (4.12)

≥
∫
N

δA (Ki)αidµ

=
∞∑
i=1

δA (Ki)αi

elde ederiz. (4.11) ve (4.12) gereğince

∞∑
i=1

δA (Ki)αi ≤ lim inf
n

(Ax)n

elde edilir, bu da ispatı tamamlar.

Her bir i ∈ N için x(i) yakınsak ise her bir i ∈ N için γi := αi = βi olur. Dolayısıyla

Teorem 4.6., Ax dönüşüm dizisinin çekirdeğinin
[
∞∑
i=1

δA (Ki)αi,
∞∑
i=1

δA (Ki) δi

]
aralığını

aşamayacağını gösterir ve [11] de Teorem 3.4 ü genelleştirir.

4.1. LEBESGUE İNTEGRALİ YARDIMIYLA EŞİTSİZLİKLER

Ünver ve arkadaşları, Banach uzaylarında∞-spliced dizilerininA-limitlerinin Bochner integral

gösterimini vermiştir. Bu kısımda Lebesgue integrali yardımıyla ∞∗-spliced dizilerinin A

dönüşüm dizisinin üst limit ve alt limitleri için bazı eşitsizlikler vereceğiz. Bu sonuç [14]

deki Önerme 2 yi genişletmektedir.

İlk olarak aşağıdaki tanımı hatırlatalım:

Tanım 4.7. F (R) = 1 olacak biçimde F : B (R) → [0, 1] bir küme fonksiyonu olsun.

B (R) de U1,U2, ... ayrık kümeler olmak üzere

F

(
∞⋃
j=1

Uj

)
=
∞∑
j=1

F (Uj)

koşulunu sağlayan F fonksiyonuna bir olasılık ölçüsü veya R üzerinde bir dağılım denir.
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Teorem 4.8. A = (ank), satır toplamları 1 olan negatif olmayan regüler bir matris ve

{Ki = {vi (j) : i ∈ N}}, N kümesinin bir∞-parçalanışı olsun. Eğer her i ∈ N için δA (Ki)

mevcut ve
∞∑
k=1

δA (Ki) = 1 ise {Ki} üzerindeki her sınırlı∞∗-spliced x dizisi için

lim inf
n

(Ax)n ≥
∫
R

tdF

ve

lim sup
n

(Ax)n ≤
∫
R

tdG

gerçeklenir. Burada

F (U) =
∑
αi∈U

δA (Ki)

G (U) =
∑
βi∈U

δA (Ki)

ve αi = lim inf
j

x
(i)
j , βi = lim sup

j
x
(i)
j biçimindedir [16].

İspat. Her i ∈ N için δA (Ki) mevcut olsun. Şimdi [14] daki Önerme 2 de olduğu gibi

s : X → X fonksiyonu

s (t) =

αi , t = αi, i ∈ N

θ , diğer durumlarda

ve f : R→ R fonksiyonu ise

f (t) = t

biçiminde tanımlansın. F dağılımına göre hemen hemen her yerde f = s olur. Dolayısıyla∫
R

tdF =

∫
R

s (t) dF (4.13)
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elde edilir. Şimdi de (sm) basit fonksiyonlar dizisini

sm (t) =

αi , t = αi, i = 1, 2, ...,m

θ , diğer durumlarda

biçiminde tanımlayalım. Her m ∈ N için

|sm(t) − s (t) | =

 |αi| , t = αi, i > m

θ , diğer durumlarda

olduğu kolaylıkla görülebilir. Dolayısıyla her t ∈ X için lim
m→∞

|sm(t)−s (t) | = 0 olur. Diğer

taraftan spliced dizisi sınırlı olduğundan

sup
t∈X
|sm(t) − s (t) | ≤ sup

i>m
|αi| < H

olacak biçimde bir H > 0 mevcuttur. Sınırlı yakınsaklık teoremi gereğince

lim
m→∞

∫
R

|sm(t) − s (t) |dF =

∫
R

lim
m→∞

|sm(t) − s (t) |dF = 0

elde edilir. Bu ise∫
R

s (t) dF = lim
m→∞

∫
R

sm(t)dF = lim
m→∞

∫
R

m∑
i=1

I{αi} (t)αidF (4.14)

= lim
m→∞

m∑
i=1

F ({αi})αi = lim
m→∞

m∑
i=1

δA (Ki)αi

=
∞∑
i=1

δA (Ki)αi

olmasını gerektirir. (4.14) ve Teorem 4.6. gereğince

lim inf
n

(Ax)n ≥
∫
R

tdF

elde edilir. Benzer şekilde

lim sup
n

(Ax)n ≥
∫
R

tdG
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olduğu kolaylıkla gösterilebilir. Bu da ispatı tamamlar.

Her i ∈ N için x(i), yakınsak ise her bir i ∈ N için αi = βi olur. Buradan H := F = G elde

edilir. Böylece Teorem 4.8. gereğince∫
R

tdH ≤ lim inf
n

(Ax)n ≤ lim sup
n

(Ax)n ≤
∫
R

tdH

yani

lim
n

(Ax)n =

∫
R

tdH

bulunur. Bu ise reel durumda [14] daki Önerme 2 nin ispatını verir.

Bu teorem, bir Bochner integrali yardımıyla Banach latislere genişletilebilir.

23



5. SPLICED DİZİLERİN A-DAĞILIMSAL YAKINSAKLIĞI

Bu bölümde Hausdorff topolojik uzayında bir spliced dizinin A-dağılımsal yakınsaklığına

ilişkin bazı sonuçlar verilecektir.

Şimdi bu bölümde kullanacağımız bazı tanımları verelim.

(X, τ) bir topolojik uzay olmak üzere σ (τ), bu uzayın altkümelerinin Borel sigma cebiri

olsun. F : σ (τ)→ [0, 1], F (X) = 1 ve eğer G1,G2,... σ (τ) da ayrık kümeler olmak üzere

F

(
∞⋃
j=1

Gj

)
=
∞∑
j=1

F (Gj)

olacak biçimde bir küme fonksiyonu olsun. Böyle bir fonksiyona bir olasılık ölçüsü veya bir

dağılım adı verilir. (Bu tanım Tanım 4.7. nin topolojik uzaylardaki halidir.) A = (ank), satır

toplamları 1 olan negatif olmayan regüler bir matris olsun. F , σ (τ) üzerinde bir olasılık

ölçüsü olsun. X üzerindeki bir x = (xk) dizisi, eğer F (∂G) = 0 olacak biçimde her

G ∈ σ (τ) için

lim
n→∞

∑
k:xk∈G

ank = F (G)

gerçeklenir ise F ye A-dağılımsal yakınsaktır denir. Burada ∂G, G kümesinin sınırıdır.

Aşağıdaki teorem A-dağılımsal yakınsaklığı karakterize etmektedir.

Teorem 5.1. X bir topolojik uzay olmak üzere A = (an,k), satır toplamları 1 olan negatif

olmayan regüler bir matris, F bir dağılım fonksiyonu ve x = (xk),X uzayında bir dizi olsun.

Bu durumda aşağıdakiler denktir.[2]

(i) x, F dağılımına A-dağılımsal yakınsaktır.

(ii) Her kapalı V altkümesi için lim sup
n

∑
k:xk∈V

ank ≤ F (V ),

(iii) Her açık U altkümesi içinlim inf
n

∑
k:xk∈U

ank ≥ F (U).

Teorem 5.2. X , bir Hausdorff topolojik uzay, A = (ank) satır toplamları 1 olan negatif

olmayan regüler bir matris ve {Ki = {vi (j)} : i = 1, 2, ...,M}, N kümesinin birM -parçalanışı
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olsun. Aşağıdaki önermeler denktir.

(i) Her i = 1, 2, ...,M için δA (Ki) mevcut

(ii)
M∑
i=1

pi = 1 olacak biçimde p1, p2, ..., pM ∈ [0, 1] mevcut ve {Ki : i = 1, 2, ...,M}

üzerinde limit noktaları α1, α2, ..., αM olan herhangi bir spliced dizi her G ∈ σ (τ) için

F (G) =
∑

1≤i≤M,αi∈G
pi biçiminde tanımlanan F : σ (τ) → [0, 1] dağılımına A-dağılımsal

yakınsaktır.

(iii)
M∑
i=1

pi = 1 olacak biçimde p1, p2, ..., pM ∈ [0, 1] mevcut ve {Ki : i = 1, 2, ...,M}

üzerinde x(1), x(2), ..., x(M) ın M -spliced dizileri her G ∈ σ (τ) için

F (G) =
∑

1≤i≤M,αi∈G

pi

biçiminde tanımlanan F : σ (τ) → [0, 1] dağılımına A-dağılımsal yakınsaktır. Burada her

i = 1, 2, ...,M için x(i) = (αi, αi, ...) dizisidir.

İspat. (i) =⇒ (ii) : Her i = 1, 2, ...,M iç in δA (Ki) mevcut olduğunu kabul edelim.

Her i = 1, 2, ...,M için pi = δA (Ki) olsun. {Ki : i = 1, 2, ...,M}, N kümesinin bir

M -parçalanışı olduğundan

1 =
M∑
i=1

δA (Ki) =
M∑
i=1

pi

elde edilir. x, {Ki : i = 1, 2, ...,M} üzerinde α1, α2, ..., αM limit noktalarına sahip

x(1), x(2), ..., x(M) ın M -spliced dizisi ve x(1), x(2), ..., x(M) ın M -spliced dizi ve V , kapalı

bir küme olsun.

Durum 1 : Her i = 1, 2, ...,M için αi /∈ V ise F (V ) = 0 ve

∑
k:xk∈V

ank =
M∑
i=1

∑
k : xk ∈ V

k ∈ Ki

ank

=
M∑
i=1

∑
k:x

(i)
j ∈V

a
n,v

(j)
i

=
M∑
i=1

∑
k:x

(i)
j /∈V C

a
n,v

(j)
i
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elde edilir. x(i), αi değerine yakınsak olduğundan
∑

k:x
(i)
j /∈V C

a
n,v

(j)
i

toplamı her i = 1, 2, ...,M

için sonludur. Ayrıca A regüler olduğundan her j için lim
n
a
n,v

(j)
i

= 0 olur. Böylece son

eşitliğin sağ tarafı, n −→∞ iken sıfıra gider. Dolayısıyla

lim sup
n

∑
k:xk∈V

ank = F (V ) = 0

elde edilir.

Durum 2 : Bazı S ve R için {m (t)}St=1 ∪ {l (t)}Rt=1 = {1, 2, ...,M} olmak üzere

αm(1), αm(2), ..., αm(S) ∈ V ve αl(1), αl(2), ..., αl(S) /∈ V ise F (V ) =
S∑
t=1

δA
(
Km(t)

)
ve

∑
k:xk∈V

ank =
S∑
t=1

∑
k : xk ∈ V

k ∈ Km(t)

ank +
R∑
t=1

∑
k : xk ∈ V

k ∈ Kl(t)

ank

=
S∑
t=1

∑
k : xk ∈ V

k ∈ Km(t)

ank +
R∑
t=1

∑
j:x

(l(t))
j ∈V

a
n,v

(j)
l(t)

≤
S∑
t=1

∑
k∈Km(t)

ank +
R∑
t=1

∑
j:x

(l(t))
j /∈V C

a
n,v

(j)
l(t)

olur. Son eşitsizliğin sağ tarafındaki ilk parça n −→ ∞ iken
S∑
t=1

δA
(
Km(t)

)
değerine gider.

Birinci duruma benzer şekilde her t = 1, 2, ..., R için
∑

j:x
(l(t))
j /∈V C

a
n,v

(j)
l(t)

toplamı sonludur.

Ayrıca A regüler olduğundan her j için lim
n
a
n,v

(j)
l(t)

= 0 olur. Böylece son eşitsizliğin sağ

tarafındaki ikinci terim, n −→∞ iken sıfıra gider. Dolayısıyla

lim sup
n

∑
k:xk∈V

ank ≤
S∑
t=1

δA
(
Km(t)

)
= F (V )

bulunur.
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Durum 3 : Eğer her i = 1, 2, ...,M için αi ∈ V ise F (V ) = 1 ve açık olarak

lim sup
n

∑
k:xk∈V

ank ≤ 1 = F (V )

elde edilir. Dolayısıyla bütün durumlarda herhangi bir kapalı V kümesi için

lim sup
n

∑
k:xk∈V

ank ≤ F (V )

bulunur. Teorem 5.1. gereğince x dizisi, F ye A-dağılımsal yakınsaktır.

(ii) =⇒ (iii) : x, {K1, K2, ..., KM} üzerinde x(1), x(2), ..., x(M) dizilerinin M -spliced dizisi

olsun. Burada i = 1, 2, ...,M için x(i) =
(
x
(i)
k

)
dizisi, her k ∈ N

için x(i)k = αi biçimindedir. Dolayısıyla hipotezden x, F ye A-dağılımsal yakınsaktır. X , bir

Hausdorff topolojik uzayı olduğundan sabit bir i için αi ∈ Ui ve j 6= i koşulunu sağlayan j

için αj /∈ Ui olacak biçimde açık bir Ui kümesi vardır. F (Ui) = pi olduğundan Teorem 5.1.

gereğince

lim inf
n

∑
k:xk∈Ui

ank ≥ pi

elde edilir. Buradan

lim inf
n

∑
k∈Ki

ank ≥ pi (5.1)

olur.

Şimdi Vi = {αi} olsun. X , Hausdorff topolojik uzayı olduğundan Vi, kapalı ve ayrıca

αi ∈ Vi ve j 6= i olacak biçimdeki her j için αj /∈ Vi iken F (V ) = pi olur. Burada X

uzayının en az iki farklı noktaya sahip olduğunu ve αi lerin farklı olduğunu kullanıyoruz.

Böylece Teorem 5.1. gereğince

lim sup
n

∑
k:xk∈Vi

ank ≤ pi
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elde edilir. Buradan

lim sup
n

∑
k∈Ki

ank ≤ pi (5.2)

bulunur. Dolayısıyla (5.1) ve (5.2) eşitsizliklerinden

pi ≤ lim inf
n

∑
k∈Ki

ank ≤ lim sup
n

∑
k∈Ki

ank ≤ pi

elde edilir. O halde δA (Ki) mevcut ve pi değerine eşittir.

Bilindiği gibi regüler bir toplanabilme matrisi ile tanımlanan yoğunluk, sigma toplamsallık

özelliğine sahip değildir. Sıradaki sonuç sonsuz bir parçalanışın yoğunluğunun sigma toplamsallığı

ile ilgilidir.

Teorem 5.3. X , Hausdorff topolojik uzayı,A = (ank) satır toplamları 1 olan negatif olmayan

regüler bir matris ve {Ki = {Vi (j)} : i ∈ N}, N kümesinin bir sonsuz parçalanışı olsun. Her

i ∈ N için δA (Ki) mevcut
∞∑
i=1

δA (Ki) = 1 olması için gerek ve yeter şart
∞∑
i=1

pi = 1 olacak

biçimde i ∈ N için pi ∈ [0, 1] mevcut ve α1, α2, ... limit noktalarına sahip {Ki : i ∈ N}

üzerindeki her∞-spliced dizisi, her G ∈ σ (τ) için

F (G) =
∑
αi∈G

pi

biçiminde tanımlanan F : σ (τ) −→ [0, 1] dağılım fonksiyonuna A-dağılımsal yakınsaktır.

İspat. Her i ∈ N için δA (Ki) mevcut olsun. Her i ∈ N için pi = δA (Ki) alalım öyle ki

1 =
∞∑
i=1

δA (Ki) =
∞∑
i=1

pi

gerçeklensin. x, {Ki : i ∈ N} üzerinde α1, α2, ... limit noktalarına sahip x(1), x(2), ...

dizilerinin herhangi bir∞-spliced dizisi ve V , kapalı bir küme olsun.
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Durum 1 : Her i ∈ N için αi /∈ V ise F (V ) = 0 ve

∑
k:xk∈V

ank =
∞∑
i=1

∑
k : xk ∈ V

k ∈ Ki

ank =
∞∑
i=1

∑
j:x

(i)
j /∈V C

an,vi(j)

elde edilir. fn (i) :=
∑

j:x
(i)
j /∈V C

an,vi(j) ve gn (i) :=
∑
k∈Ki

ank olsun. Bu durumda her i ∈ N için

g (i) := lim
n
gn (i) = lim

n

∑
k∈Ki

ank = δA (Ki) (5.3)

olur. µ, N üzerinde sayma ölçüsü ise [11] deki gibi

lim
n

∫
N

gn (i) dµ = lim
n

∞∑
i=1

∑
k∈Ki

ank

= lim
n

∞∑
k=1

ank

= 1

=
∞∑
i=1

δA (Ki)

=
∞∑
i=1

gi

=

∫
N

g (i) dµ

elde edilir. Ayrıca her n ∈ N için

|fn (i)| =
∑

j:x
(i)
j /∈V C

an,vi(j) =
∑

k : xk /∈ V C

k ∈ Ki

ank ≤
∑
k∈Ki

ank = gn (i) (5.4)
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olur. Bu durumda (5.3), (5.4) ve Lebesgue yakınsaklık teoremi gereğince

lim
n

∑
k:xk∈V

ank = lim
n

∞∑
i=1

∑
j:x

(i)
j /∈V C

an,vi(j) (5.5)

=
∞∑
i=1

lim
n

∑
j:x

(i)
j /∈V C

an,vi(j)

bulunur. x(i), αi değerine yakınsak olduğundan
∑

j:x
(i)
j /∈V C

an,vi(j) toplamı sonlu sayıda terimden

oluşur. Diğer taraftan A regüler olduğundan her j için lim
n
an,vi(j) = 0 olur. Böylece (5.5)

eşitliğinden

lim
n

∑
k:xk∈V

ank = 0

olup buradan

lim sup
n

∑
k:xk∈V

ank = 0 = F (V )

elde edilir.

Durum 2 : {m (t)}∞t=1∪{l (t)}∞t=1 = N olmak üzere αm(1), αm(2), ... ∈ V ve αl(1), αl(2), ... /∈

V ise bu durumda F (V ) =
∞∑
t=1

δA
(
Km(t)

)
ve

∑
k:xk∈V

ank =
∞∑
t=1

∑
k : xk ∈ V

k ∈ Km(t)

ank +
∞∑
t=1

∑
k : xk ∈ V

k ∈ Kl(t)

ank (5.6)

=
∞∑
t=1

∑
k : xk ∈ V

k ∈ Km(t)

ank +
∞∑
t=1

∑
j:x

(l(t))
j ∈V

an,vl(t)(j)

≤
∞∑
t=1

∑
k∈Km(t)

ank +
∞∑
t=1

∑
j:x

(l(t))
j ∈V

an,vl(t)(j)
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gerçeklenir. fn (t) :=
∑

k∈Km(t)

ank ve gn (t) :=
∑
k∈Kt

ank olsun. Bu durumda her t ∈ N için

g (t) := lim
n
gn (t) = lim

n

∑
k∈Kt

ank = δA (Kt)

olur. Birinci durumda olduğu gibi µ, sayma ölçüsü ise

lim
n

∫
N

gn (t) dµ = lim
n

∫
N

g (t) dµ

elde edilir.

|fn (t)| =
∑

k∈Km(t)

ank ≤
∑

k∈Km(t)

ank +
∑

k∈Kl(t)

ank =
∑
k∈Kt

ank = gn (t)

olduğundan Lebesgue yakınsaklık teoremi gereğince

lim
n

∞∑
t=1

∑
k∈Km(t)

ank =
∞∑
t=1

lim
n

∑
k∈Km(t)

ank

=
∞∑
t=1

δA
(
Km(t)

)
elde edilir. Ayrıca birinci durumda olduğu gibi Lebesgue yakınsaklık teoremi, x(i) dizisinin

yakınsaklığı ve A matrisinin regülerliği kullanılarak (5.6) eşitsizliğinin sağ tarafının ikinci

parçasının n→∞ iken sıfıra gittiği kolaylıkla görülür. Dolayısıyla

lim sup
n

∑
k:xk∈V

ank ≤
∞∑
t=1

δA
(
Km(t)

)
= F (V )

elde edilir.

Durum 3 : Her i ∈ N için αi ∈ V ise F (V ) = 1 ve (5.2.) deki gibi

lim sup
n

∑
k:xk∈V

ank ≤ F (V )

olur. Dolayısıyla herhangi bir kapalı V altkümesi için

lim sup
n

∑
k:xk∈V

ank ≤ F (V )
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olur. Böylece Teorem A gereğince x dizisi, F ye A-dağılımsal yakınsaktır.

Şimdi de yeterliliği ispat edelim. M , sabit pozitif bir sayı, i = 1, 2, ...,M için αi ∈ X ,

i = 1, 2, ...,M − 1 için x(i) yakınsak bir dizi ve i < M için αM , αi den farklı olmak üzere

i = M,M + 1, ... için x(i) = (αM , αM , ...) olsun. Bu durumda hipotezden {Ki : i ∈ N}

üzerinde x(1), x(2), ... dizilerinin herhangi bir ∞-spliced dizisi olan x dizisi, her G ∈ σ (τ)

için

FM (G) =
∑
αi∈G

pi

olacak biçimdeki FM : σ (τ) −→ [0, 1] dağılım fonksiyonuna A-dağılımsal yakınsaktır.

Diğer taraftan p∗M = 1−
M−1∑
i=1

pi olmak üzere

∑
αi∈G

pi =



∑
1 ≤ i ≤M − 1

αi ∈ G

pi , αM /∈ G

∑
1 ≤ i ≤M − 1

αi ∈ G

pi +
∞∑
i=M

pi , αM ∈ G

=
∑

1 ≤ i ≤M − 1

αi ∈ G

pi + I{αM∈G}p
∗
M

gerçeklenir. Şimdi N kümesinin bir sonlu parçalanışı{
K1, K2, , , KM−1, K =

∞⋃
j=M

Kj

}

biçiminde tanımlayalım. Bu durumda {K1, K2, , , KM−1, K} üzerinde x(1), x(2), ... dizilerinin

M -spliced dizisi yine x dizisidir. x, FM ye A-dağılımsal yakınsak olduğundan 5.2. den her

i = 1, 2, ...M − 1 için δA (Ki) mevcut ve pi değerine eşittir. M keyfi olduğundan her i ∈ N

için δA (Ki) mevcut ve
∞∑
i=1

δA (Ki) olur.
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Doğum Tarihi ...
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