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SIMGE VE KISALTMA LISTESI

Kisaltmalar Aciklama

w : Reel veya kompleks tiim diziler uzay1
Ax : x dizisinin A doniistimii

WA : A doniisiimii mevcut tiim diziler uzay1
cA : A toplanabilir tiim diziler uzay1

I(F) : E kiimesinin dogal yogunlugu

da(E) : E kiimesinin A-yogunlugu

oG : GG kiimesinin siniri
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1. GIRIS

Toplanabilme teorisi matematikte 6nemli bir yer tutmaktadir. Bu teorinin temel amaci iraksak
bir diziye bir limit karsilik getirebilmektir. Bu amacla ¢ok sayida calisma yapilmistir. Bu
baglamda Osikiewicz [11] tarafindan 2005 yilinda spliced dizi kavrami ortaya atilmistir.
Aslinda spliced dizi kavrami, sinirh 1raksak bir diziyi toplayabilecek regiiler bir matris olup
olmadigina iliskin yeni bir bakis acis1 ortaya koymaktadir. 2014 yilinda Unver ve arkadaslari
[14] tarafindan topolojik uzaylarda spliced dizilerin A-dagilimsal yakinsakligi ¢alisilmisgtir.
2016 yilinda Yurdakadim ve Unver [16] tarafindan spliced dizi kavraminin bir genislemesi
verilmis olup toplanabilme matrisleri yardimiyla elde edilen doniisiim dizisinin ¢ekirdegine
ilisgkin ve Lebesgue integrali yardimiyla spliced dizilere iligkin bazi sonuglar verilmistir.
Ayrica spliced dizilerin toplanabilmesi ve noktalarin yogunlugu kavrami baz1 matematikgiler

tarafindan ¢calistlmistir [1], [4], [5], [7].

Bu tez, [11], [14], [16] ¢alismalarinda elde edilen sonuglarin bir derlemesi niteligindedir.



2. TEMEL KAVRAMLAR

Bu boliimde tez boyunca kullanacagimiz bazi temel tanim ve kavramlar verecegiz.

Tanmim 2.1. w, reel ya da kompleks terimli tiim dizilerin uzay1 ve £ C w alt vektor uzayi
olmak lizere I’ uzayina bir dizi uzay1 denir. Bir £ dizi uzayindan reel ya da kompleks cisme
taniml lineer bir f fonksiyoneline toplanabilme metodu denir. Eger £ yakinsak diziler
uzayin igeriyor ve limx = L oldugunda f(x) = L oluyorsa f fonksiyoneline regiiler

toplanabilme metodu denir.

Tamim 2.2. A = (a,y) reel ya da kompleks terimli sonsuz bir matris ve © = (zy) bir dizi

olmak iizere her n € N icin

oo
E Ak T
k=1

serisi yakinsak ise

(e.9]

(Ax), = Z nkTh

k=1

olmak iizere Azx := {(Ax),} dizisine = dizisinin A dontisiim dizisi denir [15]. A doniisiim

dizisi mevcut olan tiim dizilerin uzay1 w4 ile gosterilir.
Simdi
ca = A{x € wa : {(Ax),} dizisi yakinsak}

kiimesini tanimlayalim. Eger f : ¢4 — K fonksiyonelini f(z) = liT{n(Ax)n seklinde
tanimlarsak f bir toplanabilme metodudur. Eger lim(Az), = L ise = dizisi L degerine
A — toplanabilirdir denir. Eger A matrisi keyfi yalimsak bir diziyi, limitini de koruyarak
yakinsak bir diziye doniistiiriiyor ise A matrisine regiiler matris denir. Regiiler matrisler

asagidaki teorem ile karakterize edilirler.

Teorem 2.3. (Silverman-Toeplitz) Bir A = (a,;) matrisinin regiiler olmasi i¢in gerek ve

yeter kosul;



() [|A]] == sup > |an| < oo
n k=1
(77) ar, == lim a,, =0,k =1,2,... i¢in
n—oo
(7ii) lim > an, =1
olmasidir [3].

Ornegin

, 1 <k <n

Cnk =

S 3=

, k>mn
bi¢ciminde tanimlanan birinci mertebeden C'; = (¢,,;) Cesaro matrisi regiilerdir.

Simdi de 6zel durumda bir dizinin klasik yakinsaklik kavramini ihtiva eden bir toplanabilme

metodu verelim.

Tanim 2.4. A = (a,;) negatif olmayan regiiler bir matris olmak iizere her £ > 0 i¢in

fam, > ams =0
k: |:l‘k—L|2€
olacak bigimde bir L sayisi varsa x = (zy) dizisi L sayisina A-istatistiksel yakinsaktir
denir ve sty — lim x = L ile gosterilir [6], [9].

sty ile A-istatistiksel yakinsak dizilerin uzayini gosterecegiz.

Simdi bir ¢ > O i¢in E. = {k € N : |z, — L| > ¢} dersek xp. bu kiimenin karakteristik
fonksiyonu olmak {iizere st4-limz = L olmasi i¢in gerek ve yeter kosul her ¢ > 0 i¢in
1i_>m (Axg. (k))n = 0 olmasidir. Burada A — istatistiksel yakinsaklik tamminda A matrisi
;er?rjle (', Cesaro matrisi alinirsa, istatistiksel yakinsaklik elde edilir. Diger taraftan

da(E) = lim ) a,, mevcut ise E kiimesi A — yogunluga sahiptir diyecegiz [8]. O halde

kEE
st4 — limz = L olmast igin gerek ve yeter kosul her ¢ > 0 i¢in 0 4(E.) = 0 olmasidur.

Burada 6zel olarak A matrisi birim matris alinirsa klasik yakinsaklik elde edilir.



Ornek 2.5.

Vi, k=m?
TR = (m=1,2,3,...)
1, k#m?

seklinde tanimlanan x = (z},) dizisinin istatistiksel yakinsakligini inceleyelim. Her ¢ > 0
icin
Hk<n:|lzy—1>el| <{k<n:zp #1} < Vn

oldugundan

1 1
Im —{k<n:|o,—1] > e} < lim — [{k <n:xp # 1}
n—o0 N

n—oo 1

1
< lim —/n =0

n—oo M

elde edilir. Dolayisiyla x dizisi 1 degerine istatistiksel yakinsaktir.

Boylece
{keN:|z,— 1| >¢c} ={k=m?: meN}
oldugundan
§({k=m’:meN})=0

olup her ¢ > 0 ve hemen her k i¢in |z, — 1| < € (yani {k € N : |z, — 1| > 0} sifir

yogunluklu)oldugundan st — l¢max = 1 bulunur.

Burada istatistiksel yakinsaklik ile alisilmis yakinsaklik arasinda nasil bir iliski olabilecegi
sorusu akla gelebilir. Hemen belirtelim ki alisilmis anlamda yakinsak olan her dizi istatistiksel
yakinsaktir. Fakat Ornek 2.5. *den goriilecegi gibi sinirsiz iraksak bazi diziler de istatistiksel

yakinsak olabilmektedir.



3. SONLU VE SONSUZ SPLICED DIiZiLER

Osikiewicz [11] tarafindan 2005 yilinda spliced dizi kavrami ortaya atilmistir. Aslinda
spliced dizi kavrami, sinirli iraksak bir diziyi toplayabilecek regiiler bir matris olup olmadigina

iligkin yeni bir bakis agis1 ortaya koymaktadir.

3.1. SONLU SPLICED DIiZIiLER

Bu boliimde sonlu spliced diziler incelenecektir. Oncelikle olarak bazi temel kavramlari
hatirlatalim.
t € R olmak tizere lim z,, = L olmasi lim (Az), = tL olmasi gerektiriyorsa A matrisi

n—oo n—o0

t-carpimsaldir denir.

A := (ay) sonsuz bir matris ve £ := {v (j)}, dogal sayilarin sonsuz bir altkiimesi olsun.

dn e = Gn (k) Olmak lizere AlEl .= (d,, 1) matrisine kolon altmatrisi denir.
Simdi de kolon altmatrisi ve ¢carpimsallik arasindaki iligkiyi veren agagidaki teoremi verelim.

Teorem 3.1. A negatif olmayan regiiler bir matris ve F := {v (j)}, dogal sayilarin sonsuz
bir altkiimesi olsun. 64 (F) mevcutise A¥, 5, (E)-¢arpimsaldir. Karsit olarak A¥), ¢-carpimsal

ise 64 (F) mevcuttur ve ¢ degerine esittir [11].

ispat. APl A matrisinin kolon altmatrisi oldugundan Teorem 2.3. in (i) ve (ii) sartlarini

sartlarin1 saglar. Ayrica her bir n icin

(A[E]e)n = Z an,v(k) = Z G,k
k=1 keE

olur. Dolayistyla 04 (E) mevcutise A, §,4 (E)-carpimsaldir. Karsit olarak AlF], ¢-carpimsal

ise



elde edilir. m

Tamim 3.2. )M, sabit pozitif bir tamsay1 olsun. Dogal sayilarin bir M — parcalanmast

M
UKi:NveW#riginKiﬂKr:Q

i=1
olacak bigimdeki ¢ = 1,2, ..., M i¢in K; = {v;(j)} sonsuz kiimelerinden olusur [11].

Tamm33. i = 1,.., M icin v = (7{)2, , lim yj@
j—00

21 = p' olacak bicimde yakinsak

bir kompleks dizi olsun. n € K; ise en az bir j i¢cin n = v;(j) oluyorsa = dizisine

Ky} M— pargalanmas: iizerinde 7, ..., ™) dizilerinin M — spliced dizisi

.....

denir. Yani x, = x,,(j) = 7]@ olur [11].

Bir M — spliced, en ¢ok M tane limit noktasina sahip olan sinirl bir dizidir.

Karsit olarak z dizisi p", ..., p™™) bigiminde farkl1 M/ tane limit noktasina sahip simrli bir

dizi ise agik¢a goriilece8i gibi bir { Ky, Ko Ky} M— parcalanmas: mevcuttur dyleki

,,,,,

Ky} tizerinde bir M — spliced dizisidir. Tabiki bu M — par¢alanmas: tek

desildir.
Ornegin, M = 2 olsun. K; = {2j — 1352, ve Ky = {2j}32, pargalanmasini gbz Oniine

alalm. 7 = (422, @ = (4{)> iki yakinsak kompleks dizi olsun. {K7, K>}

n=1»

2-parcalanmasi iizerinde (1), (?) dizilerinin 2-spliced x dizisi

7 n=2j-1

2 .
W, o m=2j

Ty =

bi¢ciminde tanimlansin. Yani x = {%1), %2)7 751)7 752), %51), véz), ...} elde edilir [10].

Teorem 3.4. A, negatif olmayan regiiler bir matris olsun ve { K, K»
M

gozoniine alalim. Her ¢ = 1,2, ...M i¢in 0(K;) mevcutise > d4(K;) = 1 gerceklenir [10].
i=1

Ky} M-pargalanmasing

77777



Ispat. ¢ = (1,1, ...) olmak iizere

M
= i (Ae), = lim ) an

olup ispat tamamlanir. m

Tanim 3.5. A, regiiler bir matris olsun ve { K, K, ..., Kj;} sabitlenmis bir M -parcalanmasina
gozoniine alalim. Eger { K1, K>, ..., K);} M-parcalanmas: iizerindeki her M-spliced x
dizisi A-toplanabilirse A matrisi { K1, Ko, ..., K} tizerinde splicing 6zelligine sahiptir

denir [11].

Teorem 3.6. A, { Ky, Ko, ..., K);} iizerinde splicing 6zelligine sahip negatif olmayan regiiler
bir matris olmas i¢in gerek ve yeter sart i = 1,2,...M igin d4(K;) yogunluklarinin mevcut

olmasidir [11].

Ispat. Her biri = 1,..., M icin 64 (K;) mevcut oldugunu kabul edelim ve =, { K1, ..., K/}

M -parcalanigi tizerinde bir M -spliced dizi olsun. Bu durumda verilen bir n i¢in

(Az), = Z ATl = Z (Z ankxk>

k=1 i=1 keK;



olur. Teorem 3.1. geregince A%, §, (K;) —carpimsal olur. Dolayisiyla

n—oo

M M
: i KDy@) = § lim (A6
lim (Az), = T}gﬂ;); (A1) = ;gggo (A1)

M
= da ()T
=1

M

elde edilir. Boylece z dizisi > 64 (K;) ') degerine A-toplanabilirdir ve dolayisiyla A,
i=1

{Kj, ..., K} tizerinde splicing 6zelliine sahiptir. m

Teorem 3.7. A, regiiler bir matris olsun. Herhangi bir M i¢in A matrisinin { K, K>, ..., K/}

tizerinde splicing 6zelligine sahip olmayacak bicimde en az bir { K1, Ko, ..., K/}

M-parcalanmast mevcuttur [10].

Ispat. Steinhaus, regiiler bir matrisin toplayamayacagi terimleri O ve 1’lerden olusan en az
bir dizinin mevcut oldugunu gostermistir [13]. Dolayisiyla sabit bir M icin

M
Ky ={n:z, =1} ve Ky, ..., K); kiimeleri ayrik sonsuz ve | J K; = N\ K; olacak bi¢gimde
=2

{K1, Ky, ..., Kj} M-parcalanmasine gozoniine alalim. O halde x dizisinin kendisi { K7, Ko, ...

iizerinde v\, ..., 7" dizilerinin bir spliced dizisi olarak diisiiniilebilir. Burada 1\" =

(1,1,...) ve i # 1igin ) = (0,0, ...) bicimindedir. Dolayisiyla z, bir M — spliced dizisi
olup A-toplanabilir degildir. m

3.2. SONSUZ SPLICED DiZILER

Bu boliimde sonsuz spliced diziler incelenecektir.

Tanmm 3.8. N iizerinde bir co — parcalanis, N = U | E; ve i # ki¢in E; N E), = & olacak

bicimde sayilabilir sonsuz sayida E; = {v;(j )}j’;l , 7 € N sonsuz kiimelerini igerir [11].
Tanmm 3.9. {£;}, N kiimesinin sabit bir oo — par¢alanig: olsun. ¢ € N i¢in

lim; o0 7](7) = I'® olacak bicimde bir v(*) = (yj(i));?‘;l yakinsak kompleks dizi olsun. {E;}

oo —parcalanasy lizerinde v, i € N dizilerinin co— spliced dizisi asagidaki gibi tanimlanan

x dizisidir. Eger n € E; ise baz1 j igin n = v;(j) olup x, = 2y, = ’yj(-i) olsun [11].

7KM}



Bir oo — spliced dizinin simrli olmak zorunda olmadigim vurgulayalim. Ayrica eger I'(¥),

sonsuz sayida ¢ i¢in farkliysa = sayilabilir sayida limit noktalarina sahip olacaktir.

Tanim 3.10. A, regiiler bir matris olsun ve sabit bir { £;} oo — par¢alanigine gz oniine
alahm. Eger A, { E;} oo — parcgalanag iizerinde her sinirh & oo — spliced dizisini toplar ise

A, {E;} tizerinde splicing 6zelligine sahiptir denir [11].

Teorem 3.11. Negatif olmayan bir A regiiler matrisi, { F; } co—par¢alanis: iizerinde splicing

ozelhgme sahipse her ¢ i¢in 4 (E;) mevcuttur. Tersme her i igin d 4 (E;) mevcut ve

25 4 (F;) = 1ise A matrisi, lim (Ax), Z(S A4 (E;) T® olmak tizere {E;} iizerinde

n—)oo

i=1
splicing 6zelligine sahiptir [11].

Ispat. A matrisinin {E;} iizerinde splicing 6zelligine sahip oldugunu kabul edelim. Teorem
3.6. nin ispatina benzer sekilde her i i¢in ¢ 4 (E;) mevcut oldugu kolaylikla goriiliir. Tersine
her 7 i¢in § 4 (E;) yogunluklarinin mevcut oldugunu, Z d4 (E;) = 1kabul edelim ve x, { E;}

=1
tizerinde bir sinirli sonsuz spliced olsun. Verilen bir n i¢in

Azx), = Z Up T = Z (Z an,k$k>

i=1 keE;

:z:: (Zaw 2, ])> Z (Zanvz @O >
Z (A1)

8

olacaktir. Sabit bir n igin f, : N — C ve g, : N — C fonksiyonlarinif, (i) = (AFily®)

n

ve gy (i) = M (AlFde) biciminde tanimlayahm. Burada M = ||z|, = sup|z;| ve e =
J
(1,1,1,...) bicimindedir.
Verilen bir 4 i¢in A", 6, (E;) carpaniyla ¢arpimsal oldugu icin
f(@) = lim f, (i) = lim (AP40) =5, (F,)T®

n—00 n—00 n

Ve

g (i) = lim g, (i) = lim M (A[Ei]e)n = Moba(E;)

n—oo n—oo



olur. Eger y, sayma 0lciisii olarak alinirsa

n—00 n—00 4

lim [ g, (i)dp = lim Z M (A[E"}e)n
N =1

[e.o]

- i [E:]
=M lim ) (A%,

=1

23 3 (o] = 3o

i=1 \keE;

elde edilir. A regiiler ve > 04 (E;) = 1 oldugundan

1=1
lim [ g, (i)dp = M lim Zamk:M.l:MZéA(Ei):/gn(i)du
olup
lim [ g, (i) dp = / lim g, (1) du (3.1)
n—00 n—00
N N

elde edilir. Ayrica her n i¢in

| fo (0)] = }(A[Ei],y(i))n‘ =

[ee]
(@)
Z An i)V
i=1

<MD ana,, = M(APe), = g, (i) (3.2)
j=1

bulunur. Boylece (3.1) ve (3.2) gbz Oniine alinarak Lebesgue yakinsaklik teoremi geregince

' — B0y N fi (AEL0) — N
lim (Az), Jggo(;fl Y ;T}grolo(fl Y ;%(EZ)F

elde edilir. Bu nedenle x dizisi, Y 64 (E;) ') degerine A—toplanabilirdir ve sonug olarak

=1
A, {E;} tizerinde splicing 6zelliine sahiptir. m

Ornek 3.12. Heri € Nigin E; = {27! (2j — 1)}.2, olsun. Verilen bir i igin E; sonsuzdur
ve N = U, E; olur. ¢ # kicin E; N Ej, = & oldugunu gérmek icin aksini kabul edelim.
Yani E; N £}, # @ olacak bicimde 7, k¥ € N indislerinin mevcut oldugunu kabul edelim. Bir

10



n € E; N Ej mevcuttur ve sonug olarak
n=2"1(2j,—1)=2""1(2j, - 1)

olacak bicimde j, ve j; secebiliriz. Genelligi bozmaksizin £ > 7 kabul edebiliriz. Bu

durumda
250 — 1 =2""(25, — 1)

olur. Fakat bu denklemin sag tarafi bir ¢ift say1 olmasina ragmen sol tarafi tek sayidir. Bu ise

celigkidir. Bu nedenle ¢ # k i¢in F; N Ej), = @ gergeklenir. Her 7 i¢in

j 1
§(E) = lim ——=—— = —
(B) = I o= = 2

oldugunu biliyoruz. Bu nedenle {E;}, her ¢ igin 0 (F;) = 2—1, ve 25 = 1 olacak

bicimde N kiimesinin bir co — parc¢alanisider.

Ornek 3.13. N kiimesinin bir co—parcalanisine olusturalim. F; karelerin kiimesi, F, kareler
+1 in kiimesi, F3 kareler +2 nin kiimesi olsun. F, kiimesi onceden kullanilan terimler
cikarilarak kareler 43 {in kiimesidir. Tiimevarimdan F£; kiimesi, 6nceden kullanilan terimler
cikarilarak kareler +7 — 1 in kiimesi olacaktir. Yani [[i]], % sayisinin tam degeri olmak
tizere i > 1igin E; = {2+ (i —1)}2 j=[i] olur. Bu yorumdan her i i¢in E; sonsuzdur
ve N = U2, E; ve i # kigin E; N Ej, = @ bigimindedir. Ayrica 6 (E;) = jlggo jig = 0ve
i > licin 6 (E;) = hm m = 0 olur. Bu nedenle {E;}, her ¢ igin 0 (E£;) = 0 olmak

tizere N kiimesinin blr 00 — pargalanagidir.

Ornek 3.14. {r;}3°, [0, 1] araligindaki rasyonel sayilar kiimesini gostersin ve x, agagidaki
gibi tanimlanan dizi olsun:

Her n € Niginn = 271 (25 — 1) olacak bigimde i, j tamsayilarinin bir tek ¢ifti mevcuttur.
x, = r; olsun. x dizisinin C'} — toplanabilir oldugunu gosterelim.

Her i igin (%), r; sabit dizisi ve E; = {27! (2] — 1)} _, olmak iizere { £/} oo — parcalanist

iizerinde ) dizilerinin bir siirl1 co — spliced’1 oldugu goriilebilir. Ornek 3.12. den her i

11



icin § (E 57 Ve Zé = 1 dir. Bu nedenle Teorem 3.11. kullanilarak

nh—>Hc}o (Chx), Zé i%n < 00

=1

elde edilir. Bu da z dizisinin C — toplanabilir oldugunu soyler.
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4. SONLU VE SONSUZ SPLICED DIiZiLERIN GENISLEMESI UZERINE

A = (ayy) bir toplanabilme matrisi olmak iizere asagidaki seriler ve limit mevcut oldugu

siirece
X (A) = lignZank — Zak
k k

olsun. A matrisi konservatif (yakinsak dizileri yakinsak dizilere donuistiiren matrislere konservatif

matris denir. ) ise y (A) mevcut oldugu bilinmektedir. [3].

Teorem 4.1. A = (a,;) bir toplanabilme matrisi ve x (A) mevcut olsun. Her & > ¢ i¢in

oo
anr > 0 olacak bicimde bir ¢ tamsayist mevcut ise Zakxk serisi yakinsak oldugu siirece
k=1

hm inf (Az),, Z apry + X (A) liminf z,,
k=1
ve
lim sup (Ax), < Z arzy + x (A) limsup x,,
k=1 "

gerceklenir [12].

Ispat. [ = liminf, 2, > —oo oldugunu kabul edelim. Ispat: tamamlamak icin keyfi ¢ > 0
say1 olmak iizere her £ > N i¢in z, > | — ¢ ve a, > 0 olacak bigcimde bir N tamsayisinin

mevcut oldugunu gostermek yeterlidir. Eger r > N ise

(Az), = (I —¢) Zan,k + Zan,k(xk —l4+e)+ Z an (T — L +¢)
k=1 k=1 k=r+1

yazabiliriz. Uciincii seri negatif degildir ve

oo
lim E Anp =1,
n—+00 ’

k=1

13



T

JLIEOZ(INk k—l—f—i‘f Zak k—l‘l—g

k=1

olup dolayisiyla

liminf(Az), > (I — 5) Z ap) + Z Ty

elde edilir. » > N keyfi oldugundan

liminf(Az), > (I —¢)x(A) + Z aTy

n

olur. Bu da ilk esitsizligin ispatin1 tamamlar. Ikinci esitsizlik i¢in ilk esitsizlikte « yerine —x

almak yeterlidir. m

Lemma4.2. A = (a,;), negatif olmayan regiiler toplanabilme matrisi X := {v;}, N

kiimesinin sonsuz bir altkiimesi ve x = (xy) siirh bir dizi olsun. §4 (K) mevcut ise

lim inf (A[K]m)n > 04 (K)liminf z, 4.1)
ve
lim sup (A[K]x)n <64 (K)limsup z, 4.2)

gerceklenir [16].
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Ispat. A matrisi regiiler oldugundan her k& € N i¢in a;, := lima,;, = 0 olup her n,k € N

i¢in by, = a,,,, olmak lizere her k£ € Nigin b;, = 0 olur. Teorem 4.1. geregince

lim inf (A[K}x)n > Z brxy + x (A[K]) lim inf x,,
k=1
=X (A[K]) liminf x,,

m > b — Y bk> lim inf 2,
= | lim Z an,vk) liminf z,,

n & n
= | lim Z ank> lim inf z,,

keK
= 04 (K)liminf z,

elde edilir. (4.1) esitsizliginde x yerine —x alinirsa (4.2) esitsizliginin ispat1 elde edilir. m

Simdi sonlu spliced dizi kavramini genisleten M *-spliced dizi kavramini verelim.

Tanmm 4.3. {K;:i=1,2,..., M}, N kiimesinin sabitlenmig bir M -parcalanigi ve

i)
J

i=1,2,..., M} tizerinde M*-spliced dizisi denir [16].

i =1,2,...,M icin 2z = (xi”) sinirht bir dizi olsun. Eger £ € K; ise baz1 j ler i¢in
(
€T

k= v (j)olur. zp = @) = olacak bicimde tamimlanan z = (xy) dizisine {K; :

Osikiewicz, M -spliced dizileri yakinsak dizileri kullanarak tanimlamisti. Ancak Yurdakadim
ve Unver, smirlt dizileri kullanarak tanimlangtir. Her M -spliced dizisi, M*-spliced dizidir.

Ayrica her M*-spliced dizi sinirhdir.

Siradaki teorem M *-spliced dizilerini kullanarak Ax doniigiim dizisinin ¢ekirdegine iligkin

bir tahmin verir.

Teorem 4.4. A, negatif olmayan regiiler bir toplanabilme matrisi ve
{K; ={v;(j)}:i=1,2,..., M}, N kiimesinin bir M -parcalanigi olsun. Her i = 1,2, ..., M

Jicin 04 (K;) meveut ise { K;} iizerinde her M *-spliced x dizisi igin

M
liminf (Az), > Z(SA (K;) oy (4.3)
i=1

15



veE

4.4)

limsup (Az),,

||M§

gerceklenir. Burada o; = lim inf w§ ve [3; = lim sup x blglmlndedlr [16].
J J

Ispat. Her i = 1,2,..., M icin 6, (K;) mevcut ve x, {K;} iizerinde bir M *-spliced dizi
olsun. Bu durumda her n € N ig¢in [11] de oldugu gibi

(Az), = iankxk => (Z ankxk) (4.5)

i=1 i=1 \keK;

M 00
= (Z n, vz(')%(j)>

=1 7j=1
M

- o
i
1=1 (Z Ny )

M
_ (Z A[Ki1x<i>>
i=1 .

elde edilir. Boylece (4.5) ve Lemma 4.2. geregince

M
liminf (Az),, = liminf Z (A[Ki]x(i))n

i=1

M
> Z lim inf (A[Ki]x(i))

n n

olur. Dolayisiyla (4.3) esitsizliginin ispati tamamlanir. (4.3) esitsizliginde x yerine —x

alinirsa (4.4) elde edilir. m

Herhangi bir i = 1,2, ..., M icin 2 yakinsak ise her i = 1,2, ..., M igin 7, := aZ B; olur.
Dolayistyla Teorem 4.4., Az doniisiim dizisinin ¢ekirdeginin [Z da (K;) Z da (KG) B

i=1
aralifin1 asamayacagini gosterir ve [11] de Teorem 2.5 i genellestirir.

Simdi de sonsuz spliced dizi kavramini genisleten co*-spliced dizi kavraminm verelim.

16



Tamm 4.5. {K; : i € N}, kiimesinin sabitlenmis bir co-pargalanist ve i € N igin () =

(@)

(x(.i)> siurlt bir dizi olsun. Eger k € Kj ise bazi j ler igin k = v; (j) olur. ), = z,,(j) = 7;

J
olacak bi¢imde tanimlanan « = (zy,) dizisine { K; : i € N} tizerinde co*-spliced dizisi denir

[16].

Osikiewicz tarafindan tanimlanan oo-spliced dizileri yakinsak diziler kullanilmigtir. Ancak
Yurdakadim ve Unver, sinirli dizileri kullanarak tanimlamstir. Her co-spliced dizisi, oo*-spliced

dizisidir. Bir oo*-spliced dizisi sinirli olmak zorunda degildir.

Asagidaki teorem, co*-spliced dizilerini kullanarak Az doniisiim dizisinin ¢ekirdegi igin bir

tahmin verir.

Teorem 4.6. A, negatif olmayan regiiler bir toplanabilme matrisi ve
{K; = {v; (j)} : © € N}, N kiimesinin bir co-parcalanis1 olsun. Her i € N, i¢in 04 (K;)

mevcut ve 25 4 (K;) = 1ise { K;} iizerindeki herhangi bir co*-spliced x dizisi i¢in
i=1

lim inf (Az), > 64 (K;) a; (4.6)
i=1
ve
limsup (Az), < Z(SA (K3) B; 4.7)
n i=1

gerceklenir. Burada «; = lim inf xy) ve [3; = lim sup xy) bicimindedir [16].
j j

17



Ispat. Her i € N igin 64 (K;) mevcut, Z 04 (K;) = 1ve x, {K;} tizerinde bir co*-spliced
olsun. Bu durumda [11] de oldugu gibi her n € Nigin

(Az), = Zan,kxk = Z (Z an,kxk>

k=1 =1 keK;

(En)
{0

(A0

Mg HM8

7

M

=1

elde edilir. Her n € Nigin f,, : N — C ve g, : N — C fonksiyonlar1

n

biciminde tanimlansin. Burada H := sup |xx| ve e = (1,1,...) bicimindedir. p, sayma
k

Olciisii olsun. [11] Teorem1.2 geregince
ve

lim/ i) dp = / hmgn du H>0 (4.8)
N

olur. Ayrica her n,¢ € Nigin

[ fn ()] < gn (0)

oldugu kolaylikla goriilebilir.
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Her n € N i¢in (4.8) ve Fatou lemmasindan

[ it (5,4 g0) 0) die < mint [ (£, + 9.) 0) do

N N

~ tim inf / Fu () dp + / o (i) dp
N

N
= lim inf / fn (4) dpe + lim inf/gn (1) dp
N N
= liminf/fn (i) dp + HZ5A (K;)
A i=1
= lim inf / fo(@)du+ H
N

elde edilir. Diger taraftan (g, ), bir i € N i¢in yakinsak oldugundan

/lirr;inf (fn =+ gn) () dp = / <1im inf f,, (7) + liminf g, (z)) du

N N
= /lim inf f,, (7) du + /lim inf g,, (7) dp
N N
= / lim inf f, (i) dp + H Y 64 (K;)
Loon i=1
= /liminf fo(@)dp+H
N

bulunur. Boylece (4.9) ve (4.10) dan

/lim inf f,, (1) dp < liminf / fn () dp
N

N
= lim inf Z (A[K"}x(i))n
i=1

= lim inf (Az),,

19
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elde edilir. Simdi Lemma 4.2. i kullanarak

/lim inf f, (1) dp = /lim inf (A[Ki]x(i)) dp (4.12)
N N
> /6A (K;) adp
N

elde ederiz. (4.11) ve (4.12) geregince
Z 04 (K;) a; < liminf (Ax),
i=1

elde edilir, bu da ispat1 tamamlar. m

Her bir i € N icin 20 yakinsak ise her bir i € N i¢cin 7; := a; = (3; olur. Dolayistyla

Teorem 4.6., Azx dontigiim dizisinin ¢ekirdeginin | 64 (K;) oy, > 04 (K;)0;| araligim
i=1 i=1

asamayacagini gosterir ve [11] de Teorem 3.4 i genellestirir.

4.1. LEBESGUE INTEGRALI YARDIMIYLA ESITSIZLIKLER

Unver ve arkadaslar1, Banach uzaylarinda oo-spliced dizilerinin A-limitlerinin Bochner integral
gosterimini vermistir. Bu kisimda Lebesgue integrali yardimiyla oo*-spliced dizilerinin A
doniisiim dizisinin st limit ve alt limitleri i¢in bazi esitsizlikler verece8iz. Bu sonug [14]

deki Onerme 2 yi genisletmektedir.
I1k olarak asagidaki tanimi hatirlatalim:

Tamm 4.7. F'(R) = 1 olacak bi¢imde F' : B(R) — [0, 1] bir kiime fonksiyonu olsun.
B (R) de Uy,Us, ... ayrik kiimeler olmak iizere

F <[OJUj> = f:F(Uj)

kosulunu saglayan £’ fonksiyonuna bir olasilik dl¢iisii veya R iizerinde bir dagilim denir.
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Teorem 4.8. A = (a,;), satir toplamlar1 1 olan negatif olmayan regiiler bir matris ve
{K; ={v; (j) : i € N}}, N kiimesinin bir co-pargalanisi olsun. Eger her ¢ € N icin 04 (K;)

meveut ve > 04 (K;) = 1ise { K;} tizerindeki her sinirli oo*-spliced x dizisi i¢in
k=1

n

liminf (Az), > /tdF

R

veE

n

limsup (Az), < /th
R

gerceklenir. Burada

ve oy = lim inf :cg.i), B; = lim sup xgi) bicimindedir [16].
J J

Ispat. Her i € N icin §, (K;) mevcut olsun. Simdi [14] daki Onerme 2 de oldugu gibi
s : X — X fonksiyonu

(673 t:ai,iGN
s(t) =

6 , diger durumlarda

ve f : R — R fonksiyonu ise

fF)y=t

biciminde tanimlansin. F' dagilimina gore hemen hemen her yerde f = s olur. Dolayisiyla

/tdF _ /s(t) 3 @.13)
R R
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elde edilir. Simdi de (s,,) basit fonksiyonlar dizisini

Oéi,t:()éi, i:1,2,...,m
Sm (t) =

6 , diger durumlarda

biciminde tanimlayalim. Her m € N igin

i, t=a; i>m
|Sm@) — s (8) | = N
6 , diger durumlarda

oldugu kolaylikla goriilebilir. Dolayistyla her ¢ € X i¢in lim |s,,4) — s () | = 0 olur. Diger
m—0o0

taraftan spliced dizisi sinirli oldugundan

Sup [y — 5 (t) | < suploy| < H
teX ;

1>m

olacak bicimde bir > 0 mevcuttur. Sinirli yakinsaklik teoremi geregince

m—00
R R

lim [ [spm@ — s (1) [dF = / lim sy, — s () |[dF =0
m—0o0

elde edilir. Bu ise

/ s(t)dF = lim / Sm(ndF = lim / 21{%} (t) udF (4.14)
R =

R R

- ngnoo Z; F({ai}) i = nllgéo Z; da (K;) oy
- Z 0a (K;) oy
i=1
olmasini gerektirir. (4.14) ve Teorem 4.6. geregince

liminf (Az) > / tdF’

n =
n

R

elde edilir. Benzer sekilde

limsup (Az), > /th
! R
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oldugu kolaylikla gosterilebilir. Bu da ispati tamamlar. =

Her i € Nigin 29, yakinsak ise her bir i € Nigin a; = 3; olur. Buradan H := F = G elde

edilir. Boylece Teorem 4.8. geregince

/th < liminf (Az), <limsup (Az), < /tclH
R " R

yani

lim (Azx), = /th

R
bulunur. Bu ise reel durumda [14] daki Onerme 2 nin ispatin1 verir.

Bu teorem, bir Bochner integrali yardimiyla Banach latislere genisletilebilir.
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5. SPLICED DIiZILERIN A-DAGILIMSAL YAKINSAKLIGI

Bu boliimde Hausdorff topolojik uzayinda bir spliced dizinin A-dagilimsal yakinsakligina

iliskin baz1 sonuglar verilecektir.
Simdi bu boliimde kullanacagimiz bazi tanimlar1 verelim.

(X, 7) bir topolojik uzay olmak iizere o (7), bu uzayin altkiimelerinin Borel sigma cebiri

olsun. F': o (1) — [0,1], F (X) = 1 ve eger G1,Gy,... o (1) da ayrik kiimeler olmak iizere

olacak bicimde bir kiime fonksiyonu olsun. Bdyle bir fonksiyona bir olasilik 6l¢iisii veya bir
dagilim adi verilir. (Bu tanim Tanim 4.7. nin topolojik uzaylardaki halidir.) A = (a,), satir
toplamlar1 1 olan negatif olmayan regiiler bir matris olsun. F, o (1) iizerinde bir olasilik
olgiisii olsun. X iizerindeki bir z = (zy) dizisi, eger F' (0G) = 0 olacak bicimde her
G € o (7) i¢in

lim Z ane = F (G)

n—00
kixpeG

gerceklenir ise F' ye A-dagilimsal yakinsaktir denir. Burada G, G kiimesinin siniridir.

Asagidaki teorem A-dagilimsal yakinsaklig1 karakterize etmektedir.

Teorem 5.1. X bir topolojik uzay olmak iizere A = (a,, ), satir toplamlar1 1 olan negatif
olmayan regiiler bir matris, F' bir dagilim fonksiyonu ve = = (x), X uzayinda bir dizi olsun.

Bu durumda asagidakiler denktir.[2]

(1) z, F' dagilmina A-dagilimsal yakinsaktir.

(77) Her kapal1 V' altkiimesi igin limsup Y a, < F (V),
n kixpeV

(7ii) Her agik U altkiimesi i¢inliminf > a,x > F (U).

n k:xpeU
Teorem 5.2. X, bir Hausdorff topolojik uzay, A = (a,) satir toplamlar1 1 olan negatif

olmayan regiiler bir matris ve { K; = {v; (j)} : i = 1,2, ..., M}, Nkiimesinin bir M -parcalanigi
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olsun. Asagidaki 6nermeler denktir.
(i) Heri =1,2,..., M i¢in d4 (K;) mevcut
M
(i4) > p; = 1 olacak bicimde py,p2,...,pm € [0,1] meveut ve {K; : i = 1,2,..., M}
i=1
iizerinde limit noktalari oy, as, ..., aps olan herhangi bir spliced dizi her G € o (7) igin
F(G) = Y>> p; bigiminde tamimlanan F' : o (7) — [0, 1] dagilimma A-dagilimsal
1<i<M,a;€G
yakinsaktir.
M
(ii1) > p; = 1 olacak bicimde py,ps,...,pm € [0,1] meveut ve {K; : i = 1,2,..., M}
=1

tizerinde (M, 2 ... ™) 1 M-spliced dizileri her G € o (7) igin

F(G) = Z Di
1<i<M,a;€G
bi¢iminde tanimlanan F' : o (7) — [0, 1] dagilimma A-dagilimsal yakinsaktir. Burada her

i=1,2,...,Micin 2% = (a4, ay, ...) dizisidir.

Ispat. (i) = (i) : Her i = 1,2,..., M ic in 64 (K;) mevcut oldugunu kabul edelim.
Her i = 1,2,...,.M i¢in p; = 64 (K;) olsun. {K; : ¢ = 1,2,..., M}, N kiimesinin bir
M -parcalanigt oldugundan

M M
1= Z5A (K;) = sz‘
i—1 i=1

elde edilir. =, {K; : i = 1,2, ..., M} tizerinde o, o, ..., apy limit noktalarina sahip
a® 2@ 2O M-spliced dizisi ve £V, 2®) .. ™) 1n M-spliced dizi ve V, kapali
bir kiime olsun.

Durum 1 :Heri=1,2,..., M igino; ¢ Vise F'(V) =0 ve

M
Z Ank = Z Z Ank
=1
kap€V k:az,eV
ke K;

M
=2 > 4,0

i=1 k:x;i)EV



elde edilir. (¥, o; degerine yakinsak oldugundan 5 a, .o toplamiheri=1,2, ... M
k:zﬁ-”%Vc o
i¢in sonludur. Ayrica A regiiler oldugundan her j igin lima_ ;) = 0 olur. Bdylece son

esitligin sag tarafi, n — oo iken sifira gider. Dolayisiyla

hmsup Z Aple = =0

k:xpeV

elde edilir.

Durum 2 : Baz1 S ve Rigin {m (t)}2_, U{l ()}, = {1,2, ..., M} olmak iizere
S
Oém(l), am(g), ceey Oém(s) eV ve Ozl(l), 041(2), PN al(S) ¢ Vise I (V) = Z (SA (Km(t)) veE
t=1

Z Ank = Z Z Gk + i Z Qnk

: =1 t=1
. kiag €V kiag eV
ke Km(t) k e Kl(t)
S R
Z Z nk + Z Z n )
t=1 t:lj,x(zu)) v 1(t)
k:xp,eV e
k€ K
) R
Z Z Ank + Z Z an v(j>
t=1keK 1) tzlj:x;l(t))gvc Yi(t)

5
olur. Son esitsizligin sag tarafindaki ilk parca n — oo iken > d4 (Km(t)) degerine gider.

=1
Birinci duruma benzer sekilde her ¢t = 1,2, ..., R icin > @, ) toplam1 sonludur.
. (l(t”ezvc L(t)
Ayrica A regiiler oldugundan her j i¢in lima_ ;) = O olur. Boylece son esitsizligin sag
n o)

tarafindaki ikinci terim, n — oo iken sifira gider. Dolayisiyla

lim sup Z A < Z(SA F (V)

k:xp eV

bulunur.
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Durum 3 :Egerheri =1,2,..., M icin o; € V ise F' (V) = 1 ve agik olarak

lim sup Z an, <1=F(V)

k:xp €V

elde edilir. Dolayisiyla biitiin durumlarda herhangi bir kapali V' kiimesi i¢in

lim sup Z an < F (V)

n kixpeV

bulunur. Teorem 5.1. geregince x dizisi, F' ye A-dagilimsal yakinsaktir.
(i1) = (i44) : @, {K1, Ky, ..., K5} tizerinde 2™, )| ... ) dizilerinin M -spliced dizisi
olsun. Burada i = 1,2, ..., M i¢in 2% = (x,(;)) dizisi, her £ € N

i¢in x,(;) = q; bicimindedir. Dolayistyla hipotezden x, F' ye A-dagilimsal yakinsaktir. X, bir
Hausdorff topolojik uzay1 oldugundan sabit bir 7 i¢in a; € U; ve j # ¢ kosulunu saglayan j
icin o; ¢ U, olacak bicimde acik bir U; kiimesi vardir. F' (U;) = p; oldugundan Teorem 5.1.

geregince
lim inf E Qnk = Di
n
kxpeU;

elde edilir. Buradan

lim inf Z Gnk > Pi 5.1

keK;

olur.
Simdi V; = {«;} olsun. X, Hausdorff topolojik uzayr oldugundan V;, kapali ve ayrica
a; € V; ve j # i olacak bigimdeki her j icin o; ¢ V; iken F' (V) = p; olur. Burada X

uzayimnin en az iki farkli noktaya sahip oldugunu ve «; lerin farkli oldugunu kullaniyoruz.

Boylece Teorem 5.1. gere8ince

fimsup 3 ons < 5
k:xp€V;
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elde edilir. Buradan

lim sup Z nre < ;i 5.2)

n keK;

bulunur. Dolayisiyla (5.1) ve (5.2) esitsizliklerinden

p; < liminf Z Ay < limsup Z Anie < P;
" ke " keK;
elde edilir. O halde d4 (K;) mevcut ve p; degerine esittir. m
Bilindigi gibi regiiler bir toplanabilme matrisi ile tanimlanan yogunluk, sigma toplamsallik
ozelligine sahip degildir. Siradaki sonug¢ sonsuz bir parc¢alanigin yogunlugunun sigma toplamsalligi

ile ilgilidir.

Teorem 5.3. X, Hausdorff topolojik uzay1, A = (a,) satir toplamlar1 1 olan negatif olmayan

regiiler bir matris ve { K; = {V; ()} : i € N}, N kiimesinin bir sonsuz pargalanisi olsun. Her

i € Nigin 64 (K;) meveut > 04 (K;) = 1 olmasi icin gerek ve yeter sart » | p; = 1 olacak
i=1

i=1
bicimde i € N igin p; € [0, 1] mevcut ve oy, g, ... limit noktalarina sahip {K; : i € N}

iizerindeki her oo-spliced dizisi, her G € o (7) i¢in

F(G):Zpi

o, €G

bi¢iminde tanimlanan F' : o (1) — [0, 1] dagilim fonksiyonuna A-dagilimsal yakinsaktir.

Ispat. Her i € N icin 4 (/;) mevcut olsun. Her i € N icin p; = 64 (K;) alalim 6yle ki

1= Z5A (K;) = sz‘
i—1 i=1

gerceklensin. x, {K; : i € N} iizerinde oy, as, ... limit noktalarina sahip A NC

dizilerinin herhangi bir oo-spliced dizisi ve V, kapali bir kiime olsun.
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Durum 1 :Heri € Nigino; ¢ Vise (V) =0 ve

Z Ank = Z Z Ank = Z Z Qv (5)

kixpeV =1 k - c V =1 ]I§Z)¢VC
ke K;
elde edilir. f, (i) == > anu() Ve gn (i) := D ani olsun. Bu durumda her ¢ € N igin
j x(_i)¢VC keK;
g (i) :==lim g, (¢) = lim Z A = 04 (K5) (5.3)
keK;

olur. i, N iizerinde sayma olciisii ise [11] deki gibi

hm/gn du—hmz Z Ak

=1 keK;

n
k=1

elde edilir. Ayrica her n € N icin

@l = D = Y @< Y = ga (i) (5.4)
j$51)¢vc kEK

k:a:kgéVC
ke K,
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olur. Bu durumda (5.3), (5.4) ve Lebesgue yakinsaklik teoremi geregince

lim ) ankzlimi >t (5.5)

kixpeV =1 j:w;i)(}fvc

:Zlirrln Z v, ()
=1

j:w;.”%Vc

bulunur. 2, o; degerine yakinsak oldugundan > ., (j) toplami sonlu sayida terimden
@O gy
J-x]' v
olugur. Diger taraftan A regiiler oldugundan her j i¢in lim a,, ,,(;y = 0 olur. Boylece (5.5)

esitliginden
lim Z apr = 0
% k:xp eV
olup buradan
lim sup Z an, =0=F (V)
kxpeV

elde edilir.
Durum 2 : {m (t)}2, U{l (¢t )}»;t’o1 = Nolmak iizere a1y, m(2), ... € V Ve a1y, 2y, - ¢
V ise bu durumda F' (V) = Z(SA( ) ve

kixpeV t=1 t=1

k:xp,eV k:x,eV
k€ K ke Ky
—Z > %HZ Z O
t=1 (l(f))
k:xz,eV eV
ke Km(t)
DD DETED DD DRI
t=1 keKm(t) t=1 j:m(-l(t>>6v
J
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gerceklenir. f,, (t) := >  ani ve gn (t) := > aui olsun. Bu durumda her ¢ € N igin
kGKm(t) keKy

g(t) :=limg, (t) =lim Y  au = da (k)

keKy

olur. Birinci durumda oldugu gibi p, sayma 0lciisii ise

lim/gn (t) du:lim/g(t) du
N N

elde edilir.

|fn ()] = Z nk < Z g + Z ank:Zank:gn(t)

kGKm(t) kEKm(t) kGKl(t) kGKt
oldugundan Lebesgue yakinsaklik teoremi geregince

limi Z ank:ilim Z Ank

t=1 kEKm(t) t=1 keKm(t)

= 64 (Kn)
t=1

elde edilir. Ayrica birinci durumda oldugu gibi Lebesgue yakinsaklik teoremi, () dizisinin
yakinsakligi ve A matrisinin regiilerligi kullanilarak (5.6) esitsizliginin sag tarafinin ikinci

parcasinin n. — oo iken sifira gittigi kolaylikla goriiliir. Dolayisiyla
lim sup Z g < Z 5A (Km(t)) =F (V>
n k:xpeV t=1

elde edilir.

Durum 3 : Heri € Nigin o; € Vise F' (V) = 1 ve (5.2.) deki gibi

lim sup Z g, < F (V)

n kixpeV

olur. Dolayisiyla herhangi bir kapali V' altkiimesi icin

lim sup Z e, < F (V)

kixp eV
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olur. Boylece Teorem A geregince z dizisi, F' ye A-dagilimsal yakinsaktir.

Simdi de yeterliligi ispat edelim. M, sabit pozitif bir say1, ¢ = 1,2,..., M i¢in o; € X,
i=1,2,...M — 1igin 2® yakinsak bir dizi ve ¢ < M i¢in ayy, o; den farkli olmak iizere
i = M,M +1,...i¢in 29 = (e, oy, ...) olsun. Bu durumda hipotezden {K; : i € N}
iizerinde (V)| () .. dizilerinin herhangi bir co-spliced dizisi olan x dizisi, her G € o (1)

icin

Py (G) = sz'

o, €G

olacak bi¢imdeki F; : o (1) — [0, 1] dagilim fonksiyonuna A-dagilimsal yakinsaktir.
M—1

Diger taraftan p}, = 1 — >  p; olmak iizere
i=1

> i con ¢ G
1<i<M-1
OZZ'EG
D pi= =
a; €EG Z pz+ ZpZaO{MEG
=M
1<i<M-1
o € G
\
= Z pi_’_-[{aj\/IEG}p}(\l
1<i<M-1
a; € G

gerceklenir. Simdi N kiimesinin bir sonlu parcalanigi

{KlaKQaMKM—laK: U Kj}

j=M
biciminde tanimlayalim. Bu durumda { K, K5, ,, Ky;_1, K} tizerinde ("), 2| ... dizilerinin
M -spliced dizisi yine x dizisidir. z, F); ye A-dagilimsal yakinsak oldugundan 5.2. den her
i=1,2,..M — 1igin 04 (K;) mevcut ve p; degerine esittir. M keyfi oldugundan her i € N
icin 04 (K;) meveut ve Y 64 (K;) olur. m

=1
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