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1. G�R��

18. yüzy�lda, Leonard Euler (1707-1783) tamsay� olmayan n de§erleri için

n! =

∫ ∞
0

e−ttndt, n = 0, 1, 2, . . .

de§erlerinin hesaplanmas� problemiyle u§ra³�yordu. Bu problem, Euler'in 1729

y�l�nda faktoriyel fonksiyonunun bir genelle³tirilmesi olan

Γ(ν) :=

∫ ∞
0

tν−1e−tdt, Re(ν) > 0

gamma fonksiyonunu tan�mlamas�na yol açt� [8]. Bu fonksiyon faktoriyel fonksi-

yonunun bir genelle³tirilmesi oldu§undan, uzun y�llar boyunca faktoriyel fonksi-

yonlar�yla tan�mlanan baz� fonksiyon ve i³lemlerin genelle³tirilmesinde kullan�ld�.

Bu uygulamalara ek olarak bir çok elementer olmayan integralin tespitinde de

s�kl�kla gamma fonksiyonuna ba³vuruldu.

Gamma fonksiyonunun ke³�nden 43 sene sonra 1771 y�l�nda Euler, asl�nda

gamma fonksiyonlar�n�n özel bir kombinasyonu olan ve 1. tip Euler integrali

olarak da bilinen

B(ν, µ) =

∫ 1

0

tν−1(1− t)µ−1dt, Re(ν) > 0, Re(µ) > 0

beta fonksiyonunu tan�mlad� [3,11,28]. Gamma fonksiyonu için geçerli olan uygu-

lamalar�n ço§u beta fonksiyonu için de geçerliydi. Kullan�m alanlar� gamma fonk-

siyonunun gölgesinde kalsa da (gamma fonksiyonlar�n�n özel bir kombinasyonu

biçiminde yaz�labildi§inden), gamma fonksiyonunun aksine beta fonksiyonu iki

de§i³kenliydi ve simetri özelli§ine sahipti. Böylece istatistiksel da§�l�m teorisinde

kendisine çok geni³ bir kullan�m alan� buldu.

Sonraki y�llarda Legendre (1752-1833), toplamlar� gamma fonksiyonunu

veren ve gamma fonksiyonunun integral s�n�rlar� üzerinden bir gennellemesi olan

γ(ν, x) :=

∫ x

0

tν−1e−tdt, Re(ν) > 0

Γ(ν, x) :=

∫ ∞
x

tν−1e−tdt

1



tam olmayan gamma fonksiyonlar�n� tan�mlad� [8]. Bu fonksiyonlar uygulamal�

matematik, �zik, istatistik ve mühendislik alanlar�ndaki pek çok problemin kapal�

form çözümlerinin elde edilmesinde kullan�ld�.

Bu çal�³malar� tam olmayan beta fonksiyonu

Bx(ν, µ) =

∫ x

0

tν−1(1− t)µ−1dt, 0 ≤ x < 1

izledi [16,25]. Bu fonksiyon olas�l�k ve istatistik alan�ndaki en önemli da§�l�mlar-

dan biri olan ve tam olmayan beta fonksiyonunun orjinal beta fonksiyonuna oran�

olarak verilen beta da§�l�m�n� tan�mlamakta kullan�ld� [3].

Bu fonksiyonlar�n kullan�m alanlar� artt�kça çok çe³itli genelle³tirmeleri

tan�mland�. Bu genelle³tirmelerden biri de Chaudhry ve Zubair taraf�ndan 1994

y�l�nda verilen ve gamma fonksiyonunun tan�m kümesini tüm kompleks düzleme

geni³leten

Γ(ν; b) :=

∫ ∞
0

tν−1e−t−
b
t dt, (Re(b) > 0; b = 0, Re(ν) > 0)

geni³letilmi³ gamma fonksiyonudur [7]. Benzer bir dü³ünceyle 1997 y�l�nda, yine

Chaudhry ve ark. taraf�ndan geni³letilmi³ beta fonksiyonu

B(ν, µ; b) =

∫ 1

0

tν−1(1− t)µ−1e−
b

t(1−t)dt, Re(b) > 0

tan�mland� [9]. Bu fonksiyonun da tan�m kümesi tüm kompleks düzlemdi ve yeni

fonksiyon da simetri özelli§ini sa§l�yordu.

Literatür tarand�§�nda yukar�da bahsedilen geni³letilmi³ fonksiyonlar hak-

k�nda pek çok yay�na [6,7,13,20-24] ve tezlere [5,26,30,31] rastlamak mümkündür.

Son y�llarda geni³letilmi³ fonksiyonlar yard�m�yla tek ve çok de§i³kenli hiperge-

ometrik fonksiyonlar�n da geni³letilmeleri elde edilmi³tir [10,12,22,23,27].

Bu tez çal�³mas�nda beta, tam olmayan beta, geni³letilmi³ beta ve geni³le-

tilmi³ tam olmayan beta fonksiyonlar� ele al�nacak, bu fonksiyonlar üzerine bugüne

kadar yap�lan çal�³malardan derlenen temel özellikleri, sonsuz seri ve integral gös-

terimleri ile di§er fonksiyonlarla olan ili³kileri ispatlar�yla birlikte verilecektir.
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2. ÖNB�LG�LER

Bu bölümde tez çal�³mas�n�n ilerleyen bölümlerinde kullan�lacak olan mate-

matiksel kavramlar�n tan�mlar� verilecektir.

Tan�m 2.1. a reel ya da kompleks bir say�, n s�f�r ya da pozitif bir tamsay� olmak

üzere (a)n ile gösterilen Pochhammer Sembolü

(a)n := a(a+ 1)(a+ 2) . . . (a+ n− 1)

³eklinde tan�mlan�r. Ayr�ca (a)0 = 1 kabul edilir [2].

Pochhammer Sembolü tan�m�ndan

(a)n =
Γ(a+ n)

Γ(a)

(a)n+1 = a(a+ 1)n = (a)n(a+ n)

(a)n+m = (a)n(a+ n)m = (a)m(a+m)n

(a)n
(b)n

=
B(a+ n, b− a)

B(a, b− a)

e³itliklerinin sa§land�§� görülür [2].

Tan�m 2.2. ai (i = 1, 2, . . . , p) ve cj (j = 1, 2, . . . , q) kompleks parametreler, p

ve q s�f�r ya da pozitif bir tamsay� ve cj 6= 0,−1,−2, . . . olmak üzere,

pFq(a1, ..., ap; c1, ..., cq;x) =
∞∑
n=0

(a1)n...(ap)n
(c1)n...(cq)n

xn

n!

³eklinde ifade edilen seriye Genelle³tirilmi³ hipergeometrik fonksiyon denir [3].

Yukar�daki seride p = 2 ve q = 1 al�n�rsa

2F1(a, b; c;x) :=
∞∑
n=0

(a)n(b)n
(c)n

xn

n!

Gauss hipergeometrik fonksiyonu ve benzer ³ekilde p = 1 ve q = 1 al�n�rsa
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1F1(a, c;x) :=
∞∑
n=0

(a)n
(c)n

xn

n!

Kon�uent hipergeometrik fonksiyonu elde edilir [3].

Tan�m 2.3. max{|x|, |y|} < 1 olmak üzere,

F1(a1, a2, a3; c1;x, y) =
∞∑
m=0

∞∑
n=0

(a1)m+n(a2)m(a3)n
(c1)m+n

xm

m!

yn

n!

ile verilen seriye 1. çe³it, |x|+ |y| < 1 olmak üzere,

F2(a1, a2, a3; c1, c2;x, y) =
∞∑
m=0

∞∑
n=0

(a1)m+n(a2)m(a3)n
(c1)m(c2)n

xm

m!

yn

n!

ile verilen seriye 2. çe³it, |x| < 1, |y| < 1 olmak üzere,

F3(a1, a2, a3, a4; c1;x, y) =
∞∑
m=0

∞∑
n=0

(a1)m(a2)n(a3)m(a4)n
(c1)m+n

xm

m!

yn

n!

ile verilen seriye 3. çe³it ve
√
|x|+

√
|y| < 1 olmak üzere,

F4(a1, a2, ; c1, c2;x, y) =
∞∑
m=0

∞∑
n=0

(a1)m+n(a2)m+n

(c1)m(c2)n

xm

m!

yn

n!

ile verilen seriye 4. çe³it Appell Hipergeometrik Fonksiyonlar� denir [29].

Tan�m 2.4. |x| < 1, |y| < 1, |z| < 1 olmak üzere,

F
(3)
D (a, b, c, d; e;x, y, z) =

∞∑
i1,i2,i3=0

(a)i1+i2+i3(b)i1(c)i2(d)i3
(e)i1+i2+i3i1!i2!i3!

xi1yi2zi3

ile verilen seriye üç de§i³kenli Lauricella fonksiyonu denir [15].

Tan�m 2.5. Re(c) > Re(a) > 0 olmak üzere,

F
(n)
D (a, b1, . . . , bn; c;x1, . . . , xn) =

∞∑
i1,...,in=0

(a)i1+...+in(b1)i1 . . . (bn)in
(c)i1+...+ini1! . . . in!

x1
i1 . . . xn

in

ile verilen seriye n de§i³kenli Lauricella fonksiyonu denir [15].
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Tan�m 2.6. z > 0 ve v 6= 0,±1,±2, . . . olmak üzere,

Kv(z) :=
1

2

∫ ∞
0

1

tν+1
e−

1
2
z(t+t−1)dt

genelle³tirilmi³ integrali ile verilen fonksiyona Macdonald fonksiyonu denir [17].

Tan�m 2.7. m− k + 1
2
> 0 olmak üzere

Wk,m(x) :=
xke−

x
2

Γ(m− k + 1
2
)

∫ ∞
0

e−ttm−k+ 1
2 (1 +

t

x
)m+k− 1

2dt

biçiminde verilen fonksiyona Whittaker fonksiyonu denir [18].

Tan�m 2.8. −∞ < z < ∞ olmak üzere hata ve tamamlay�c� hata fonksiyonlar�

s�ras�yla

erf(z) :=
2√
π

∫ z

0

e−t
2

dt

erfc(z) :=
2√
π

∫ ∞
z

e−t
2

dt

biçiminde verilir. Bu iki fonksiyon

erf(z) + erfc(z) = 1

ba§�nt�s�n� sa§lar [3].

Tan�m 2.9. |x| < 1, µ 6= 0,−1, . . . olmak üzere Lerch fonksiyonu

Φ(x; ν;µ) :=
∞∑
n=0

xn

(n+ µ)ν

³eklinde tan�mlan�r [25].
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3. BETA FONKS�YONU

Bu bölümde Euler ve Legendre taraf�ndan çal�³�lan ve 1. tip Euler integrali

olarak da bilinen beta fonksiyonu ve özellikleri hakk�nda temel bilgiler verilecektir.

Tan�m 3.1. Re(ν) > 0, Re(µ) > 0 olmak üzere, Euler taraf�ndan tan�mlanan

B(ν, µ) =

∫ 1

0

tν−1(1− t)µ−1dt (3.1)

integraline beta fonksiyonu denir [11, 28].

Beta fonksiyonunun gamma fonksiyonu ile ili³kisi

B(ν, µ) =
Γ(ν)Γ(µ)

Γ(ν + µ)

³eklinde olup, bu ifade s�f�rdan büyük her ν, µ ∈ C için geçerlidir [28]. Buradan

görülece§i gibi beta fonksiyonu simetriktir, yani

B(ν, µ) = B(µ, ν)

e³itli§i mevcuttur [28].

Ayr�ca B(ν + 1, µ) ile B(ν, µ+ 1) fonksiyonlar� birlikte ele al�n�rsa

B(ν + 1, µ) +B(ν, µ+ 1) =

∫ 1

0

tν(1− t)µ−1dt+

∫ 1

0

tν−1(1− t)µdt

= B(ν, µ) (3.2)

ba§�nt�s� elde edilir.

Beta fonksiyonunun (3.1) ile verilen integral gösteriminde (1− t)µ−1 yerine

(1− t)µ−1 =
∞∑
n=0

(1− µ)n
n!

tn

6



seri aç�l�m� yaz�l�rsa Re(µ) > 0 olmak üzere

B(ν, µ) =

∫ 1

0

tν−1

∞∑
n=0

(1− µ)n
n!

tndt

=
∞∑
n=0

(1− µ)n
n!

∫ 1

0

tν+n−1dt

=
∞∑
n=0

(1− µ)n
n!(ν + n)

sonsuz toplam�na ula³�l�r.

Ayr�ca (3.1) integralinde µ yerine µ− 1 al�n�p

(1− t)µ−2 = (1− t)µ−1

∞∑
n=0

tn

e³itli§i kullan�l�rsa,

B(ν, µ− 1) =

∫ 1

0

tν−1(1− t)µ−2dt

=

∫ 1

0

tν−1(1− t)µ−1

∞∑
n=0

tndt

=
∞∑
n=0

∫ 1

0

tν+n−1(1− t)µ−1dt

=
∞∑
n=0

B(ν + n, µ)

sonucu elde edilir. Böylece Re(µ) > 0 olmak üzere beta fonksiyonunun farkl� bir

seri gösterimine ula³�l�r.

(3.1) integralinde farkl� dönü³ümler yap�larak beta fonksiyonunun ba³ka

integral gösterimleri de elde edilebilir.

Beta fonksiyonunun (3.1) ile verilen integral gösteriminde

7



i) t = u2 dönü³ümü yap�l�rsa,

B(ν, µ) = 2

∫ 1

0

(u2)ν−1(1− u2)µ−1udu

= 2

∫ 1

0

u2ν−1(1− u2)µ−1du

ii) t = u
c+u

dönü³ümü yap�l�rsa,

B(ν, µ) =

∫ ∞
0

(
u

c+ u
)ν−1(1− u

c+ u
)µ−1 c

(c+ u)2
du

= cµ
∫ ∞

0

uν−1

(c+ u)ν+µ
du (3.3)

iii) t = sin2(u) dönü³ümü yap�l�rsa,

B(ν, µ) = 2

∫ π
2

0

(sin2(u))2ν−1(1− sin2(u))2µ−1 sin(u) cos(u)du

= 2

∫ π
2

0

sin2ν−1(u) cos2µ−1(u)du

iv) t = u−a
c−a dönü³ümü yap�l�rsa,

B(x, y) =

∫ c

a

(
u− a
c− a

)ν−1(1− u− a
c− a

)µ−1 1

c− a
du

= (c− a)1−ν−µ
∫ c

a

(u− a)ν−1(c− u)µ−1du

integral gösterimleri elde edilir.

Ayr�ca (3.3) integralinde c = 1 al�n�rsa,

B(ν, µ) =

∫ ∞
0

uν−1

(1 + u)ν+µ
du (3.4)

bulunur. Beta fonksiyonu simetrik oldu§undan
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B(ν, µ) =

∫ ∞
0

uµ−1

(1 + u)ν+µ
du (3.5)

e³itli§i yaz�labilir. (3.4) ve (3.5) ifadelerinin toplam�ndan

2B(ν, µ) =

∫ ∞
0

(
uν−1

(1 + u)ν+µ
+

uµ−1

(1 + u)ν+µ
)du

B(ν, µ) =
1

2

∫ ∞
0

uν−1 + uµ−1

(1 + u)ν+µ
du

sonucuna ula³�l�r. Bu ifade beta fonksiyonunun di§er bir integral gösterimidir [4,

11, 16, 19, 25].

Beta fonksiyonunun (3.1) integral gösterimi kullan�larak çe³itli hiperge-

ometrik fonksiyonlar�n integral gösterimleri elde edilir:

Re(b) > Re(a) > 0 olmak üzere kon�uent hipergeometrik fonksiyonunun

1F1(a; b; z) =
∞∑
n=0

(a)n
(b)n

zn

n!

seri gösteriminde (a)n
(b)n

ifadesi yerine beta fonksiyonu yaz�l�rsa,

1F1(a; b; z) =
∞∑
n=0

B(a+ n, b− a)

B(a, b− a)

zn

n!

elde edilir. Burada B(a+ n, b− a) ifadesinin integral gösterimi kullan�larak

1F1(a; b; z) =
∞∑
n=0

1

B(a, b− a)

zn

n!

∫ 1

0

ta+n−1(1− t)b−a−1dt

bulunur. Bu seri düzgün yak�nsak oldu§undan toplam ile integral yer de§i³tirirse

1F1(a; b; z) =

∫ 1

0

1

B(a, b− a)
ta−1(1− t)b−a−1

∞∑
n=0

(zt)n

n!
dt

=
1

B(a, b− a)

∫ 1

0

ta−1(1− t)b−a−1eztdt

9



sonucuna ula³�l�r. Bu kon�uent hipergeometrik fonksiyonu için bir integral gös-

terimidir [3].

|z|<1;Re(c)>Re(b)>0 olmak üzere Gauss hipergeometrik fonksiyonunun

2F1(a, b; c; z) =
∞∑
n=0

(a)n(b)n
(c)n

zn

n!

ile verilen seri gösteriminde (b)n
(c)n

sembolü yerine beta fonksiyonu yaz�l�rsa

2F1(a, b; c; z) =
∞∑
n=0

(a)n
B(b+ n, c− b)
B(b, c− b)

zn

n!
dt

olur. B(b+ n, c− b) ifadesinin integral gösterimi kullan�larak

2F1(a, b; c; z) =
∞∑
n=0

(a)n
B(b, c− b)

∫ 1

0

tb+n−1(1− t)c−b−1 z
n

n!
dt

=

∫ 1

0

1

B(b, c− b)
tb−1(1− t)c−b−1

∞∑
n=0

(a)n
(zt)n

n!
dt

=
1

B(b, c− b)

∫ 1

0

tb−1(1− t)c−b−1(1− zt)−adt

elde edilir. Bu Gauss fonksiyonu için bir integral gösterimidir [3].

|x| < 1 olmak üzere Φ1 iki de§i³kenli hipergeometrik fonksiyonunun

Φ1(a, b; c;x, y) =
∞∑
m=0

∞∑
n=0

(a)m+n(b)m
(c)m+nm!n!

xmyn

biçimindeki seri gösteriminde (a)m+n

(c)m+n
ifadesi yerine beta fonksiyonu yaz�l�rsa

Φ1(a, b; c;x, y) =
∞∑
m=0

∞∑
n=0

(b)mB(a+m+ n, c− a)

B(a, c− a)m!n!
xmyn

olarak bulunur. Burada B(a+m+ n, c− a) ifadesi yerine integral gösterimi kul-

lan�l�rsa
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Φ1(a, b; c;x, y) =
∞∑
m=0

∞∑
n=0

(b)mx
myn

B(a, c− a)m!n!

∫ 1

0

ta+m+n−1(1− t)c−a−1dt

elde edilir. Bu seri düzgün yak�nsak oldu§undan toplam ile integral yer de§i³tirirse

Φ1(a, b; c;x, y) =

∫ 1

0

1

B(a, c− a)
ta−1(1− t)c−a−1

∞∑
m=0

(b)m
(xt)m

m!

∞∑
n=0

(yt)n

n!
dt

=
1

B(a, c− a)

∫ 1

0

ta−1(1− t)c−a−1(1− xt)−beytdt

e³itli§i bulunur. Bu Φ1 fonksiyonu için bir integral gösterimidir.

Benzer ³ekilde max{|x|, |y|} < 1 olmak üzere F1 Appell hipergeometrik

fonksiyonunun

F1(a, b, c; d;x, y) =
∞∑
m=0

∞∑
n=0

(a)m+n(b)m(c)n
(d)m+nm!n!

xmyn ,

biçimindeki seri gösteriminde (a)m+n

(d)m+n
yerine beta fonksiyonu kullan�larak

F1(a, b, c; d;x, y) =
∞∑
m=0

∞∑
n=0

(b)m(c)nB(a+m+ n, d− a)

B(a, d− a)m!n!
xmyn

elde edilir. Burada B(a+m+ n, d− a) ifadesinin integral gösterimi kullan�l�rsa

F1(a, b, c; d;x, y) =
∞∑
m=0

∞∑
n=0

(b)m(c)nx
myn

B(a, d− a)m!n!

∫ 1

0

ta+m+n−1(1− t)d−a−1dt

bulunur. Bu seri düzgün yak�nsak oldu§undan

F1(a, b, c; d;x, y) =

∫ 1

0

1

B(a, d− a)
ta−1(1− t)d−a−1

∞∑
m=0

(b)m
(xt)m

m!

∞∑
n=0

(c)n
(yt)n

n!
dt

=
1

B(a, d− a)

∫ 1

0

ta−1(1− t)d−a−1(1− xt)−b(1− yt)−cdt
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olarak bulunur. Bu F1 Appell hipergeometrik fonksiyonu için bir integral göste-

rimi olur.

|x| < 1, |y| < 1, |z| < 1 olmak üzere üç de§i³kenli Luricella hipergeometrik

fonksiyonunun

F
(3)
D (a, b, c, d; e;x; y; z) =

∞∑
m=0

∞∑
n=0

∞∑
v=0

(a)m+n+v(b)m(c)n(d)v
(e)m+n+vm!n!v!

xmynzv

seri toplam�nda (a)m+n+v

(e)m+n+v
ifadesi beta fonksiyonu biçiminde yaz�l�rsa

F
(3)
D (a, b, c, d; e;x; y; z) =

∞∑
m=0

∞∑
n=0

∞∑
v=0

(b)m(c)n(d)vB(a+m+ n+ v, e− a)

B(a, e− a)m!n!v!
xmynzv

sonucuna ula³�l�r. Burada B(a+m+n+v, e−a) ifadesi yerine integral gösterimi

kullan�l�rsa

F
(3)
D (a, b, c, d; e;x; y; z)

=
∞∑
m=0

∞∑
n=0

∞∑
v=0

(b)m(c)n(d)vx
mynzv

B(a, e− a)m!n!v!

∫ 1

0

ta+m+n+v−1(1− t)e−a−1dt

=

∫ 1

0

1

B(a, e− a)
ta−1(1− t)e−a−1

∞∑
m=0

(b)m
(xt)m

m!

∞∑
n=0

(c)n
(yt)n

n!

∞∑
v=0

(d)v
(zt)v

v!
dt

üç de§i³kenli Luricella hipergeometrik fonksiyonunun bir integral gösterimi olan

F
(3)
D (a, b, c, d; e;x; y; z)

=
1

B(a, e− a)

∫ 1

0

ta−1(1− t)e−a−1(1− xt)−b(1− yt)−c(1− zt)−ddt

ifadesi elde edilir.

Re(c) > Re(a) > 0 olmak üzere n de§i³kenli Luricella hipergeometrik

fonksiyonunun

F
(n)
D (a, b1, . . . , bn; c;x1, . . . , xn) =

∞∑
i1,...,in=0

(a)i1+i2+...+in(b1)i1 . . . (bn)in
(c)i1+i2+...+ini1! . . . in!

x1
i1 . . . xn

in
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³eklindeki seri aç�l�m� bilinmektedir. Bu seri gösteriminde (a)i1+i2+...+in
(c)i1+i2+...+in

ifadesi yer-

ine beta fonksiyonu kullan�l�rsa

F
(n)
D (a, b1, . . . , bn; c;x1, . . . , xn)

=
∞∑

i1,...,in=0

(b1)i1 . . . (bn)inB(a+ i1 + . . .+ in, c− a)

B(a, c− a)i1! . . . in!
x1

i1 . . . xn
in

olarak bulunur. Burada B(a+ i1 + . . .+ in, c− a) ifadesi integral ³eklinde yaz�l�p

gerekli düzenlemeler yap�l�rsa,

F
(n)
D (a, b1, . . . , bn; c;x1, . . . , xn)

=
∞∑

i1,...,in=0

(b1)i1 . . . (bn)in
B(a, c− a)

∫ 1

0

ta+i1+...+in−1(1− t)c−a−1x1
i1 . . . xn

in

i1! . . . in!
dt

olur. Yukar�daki seri düzgün yak�nsak oldu§undan toplam ile integral yer de§i³tirirse

F
(n)
D (a, b1, . . . , bn; c;x1, . . . , xn)

=

∫ 1

0

1

B(a, c− a)
ta−1(1− t)c−a−1

∞∑
i1=0

(b1)i1
(x1t)

i1

i1!
. . .

∞∑
in=0

(bn)in
(xnt)

in

in!
dt

=

∫ 1

0

1

B(a, c− a)
ta−1(1− t)c−a−1(1− x1t)

−b1 . . . (1− xnt)−bndt

elde edilir. Bu ifade F (n)
D n de§erli Luricella hipergeometrik fonksiyonu için bir

integral gösterimidir.

3.1. GEN��LET�LM�� BETA FONKS�YONU

Gamma fonksiyonunun integral gösterimine e−t−
b
t eklenerek elde edilen

geni³letilmi³ gamma fonksiyonuna benzer olarak bu bölümde geni³letilmi³ beta

fonksiyonu tan�mlanacak, baz� özellikleri, integral ve seri gösterimleri verilecektir.

Tan�m 3.2. ν, µ ∈ C ve Re(b) > 0 olmak üzere geni³letilmi³ beta fonksiyonu,

B(ν, µ; b) =

∫ 1

0

tν−1(1− t)µ−1e−
b

t(1−t)dt (3.6)
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³eklinde tan�mlan�r [8, 9].

b = 0 durumunda Re(ν) > 0, Re(µ) > 0 olmak üzere,

B(ν, µ; 0) = B(ν, µ)

orjinal beta fonksiyonu elde edilir. (3.6) integralinde t→ 1− t dönü³ümü yap�l�rsa

B(ν, µ; b) = B(µ, ν; b), Re(b) ≥ 0

oldu§u görülür. Yani beta fonksiyonunun bu geni³letmesi simetri özelli§ini korur.

(3.6) ile verilen geni³letilmi³ beta fonksiyonunun b parametresine göre n.

basamaktan türevinin

∂nB(ν, µ; b)

∂bn
= (−1)nB(ν − n, µ− n; b)

oldu§u tümevar�m yard�m�yla gösterilebilir. �öyle ki

k = 1 için

∂B(ν, µ; b)

∂b
=

∫ 1

0

(
− 1

t(1− t)

)
tν−1(1− t)µ−1e−

b
t(1−t)dt

= (−1)

∫ 1

0

tν−2(1− t)µ−2e−
b

t(1−t)dt

= (−1)B(ν − 1, µ− 1; b)

k = 2 için

∂2B(ν, µ; b)

∂b2
=

∂

∂b

[
(−1)

∫ 1

0

tν−2(1− t)µ−2e−
b

t(1−t)dt

]
= (−1)

∫ 1

0

(
− 1

t(1− t)

)
tν−2(1− t)µ−2e−

b
t(1−t)dt

= (−1)2

∫ 1

0

tν−3(1− t)µ−3e−
b

t(1−t)dt

= (−1)2B(ν − 2, µ− 2; b)
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do§ru olup k = n için

∂nB(ν, µ; b)

∂bn
= (−1)nB(ν − n, µ− n; b)

= (−1)n
∫ 1

0

tν−n−1(1− t)µ−n−1e−
b

t(1−t)dt

do§ru oldu§unu varsayal�m. Bu durumda k = n+ 1 için

∂n+1B(ν, µ; b)

∂bn+1
=

∂

∂b

[
(−1)n

∫ 1

0

tν−n−1(1− t)µ−n−1e−
b

t(1−t)dt

]
= (−1)n

∫ 1

0

(
− 1

t(1− t)

)
tν−n−1(1− t)µ−n−1e−

b
t(1−t)dt

= (−1)n+1

∫ 1

0

tν−n−2(1− t)µ−n−2e−
b

t(1−t)dt

= (−1)n+1B(ν − n− 1, µ− n− 1; b)

bulunur.

Ayr�ca B(ν, µ+ 1; b) ile B(ν + 1, µ; b) fonksiyonlar� birlikte ele al�n�rsa

B(ν, µ+ 1; b) +B(ν + 1, µ; b) (3.7)

=

∫ 1

0

tν−1(1− t)µe−
b

t(1−t)dt+

∫ 1

0

tν(1− t)µ−1e−
b

t(1−t)dt

=

∫ 1

0

(1− t+ t)tν−1(1− t)µ−1e−
b

t(1−t)dt

=B(ν, µ; b) (3.8)

e³itli§i elde edilir. Bu ise b = 0 için beta fonksiyonunun (3.2) ile verilen özelli§inin

korundu§unu gösterir.
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Ayr�ca (3.6) integralinde t = u
1+u

dönü³ümü yap�l�rsa,

B(ν, µ; b) =

∫ ∞
0

(
u

1 + u
)ν−1(1− u

1 + u
)µ−1e−b(u+u−1+2) 1

(1 + u)2
du

= e(−2b)

∫ ∞
0

uν−1e−b(u+u−1)

(1 + u)ν+µ
du

= e(−2b)

∫ ∞
0

uν−1

(1 + u)ν+µ
e−b(u+u−1)du

olur. e−b(u+u−1) fonksiyonu u = 1 noktas�nda maksimum de§erini ald�§�ndan

B(ν, µ; b) ≤ e(−4b)B(ν, µ)

elde edilir. Böylece ν > 0, µ > 0, b ≥ 0 olmak üzere geni³letilmi³ beta fonksiyonu

ile orjinal beta fonksiyonu aras�nda bir e³itsizlik ili³kisi bulunmu³ olur.

Geni³letilmi³ beta fonksiyonunun (3.6) integrali ile verilen gösteriminde

(1− t)µ−1 ifadesi yerine

(1− t)µ−1 = (1− t)µ
∞∑
n=0

tn

seri aç�l�m� kullan�l�rsa Re(b) > 0 olmak üzere,

B(ν, µ; b) =

∫ 1

0

tν−1(1− t)µ
∞∑
n=0

tne−
b

t(1−t)dt

=
∞∑
n=0

∫ 1

0

tν+n−1(1− t)µe−
b

t(1−t)dt

=
∞∑
n=0

B(ν + n, µ+ 1; b)

sonsuz toplam�na ula³�l�r.

Ayr�ca (3.6) integralinde µ yerine 1−µ al�n�p (1−t)−µ ifadesinin Maclaurin

seri aç�l�m�
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(1− t)−µ =
∞∑
n=0

(µ)n
n!

tn

kullan�l�rsa

B(ν, 1− µ; b) =

∫ 1

0

tν−1

∞∑
n=0

(µ)n
n!

tne−
b

t(1−t)dt

=
∞∑
n=0

(µ)n
n!

∫ 1

0

tν+n−1(1− t)0e−
b

t(1−t)dt

=
∞∑
n=0

(µ)n
n!

B(ν + n, 1; b)

sonucu elde edilir. Bu ise Re(b) > 0 olmak üzere geni³letilmi³ beta fonksiyonunun

di§er bir seri gösterimidir.

(3.6) integralinde baz� dönü³ümler yap�larak geni³letilmi³ beta fonksiyo-

nunun farkl� integral gösterimleri elde edilebilir. Bunlardan baz�lar�

i) t = cos2 θ dönü³ümü ile,

B(ν, µ; b) =

∫ π
2

0

2 cos θ sin θ(cos2 θ)ν−1(1− cos2 θ)µ−1e
− b

cos2 θ(1−cos2 θ)dθ

= 2

∫ π
2

0

(cos θ)2ν−1(sin θ)2µ−1e−b sec2 θ csc2 θdθ

ii) t = u
1+u

dönü³ümü ile,

B(ν, µ; b) =

∫ ∞
0

1

(1 + u)2
(

u

1 + u
)ν−1(1− u

1 + u
)µ−1e−b(u+u−1+2)du

= e−2b

∫ ∞
0

uν−1

(1 + u)ν+µ
e−b(u+u−1)du (3.9)
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iii) t = 1+u
2

dönü³ümü ile,

B(ν, µ; b) =
1

2

∫ 1

−1

(
1 + u

2
)ν−1(1− 1 + u

2
)µ−1e

−4b

1−u2 du

= 21−ν−µ
∫ 1

−1

(1 + u)ν−1(1− u)µ−1e
−4b

1−u2 du (3.10)

biçimindedir.

Ayr�ca geni³letilmi³ beta fonksiyonunun simetri özelli§inden

B(ν, µ; b) = e−2b

∫ ∞
0

uν−1

(1 + t)
e−b(u+u−1)du

ve

B(ν, µ; b) = e−2b

∫ ∞
0

uµ−1

(1 + u)
e−b(u+u−1)du

olup,

B(ν, µ; b) =
1

2
e−2b

∫ ∞
0

uν−1 + uµ−1

(1 + u)ν+µ
e−b(u+u−1)du

biçiminde bir integral gösterimi daha bulunabilir.

Re(b) > 0 olmak üzere (3.9) integral gösteriminde µ = −ν al�n�rsa

B(ν,−ν; b) = e−2b

∫ ∞
0

tν−1

(1 + t)ν−ν
e−b(t+t

−1)dt

olur. Burada t = 1
u
dönü³ümü uygulan�rsa,

B(ν,−ν; b) = e−2b

∫ ∞
0

(
1

u
)ν−1e−b(u+u−1) 1

u2
du

= 2e−2b

[
1

2

∫ ∞
0

1

uν+1
e−b(u+u−1)du

]
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olup, sa§ taraftaki integral Macdonald fonksiyonu cinsinden

B(ν,−ν; b) = 2e−2bKν(2b) (3.11)

³eklinde yaz�labilir [14].

Yukar�daki e³itlikte Re(b) > 0, n = 0, 1, 2, . . . olmak üzere ν = n + 1
2

al�n�rsa

B

(
n+

1

2
,−(n+

1

2
); b

)
= 2e−2bKn+ 1

2
(2b)

özel durumu elde edilir. Bu denklemde

Kn+ 1
2
(z) = (

π

2z
)
1
2 e−z

n∑
m=0

(2z)−m

m!

(n+m)!

(n−m)!

e³itli§i [8] kullan�larak

B

(
n+

1

2
,−n− 1

2
; b

)
= 2e−2b(

π

4b
)1/2e−2b

n∑
m=0

(4b)−m(n+m)!

m!(n−m)!

=

√
π

b
e−4b

n∑
m=0

(n+m)!e−4b

m!(n−m)!

sonucuna ula³�l�r.

Re(b) > 0 olmak üzere (3.10) integralinde µ = ν al�n�rsa

B(ν, ν; b) = 21−2ν

∫ 1

−1

(1 + t)ν−1(1− t)ν−1e
−4b

(1−t2)dt

= 21−2ν

∫ 1

−1

(1− t2)ν−1e
−4b

(1−t2)dt

= 22−2ν

∫ 0

−1

(1− t2)ν−1e
−4b

(1−t2)dt

bulunur. Burada ξ = 1− t2 dönü³ümü yap�l�rsa
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B(ν, ν; b) =
1

2
22−2ν

∫ 1

0

ξν−1e
−4b
ξ (1− ξ)−1/2dξ

= 22−2ν

∫ 1

0

ξν−1(1− ξ)1/2−1e
−4b
ξ dξ

olup, sa§ taraftaki integral Whittaker fonksiyonu cinsinden

B(ν, ν; b) =
√
π2−νb

(ν−1)
2 e−2bW ν

2
, ν
2
(4b)

biçiminde verilir [16].

Yukar�daki e³itlikte ν = 1
2
özel de§eri kullan�l�rsa

B

(
1

2
,
1

2
; b

)
=
√
π2−

1
2 b−

1
4 e−2bW− 1

4
, 1
4
(4b)

olarak bulunur [3]. Sa§ taraftaki integral tamamlay�c� hata fonksiyonu cinsinden

B

(
1

2
,
1

2
; b

)
= πerfc(2

√
b)

³eklinde yaz�l�r [8].

n = 0, 1, 2, . . . olmak üzere (3.7) gösteriminde µ = −ν − n al�n�rsa

B(ν,−ν − n; b) = B(ν,−ν − n+ 1; b) +B(ν + 1,−ν − n; b)

elde edilir. Bu e³itli§in binom gösterimi cinsinden

B(ν,−ν − n; b) =
n∑
k=0

(
n

k

)
B(ν + k,−ν − k; b) (3.12)

biçiminde oldu§u tümevar�m yard�m�yla kolayca gösterilebilir. �öyle ki:
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n = 1 için

B(ν,−ν − 1; b) =
1∑

k=0

(
1

k

)
B(ν + k,−ν − k; b)

= B(ν,−ν; b) +B(ν + 1,−ν − 1; b)

e³itli§i elde edilir. (3.7) gösteriminde µ = −ν − 1 al�n�rsa bu ifadenin do§ru

oldu§u görülür.

n = m için (3.12) e³itli§inin do§ru oldu§unu kabul edelim. Yani;

B(ν,−ν −m; b) =
m∑
k=0

(
m

k

)
B(ν + k,−ν − k; b) (3.13)

sa§lans�n.

n = m+ 1 için (3.7) ifadesinden

B(ν,−ν −m− 1; b) = B(ν,−ν −m; b) +B(ν + 1,−ν −m− 1; b)

elde edilir. Burada (3.13) kabulü kullan�l�rsa,

B(ν,−ν −m− 1; b)

=
m∑
k=0

(
m

k

)
B(ν + k,−ν − k; b) +

m∑
k=0

(
m

k

)
B(ν + k + 1,−ν − k − 1; b)

=
m∑
k=0

(
m

k

)
B(ν + k,−ν − k; b) +

m+1∑
k=1

(
m

k − 1

)
B(ν + k,−ν − k; b)

=B(ν,−ν; b) +
m∑
k=1

(
m

k

)
B(ν + k,−ν − k; b)

+
m∑
k=1

(
m

k − 1

)
B(ν + k,−ν − k; b) +B(ν +m+ 1,−ν −m− 1; b)

=
m+1∑
k=0

(
m+ 1

k

)
B(ν + k,−ν − k; b)

bulunur. Bu da (3.12) e³itli§inin n = m+ 1 için do§ru oldu§unu gösterir [5].
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Yukar�daki e³itli§in sa§ taraf�ndaki geni³letilmi³ beta fonksiyonu yerine

(3.11) denkleminde verilen Macdonald fonksiyonu yaz�l�rsa

B(ν,−ν − n; b) = 2e−2b

n∑
k=0

(
n

k

)
Kν+k(2b)

e³itli§i bulunur.

Geni³letilmi³ beta fonksiyonu, özellikleri, di§er özel fonksiyonlarla olan il-

i³kileri ve bu fonksiyon yard�m�yla tan�mlanan hipergeometrik fonksiyonlar hakk�nda

daha ayr�nt�l� bilgilere [5] yay�n�ndan eri³ilebilir.
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4. TAM OLMAYAN BETA FONKS�YONU

Bu bölümde yo§un olarak istatistikte uygulamas� olmas�n�n yan� s�ra ekono-

mi, �nans ve telekominikasyon gibi alanlarda da kullan�lan tam olmayan beta

fonksiyonundan bahsedilecektir.

Tan�m 4.1. 0 ≤ x < 1 olmak üzere tam olmayan beta fonksiyonu

Bx(ν, µ) =

∫ x

0

tν−1(1− t)µ−1dt (4.1)

³eklinde ifade edilir [8, 9].

Özel olarak (4.1) integralinde

ν = 1 al�n�rsa

Bx(1, µ) =

∫ x

0

(1− t)µ−1dt

= −
∫ 1−x

1

uµ−1du =
uµ

µ

∣∣∣∣1
1−x

=
1

µ
{1− (1− x)µ}

µ = 1 al�n�rsa

Bx(ν, 1) =

∫ x

0

tν−1dt =
tν

ν

∣∣∣∣x
0

=
xν

ν

e³itli§i elde edilir.

Bx(µ, ν) ve B1−x(ν, µ) fonksiyonlar� birlikte ele al�nd�§�nda

Bx(µ, ν) +B1−x(ν, µ) =

∫ x

0

tµ−1(1− t)ν−1dt+

∫ 1−x

0

tν−1(1− t)µ−1dt

=

∫ x

0

tµ−1(1− t)ν−1dt−
∫ x

1

(1− u)ν−1uµ−1du

=

∫ x

0

tµ−1(1− t)ν−1dt+

∫ 1

x

uµ−1(1− u)ν−1du
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Bx(µ, ν) +B1−x(ν, µ) =

∫ 1

0

tµ−1(1− t)ν−1dt

= B(ν, µ)

sonucuna ula³�l�r. Bu ise tam olmayan beta fonksiyonu ile beta fonksiyonu aras�n-

daki

Bx(µ, ν) = B(ν, µ)−B1−x(ν, µ) (4.2)

ili³kisini verir.

Beta fonksiyonunda oldu§u gibi burada da Bx(ν + 1, µ) ve Bx(ν, µ + 1)

fonksiyonlar� birlikte ele al�n�rsa

Bx(ν + 1, µ) +Bx(ν, µ+ 1) =

∫ x

0

tν(1− t)µ−1dt+

∫ x

0

tν−1(1− t)µdt

=

∫ x

0

tν−1(1− t)µ−1dt

Bx(ν + 1, µ) +Bx(ν, µ+ 1) = Bx(ν, µ) (4.3)

ba§�nt�s� elde edilir.

Tam olmayan beta fonksiyonunun (4.1) ile verilen tan�m�nda ν = ν + 1

al�n�p k�smi integrasyon uygulan�rsa

Bx(ν + 1, µ) =

∫ x

0

tν(1− t)µ−1dt

=
−tν(1− t)µ

µ

∣∣∣∣x
0

+
ν

µ

∫ x

0

tν−1(1− t)µ−1dt

=
ν

µ
Bx(ν, µ+ 1)− xν(1− x)µ

µ

elde edilir.
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Benzer ³ekilde µ = µ+ 1 al�n�p k�smi integrasyon uygulan�rsa da

Bx(ν, µ+ 1) =

∫ x

0

tν−1(1− t)µdt

=
tν(1− t)µ

ν

∣∣∣∣x
0

+
µ

ν

∫ x

0

tν(1− t)µ−1dt

=
µ

ν
Bx(ν + 1, µ) +

xν(1− x)µ

ν

bulunur. Böylece tam olmayan beta fonksiyonu için

Bx(ν + 1, µ) =
ν

µ
Bx(ν, µ+ 1)− xν(1− x)µ

µ

Bx(ν, µ+ 1) =
µ

ν
Bx(ν + 1, µ) +

xν(1− x)µ

ν

indirgeme formülleri elde edilir.

Beta fonksiyonunda oldu§u gibi tam olmayan beta fonksiyonunun (4.1) ile

verilen tan�m�nda

(1− t)µ−1 =
∞∑
n=0

(1− µ)n
n!

tn

yaz�l�rsa

Bx(ν, µ) =

∫ x

0

tν−1(1− t)µ−1dt,

= xν
∫ x

0

tν−1

∞∑
n=0

(1− µ)n
n!

tndt

=
∞∑
n=0

(1− µ)n
n!

xn+ν

∫ x

0

tn+ν−1dt

=
∞∑
n=0

(1− µ)n
n!(n+ ν)

xn+ν

=
∞∑
n=0

(ν)n(1− µ)n
(ν)n+1n!

xn+ν
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Bx(ν, µ) =
∞∑
n=0

(ν)n(1− µ)n
n!ν(1 + ν)n

xn+ν

=
xν

ν

∞∑
n=0

(ν)n(1− µ)n
(1 + ν)n

xn

n!

elde edilir. Bu e³itli§in sa§ taraf�ndaki toplam ifadesi Gauss hipergeometrik fonk-

siyonuna kar³�l�k gelip

Bx(ν, µ) =
xν

ν
2F1(ν, 1− µ; 1 + ν;x)

olarak yaz�labilir [16].

Burada −1 ≤ x ≤ 1 olmak üzere,

2F1(a, b; c;x) = (1− x)c−a−b2F1(c− a, c− b; c;x)

ifadesi [25] kullan�larak tam olmayan beta fonksiyonunun Gauss hipergeometrik

fonksiyonu cinsinden ikinci bir ifadesi

Bx(ν, µ) =
xν(1− x)µ

ν
2F1(1, ν + µ; 1 + ν;x)

biçiminde elde edilir.

Yine x /∈ (1,∞) olmak üzere Gauss hipergeometrik fonksiyonunun

2F1(a, b; c;x) = (1− x)−b2F1

(
c− a, b; c; x

x− 1

)

e³itli§i [3] kullan�larak tam olmayan beta fonksiyonunun Gauss hipergeometrik

fonksiyonu cinsinden üçüncü bir ifadesi

Bx(ν, µ) =
xν(1− x)µ−1

ν
2F1

(
1, 1− µ; 1 + ν;

x

x− 1

)

olarak bulunur.
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Negatif indisli tam olmayan beta fonksiyonlar� için n parametresi pozitif

tamsay� olmak üzere

B−x(n, µ) =

∫ −x
0

tn−1(1− t)µ−1dt

integralini ele alal�m [8]. Bu integralde t = u
1+u

dönü³ümü yap�larak

B−x(n, µ) =

∫ −x
x+1

0

(
u

1 + u

)n−1(
1− u

1 + u

)µ−1
1

(1 + u)2
du

= −
∫ x

x+1

0

(−t)n−1(1− t)−n−µdt

= (−1)n
∫ x

x+1

0

tn−1(1− t)−n−µdt

sonucuna ula³�l�r. Böylece x > 0, n = 1, 2, 3, . . . için

B−x(n, µ) = (−1)nB x
1+x

(n, 1− µ− n)

e³itli§i elde edilir.

Ayr�ca m parametresi pozitif bir tamsay� olmak üzere

Bx+1(ν,m) =

∫ x+1

0

tν−1(1− t)m−1dt

integralini ele alal�m. Buradan

Bx+1(ν,m) =

∫ 1

0

tν−1(1− t)m−1dt+

∫ 1+x

1

tν−1(1− t)m−1dt

= β(ν,m)−
∫ −x

0

um−1(1− u)ν−1du

=
Γ(ν)Γ(m)

Γ(ν +m)
− (−1)mB x

x+1
(m, 1− ν −m)

sonucuna ula³�l�r. Bu ise x ≥ 0, ν > 0,m = 1, 2, 3, . . . için
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Bx+1(ν,m) =
(m− 1)!

(ν)m
− (−1)mB x

1+x
(m, 1− ν −m)

e³itli§ini verir.

Tam olmayan beta fonksiyonunun (4.1) integrali ile verilen gösteriminde

(1− t)m−1 yerine

(1− t)m−1 =
∞∑
n=0

(1−m)n
n!

tn

seri aç�l�m� kullan�l�rsa 0 ≤ x < 1,m = 1, 2, 3, . . . olmak üzere

Bx(ν,m) =

∫ x

0

tν−1(1− t)m−1dt

=

∫ x

0

tν−1

∞∑
n=0

(1−m)n
n!

tndt

=
∞∑
n=0

(1−m)n
n!

∫ x

0

tn+ν−1dt

=
∞∑
n=0

(1−m)nx
n+ν

(n+ ν)n!

=
∞∑
n=0

(−1)n(m− 1)nx
n+ν

(n+ ν)n!

= xν
∞∑
n=0

(m− 1)n(m− n− 1)!

n!(m− n− 1)!

(−x)n

(n+ ν)

= xν
∞∑
n=0

(
m− 1

n

)
(−x)n

n+ ν

sonsuz toplam�na ula³�l�r.

Ayr�ca

Bx(ν, 0) =

∫ x

0

tν−1(1− t)−1dt

integralinde (1− t)−1 terimi yerine seri aç�l�m� yaz�l�rsa
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Bx(ν, 0) =

∫ x

0

tν−1

∞∑
n=0

(1)n
n!

tndt

=
∞∑
n=0

∫ x

0

tn+ν−1dt

=
∞∑
n=0

xn+ν

n+ ν

= xν
∞∑
n=0

xn

n+ ν

sonsuz toplam� elde edilir. Bu ise Lerch fonksiyonu cinsinden

Bx(ν, 0) = xνΦ(x; 1; ν)

biçiminde yaz�labilir.

Beta fonksiyonuna benzer ³ekilde (4.1) integralinde farkl� dönü³ümler yap�larak

tam olmayan beta fonksiyonunun da çe³itli integral gösterimleri bulunabilir.

i) 0 ≤ T = arcsin
√
x < π

2
olmak üzere t = sin2 u dönü³ümü yap�l�rsa,

Bx(ν, µ) = 2

∫ T

0

sin2ν−2(u)(1− sin2(u))µ−1 sin(u) cos(u)du

= 2

∫ T

0

sin2ν−1(u) cos2µ−1(u)du

ii) 0 ≤ T = arctanh
√
x <∞ olmak üzere t = tanh2 u dönü³ümü yap�l�rsa,

Bx(ν, µ) = 2

∫ T

0

tanh2ν−2(u)(1− tanh2(u))µ−1 tanh(u)sech2(u)du

= 2

∫ T

0

tanh2ν−1(u)sech2µ(u)du
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iii) ν > 0, µ > 0 olmak üzere t = ux dönü³ümü yap�l�rsa,

Bx(ν, µ) = xν
∫ 1

0

uν−1(1− xu)µ−1du

iv) 0 ≤ T = x
1−x <∞ olmak üzere t = u

1+u
dönü³ümü yap�l�rsa,

Bx(ν, µ) =

∫ T

0

uν−1

(1 + u)ν+µ
du

integral gösterimleri elde edilir.

Son e³itlikte µ = −ν al�n�rsa

Bx(ν,−ν) =
1

ν
(

x

1− x
)ν

de§eri bulunur.

4.1. OLASILIK YO�UNLUK FONKS�YONU

�statistikte kendisine geni³ bir alan bulan olas�l�k yo§unluk fonksiyonu tam

olmayan beta fonksiyonunun beta fonksiyonuna oran� olarak ifade edilir.

Tan�m 4.2. ν > 0, µ > 0 ve 0 ≤ x < 1 olmak üzere olas�l�k yo§unluk fonksiyonu

Ix(ν, µ) =
Bx(ν, µ)

B(ν, µ)
(4.4)

biçiminde tan�mlan�r [1]. Bu tan�m tam olmayan beta fonksiyonu ile ifade edildi§in-

den tam olmayan beta fonksiyonunda oldu§u gibi olas�l�k yo§unluk fonksiyonu da

simetri özelli§ini sa§lamaz. Bu eksiklik ν ve µ parametrelerinin de§i³ebilirli§ini

önler.

ν > 0, µ > 0 ve 0 < x < 1 olmak üzere olas�l�k yo§unluk fonksiyonu için bir

integral gösterimi

Ix(ν, µ) =
xν(1− x)µ

2πi

∫ c+i∞

c−i∞
t−ν(1− t)−µ dt

t− x
(4.5)
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³eklindedir [1].

(4.4) tan�m�nda µ = ν al�n�rsa olas�l�k yo§unluk fonksiyonu

Ix(ν, ν) =
1

2
I4x(1−x)(ν,

1

2
)

biçiminde elde edilir.

Ix(ν, µ) ve I1−x(µ, ν) fonksiyonlar� birlikte ele al�n�rsa

Ix(ν, µ) + I1−x(µ, ν) =
Bx(ν, µ)

B(ν, µ)
+
B1−x(µ, ν)

B(µ, ν)

=
Bx(ν, µ) +B1−x(µ, ν)

B(ν, µ)

olarak bulunur. Üstteki ifadenin pay� (4.2) den B(ν, µ) ye e³it olur ve buradan

Ix(ν, µ) + I1−x(µ, ν) =
B(ν, µ)

B(ν, µ)

= 1

sonucuna ula³�l�r. Bu

Ix(ν, µ) = 1− I1−x(µ, ν)

ili³kisini verir [1,21].

Olas�l�k yo§unluk fonksiyonunun binom gösterimi cinsinden ifadesi m,n

pozitif tamsay� ve 0 ≤ x < 1 olmak üzere

Ix(m,n−m+ 1) =
n∑

j=m

(
n

j

)
xj(1− x)n−j

ile verilir [21]. Olas�l�k yo§unluk fonksiyonu için di§er bir seri gösterimi ise

Ix(m,n) = (1− x)n
∞∑
j=m

(
n+ j − 1

j

)
xj
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biçimindedir [21].

Son olarak (4.4) ile verilen olas�l�k yo§unluk fonksiyonu için baz� indirgeme

formulleri

Ix(ν, µ) =xIx(ν − 1, µ) + (1− x)Ix(ν, µ− 1)

(ν + µ− νx)Ix(ν, µ) =ν(1− x)Ix(ν + 1, µ− 1) + µIx(ν, µ+ 1)

(ν + µ)Ix(ν, µ) =νIx(ν + 1, µ) + µIx(ν, µ+ 1)

(ν + µx)Ix(ν, µ) =xµIx(ν − 1, µ+ 1) + νIx(ν + 1, µ)

νIx(ν + 1, µ) =(ν + (ν + µ− 1)x)Ix(ν, µ)

− (ν + µ− 1)xIx(ν − 1, µ)

µIx(ν, µ+ 1) =(µ+ (ν + µ− 1)(1− x))Ix(ν, µ)

− (ν + µ− 1)(1− x)Ix(ν, µ− 1)

Ix(ν, µ) =Ix(ν + 1, µ− 1) +
xν(1− x)µ−1

νB(ν, µ)

Ix(ν, µ) =Ix(ν − 1, µ+ 1)− xν−1(1− x)µ

µB(ν, µ)

Ix(ν, µ) =Ix(ν + 1, µ) +
xν(1− x)µ

νB(ν, µ)

Ix(ν, µ) =Ix(ν, µ+ 1)− xν(1− x)µ

µB(ν, µ)

biçiminde verilir [1,21].
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4.2. GEN��LET�LM�� TAM OLMAYAN BETA FONKS�YONU

Birçok fonksiyon tam olmayan beta fonksiyonunun özel durumlar�d�r. Özel-

likle, herhangi bir trigonometrik veya hiperbolik fonksiyonun belirsiz integrali, bir

tam olmayan beta fonksiyonu olarak ifade edilebilir. Geni³letilmi³ Beta fonksi-

yonu Euler beta fonksiyonunun bir geni³letilmesi oldu§undan geni³letilmi³ tam

olmayan beta fonksiyonunun di§er özel fonksiyonlarla olan ili³kileri önem arz et-

mektedir. Bu bölümde geni³letilmi³ tam olmayan beta fonksiyonu ayr�nt�l� olarak

incelenecektir.

Tan�m 4.3. 0 ≤ x < 1 olmak üzere geni³letilmi³ tam olmayan beta fonksiyonu

Bx(ν, µ; b) =

∫ x

0

tν−1(1− t)µ−1e−
b

t(1−t)dt (4.6)

³eklinde tan�mlan�r [8, 9].

Geni³letilmi³ beta fonksiyonuna benzer ³ekilde (4.6) denkleminde b paramet-

resi s�f�r oldu§unda 0 ≤ x < 1 olmak üzere,

Bx(ν, µ; 0) = Bx(ν, µ)

klasik tam olmayan beta fonksiyonu elde edilir.

Tam olmayan beta fonksiyonunda oldu§u gibi Bx(ν, µ; b) ve B1−x(µ, ν; b)

fonksiyonlar� birlikte ele al�nd�§�nda

Bx(ν, µ; b) +B1−x(µ, ν; b)

=

∫ x

0

tν−1(1− t)µ−1e−
b

t(1−t)dt+

∫ 1−x

0

tµ−1(1− t)ν−1e−
b

t(1−t)dt

=

∫ x

0

tν−1(1− t)µ−1e−
b

t(1−t)dt−
∫ x

1

(1− u)µ−1uν−1e
−b

t(1−t)du

=

∫ x

0

tν−1(1− t)µ−1e−
b

t(1−t)dt+

∫ 1

x

uν−1(1− u)µ−1e−
b

u(1−u)du

=B(ν, µ; b)

sonucuna ula³�l�r. Bu geni³letilmi³ tam olmayan beta fonksiyonu ile geni³letilmi³
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beta fonksiyonu aras�ndaki

Bx(ν, µ; b) = B(ν, µ; b)−B1−x(µ, ν; b) (4.7)

ili³kisini verir.

Ayr�ca Bx(ν + 1, µ; b) ile Bx(ν, µ+ 1; b) fonksiyonlar� birlikte ele al�n�rsa

Bx(ν + 1, µ; b) +Bx(ν, µ+ 1; b)

=

∫ x

0

tν(1− t)µ−1e−
b

t(1−t)dt+

∫ x

0

tν−1(1− t)µe−
b

t(1−t)dt

=

∫ x

0

tν−1(1− t)µ−1e−
b

t(1−t)dt

olup,

Bx(ν + 1, µ; b) +Bx(ν, µ+ 1; b) = Bx(ν, µ; b) (4.8)

e³itli§i elde edilir. Bu ise b = 0 için tam olmayan beta fonksiyonunun (4.3) ile

verilen özelli§inin korundu§unu gösterir.

(4.7) integral gösteriminde µ = ν ve x = 1/2 al�n�rsa

B 1
2
(ν, ν; b) =

1

2
B(ν, ν; b)

sonucuna ula³�l�r. Bu e³itli§in sa§ taraf� Whittaker fonksiyonu cinsinden yaz�l�rsa

B 1
2
(ν, ν; b) =

√
π2−ν−1b

ν−1
2 e−2bW−ν/2,ν/2(4b)

olarak bulunur [8]. Özellikle ν = 1/2 oldu§unda,

B 1
2
(
1

2
,
1

2
; b) =

π

2
erfc(2

√
b)

de§eri elde edilir [8].
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n = 0, 1, 2, . . . olmak üzere (4.8) gösteriminde µ = −ν − n al�n�rsa

Bx(ν,−ν − n; b) = Bx(ν,−ν − n+ 1; b) +Bx(ν + 1,−ν − n; b)

elde edilir. Bu e³itli§in binom gösterimi cinsinden

Bx(ν,−ν − n; b) =
n∑
k=0

(
n

k

)
Bx(ν + k,−ν − k; b) (4.9)

biçiminde oldu§u tümevar�m yard�m�yla kolayca gösterilebilir. �öyle ki:

n = 1 için

Bx(ν,−ν − 1; b) =
1∑

k=0

(
1

k

)
Bx(ν + k,−ν − k; b)

= Bx(ν,−ν; b) +Bx(ν + 1,−ν − 1; b)

e³itli§i elde edilir. (4.8) gösteriminde µ = −ν − 1 al�n�rsa bu ifadenin do§ru

oldu§u görülür.

n = m için (4.9) e³itli§inin do§ru oldu§unu kabul edelim. Yani;

Bx(ν,−ν −m; b) =
m∑
k=0

(
m

k

)
Bx(ν + k,−ν − k; b) (4.10)

sa§lans�n.

n = m+ 1 için (4.8) ifadesinden

Bx(ν,−ν −m− 1; b) = Bx(ν,−ν −m; b) +Bx(ν + 1,−ν −m− 1; b)

elde edilir. Burada (4.10) kabulü kullan�l�rsa,

Bx(ν,−ν −m− 1; b)

=
m∑
k=0

(
m

k

)
Bx(ν + k,−ν − k; b) +

m∑
k=0

(
m

k

)
Bx(ν + k + 1,−ν − k − 1; b)
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Bx(ν,−ν −m− 1; b)

=
m∑
k=0

(
m

k

)
Bx(ν + k,−ν − k; b) +

m+1∑
k=1

(
m

k − 1

)
Bx(ν + k,−ν − k; b)

=Bx(ν,−ν; b) +
m∑
k=1

(
m

k

)
Bx(ν + k,−ν − k; b)

+
m∑
k=1

(
m

k − 1

)
Bx(ν + k,−ν − k; b) +Bx(ν +m+ 1,−ν −m− 1; b)

=
m+1∑
k=0

(
m+ 1

k

)
Bx(ν + k,−ν − k; b)

bulunur. Bu da (4.9) e³itli§inin n = m+ 1 için do§ru oldu§unu gösterir [5].

(4.6) integralinde farkl� dönü³ümler yap�larak geni³letilmi³ tam olmayan

beta fonksiyonunun çe³itli gösterimleri elde edilebilir. Geni³letilmi³ tam olmayan

beta fonksiyonunun (4.6) ile verilen integral gösteriminde

i) 0 < T = sin−1√x ≤ Π
2
olmak üzere t = sin2 θ dönü³ümü yap�l�rsa,

Bx(ν, µ; b) =

∫ T

0

2 sin θ cos θ(sin2 θ)ν−1(1− sin2 θ)µ−1e[− b
sin2 θ

(1−sin2 θ)]dθ

= 2

∫ T

0

sin2ν−1 θ cos2µ−1 θe[−b sec2 θ csc2 θ]dθ

ii) 0 < T = x
1−x <∞ olmak üzere t = u

1+u
dönü³ümü yap�l�rsa,

Bx(ν, µ; b) =

∫ T

0

1

(1 + u)2
(

u

1 + u
)ν−1(1− u

1 + u
)µ−1e[− b(1+u)

2

u
]du

= e−2b

∫ T

0

uν−1

(1 + u)ν+µ
e[−b(u+u−1)]du
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iii) 0 ≤ sinh−1√ x
1−x < ∞ olmak üzere yukar�daki gösterimde u = sinh2 θ

dönü³ümü yap�l�rsa,

Bx(ν, µ; b) = 2e−2b

∫ T

0

(sinh2 θ)ν−1

(1 + sinh2 θ)ν+µ
e[−b(sinh2 θ+ 1

sinh2 θ
)] sinh θ cosh θdθ

= 2e−2b

∫ T

0

tanh2ν−1 θ sech2µθe[−b(sinh2 θ+csch2θ)]dθ

integral gösterimleri bulunur.
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