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1. GIRIS

18. yiizyilda, Leonard Euler (1707-1783) tamsay1 olmayan n degerleri igin
n! = / e t"dt, n=0,1,2,...
0

degerlerinin hesaplanmasi problemiyle ugrasiyordu. Bu problem, Euler’in 1729

yilinda faktoriyel fonksiyonunun bir genellegtirilmesi olan

I'(v) ::/ t'“te7tdt, Re(v) >0
0
gamma fonksiyonunu tanimlamasima yol agti [8]. Bu fonksiyon faktoriyel fonksi-
yonunun bir genellestirilmesi oldugundan, uzun yillar boyunca faktoriyel fonksi-
yonlariyla tanimlanan baz fonksiyon ve iglemlerin genellegtirilmesinde kullanildi.
Bu uygulamalara ek olarak bir ¢ok elementer olmayan integralin tespitinde de

siklikla gamma fonksiyonuna bagvuruldu.

Gamma fonksiyonunun kegfinden 43 sene sonra 1771 yilinda Euler, ashinda
gamma fonksiyonlarinin 6zel bir kombinasyonu olan ve 1. tip Fuler integrali

olarak da bilinen
1
B(v,p) = / "1 —t)**dt, Re(v)>0,Re(u) >0
0

beta fonksiyonunu tammladi [3,11,28]. Gamma fonksiyonu igin gecerli olan uygu-
lamalarin ¢ogu beta fonksiyonu icin de gecerliydi. Kullanim alanlari gamma fonk-
siyonunun golgesinde kalsa da (gamma fonksiyonlarinin ézel bir kombinasyonu
bigiminde yazilabildiginden), gamma fonksiyonunun aksine beta fonksiyonu iki
degiskenliydi ve simetri 6zelligine sahipti. Bdylece istatistiksel dagilim teorisinde

kendisine ¢ok genig bir kullanim alani buldu.

Sonraki yillarda Legendre (1752-1833), toplamlari gamma fonksiyonunu

veren ve gamma fonksiyonunun integral sinirlari {izerinden bir gennellemesi olan

(v, x) ::/ t"“le7tdt, Re(v) >0
0

[(v,x) ::/ t e tdt

1



tam olmayan gamma fonksiyonlarini tammladi [8]. Bu fonksiyonlar uygulamah
matematik, fizik, istatistik ve miihendislik alanlarindaki pek ¢ok problemin kapali

form ¢oziimlerinin elde edilmesinde kullanilda.

Bu calismalar1 tam olmayan beta fonksiyonu

B, (v, 1) = / 1=t dt, 0<w <1
0

izledi [16,25]. Bu fonksiyon olasilik ve istatistik alanindaki en 6nemli dagihmlar-
dan biri olan ve tam olmayan beta fonksiyonunun orjinal beta fonksiyonuna orani

olarak verilen beta dagulimine tanunlamakta kullamldr [3].

Bu fonksiyonlarin kullanim alanlar1 arttikca cok cesitli genellegtirmeleri
tanimlandi. Bu genellegtirmelerden biri de Chaudhry ve Zubair tarafindan 1994
yilinda verilen ve gamma fonksiyonunun tanim kiimesini tiim kompleks diizleme

genisleten

['(v;b) ::/ et dt, (Re(b) > 0;b =0, Re(v) > 0)
0

genisletilmis gamma fonksiyonudur |7]. Benzer bir diigiinceyle 1997 yilinda, yine
Chaudhry ve ark. tarafindan genisletilmis beta fonksiyonu

1
B(y,u;b):/ 11—ty 0 dt,  Re(b) > 0
0

tanimland [9]. Bu fonksiyonun da tanim kiimesi tiim kompleks diizlemdi ve yeni

fonksiyon da simetri 6zelligini saghyordu.

Literatiir tarandiginda yukarida bahsedilen genisletilmis fonksiyonlar hak-
kinda pek ¢ok yayina [6,7,13,20-24] ve tezlere [5,26,30,31] rastlamak miimkiindiir.
Son yillarda genigletilmis fonksiyonlar yardimiyla tek ve ¢ok degigkenli hiperge-
ometrik fonksiyonlarin da genigletilmeleri elde edilmigtir [10,12,22,23,27].

Bu tez caligmasinda beta, tam olmayan beta, genisletilmis beta ve genisle-
tilmig tam olmayan beta fonksiyonlari ele alinacak, bu fonksiyonlar {izerine bugiine
kadar yapilan calismalardan derlenen temel 6zellikleri, sonsuz seri ve integral gos-

terimleri ile diger fonksiyonlarla olan iligkileri ispatlariyla birlikte verilecektir.



2. ONBILGILER

Bu béliimde tez calismasinin ilerleyen boliimlerinde kullanilacak olan mate-

matiksel kavramlarin tamimlar: verilecektir.

Tanim 2.1. a reel ya da kompleks bir say1, n sifir ya da pozitif bir tamsay1 olmak

tizere (a), ile gosterilen Pochhammer Semboli
(@), ==ala+1)(a+2)...(a+n—1)
seklinde tanimlanir. Ayrica (a)o = 1 kabul edilir [2].

Pochhammer Semboli tanmimindan

['(a+n)
T
(@)1 = ala+ 1) = (a)n(a +n)
(@)nsm = (a)n(a@+n)m = (a)m(a +m),
(a)n _ B(a+n,b—a)
(b)n B(a,b—a)

esitliklerinin saglandigr goriiliir [2].

Tanim 2.2. q; (i = 1,2,...,p) ve ¢; (j = 1,2,...,q) kompleks parametreler, p

ve ¢ sifir ya da pozitif bir tamsay1 ve ¢; # 0, -1, =2, ... olmak {izere,
- n "
oFylar, ... ap;c1, ..., cq5 ) Z o) (el
e CORRS q)n

seklinde ifade edilen seriye Genellegtirilmis hipergeometrik fonksiyon denir [3].

Yukaridaki seride p = 2 ve ¢ = 1 alinirsa

o0

oFi(a,b;c;x) := Z Z —

n=0

Gauss hipergeometrik fonksiyonu ve benzer gekilde p =1 ve ¢ = 1 alinirsa



n

> (a)nx
1Fi(a,cx) - E
cnn!

n=0

3

Konfluent hipergeometrik fonksiyonu elde edilir |3].

Tanim 2.3. max{|z|, |y|} < 1 olmak iizere,

SSINCS a ) man(@2)m(@z), z™ Y™
F1(a1,a2,a3;01;x,y)zzz( ) EFC()Q) (a3)n 2™ y*

m! n!
=0 n=0 1/m+n

ile verilen seriye 1. ¢esit, |z| + |y| < 1 olmak iizere,

(@) mn(a2)m(as)n 2™ y"
' ' B 1)m+n\02)/m {03
FQ(aljag,ag,Clchaxvy) _WLX:OTZZ: c C2)n m' n'

ile verilen seriye 2. cesit, |z| < 1, |y| < 1 olmak iizere,

(1) mn m! n!

o0 o0
(I a m
Fs(ay, az, a3, as; c152,y) ZZ ) a3)m( 4)n_y_
=0 n=

ile verilen seriye 3. ¢esit ve \/|z| + 1/]y| < 1 olmak {izere,

m ,n

0o 00
F . m+n$ ()
(aba?wcluc%x y - 3

— L Ym(c2)n  m!nl

ile verilen seriye 4. cesit Appell Hipergeometrik Fonksiyonlary denir [29).

Tamim 2.4. |z]| < 1, |y| <1, |z] < 1 olmak iizere,

S irtintis (0)iy (€)in (d);
Fg”(a,b, C, d;e;ﬂ?,y,z) = Z (a) 1+t2+ 3( )1(10)‘2(‘ ) 3 ZlleZ“
(€)1 4igtist1i2!15!

i1,i2,i3=0
ile verilen seriye ¢ degiskenli Lauricella fonksiyonu denir [15].

Tamim 2.5. Re(c) > Re(a) > 0 olmak iizere,

(n) o o (@i (b)), - (D n)z
Fpl(a,by, ... by a0 xp) = Z AR

i1,.-.,in:0

ile verilen seriye n degiskenli Lauricella fonksiyonu denir [15].



Tanim 2.6. z > 0 ve v # 0,£1, 42, ... olmak iizere,

1 [/ 1 _
KU(Z) = —/0 Weféz(ﬂrt l)dt

genellestirilmig integrali ile verilen fonksiyona Macdonald fonksiyonu denir [17].

Tanim 2.7. m — k + % > 0 olmak iizere

@ 0 " X
Wim — —ttm—k’-l-% 14+ = m+k—§dt
onl®) = ez . D)

bigiminde verilen fonksiyona Whittaker fonksiyonu denir [18|.

Tanim 2.8. —oco < z < oo olmak iizere hata ve tamamlayict hata fonksiyonlar:

sirasiyla

2 e
erf(z) := ﬁ/o e "dt
2 [T _p
erfe(z) == — e "dt
\/_/z

™

bi¢iminde verilir. Bu iki fonksiyon
erf(z) 4 erfe(z) =1

bagintisini saglar |3].

Tanim 2.9. |z| < 1, #0,—1,... olmak {izere Lerch fonksiyonu

n

(n+ p)”

O(a;vip) =Y

n=0

seklinde tanimlanir [25].



3. BETA FONKSIYONU

Bu boliimde Euler ve Legendre tarafindan calisilan ve 1. tip Euler integrali

olarak da bilinen beta fonksiyonu ve 6zellikleri hakkinda temel bilgiler verilecektir.

Tamim 3.1. Re(v) > 0, Re(p) > 0 olmak iizere, Euler tarafindan tanimlanan
1
Blv, ) = / P — )t (3.1)
0
integraline beta fonksiyonu denir [11, 28].
Beta fonksiyonunun gamma fonksiyonu ile iligkisi

B(VMU) =

seklinde olup, bu ifade sifirdan biiyiik her v, u € C i¢in gegerlidir [28]. Buradan

goriilecegi gibi beta fonksiyonu simetriktir, yani
B(v, ) = B(p,v)
esitligi meveuttur [28].

Ayrica B(v + 1, u) ile B(v, u + 1) fonksiyonlar: birlikte ele alinirsa

1 1
Bv+1,p)+ Br,p+1) = / (1 — )" 1t +/ 71 — t)kdt
0 0

bagintisi elde edilir.

Beta fonksiyonunun (3.1) ile verilen integral gosteriminde (1 —¢)*~! yerine



seri agilimi yazilirsa Re(p) > 0 olmak {izere

B(v,pn) = / - IZ t"dt
n=0 !

:i< ,U)n/ =1 gy
& (-
_Zn'(u—i-n)

3
I
o

sonsuz toplamina ulagilir.

Ayrica (3.1) integralinde p yerine g — 1 alinip

(1=t 2= (1—-t) ! it"

esitligi kullanilirsa,

1
Bv,p—1) = / 1 — ) 2dt
0

1
- / L=y et
0

n=0

_Z/ rn— 1 ,u ldt
ZZB(VJHWL)
n=0

sonucu elde edilir. Boylece Re(u) > 0 olmak iizere beta fonksiyonunun farkli bir

seri gosterimine ulagilir.

(3.1) integralinde farkli doniigiimler yapilarak beta fonksiyonunun bagka

integral gosterimleri de elde edilebilir.

Beta fonksiyonunun (3.1) ile verilen integral gésteriminde



i) t = u? doniigiimii yapilirsa,
1
Bl =2 [ (@)1~ ) ud
0

1
= 2/ w1 — )" du
0

ii) t = i, doniigiimil yapilirsa,

B, :/0 (c+u)y_1(1 a c~|—u)u_1 (c~|—u)2du
:c“/o mdu (3.3)

iii) ¢ = sin(u) doniigiimii yapilirsa,
B(v,p) =2 /2 (sin®(u))® 1 (1 — sin®(u))* ' sin(u) cos(u)du
0

iv) t = “=2 doniigiimii yapilirsa,

integral gosterimleri elde edilir.

Ayrica (3.3) integralinde ¢ = 1 alinirsa,

B(v,u) = /000 (uu—ldu (3.4)

1+ w)v+

bulunur. Beta fonksiyonu simetrik oldugundan



B(v,pu) = /000 (Ldu (3.5)

14 u)vtr
esitligi yazilabilir. (3.4) ve (3.5) ifadelerinin toplamindan

ul/—l u,u—l

2B(v,p) = /0 ((1 ) * (1 +u)u+u)du

1 00 uufl + u,ufl
Blv.w) =3 / Ao

sonucuna ulagihir. Bu ifade beta fonksiyonunun diger bir integral gosterimidir [4,
11, 16, 19, 25].

Beta fonksiyonunun (3.1) integral gosterimi kullanilarak cesitli hiperge-

ometrik fonksiyonlarin integral gdsterimleri elde edilir:

Re(b) > Re(a) > 0 olmak iizere konfluent hipergeometrik fonksiyonunun

o
anz”

1F1ab,2: b

n=0

n!

3

)n

seri gosterlmlnde ifadesi yerine beta fonksiyonu yazilirsa,
'Il

o0

Bla+n,b—a)z"
F
tFilasbiz) = Z B(a,b—a) n!

elde edilir. Burada B(a + n,b — a) ifadesinin integral gésterimi kullanilarak

n

1 z !
F -b: _ E ta+n—1 1 t b—a—ldt
1Py (a;6;2) — B(a,b—a) n! /o ( )

bulunur. Bu seri diizgiin yakinsak oldugundan toplam ile integral yer degistirirse

1 1 o0 )n
F . b — ta 1 —a—1 E
1Fi(a; b; 2) /0 B(a,b—a) n!

n=0
1 ! 1 b—a—1
= N1 — ) left gt
B(a,b—a) /0 ( ) ¢



sonucuna ulagilir. Bu konfluent hipergeometrik fonksiyonu i¢in bir integral gos-
terimidir [3].

|z] <1; Re(c) > Re(b) >0 olmak iizere Gauss hipergeometrik fonksiyonunun

oFi(a,b;c;2) = Z Z

n=0

ile verilen seri gosteriminde (i) sembolii yerine beta fonksiyonu yazilirsa

o = B(b+n,c—1b)z"
2F1<a,b,c7z>=n§:%<a>n Ble—p n

olur. B(b+ n,c — b) ifadesinin integral gosterimi kullanilarak

(a’)n ! b+n—1 c—b—1 2"
QFlCLbCZ Bb7c—b /t (1—t) Edt
! 1 = (zt)"
= (1=t n dt
/0 B(b,c —b) ( ) nz:%<a) n!
1 ' b—1 b—1
= — 71 =) (1 — 2t)dt
B(b,c—b) /0 (1= (1 —=1)

elde edilir. Bu Gauss fonksiyonu igin bir integral gosterimidir [3].

|z| < 1 olmak iizere ®; iki degigkenli hipergeometrik fonksiyonunun

bi¢imindeki seri gosteriminde ((‘C’))Li" ifadesi yerine beta fonksiyonu yazilirsa

m—+n

o X & (b)mBla+m+n,c—a) ,, .,
(I)l(aabucaxay):ZZ B(a,c—a)m!n! Ty

olarak bulunur. Burada B(a +m + n,c — a) ifadesi yerine integral gosterimi kul-

lanilirsa

10



1
_ mT Y a+m—+n—1 c—a—1
@(abcxy—g E Bac—am'n'/t (1—1) dt

m=0 n=0

elde edilir. Bu seri diizgiin yakinsak oldugundan toplam ile integral yer degistirirse

1 00 o)
. e 1 a— 1 —a—1 ( )n
@1(a,b7c,$,y):/ mt Z Z n' dt
0 ’ =0 n=0
1 ! 1 1 b_yt
== 7 (1 =)L — xt) Yt
Bl(a,c — a) /0 ( ) (1—at) e

egitligi bulunur. Bu ®; fonksiyonu i¢in bir integral gosterimidir.

Benzer sekilde maz{|z|, |y|} < 1 olmak tizere F; Appell hipergeometrik

fonksiyonunun

Fl(a,b,C;d;x,y)ZZZ mM n;nunl%i’fmy” :

m=0 n=0

m-+n

bi¢imindeki seri gosteriminde E Do yerine beta fonksiyonu kullanilarak

m—+n

Fl(a7 b,C; d,x,y) = Z

O0n

X (W)mlc)nBla+m+n,d—a) , .
ZOU GRil )y,

(a,d — a)m!n!

elde edilir. Burada B(a +m + n,d — a) ifadesinin integral gosterimi kullanilirsa

o0 o0 1
Fi(a,b,c;d;z,y) = Z Z (0)m(c) n$ y" / gatmin=1(] _ pyd=a—lgy

_ I
vt B(a,d — a)m!n!

bulunur. Bu seri diizgiin yakinsak oldugundan

1 00 00
1 m n
Fi(a,b,c;d;x, :/ (1 — )t
i y) o Bla,d—a) n;) e

1 ! a—1 d—a—1 —b —c
:m/ot (1 611 — 2t) (1 — yt)~°dt

11



olarak bulunur. Bu F} Appell hipergeometrik fonksiyonu icin bir integral goste-

rimi olur.

lz| < 1,]y| < 1,|z|] <1 olmak tizere ii¢ degigkenli Luricella hipergeometrik

fonksiyonunun

e mnvbm ndv
Fl()3)(a’bjcjd;e;x;y;z>:ZZZ(Q) +n+ () (C) ( ) xmynzv

(€)mantom!nlv!

seri toplaminda E‘gmﬂ ifadesi beta fonksiyonu biciminde yazilirsa

m-+n+v

(3) e e e e _ . (b)m(c)n(d)vB(a—i—m—l—n—i—v,e—a) m, n . v
FD (aabyc7da67x7yvz) - ZZZ B(a,e—a)m!n!v! Ty z

sonucuna ulagihir. Burada B(a+m-+n-+wv, e —a) ifadesi yerine integral gésterimi

kullanilirsa

FS)(mb,c,d;e;m;y;z)

[co BN o lNe o]

b)m(C)n(d)yx™y" 2" ! a+m+n+v—1 e—a—1
=222 (B)(a(, 2 . iwiﬂv! / - (127" dt

0

:/0 B(;talu . t)efafl <b>m (xt)m Z(C>n (yt)n Z(d)v (Zt)vdt

m!
m=0 n=0 v=0

tic degiskenli Luricella hipergeometrik fonksiyonunun bir integral gosterimi olan

F(a,b,¢,d; e; 23y 2)

1

:m/o tafl(l o t)efafl(l o xt)fb(l . yt)ic(l N Zt)fddt

ifadesi elde edilir.

Re(c) > Re(a) > 0 olmak iizere n degiskenli Luricella hipergeometrik

fonksiyonunun
(@i L (0D)gy - (b))
F/(Dn)(%bl,---,bn;c;xl,...,;pn) = Z i1+i2+.+in 1‘11 )i i
D] 4eees in=0 (C)i1+i2+...+in7/1! e Zn!



(a)iy +ig+..+in

seklindeki seri acilimi bilinmektedir. Bu seri gésteriminde I
i1 t+ig+t...+in

ifadesi yer-

ine beta fonksiyonu kullanilirsa

Fl()n)(a,bl,...,bn;c;xl,...,xn)

o0

B Z (b1)iy - (bn)i, Bla+i1 + ... +ip,c—a)

in
B(a,c—a)iy! ...y Tt

olarak bulunur. Burada B(a+i; +...+1i,,c— a) ifadesi integral seklinde yazihip

gerekli diizenlemeler yapilirsa,

Fj(jn)(a,bl,,,.,bn;c;xl,...,xn)

oo 1 7 Z.n
— Z (b1)iy - - (bn )i / ta+i1+...+in71(1 _ t)cfaflwdt

B(a,c—a) i)y

olur. Yukaridaki seri diizgiin yakinsak oldugundan toplam ile integral yer degistirirse

Fl()")(a,bl,...,bn;c;xl,...,xn)

1 1 e (zqt) > ()t
= — ] — )t b1); o bn)i L dt
| =t LT D MO+

1
1 -1 —a—1 —b —b
= — e A A L Y . Looo(1— "
/0 Bae—a -0 1) (1 — zpt) Pt

elde edilir. Bu ifade FI(D") n degerli Luricella hipergeometrik fonksiyonu icin bir

integral gosterimidir.

3.1. GENISLETILMIS BETA FONKSIYONU

t

Gamma fonksiyonunun integral gosterimine e~ ~% eklenerek elde edilen

genigletilmis gamma fonksiyonuna benzer olarak bu bdéliimde genisletilmis beta

fonksiyonu tanimlanacak, baz 6zellikleri, integral ve seri gosterimleri verilecektir.

Tanim 3.2. v, € C ve Re(b) > 0 olmak iizere genigletilmig beta fonksiyonu,

1
B(v, u;b) = / 11— t)“_le_ﬁdt (3.6)
0

13



seklinde tamimlanir [8, 9.
b = 0 durumunda Re(v) > 0, Re(u) > 0 olmak iizere,
B(v, 4;0) = B(v, )
orjinal beta fonksiyonu elde edilir. (3.6) integralinde t — 1 — ¢t doniigiimii yapihirsa
B(v, u;b) = B(p,v;b),  Re(b) >0

oldugu goriiliir. Yani beta fonksiyonunun bu genigletmesi simetri ézelligini korur.

(3.6) ile verilen genigletilmis beta fonksiyonunun b parametresine gore n.

basamaktan tiirevinin

" B(v, ji; b)

S (1) B = o = msh)

oldugu tiimevarim yardimiyla gosterilebilir. S6yle ki

k =1 igin
. 1 b
aB(V, Jv b) _ / B 1 tufl(l _ t)#*lefmdt
ob 0 t(1—1t)
1 b
Y
0

=(-1)B(v—1,u—1;b)

k =2 igin
By, ;b)) 0

o b {(_1)/01 2 (1 —t)“‘ze‘wbwdt]
-0 [ (g e

1
- (—1)2/ 7 =3(1 — ¢)r 3" D gt
0

= (=1)’B(v — 2,1 — 2;b)

14



dogru olup k = n i¢in

9" B(v, j1; b)

()

1 b
= (—1)”/ L — )T T gt
0

dogru oldugunu varsayalim. Bu durumda k& =n + 1 icin

O B(v,u;b) 0 { ! b
e S et g/ (_1 n/ el S pp T gt
b1 a |V (1=1)

= (=" /01 <_t(11— t)) (1 — e T

1
— (_1)n+l/ tt/—n—Z(l _ t)'u_n_Qe_ﬁdt
0

bulunur.

Ayrica B(v, u+ 1;b) ile B(v + 1, u; b) fonksiyonlar1 birlikte ele ahnirsa

B(v,u+1;b) + B(v + 1, 41; ) (3.7)
1 1
:/ t”l(l—t)“etubwdwr/ (1 — ) le T gt
0 0
1
:/ (1—t+ )1 — ) le o dt
0

=B(v, 1;b) (3.8)

esitligi elde edilir. Bu ise b = 0 i¢in beta fonksiyonunun (3.2) ile verilen 6zelliginin

korundugunu gosterir.

15



Ayrica (3.6) integralinde ¢ = 7+, doniigiimii yapilrsa,

)u—le—b(u+u’1+2) 1 du

(1+u)?

Blpit) = (0

oo, v—1_,—blutu~1)
= e(_%)/ £ ° du
o (I+uyptr

_ o2 / T by,
o (14 u)yrtr

b(utu~

olur. e~ ") fonksiyonu u = 1 noktasinda maksimum degerini aldigindan

B(v, u;b) < e B(v, )

elde edilir. Boylece v > 0,1 > 0,b > 0 olmak iizere genigletilmig beta fonksiyonu

ile orjinal beta fonksiyonu arasinda bir esitsizlik iligkisi bulunmus olur.

Genigletilmis beta fonksiyonunun (3.6) integrali ile verilen gosteriminde

(1 —t)»~! ifadesi yerine

1—t) 1 =(1- t)“it”

seri agilimi kullanilirsa Re(b) > 0 olmak iizere,

1 [e’s)
Bt = [ ¢ 0 - 3 tre wna
0 n=0

oo 1 ,
= /t”+"_1(1—t)“e_t<1—t>dt
n=0 "0
oo

= B(v+n,p+1;b)

n=0
sonsuz toplamina ulagilir.

Ayrica (3.6) integralinde p yerine 1 —y alimip (1—¢)~# ifadesinin Maclaurin

seri acilimi

16



kullanilirsa

B(v,1— p;b) / Yy “),” fhe” T=D df
0 n=0 s
_ Z /“L)TL tl/+n 1 Oeiﬁdt
n=0 'n,l 0
-y (“)"B(y +n,1;b)
— n!

sonucu elde edilir. Bu ise Re(b) > 0 olmak iizere genigletilmis beta fonksiyonunun

diger bir seri gosterimidir.

(3.6) integralinde bazi doniigiimler yapilarak genisletilmis beta fonksiyo-

nunun farkh integral gosterimleri elde edilebilir. Bunlardan bazilar:

i) t = cos® f doniigiimii ile,

us

B(v, 1;b) —/2 2 cos 6 sin f(cos® §)" (1 — cos* 9)* e @00 46
0

= 2/2 (cos 9)2V_1(sin 9)2u—1€—bsec29csc2 040
0

i) t = 7, doniiglimii ile,

o 1 u u -1
B -b) = v—1 1 — p—1_—b(ut+u +2)d
(V7u? ) /0 (1+U)2(1+U) ( 1+U) € U
00 v—1
_ ,—2b u— 7b(u+u—1)d 3.9
), T ! &0

17



iii) ¢ = % doniigiimii ile,

1 /1 1 -
Blv.uib) = / (o= e d
-1

_ ol-v—p ' v=l(1 _ -l
=2 (14 uw)" (1 —u) " er—du

1
bi¢imindedir.

Ayrica genigletilmis beta fonksiyonunun simetri 6zelliginden

o] v—1
B(v, pu;b) = 6_2b/ 4 e~ butu™h) gy
ve
o0 /.L—l
Blash) = [ ety
o (I+u)
olup,

) 1 _9p > UV_I + U“_l —b(u-‘ru*l)
B(l/, 3 b) = 56 /0 me du

bi¢iminde bir integral gosterimi daha bulunabilir.

Re(b) > 0 olmak iizere (3.9) integral gosteriminde y = —v alinirsa

] tl/*l 3
B(v,—v;b) = e_2b/ Mg
o (L+1)

olur. Burada t = % doniigiimii uygulanirsa,

<1 oy 1
B(v,—v;b) = e_%/ (—)”_le_b("” )—2du
0 u u
1 [ 1 _
— 9p2b {_/ +1€—b(u+u Ydu
2 )y w

18
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olup, sag taraftaki integral Macdonald fonksiyonu cinsinden

B(v, —v;b) = 2¢ 2K, (2b)

seklinde yazilabilir [14].

Yukaridaki egitlikte Re(b) > 0,n = 0,1,2,... olmak tizere v = n +

alinirsa

1 1 .
B (TL + 5, —(n—|— 5),1)) = 2e QbKnJr%(Qb)

ozel durumu elde edilir. Bu denklemde

esitligi [8] kullamlarak

1 1 _ o = (4D) 7 (n 4+ m)!
B 2ot =92 T2 -2
<n+2, " 2’b) (46) ‘ n;) m!(n—m)!

4bz (n+m) 'e
— m!(n —m

sonucuna ulagilir.

Re(b) > 0 olmak iizere (3.10) integralinde u = v alinirsa

1 —4b
B(v,v;b) = 21_2”/ (148" Y1 —t)" et dt

-1

1 —4b
— 21—21// (1 _ t2)u—16‘(1_t2)dt

1

0 —4b
— 22—21// (1 _ tQ)V—le(l_t2) dt

-1

bulunur. Burada & = 1 — t? doniisiimii yapilirsa

19
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B(V v; b 22 21// 51/ 1 6)—1/2d§

22 21// é’l/ 1 1/2 1 7d§

olup, sag taraftaki integral Whittaker fonksiyonu cinsinden

B(v,v;b) = Va2 b T e P Wy 5 (4b)

bi¢iminde verilir [16].

Yukaridaki egitlikte v = % ozel degeri kullanilirsa

1(40)

N»—‘
N»—‘

B(%,; ) VT2 2 i B

olarak bulunur [3]. Sag taraftaki integral tamamlayici hata fonksiyonu cinsinden

B (%, %; b) — merfe(2v/b)

seklinde yazilir [8].

n=0,1,2,... olmak iizere (3.7) gosteriminde y = —v — n alinirsa
B(v,—v —mn;b) = B(v,—v —n+1;b) + B(v+ 1,—v — n; b)

elde edilir. Bu egitligin binom goésterimi cinsinden

B(v,—v —n;b) :i <Z)B(V—i—k,—y—k; b) (3.12)

k=0

biciminde oldugu tiimevarim yardimiyla kolayca gosterilebilir. Soyle ki:

20



n =1 1i¢in

B(v,—v — 1;b)

> (;)B(V +k,—v—k;b)

1
k=0

B(v,—v;b)+ B(v +1,—v — 1;b)

esitligi elde edilir. (3.7) gosteriminde y = —v — 1 alinirsa bu ifadenin dogru

oldugu goriiliir.

n =m igin (3.12) esitliginin dogru oldugunu kabul edelim. Yani;

B(v, —v —m;b) = Zm: (ZL) B(v+k,—v—k:b) (3.13)

k=0
saglansin.

n=m+ 1 i¢in (3.7) ifadesinden
B(v,—v—m —1;b) = B(v,—v —m;b) + Blv+1,—v —m — 1;b)
elde edilir. Burada (3.13) kabulii kullanilirsa,

B(v,—v —m — 1;b)

_i <7§>B(u+k,—u—k;b)+i(Z)B(y+k+l,—u—k—l;b)

k=0 k=0
m m m+1 m

= B k,—v—Fk;b B k,—v—Fk;b
%(,J (v+k —v ,)+;(k_1) (v+k,—v—k;b)

—B(v, —v;b) + Xm: <7Z)B(u Ny ——

bulunur. Bu da (3.12) esitliginin n = m + 1 i¢in dogru oldugunu gosterir [5].
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Yukaridaki egitligin sag tarafindaki genigletilmis beta fonksiyonu yerine

(3.11) denkleminde verilen Macdonald fonksiyonu yazilirsa

B(v,—v —n;b) = 2% Z (Z) K, (20)
k=0

esitligi bulunur.

Genigletilmig beta fonksiyonu, 6zellikleri, diger 6zel fonksiyonlarla olan il-
igkileri ve bu fonksiyon yardimiyla tanimlanan hipergeometrik fonksiyonlar hakkinda

daha ayrintih bilgilere [5] yayinindan erigilebilir.

22



4. TAM OLMAYAN BETA FONKSIYONU

Bu béliimde yogun olarak istatistikte uygulamasi olmasinin yani sira ekono-
mi, finans ve telekominikasyon gibi alanlarda da kullanilan tam olmayan beta

fonksiyonundan bahsedilecektir.

Tanim 4.1. 0 < z < 1 olmak iizere tam olmayan beta fonksiyonu
B.(v, ) = / 1 — )P dt (4.1)
0
seklinde ifade edilir [8, 9].

Ozel olarak (4.1) integralinde

v = 1 alinirsa

1—x
1
= —/ wldy = L =—{1-(1-2x)*}
p =1 alinirsa
T tv T v
B,(v,1) = / prlgp="] =1
0 vi, Vv

esitligi elde edilir.

B.(p,v) ve By_,(v, 1) fonksiyonlar: birlikte ele alindiginda

xX 11—z

Ba(p,v) + Bio(v, 1) = / 1 — ) dt +/ 11 — )Lt
0 0

= / 11— )t — / (1 — )" " 'du
0 1
z 1

= / 11 —t)vtdt —l—/ w1 — ) du
0 x

23



sonucuna ulagilir. Bu ise tam olmayan beta fonksiyonu ile beta fonksiyonu arasin-
daki

Bx(:ua V) = B(Vv :u) - Bl—x(”? #) (42)

iligkisini verir.

Beta fonksiyonunda oldugu gibi burada da B,(v + 1,u) ve By(v,u + 1)

fonksiyonlar birlikte ele alinirsa

B,(v+1,p) + By(v,u+1) = / (1=t dt + / N1 = t)Mdt
0 0

::j/ 1 =t e
0

By(v+1,p) + By(v,pn+1) = Bo(v, ) (4.3)

bagintisi elde edilir.

Tam olmayan beta fonksiyonunun (4.1) ile verilen taniminda v = v + 1

aliip kismi integrasyon uygulanirsa

B,(v+1,pu) = / (1 — )" 1t
0

—t7(1 — )| @

K 0 K Jo
v /(1 —x)*
I It

elde edilir.

24



Benzer sekilde © = p + 1 alinip kismi integrasyon uygulanirsa da

By(v,p+1) = / (1 — t)rdt
0

(1 —t)*|* ¢
) H/ (1 — ) dt
v o VJo

z¥(1 — x)#

bulunur. Béylece tam olmayan beta fonksiyonu icin

/(1 — )"

o
¥ (1 — x)H

14

v
B,(v+1,p) = EBI(V7N+ 1) —

Bovip+1) = B, (v + L) +

indirgeme formiilleri elde edilir.

Beta fonksiyonunda oldugu gibi tam olmayan beta fonksiyonunun (4.1) ile

verilen taniminda

yazilirsa

B, (v, ) = / 1 — )P dt,
0

v C61/71 (1_lu’)nn

n=0

0 1— . -
_ Z ( 'lu) xn—&—u/ tn—l—l/—ldt
n! 0
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elde edilir. Bu egitligin sag tarafindaki toplam ifadesi Gauss hipergeometrik fonk-

siyonuna kargilik gelip

v

X
Bz(yvl’[’) :72F1(V,1—[L,1+V7I)

olarak yazlabilir [16].

Burada —1 < z < 1 olmak iizere,
JFi(abieiw) = (1 - 2) " Fi(c — a,c — bic; )

ifadesi [25| kullamlarak tam olmayan beta fonksiyonunun Gauss hipergeometrik

fonksiyonu cinsinden ikinci bir ifadesi

2’ (1 —x)*

Bx(”?ﬂ): 2F1(1aV+N,1+V7$)

biciminde elde edilir.

Yine = ¢ (1,00) olmak iizere Gauss hipergeometrik fonksiyonunun

2oFi(a,bic;r) = (1 — )", Fy (c —a,b;¢;— )

r—1

esitligi [3] kullanilarak tam olmayan beta fonksiyonunun Gauss hipergeometrik

fonksiyonu cinsinden {ic¢iincii bir ifadesi

V(1 — )Pt x
¥2F1 (1,1—u;1+y; )
v r—1

By(v, p) =

olarak bulunur.
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Negatif indisli tam olmayan beta fonksiyonlar1 i¢in n parametresi pozitif

tamsay1 olmak iizere

B_o(n, 1) = / 1 - e
0

integralini ele alalim [8]. Bu integralde ¢ = 17~ déniisiimii yapilarak

B [ u \"! . uw \*' 1 p

T

_ /z+1(—t)”_1(1 )T

T

—~

x+1
—1)”/ "N — )Tt
0
sonucuna ulagilir. Béylece x > 0, n =1,2,3,... i¢in

esitligi elde edilir.

Ayrica m parametresi pozitif bir tamsay1 olmak iizere

z+1
Bx+1(v,m):/ 1 — )™ tdt
0

integralini ele alalim. Buradan

1 14z
Byyi(v,m) = / 1=t +/ 1 — )™ dt
0 1

['(v)['(m)
= —(=1)"B_= 1l—v-—
I(v+m) (=1) a+1 (m, v—m)
sonucuna ulagilir. Buise z > 0,v > 0,m =1,2,3,... igin
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(m—1)!
(V>m

B93+1<V7m) = o (_1)mBH%(m71_V_m)

esitligini verir.

Tam olmayan beta fonksiyonunun (4.1) integrali ile verilen gosteriminde
(1 —t)™! yerine

sonsuz toplamina ulagilir.

Ayrica

Bx(u,O):/ N1 —t) " dt
0

integralinde (1 — ¢)~! terimi yerine seri agihmi yazilirsa
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sonsuz toplami elde edilir. Bu ise Lerch fonksiyonu cinsinden
B,(v,0) = 2" ®(x; 1;v)

bi¢iminde yazilabilir.

Beta fonksiyonuna benzer gekilde (4.1) integralinde farkli doniigiimler yapilarak

tam olmayan beta fonksiyonunun da cegitli integral gosterimleri bulunabilir.

i) 0 < T = arcsin /z < § olmak iizere t = sin? v déniisiimii yapilirsa,

B.(v,p) = /0 sin® 2 (u)(1 — sin®(u))* ! sin(u) cos(u)du

T
= 2/ sin® 1 (u) cos® ! (u)du
0

ii) 0 < T = arctanh/z < oo olmak iizere ¢ = tanh® u doniigiimii yapilirsa,

B, (v, p) = 2/0 tanh®~2(u)(1 — tanh?(u))*~! tanh(u)sech?(u)du

T
= 2/ tanh® ™" (u)sech? (u)du
0

29



iii) v > 0, > 0 olmak iizere ¢t = ux doniigiimii yapilirsa,

1
B, (v, 1) = x”/ u’ (1 — zu)*tdu
0

iv) 0 <T = ;%= < 0o olmak iizere t = T4 doniigiimii yapilirsa,

T uufl
B = —d
) = | e

integral gosterimleri elde edilir.

Son egitlikte 4 = —r alinirsa

degeri bulunur.
4.1. OLASILIK YOGUNLUK FONKSIYONU

Istatistikte kendisine genis bir alan bulan olasilik yogunluk fonksiyonu tam

olmayan beta fonksiyonunun beta fonksiyonuna orani olarak ifade edilir.

Tanim 4.2. v > 0, p > 0 ve 0 < z < 1 olmak {izere olasilik yogunluk fonksiyonu

B.(v, 1)

= (4.4)

Ix(’/a M) =

bigiminde tanimlanir [1]. Bu tanim tam olmayan beta fonksiyonu ile ifade edildigin-
den tam olmayan beta fonksiyonunda oldugu gibi olasilik yogunluk fonksiyonu da
simetri Ozelligini saglamaz. Bu eksiklik v ve p parametrelerinin degigebilirligini

onler.

v>0 u>0ve0 <z <1 olmak iizere olasilik yogunluk fonksiyonu icin bir
integral gosterimi

(1 —x)"

L) = 220 / oy (4.5)

2mi oo t—x
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seklindedir [1].

(4.4) tamminda p = v alimirsa olasilik yogunluk fonksiyonu

1 1

[x(Va V) = §[4x(lfm)(ya 5)

bi¢iminde elde edilir.

I, (v, ) ve I;_,(u,v) fonksiyonlar birlikte ele alinirsa

_ Bm(”v :U’) + Bl*l"(/vbv V)
B(v,p)

olarak bulunur. Ustteki ifadenin pay1 (4.2) den B(v, ) ye esit olur ve buradan

B(v
Ix(ynu) +[1—Sv(:uv V) = By

sonucuna ulagilir. Bu

L(v,p)=1—1_.(p,v)

iligkisini verir [1,21].

Olasilik yogunluk fonksiyonunun binom gdsterimi cinsinden ifadesi m,n

pozitif tamsay1 ve 0 < x < 1 olmak fiizere
n n _ »
IL.(mn—m+1)= Z ( ,)ﬁ(l — )"
Jj=m J
ile verilir [21]. Olasilik yogunluk fonksiyonu i¢in diger bir seri gosterimi ise
= (n+j—1\
I,(m,n)=(1—x)" ( : >x7
P

Jj=m
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bigimindedir [21].

Son olarak (4.4) ile verilen olasilik yogunluk fonksiyonu i¢in baz indirgeme

formulleri

L(v,p) =xl,(v—1p)+ 1 —2)(v,u—1)
(v+p—ve)l,(v,p) =v(l —x),(v+1,u—1)+ pl,(v,u+1)
v+ le(v,p) =vL(v+1, 1) + plo(v, p+ 1)
(v + px) (v, p) =zpl,(v — 1L, p+ 1)+ vi,(v+1,p)

vI(v+1p) =(v+ v+ p— D) l(v, 1)
— Wt p=1Dazl(v—1,p)

plo(vop+1) =(p+ (v +p— 1)1 —2))L(v, 1)
—(w+p-1)1—-2)(v,p—1)

V(1 —x)r!

I(v, ) =I, Lp—1
(vp) =L +1,p—1)+ VB 1)

v—1 1— I
Iw(ynu) :I:B<V - 17M+ 1) o I(—x)

nB(v, 1)
O R
B (1 — )"
[w(yv :u) _IJL“(V’/L + 1) - ,LLB(V, :U’>

bigiminde verilir [1,21].
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4.2. GENISLETILMIS TAM OLMAYAN BETA FONKSIYONU

Bircok fonksiyon tam olmayan beta fonksiyonunun ézel durumlaridir. Ozel-
likle, herhangi bir trigonometrik veya hiperbolik fonksiyonun belirsiz integrali, bir
tam olmayan beta fonksiyonu olarak ifade edilebilir. Genigletilmis Beta fonksi-
yonu Euler beta fonksiyonunun bir genigletilmesi oldugundan genigletilmis tam
olmayan beta fonksiyonunun diger 6zel fonksiyonlarla olan iligkileri 6nem arz et-
mektedir. Bu boliimde genigletilmis tam olmayan beta fonksiyonu ayrintili olarak

incelenecektir.

Tanim 4.3. 0 < z < 1 olmak {izere genigletilmis tam olmayan beta fonksiyonu
Bo(v, s b) = / P11 — gy lem T dt (4.6)
0
seklinde tanimlanir [8, 9].

Genigletilmig beta fonksiyonuna benzer gekilde (4.6) denkleminde b paramet-

resi sifir oldugunda 0 < x < 1 olmak iizere,
B, (v, 11;0) = By (v, 1)

klasik tam olmayan beta fonksiyonu elde edilir.
Tam olmayan beta fonksiyonunda oldugu gibi B, (v, y1;b) ve By_,(u,v;b)
fonksiyonlar birlikte ele alindiginda
Ba(v, 1;b) + Bi_o(p1,v;b)
:/ (1 — ) te w0 dt + / L1 — ¢yl T gt
0 0

:/ tyfl(l _t)ﬂ*left(lbft)dt / 1 _u /L 1 u’~ 1€t(1 f>du
0

1

:/ t”_l(l—t)“‘le_t<1l1f>dt+/ w1 — w) e dy
0

=B(v, 1;b)

sonucuna ulagilir. Bu genigletilmis tam olmayan beta fonksiyonu ile genigletilmig
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beta fonksiyonu arasindaki
By (v, 1;b) = B(v, j1;0) — Bi_(p1,v3b) (4.7)
iligkisini verir.
Ayrica B, (v + 1, u; b) ile B, (v, u+ 1;b) fonksiyonlar1 birlikte ele alinirsa
B,(v+1,p;b) + By(v, p + 1;0)

:/ tV(l — t)“_le_t(lbft) dt + / t”_l(l _ t)iu‘e_t(lb—t) dt
0 0

r b
:/ 1 =ty e WD dt
0

olup,
By(v+1,1;0) + By(v, p + 1) = By(v, j1;b) (4.8)
esitligi elde edilir. Bu ise b = 0 i¢in tam olmayan beta fonksiyonunun (4.3) ile

verilen 0zelliginin korundugunu gosterir.

(4.7) integral gosteriminde p = v ve x = 1/2 alinirsa

Bi(v,v;b) = %B(y, v;b)

1
2

sonucuna ulagilir. Bu esitligin sag tarafi Whittaker fonksiyonu cinsinden yazilirsa

Bi(v,v;b) = \/%27”715%1672bw_y/2,u/2<4b)

2
olarak bulunur [8]. Ozellikle v = 1/2 oldugunda,

(1 L b) = zerfc(2\/5)

Bi(5,5;
2’2 2

1
2

degeri elde edilir [8].
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n=0,1,2,... olmak iizere (4.8) gosteriminde yn = —v — n alinirsa
B,(v,—v —n;b) = B,(v,—v —n+1;b) + B.(v+ 1,—v — n; b)

elde edilir. Bu esitligin binom gosterimi cinsinden
" /n
B.(v,—v —n;b) = B.,(v+k,—v—Fk;b 4.9
( =3 (3o ) (49)

bigiminde oldugu tiimevarim yardimiyla kolayca gosterilebilir. Séyle ki:

n =1 i¢in

1
1
B.(v,—v —1;b) = Z (k>B$(i/+k:,—y— k:b)

k=0

B.(v,—v;b) + B.(v +1,—v — 1;b)
esitligi elde edilir. (4.8) gosteriminde yu = —v — 1 alinirsa bu ifadenin dogru
oldugu goriiliir.
n =m igin (4.9) esitliginin dogru oldugunu kabul edelim. Yani;
L (m
B.(v,—v —m;b) = B.,(v+k,—v—Fk;b 4.10
( =3 ()t ) (4.10)

saglansin.

n=m+ 1 i¢in (4.8) ifadesinden
B,(v,—v—m —1;b) = B,(v,—v —m;b) + B,(v + 1,—v —m — 1;b)
elde edilir. Burada (4.10) kabulii kullanilirsa,

B.(v,—v —m — 1;b)

m

= 0 (Z)BAV—}—k,—V—k;b)%—Z(Z?)Bx(u—i—k—i—l,—u—k—l;b)

m
k= k=0
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B,(v,—v —m — 1;b)

m m+1

<C:)Bw(y+k,—1/— kib)+ ) (knj 1>Bx(”+k’_y_ :b)

k=1

k=0

=B, (v,—v;b) —1—2( ) (v+k,—v—k;b)

=1

—l—Z( ) (v+k,—v—Fkb+B,(v+m+1,—v—m—1;b)
+

:Z("”) (v + &, —v — k;b)

k=0

bulunur. Bu da (4.9) esitliginin n = m + 1 i¢in dogru oldugunu gosterir [5].

(4.6) integralinde farkh déniigiimler yapilarak genigletilmis tam olmayan
beta fonksiyonunun cesitli gosterimleri elde edilebilir. Genigletilmis tam olmayan

beta fonksiyonunun (4.6) ile verilen integral gosteriminde

i) 0<T =sin"tyz < % olmak fizere ¢t = sin® § doniigiimii yapilrsa,

T
By (v, p;b) :/ 2sin 0 cos O(sin? 0)" (1 — sin? )~ Lel~mmza 1- sin0)] 79
0

T
. _ _ _ 2 2
_ 2/ SIHZV 19(3082'“ 196[ bsec® 0 csc Q]de
0

ii) 0 <T = 7%= < oo olmak iizere ¢ = T4 doniistimil yapilirsa,

w)2
1 u u )Mfle[*mt) ]

Balvr58) :/0 rarire T

T uzl—l
et [
o (IT+u)tn
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iii) 0 < sinh™', /7= < oo olmak iizere yukandaki gosterimde u = sinh? 6

doniisiimii yapilirsa,

(sinh?§)~1

1 + sinh® @)+u el b 0+ 55550 ginh 0 cosh 66
Sin v

T
By (v, p;b) = 2¢7 /
o (

T
_ 26_2b/ tanh?~! 0 sec h2,u0€[—b(sinh2 H+csc h29)]d0
0

integral gosterimleri bulunur.
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