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ÖZET

Bu tez dört bölümden olu³maktad�r.

Birinci bölüm giri³ k�sm�na ayr�lm�³t�r.

�kinci bölümde, tez boyunca kullan�lacak olan baz� ön bilgiler ve tan�mlar verilmi³tir.

Üçüncü bölümde, tam olmayan Gamma fonksiyonlar�n�n temel özellikleri tan�t�lm�³t�r.

Dördüncü bölümde, tam olmayan Pochhammer sembolleri ve tam olmayan hipergeo-

metrik fonksiyonlar�n tan�mlar� verilmi³tir. Ayr�ca bu fonksiyonlar�n baz� özellikleri ve di§er

fonksiyonlarla ili³kileri incelenmi³tir.

Anahtar Kelimeler: Gamma fonksiyonu, Pochhammer sembolü, Hipergeometrik fonksiyon,

Tam olmayan Gamma fonksiyonlar�, Tam olmayan Pochhammer sembolleri.
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ABSTRACT

This thesis consists of fourth chapters.

The �rst chapter is devoted to the introduction.

In the second chapter, some preliminaries and basic de�nitions that will be used

throughout the thesis are given.

In the third chapter, basic properties of incomplete Gamma functions are mentioned.

In the fourth chapter, de�nitions of incomplete Pochhammer symbols and incomplete

hypergeometric functions are presented. Besides, some properties of these functions and con-

nections with the other functions are analysed.

Keywords: Gamma function, Pochhammer symbol, Hypergeometric function, Incomplete

Gamma functions, Incomplete Pochhammer symbols.
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S�MGELER VE KISALTMALAR

Γ(α) : Gamma fonksiyonu

Γ(α, x), γ(α, x) : Tam olmayan Gamma fonksiyonlar�

B(x, y) : Beta fonksiyonu

(λ)ν : Pochhammer sembolü

[λ;x]ν , (λ;x)ν : Tam olmayan Pochhammer sembolleri

erf : Hata fonksiyonu

erfc : Tamamlay�c� hata fonksiyonu

Φ : Birinci çe³it kon�uent hipergeometrik fonksiyonu

Ψ : �kinci çe³it kon�uent hipergeometrik fonksiyonu

2F1 : Gauss hipergeometrik fonksiyonu

pFq : Genelle³tirilmi³ hipergeometrik fonksiyonu

1Γ1, 1γ1 : Tam olmayan kon�uent hipergeometrik fonksiyonlar�

2Γ1, 2γ1 : Tam olmayan Gauss hipergeometrik fonksiyonlar�

pΓq, pγq : Tam olmayan genelle³tirilmi³ hipergeometrik fonksiyonlar�

vi



1 G�R��

Tam olmayan Gamma fonksiyonlar� uygulamal� matematik, nükleer ve

moleküler �zik, istatistik, mühendislik ve daha bir çok alanda geni³ bir kullan�m

alan� bulmu³tur [3,9,11,13].

2012 y�l�nda Srivastava, Chaudhry ve Agarwal [24], tam olmayan Gamma

fonksiyonlar� yard�m�yla tam olmayan Pochhammer sembollerini

(λ;x)ν =
γ(λ+ ν, x)

Γ(λ)
(λ, ν ∈ C;x ≥ 0)

[λ;x]ν =
Γ(λ+ ν, x)

Γ(λ)
(λ, ν ∈ C;x ≥ 0)

e³itlikleri ile tan�mlam�³t�r. Üstelik bu semboller kullan�larak,

2γ1((a, x), b; c; z) =
∞∑
n=0

(a;x)n(b)n
(c)n

zn

n!

2Γ1((a, x), b; c; z) =
∞∑
n=0

[a;x]n(b)n
(c)n

zn

n!

tam olmayan Gauss hipergeometrik fonksiyonlar� tan�mlanm�³ ve

2Γ1((a, x), b; c; z) + 2γ1((a, x), b; c; z) = 2F1(a, b; c; z)

ba§�nt�s�n�n sa§land�§� gösterilmi³tir. Benzer ³ekilde bu semboller yard�m�yla tam

olmayan genelle³tirilmi³ hipergeometrik fonksiyonlar�n tan�mlar� ve baz� özellik-

leri verilmi³tir. Bu fonksiyonlar�n özel durumlar� ileti³im teorisi, olas�l�k teorisi ve

yeralt� suyu pompalama modellemelerinde kar³�la³�lan problemlerin çözümlerinin

kapal� form gösterimlerinde kullan�lm�³t�r.

Bu çal�³mada yukar�da sözü edilen [24] nolu makale ayr�nt�l� bir ³ekilde

incelenmi³tir.
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2 TEMEL KAVRAMLAR VE ÖN B�LG�LER

2.1 GAMMA FONKS�YONU

Gamma fonksiyonu

Γ(z) =

∫ ∞
0

tz−1e−tdt (R(z) > 0)

genelle³tirilmi³ integrali ile tan�mlan�r ve

Γ(z + 1) = zΓ(z)

rekürans ba§�nt�s�n� sa§lar. Bu rekürans ba§�nt�s� kullan�larak, Gamma fonksi-

yonu z = 0,−1,−2, . . . hariç reel k�sm� negatif olan kompleks say�lara

Γ(z) =
Γ(z + n)

z(z + 1) . . . (z + n− 1)

(R(z) > −n, n ∈ N, z ∈ C\Z−0 ; Z−0 = Z− ∪ {0})

e³itli§i yard�m�yla geni³letilir [1,6,14].

2.2 BETA FONKS�YONU

Beta fonksiyonu

B(x, y) =

∫ 1

0

tx−1(1− t)y−1dt (2.1)

(R(x) > 0,R(y) > 0)

olarak tan�mlan�r. Bu tan�ma e³ de§er olarak

B(x, y) = 2

∫ π
2

0

(sin θ)2x−1(cos θ)2y−1dθ

(R(x) > 0,R(y) > 0)

ve

B(x, y) =

∫ ∞
0

ux−1

(1 + u)x+y
du

(R(x) > 0,R(y) > 0)

2



yaz�labilir. Beta fonksiyonunun Gamma fonksiyonu cinsinden ifadesi ise

B(x, y) =
Γ(x) Γ(y)

Γ(x+ y)
(2.2)

(x, y 6= 0,−1,−2, ...)

³eklindedir. Ayr�ca (2.2) e³itli§inden kolayl�kla görülebilir ki

B(x, y) = B(y, x)

olup, bu e³itlik Beta fonksiyonunun simetri özelli§i olarak adland�r�l�r [1,26].

2.3 POCHHAMMER SEMBOLÜ

λ ∈ C için Pochhammer sembolü

(λ)n =λ(λ+ 1) . . . (λ+ n− 1) (n ∈ N)

(λ)0 =1

³eklinde tan�mlan�r [3].

Ayr�ca Pochhammer sembolü Gamma fonksiyonu kullan�larak

(λ)ν =
Γ(λ+ ν)

Γ(λ)
(λ, ν ∈ C) (2.3)

³eklinde de yaz�labilir [6,24].

Lemma 2.1 Pochhammer sembolünün baz� özellikleri ³unlard�r:(n,m, k, l ∈ N0,

N ∈ N; N0 = N ∪ {0})

(λ)n+k =(λ)n(λ+ n)k

(λ)−n =
(−1)n

(1− λ)n

(λ)n =
(λ+ n− 1)!

(λ− 1)!(
1
2

)
k

=2−2k (2k)!

k!(
3
2

)
k

=2−2k (2k + 1)!

k!

(λ)n−k =
(−1)k(λ)n

(1− λ− n)k

3



(λ)Nk =NNk

(
λ

N

)
k

(
λ+ 1

N

)
k

. . .

(
λ+N − 1

N

)
k

(λ)2k =22k

(
λ

2

)
k

(
λ+ 1

2

)
k

(λ+mk)nk =
(λ)mk+nk

(λ)mk

(λ+ k)k =
(λ)2k

(λ)k

(λ+m)k =
(λ)k(λ+ k)m

(λ)m

(λ−mk)nk =(−1)mk(λ)nk−mk(1− λ)mk (n ≥ m)

(λ−mk)nk =(−1)nk
(1− λ)mk

(1− λ)mk−nk
(n < m)

(λ− k)k =(−1)k(1− λ)k

(λ−m)k =
(1− λ)m(λ)k
(1− λ− k)m

(λ+mk)n±lk =
(λ)n(λ+ n)mk±lk

(λ)mk

(λ+ k)n−k =
(λ)n
(λ)k

(λ−mk)n±lk =
(−1)lk(λ)n(1− λ)mk

(1− λ− n)mk±lk

(λ− k)n−k =
(−1)k(λ)n(1− λ)k

(1− λ− n)2k

(−n)k =

{
(−1)kn!
(n−k)!

, (0 ≤ k ≤ n)

0 , (k > n)

Pochhammer sembolünün yukar�daki özellikleri için [18,23,26] nolu referanslara

da bak�labilir.

2.4 GAUSS H�PERGEOMETR�K FONKS�YONU

c 6= 0,−1,−2, . . . olmak üzere Gauss hipergeometrik fonksiyonu

2F1(a, b; c; z) =
∞∑
n=0

(a)n(b)n
(c)n

zn

n!
(2.4)

serisi ile tan�mlan�r ve

z(1− z)
d2y

dz2
+ [c− (a+ b+ 1)z]

dy

dz
− aby = 0 (2.5)
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hipergeometrik denkleminin bir çözümüdür. Bazen 2F1(a, b; c; z) yerine F (a, b; c; z)

gösterimi de kullan�l�r.

Gauss hipergeometrik fonksiyonu

2F1(a, b; c; z) =
Γ(c)

Γ(b) Γ(c− b)

∫ 1

0

tb−1(1− t)c−b−1(1− zt)−adt (2.6)

(R(c) > R(b) > 0; | arg (1− z)| < π)

integral gösterimine sahip olup,

dk

dzk
2F1(a, b; c; z) =

(a)k(b)k
(c)k

2F1(a+ k, b+ k; c+ k; z) (k ∈ N0)

türev formülünü ve

2F1(a, b; c; z) =(1− z)−a 2F1

(
a, c− b; c;− z

1− z

)
=(1− z)−b 2F1

(
c− a, b; c;− z

1− z

)
=(1− z)c−a−b 2F1 (c− a, c− b; c; z)

dönü³üm formüllerini sa§lar. Ayr�ca (2.4) den kolayca görülebilece§i gibi Gauss

hipergeometrik fonksiyonu

2F1(a, b; c; z) = 2F1(b, a; c; z)

simetri özelli§ine sahiptir.

Gauss hipergeometrik fonksiyonu ve yukar�daki özellikleri ve de daha pek

çok özelli§i için [1,3,4,10,13,19,23,26,27] nolu referanslara bak�labilir.

2.5 KONFLUENT H�PERGEOMETR�K FONKS�YONLARI

c 6= 0,−1,−2, . . . olmak üzere birinci çe³it kon�uent hipergeometrik fonksi-

yonu

1F1(a; c; z) =
∞∑
n=0

(a)n
(c)n

zn

n!
(|z| <∞) (2.7)

serisi ile tan�mlan�r ve

z
d2y

dz2
+ (c− z)

dy

dz
− az = 0 (2.8)
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kon�uent hipergeometrik denkleminin bir çözümüdür. Bazen 1F1(a; c; z) yerine

Φ(a; c; z) veya M(a; c; z) gösterimleri de kullan�l�r. Bu fonksiyon

1F1(a; c; z) =
Γ(c)

Γ(a) Γ(c− a)

∫ 1

0

ta−1(1− t)c−a−1eztdt (2.9)

(R(c) > R(a) > 0)

integral gösterimine sahip olup,

dk

dzk
1F1(a; c; z) =

(a)k
(c)k

1F1(a+ k; c+ k; z) (k ∈ N0)

türev formülünü ve birinci Kummer formülü olarak bilinen

1F1(a; c; z) = ez 1F1(c− a; c;−z) (2.10)

e³itli§ini sa§lar.

(2.8) kon�uent hipergeometrik denkleminin di§er bir çözümü ise

Ψ(a; c; z) =
π

sin cπ

[
Φ(a; c; z)

Γ(1 + a− c)Γ(c)
− z1−cΦ(1 + a− c; 2− c; z)

Γ(a)Γ(2− c)

]
³eklinde tan�mlan�r ve ikinci çe³it kon�uent hipergeometrik (Tricomi) fonksiyonu

olarak adland�r�l�r. Bazen Ψ(a; c; z) yerine U(a; c; z) gösterimi de kullan�l�r. Bu

fonksiyon

Ψ(a; c; z) =
1

Γ(a)

∫ ∞
0

ta−1(1 + t)c−a−1e−ztdt (R(a) > 0,R(z) > 0) (2.11)

integral gösterimine ve

dk

dzk
Ψ(a; c; z) =(−1)k(a)kΨ(a+ k; c+ k; z) (k ∈ N0)

türev formülüne sahiptir. Ayr�ca

Ψ(a; c; z) =z1−cΨ(1 + a− c; 2− c; z) (2.12)

dönü³üm formülünü sa§lar.

Kon�uent hipergeometrik fonksiyonu hakk�nda daha fazla bilgi ve özellik

için [1,2,3,10,13,19,22,26,27] nolu referanslara bak�labilir.

2.6 GENELLE�T�R�LM�� H�PERGEOMETR�K FONKS�YONLAR

Genelle³tirilmi³ hipergeometrik fonksiyonlar

pFq(α1, α2, . . . , αp, β1, β2, . . . , βq; z) =
∞∑
n=0

(α1)n(α2)n . . . (αp)n
(β1)n(β2)n . . . (βq)n

zn

n!
(2.13)
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ile tan�mlan�r. Burada p ve q s�f�r ya da pozitif bir tamsay�, αi (i = 1, 2, . . . , p)

ve βj (j = 1, 2, . . . , q) kompleks parametreler olup, βj 6= 0,−1,−2, . . . d�r.

(2.13) de p = 2, q = 1 al�n�rsa

2F1(α1, α2; β1; z) = F (α1, α2; β1; z) =
∞∑
n=0

(α1)n(α2)n
(β1)n

zn

n!

Gauss hipergeometrik fonksiyonu ve p = q = 1 al�n�rsa

1F1(α1; β1; z) = Φ(α1; β1; z) = M(α1; β1; z) =
∞∑
n=0

(α1)n
(β1)n

zn

n!

kon�uent hipergeometrik fonksiyonu elde edilir.

(2.13) ile verilen seri

i) p ≤ q ise |z| <∞ için yak�nsak

ii) p = q + 1 ise |z| < 1 için yak�nsak

iii) p > q + 1 ise z = 0 hariç tüm z ler için �raksak

t�r.

Üstelik (2.13) deki seri p = q + 1 durumunda |z| = 1 çemberi üzerindeki

noktalarda,

ω =

q∑
j=1

βj −
p∑
j=1

αj

dersek, R(ω) > 0 ise mutlak yak�nsak, R(ω) ≤ −1 ise �raksak ve −1 < R(ω) ≤ 0

ise z = 1 hariç ko³ullu yak�nsakt�r.

Genelle³tirilmi³ hipergeometrik fonksiyonlar

pFq(α1, α2, . . . , αp; β1, β2, . . . , βq; z)

=
1

Γ(α1)

∫ ∞
0

tα1−1e−t p−1Fq(α2, . . . , αp, β1, β2, . . . , βq; zt)dt

(R(α1) > 0)

pFq(α1, α2, . . . , αp−1, b; β1, β2, . . . , βq−1, c; z)

=
1

B(b, c− b)

∫ 1

0

tb−1(1− t)c−b−1
p−1Fq−1(α1, . . . , αp−1, β1, . . . , βq−1; zt)dt

(R(c) > R(b) > 0)

7



integral gösterimlerini ve

dk

dzk
pFq(α1, α2, . . . , αp; β1, . . . , βq; z)

=
(α1)k . . . (αp)k
(β1)k . . . (βq)k

pFq(α1 + k, α2 + k, . . . , αp + k; β1 + k, . . . , βq + k; z) (k ∈ N0)

türev formülünü sa§lar.

Genelle³tirilmi³ hipergeometrik fonksiyonlar ve özellikleri hakk�nda daha

fazla bilgi için [3,4,10,12,19,23,25-27] nolu referanslara bak�labilir.

2.7 HATA FONKS�YONLARI

Hata ve tamamlay�c� hata fonksiyonlar� s�ras�yla

erf(z) =
2√
π

∫ z

0

e−t
2

dt (2.14)

erfc(z) =
2√
π

∫ ∞
z

e−t
2

dt (2.15)

³eklinde tan�mlan�r ve

erf(z) + erfc(z) = 1 (2.16)

ba§�nt�s� sa§lan�r [3].
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3 TAM OLMAYAN GAMMA FONKS�YONLARI

Tam olmayan Gamma fonksiyonlar�

γ(α, x) =

∫ x

0

tα−1e−tdt (R(α) > 0;x ≥ 0) (3.1)

Γ(α, x) =

∫ ∞
x

tα−1e−tdt (x ≥ 0;x = 0 için R(α) > 0) (3.2)

integralleri ile tan�mlan�r ve

γ(α, x) + Γ(α, x) = Γ(α) (R(α) > 0) (3.3)

ba§�nt�s�n� sa§lar ([11], s. 133).

Teorem 3.1 γ(α, x) fonksiyonu için seri gösterimleri

(i) γ(α, x) = xα e−x
∞∑
n=0

xn

(α)n+1

α 6= 0,−1,−2, . . .

(ii) γ(α, x) = xα
∞∑
n=0

(−1)n

(α + n)

xn

n!
α 6= 0,−1,−2, . . .

dir ([11], s. 135).

�spat. (i) (3.1) de t = x(1− u) dönü³ümü uyguland�ktan sonra

eux =
∞∑
n=0

xn un

n!

seri aç�l�m� dikkate al�n�rsa,

γ(α, x) =

∫ x

0

tα−1e−tdt

= xα e−x
∫ 1

0

(1− u)α−1 euxdu

= xα e−x
∫ 1

0

(1− u)α−1
{ ∞∑
n=0

xn un

n!

}
du

= xα e−x
∞∑
n=0

xn

n!

{∫ 1

0

un (1− u)α−1du
}

= xα e−x
∞∑
n=0

xn

n!
B(n+ 1, α)

= xα e−x
∞∑
n=0

xn

n!

Γ(n+ 1) Γ(α)

Γ(α + n+ 1)

= xα e−x
∞∑
n=0

xn

(α)n+1

α 6= 0,−1,−2, ...

9



elde edilir.

(ii) (3.1) de

e−t =
∞∑
n=0

(−1)n
tn

n!

seri aç�l�m� kullan�l�rsa,

γ(α, x) =

∫ x

0

tα−1e−tdt

=

∫ x

0

tα−1
[ ∞∑
n=0

(−1)n
tn

n!

]
dt

=
∞∑
n=0

(−1)n

n!

∫ x

0

tα+n−1dt

= xα
∞∑
n=0

(−1)n

(α + n)

xn

n!
α 6= 0,−1,−2, ...

bulunur.

Sonuç 3.2 (3.3) ba§�nt�s�nda Teorem 3.1 (ii) nin kullan�lmas�yla

Γ(α, x) = Γ(α)− xα
∞∑
n=0

(−1)n

(α + n)

xn

n!
α 6= 0,−1,−2, . . .

elde edilir ([11], s. 135).

Teorem 3.3 A³a§�daki rekürans ba§�nt�lar� sa§lan�r ([11], s. 134):

(i) γ(α + 1, x) = αγ(α, x)− xαe−x

(ii) Γ(α + 1, x) = αΓ(α, x) + xαe−x

�spat. (i) (3.1) de α yerine α + 1 al�n�r ve k�smi integrasyon uygulan�rsa

γ(α + 1, x) =

∫ x

0

tαe−tdt

= −xαe−x + α

∫ x

0

tα−1e−tdt

= α γ(α, x)− xαe−x

bulunur.
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(ii) (3.2) de α yerine α + 1 al�n�r ve k�smi integrasyon uygulan�rsa

Γ(α + 1, x) =

∫ ∞
x

tαe−tdt

= lim
A→∞

∫ A

x

tαe−tdt

= lim
A→∞

(
− tαe−t

∣∣∣A
x

+ α

∫ A

x

tα−1e−tdt
)

= − lim
A→∞

Aαe−A︸ ︷︷ ︸
=0

+xαe−x + α

∫ ∞
x

tα−1e−tdt

= αΓ(α, x) + xαe−x

elde edilir.

Teorem 3.4 Tam olmayan Gamma fonksiyonlar�n�n birinci basamaktan türevleri

(i)
d

dx
γ(α, x) = xα−1e−x

(ii)
d

dx
Γ(α, x) = −xα−1e−x

dir ([11], s. 135).

�spat. (i) (3.1) e³itli§inin her iki yan�n�n x e göre türevi al�n�r ve türev için

Leibniz kural� uygulan�rsa

d

dx
γ(α, x) =

d

dx

(∫ x

0

tα−1e−tdt
)

= xα−1e−x

bulunur.

(ii) Benzer ³ekilde (3.2) e³itli§inin her iki yan�n�n x e göre türevi al�narak

kolayca ispatlan�r.

Teorem 3.5 n = 0, 1, 2, . . . olmak üzere a³a§�daki e³itlikler sa§lan�r ([11], s. 135):

(i)
dn

dxn

[
x−αγ(α, x)

]
= (−1)n x−α−n γ(α + n, x)

(ii)
dn

dxn

[
x−αΓ(α, x)

]
= (−1)n x−α−n Γ(α + n, x)

�spat. (i) ve (ii) nin ispatlar� benzer oldu§undan, sadece (i) yi ispatlamak yeter-

lidir.
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(i) n üzerinden tümevar�m yöntemi kullan�larak yap�l�r. n = 0 için (i)

a³ikard�r. Teorem 3.3 (i) ve Teorem 3.4 (i) nin kullan�lmas�yla

d

dx

[
x−α γ(α, x)

]
= −α x−α−1 γ(α, x) + x−α

d

dx

[
γ(α, x)

]
= −x−α−1

[
γ(α + 1, x) + xα e−x

]
+ x−α xα−1 e−x

= −x−α−1 γ(α + 1, x) (3.4)

bulunur ki, bu (i) e³itli§inin n = 1 için do§ru oldu§unu gösterir. �imdi (i)

e³itli§inin n = k için sa§land�§�n� kabul edelim, yani

dk

dxk

[
x−αγ(α, x)

]
= (−1)k x−α−k γ(α + k, x) (3.5)

olsun. (3.5) ve (3.4) ün dikkate al�nmas�yla

dk+1

dxk+1

[
x−α γ(α, x)

]
=

d

dx

{ dk

dxk

[
x−α γ(α, x)

]}
=

d

dx

{
(−1)kx−α−k γ(α + k, x)

}
= (−1)k

d

dx

{
x−(α+k) γ(α + k, x)

}
= (−1)k+1 x−α−k−1 γ(α + k + 1, x)

elde edilir. Bu da (i) e³itli§inin n = k + 1 için do§ru oldu§unu gösterir. Böylece

ispat tamamlan�r.

Teorem 3.6 n = 0, 1, 2, 3, . . . olmak üzere

(i)
dn

dxn

[
ex γ(α, x)

]
= (−1)nex (1− α)n γ(α− n, x)

(ii)
dn

dxn

[
ex Γ(α, x)

]
= (−1)nex (1− α)n Γ(α− n, x)

dir ([11],s. 135).

�spat. (i) ve (ii) nin ispatlar� benzer oldu§undan, sadece (i) yi ispatlamak yeter-

lidir.

(i) n üzerinden tümevar�m yöntemi kullan�larak yap�l�r. n = 0 için (i)

a³ikard�r. Teorem 3.3 (i) ve Teorem 3.4 (i) nin kullan�lmas�yla

d

dx

[
ex γ(α, x)

]
= ex γ(α, x) + ex

d

dx

[
γ(α, x)

]
= ex

[
(α− 1) γ(α− 1, x)− xα−1 e−x

]
+ exxα−1e−x

= −(1− α) ex γ(α− 1, x) (3.6)
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bulunur ki, bu (i) e³itli§inin n = 1 için do§ru oldu§unu gösterir. �imdi n = k için

(i) e³itli§inin geçerli oldu§unu kabul edelim, yani

dk

dxk

[
ex γ(α, x)

]
= (−1)k (1− α)k e

x γ(α− k, x) (3.7)

e³itli§i sa§lans�n. (3.7) ve (3.6) n�n dikkate al�nmas�yla

dk+1

dxk+1

[
ex γ(α, x)

]
=

d

dx

{ dk

dxk

[
ex γ(α, x)

]}
=

d

dx

{
(−1)k (1− α)k e

x γ(α− k, x)
}

= (−1)k(1− α)k
d

dx

{
exγ(α− k, x)

}
= (−1)k+1 (1− α)k (1− α + k)︸ ︷︷ ︸

=(1−α)k+1

ex γ(α− k − 1, x)

= (−1)k+1 (1− α)k+1 e
x γ(α− k − 1, x)

elde edilir ki, bu ise (i) e³itli§inin n = k+1 için do§ru oldu§unu gösterir. Böylece

ispat tamamlan�r.

Teorem 3.7 : Φ, birinci çe³it kon�uent hipergeometrik fonksiyonu için

(i) γ(α, x) = α−1 xα e−x Φ(1;α + 1 ; x)

(ii) γ(α, x) = α−1 xα Φ(α;α + 1 ; −x)

e³itlikleri sa§lan�r ([11], s. 133).

�spat. (i) γ(α, x) fonksiyonunun Teorem 3.1 (i) ile verilen seri gösteriminde

Pochhammer sembolünün Lemma 2.1 de verilen birinci özelli§i kullan�l�rsa

γ(α, x) = xα e−x
∞∑
n=0

xn

(α)n+1

α 6= 0,−1,−2, ...

= xα e−x
∞∑
n=0

(1)n
(1)n

xn

α (α + 1)n

= xα e−x α−1

∞∑
n=0

(1)n
(α + 1)n

xn

n!

= α−1 xα e−x Φ(1;α + 1 ; x)

elde edilir.

(ii) (2.10) ile verilen birinci Kummer formülünden

Φ(1;α + 1;x) = ex Φ(α;α + 1 ; −x)
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yaz�labilir. Bu, (i) de kullan�l�rsa

γ(α, x) = α−1xαe−xexΦ(α;α + 1;−x)

= α−1xαΦ(α;α + 1;−x)

bulunur.

Teorem 3.8 : Ψ, ikinci çe³it kon�uent fonksiyonu olmak üzere

(i) Γ(α, x) = xα e−x Ψ(1;α + 1 ; x)

(ii) Γ(α, x) = e−x Ψ(1− α; 1− α ; x)

e³itlikleri sa§lan�r ([11], s. 133).

�spat. (i) (3.2) de t = x(1 + u) dönü³ümü yap�l�r ve (2.11) integral gösterimi

dikkate al�n�rsa

Γ(α, x) =

∫ ∞
x

tα−1e−tdt

= xα e−x
∫ ∞

0

(1 + u)α−1 e−uxdu

= xα e−x Ψ(1;α + 1; x)

elde edilir.

(ii) (2.12) ile verilen dönü³üm formülünden

Ψ(1;α + 1; x) = x−α Ψ(1− α; 1− α ; x)

olup, bu (i) de kullan�l�rsa

Γ(α, x) = xα e−x Ψ(1;α + 1; x)

= xα e−x x−α Ψ(1− α; 1− α ; x)

= e−x Ψ(1− α; 1− α ; x)

bulunur.

Teorem 3.9 Hata fonksiyonlar� ile tam olmayan Gamma fonksiyonlar� aras�n-

daki ili³ki a³a§�daki gibidir ([18], s. 726):

(i) Γ(1
2
, x) =

√
πerfc(

√
x)

(ii) γ(1
2
, x) =

√
πerf(

√
x)
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�spat. (i) (3.2) de t = τ 2 dönü³ümü yap�l�rsa

Γ(α, x) = 2

∫ ∞
√
x

τ 2a−1e−τ
2

dτ

bulunur. α = 1
2
al�n�r ve (2.15) dikkate al�n�rsa

Γ(1
2
, x) =2

∫ ∞
√
x

e−τ
2

dτ

=
√
πerfc(

√
x)

elde edilir.

(ii) (2.16), (3.3) ve (i) den

γ(1
2
, x) =Γ(1

2
)− Γ(1

2
, x)

=
√
π −
√
πerfc(

√
x)

=
√
π(1− erfc(

√
x))

=
√
πerf(

√
x)

oldu§u kolayca görülür.

Teorem 3.10 n ∈ N olmak üzere

Γ
(
n+ 1

2
, x
)

=Γ
(
n+ 1

2

){
erfc(
√
x) + e−x

n−1∑
j=0

xj+
1
2

Γ
(
j + 3

2

)} (3.8)

dir ([8], s. 40).

�spat. n üzerinden tümevar�mla yap�l�r. Teorem 3.3 (ii) ve Teorem 3.9 (i) den

Γ
(

1
2

+ 1, x
)

=1
2
Γ
(

1
2
, x
)

+ x
1
2 e−x

=1
2

√
πerfc(

√
x) + x

1
2 e−x

=Γ
(

3
2

)
erfc(
√
x) + x

1
2 e−x

=Γ
(

3
2

){
erfc(
√
x) + e−x

0∑
j=0

xj+
1
2

Γ
(
j + 3

2

)}
bulunur ki, bu (3.8) e³itli§inin n = 1 için do§ru oldu§unu gösterir. �imdi n = k

için (3.8) in do§ru oldu§unu kabul edelim, yani

Γ
(
k + 1

2
, x
)

= Γ
(
k + 1

2

){
erfc(
√
x) + e−x

k−1∑
j=0

xj+
1
2

Γ
(
j + 3

2

)} (3.9)
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olsun. Teorem 3.3 (ii) ve (3.9) dan

Γ
(
k + 3

2
, x
)

=
(
k + 1

2

)
Γ
(
k + 1

2
, x
)

+ xk+
1
2 e−x

=
(
k + 1

2

)
Γ
(
k + 1

2

){
erfc(
√
x) + e−x

k−1∑
j=0

xj+
1
2

Γ
(
j + 3

2

)}+ xk+
1
2 e−x

=Γ
(
k + 3

2

){
erfc(
√
x) + e−x

k∑
j=0

xj+
1
2

Γ
(
j + 3

2

)}

elde edilir. Bu ise (3.8) in n = k + 1 için sa§land�§�n� gösterir. Böylece ispat

tamamlan�r.

Tam olmayan Gamma fonksiyonlar� ve yukar�daki özellikleri ve de daha

pek çok özelli§i için [2,3,8,9,11,13,18,26] nolu referanslara bak�labilir.
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4 TAM OLMAYAN POCHHAMMER SEMBOLLER� VE TAM

OLMAYAN H�PERGEOMETR�K FONS�YONLAR

Bu bölümde Srivastava, Chaudhry ve Agarwal [24] taraf�ndan tan�mlanan

tam olmayan Pochhammer sembolleri ve tam olmayan hipergeometrik fonksiyon-

lar� tan�t�lacak ve özellikleri incelenecektir.

4.1 TAM OLMAYAN POCHHAMMER SEMBOLLER�

(3.1) ve (3.2) e³itlikleri ile tan�mlanan tam olmayan Gamma fonksiyonlar�

yard�m�yla tam olmayan Pochhammer sembolleri

(λ;x)ν =
γ(λ+ ν, x)

Γ(λ)
(λ, ν ∈ C;x ≥ 0) (4.1)

[λ;x]ν =
Γ(λ+ ν, x)

Γ(λ)
(λ, ν ∈ C;x ≥ 0) (4.2)

³eklinde tan�mlan�r ve (3.3) ba§�nt�s� �³�§�nda tam olmayan Pochhammer sembol-

leri

(λ;x)ν + [λ;x]ν = (λ)ν (λ, ν ∈ C;x ≥ 0) (4.3)

ba§�nt�s�n� sa§lar.

Teorem 4.1 [λ;x]n ve [λ;x]−n tam olmayan Pochhammer sembolleri

(i) [λ;x]n =
(−1)nxλ+n

Γ(λ)

dn

dxn
{
x−λΓ(λ, x)

}
(n ∈ N0)

(ii) [λ;x]−n =
(−1)ne−x

(1− λ)nΓ(λ)

dn

dxn
{exΓ(λ, x)} (n ∈ N0)

e³itliklerini sa§lar.

�spat. (i) (4.2) ve Teorem 3.5 (ii) den

[λ;x]n =
Γ(λ+ n, x)

Γ(λ)

=
(−1)nxλ+n

Γ(λ)

dn

dxn
{
x−λΓ(λ, x)

}
elde edilir.
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(ii) (4.2) ve Teorem 3.6 (ii) den

[λ;x]−n =
Γ(λ− n, x)

Γ(λ)

=
(−1)ne−x

(1− λ)nΓ(λ)

dn

dxn
{exΓ(λ, x)}

bulunur.

Teorem 4.2 A³a§�daki e³itliklerin her biri do§rudur:

(i) [1;x]n = n![e−xen(x)] (n ∈ N0)

(ii) [1;x]−n = x1−nEn(x) (n ∈ N0)

(iii) (1;x)n = n![1− e−xen(x)] (n ∈ N0)

Burada,

en(z) :=
n∑
j=0

zj

j!
(n ∈ N0)

ve

En(z) :=

∫ ∞
1

e−zt
dt

tn
(R(z) > 0;n ∈ N0)

d�r.

�spat. (i) Teorem 4.1 (i) de λ = 1 al�n�r ve

dn

dxn
[f(x)g(x)] =

n∑
k=0

(
n

k

)
f (k)(x)g(n−k)(x)

Leibniz kural� uygulan�rsa

[1;x]n = (−1)nx1+n d
n

dxn
{x−1Γ(1, x)}

= (−1)nx1+n

n∑
k=0

(
n

k

)
dk

dxk
(x−1)

dn−k

dxn−k
Γ(1, x)

bulunur. Teorem 3.4 (ii) den

d

dx
Γ(1, x) = −e−x

olup, dolay�s�yla da

dn−k

dxn−k
Γ(1, x) = (−1)n−ke−x
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yaz�labilece§i dikkate al�n�rsa

[1;x]n = (−1)nx1+n

n∑
k=0

(
n

k

)
{(−1)kk!x−k−1}{(−1)n−ke−x}

= n!e−x
n∑
k=0

xn−k

(n− k)!

= n!e−x
n∑
j=0

xj

j!

= n!e−xen(x)

elde edilir.

(ii) (4.2) e³itli§inde λ = 1, ν = −n al�n�r ve (3.2) kullan�ld�ktan sonra

t = xz dönü³ümü yap�l�rsa

[1;x]−n =
Γ(1− n, x)

Γ(1)
=

∫ ∞
x

t−ne−tdt

= x1−n
∫ ∞

1

z−ne−xzdz (R(x) > 0)

= x1−nEn(x)

bulunur.

(iii) (4.3) ba§�nt�s�nda Teorem 4.2 (i) kullan�l�rsa

(1;x)n = (1)n − [1;x]n

= n!− n!e−xen(x)

= n![1− e−xen(x)]

elde edilir.

Teorem 4.3 Hata fonksiyonlar� ile tam olmayan Pochhammer sembolleri aras�n-

daki ili³ki a³a§�daki gibidir:

(i)
[1

2
;x
]

0
= erfc(

√
x)

(ii)
(1

2
;x
)

0
= erf(

√
x)

�spat. (i) (4.1) ve Teorem 3.9 (i) den[1

2
;x
]

0
=

Γ(1
2
, x)

Γ(1
2
)

=

√
πerfc(

√
x)√

π
= erfc(

√
x)

bulunur.
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(ii) (4.2) ve Teorem 3.9 (ii) den(1

2
;x
)

0
=
γ(1

2
, x)

Γ(1
2
)

=

√
πerf(

√
x)√

π
= erf(

√
x)

elde edilir.

Teorem 4.4 n ∈ N olmak üzere a³a§�daki e³itlikler sa§lan�r:

(i)
[1

2
;x
]
n

=
(1

2

)
n

{
erfc(
√
x) + e−x

n−1∑
j=0

xj+
1
2

Γ(j + 3
2
)

}

(ii)
(1

2
;x
)
n

=
(1

2

)
n

{
1− erfc(

√
x)− e−x

n−1∑
j=0

xj+
1
2

Γ(j + 3
2
)

}

�spat. (i) (4.2) ve (3.8) den[1

2
;x
]
n

=
Γ(1

2
+ n, x)

Γ(1
2
)

=
Γ(1

2
+ n)

Γ(1
2
)

{
erfc(
√
x) + e−x

n−1∑
j=0

xj+
1
2

Γ(j + 3
2
)

}

=
(1

2

)
n

{
erfc(
√
x) + e−x

n−1∑
j=0

xj+
1
2

Γ(j + 3
2
)

}
bulunur.

(ii) (4.3) ve (i) den(1

2
;x
)
n

=
(1

2

)
n
−
[1

2
;x
]
n

=
(1

2

)
n

{
1− erfc(

√
x)− e−x

n−1∑
j=0

xj+
1
2

Γ(j + 3
2
)

}
oldu§u kolayca görülür.

Uyar� 4.5 p parametreli

a1, a2, a3, . . . , ap

dizili³i Ap ile gösterilsin. Bu taktirde (Ap)n Pochhammer sembolü, (Ap;x)n ve

[Ap;x]n tam olmayan Pochhammer sembolleri

(Ap)n = (a1)n(a2)n(a3)n . . . (ap)n

(Ap;x)n = (a1;x)n(a2)n(a3)n . . . (ap)n

[Ap;x]n = [a1;x]n(a2)n(a3)n . . . (ap)n
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³eklinde tan�mlan�r. (4.3) den

(Ap;x)n + [Ap;x]n = {(a1;x)n + [a1;x]n}(a2)n(a3)n . . . (ap)n

= (a1)n(a2)n(a3)n . . . (ap)n

= (Ap)n

oldu§u görülür.

4.2 TAM OLMAYAN GAUSS H�PERGEOMETR�K FONKS�YONLARI

Tam olmayan Gauss hipergeometrik fonksiyonlar�

2γ1((a, x), b; c; z) =
∞∑
n=0

(a;x)n(b)n
(c)n

zn

n!
(4.4)

2Γ1((a, x), b; c; z) =
∞∑
n=0

[a;x]n(b)n
(c)n

zn

n!
(4.5)

³eklinde tan�mlan�r ve bu fonksiyonlar yard�m�yla

2Γ1((a, x), b; c; z) + 2γ1((a, x), b; c; z) = 2F1(a, b; c; z) (4.6)

ba§�nt�s� yaz�labilir.

(4.6) dan dolay� sadece 2Γ1((a, x), b; c; z) fonksiyonunun özelliklerini in-

celemek yeterli olacakt�r.

Teorem 4.6 (Diferensiyel Denklem)

ω = ω(z) = 2Γ1((a, x), b; c; z) + 2γ1((a, x), b; c; z)

fonksiyonu

z(1− z)
d2ω

dz2
+ [c− (a+ b+ 1)z]

dω

dz
− abω = 0 (4.7)

hipergeometrik denkleminin bir çözümüdür.

�spat. (4.6) dan

ω = ω(z) = 2Γ1((a, x), b; c; z) + 2γ1((a, x), b; c; z) = 2F1(a, b; c; z)

oldu§unu dikkate almak yeterlidir.
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Uyar� 4.7 �imdiye kadar tam olmayan Gauss hipergeometrik fonksiyonlar�n�

ayr� ayr� çözüm kabul eden diferensiyel denklemlerin bulunamad�§�n� belirtmekte

fayda vard�r.

Teorem 4.8 (�ntegral Gösterimi) 2Γ1 fonksiyonu için bir integral gösterimi

2Γ1((a, x), b; c; z) =
1

Γ(a)

∫ ∞
x

ta−1e−t 1F1(b; c; zt)dt (4.8)

(x ≥ 0;x = 0 için R(a) > 0)

d�r.

�spat. (4.2) de (3.2) nin dikkate al�nmas�yla, [a;x]n tam olmayan Pochhammer

sembolü için

[a;x]n =
Γ(a+ n, x)

Γ(a)
=

1

Γ(a)

∫ ∞
x

ta+n−1e−tdt (4.9)

(x ≥ 0;x = 0 için R(a) > 0)

³eklinde bir integral gösterimi yaz�labilir. Bu (4.5) de kullan�l�rsa

2Γ1((a, x), b; c; z) =
1

Γ(a)

∞∑
n=0

(b)n
(c)n

zn

n!

∫ ∞
x

ta+n−1e−tdt

=
1

Γ(a)

∫ ∞
x

ta−1e−t
∞∑
n=0

(b)n
(c)n

(zt)n

n!
dt

=
1

Γ(a)

∫ ∞
x

ta−1e−t 1F1(b; c; zt)dt

elde edilir. Yukar�daki i³lemler esnas�nda seri ve integral s�ras�yla

|z| ≤M <∞, M > 0

x ≥ 0;x = 0 için R(a) > 0

için mutlak yak�nsak oldu§undan toplam ve integral i³leminin s�ras� de§i³tiril-

mi³tir.

Sonuç 4.9 x = 0 için, 2Γ1 tam olmayan Gauss hipergeometrik fonksiyonu 2F1

Gauss hipergeometrik fonksiyonuna indirgenir. Dolay�s�yla (4.8) de x = 0 al�n�rsa,

2F1(a, b; c; z) =
1

Γ(a)

∫ ∞
0

ta−1e−t 1F1(b; c; zt)dt (R(a) > 0)

integral gösterimi kolayca görülür ([22], s. 43).
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Teorem 4.10 (Türev Formülü) 2Γ1 fonksiyonu için

dk

dzk

[
2Γ1((a, x), b; c; z)

]
=

(a)k(b)k
(c)k

2Γ1((a+ k, x), b+ k; c+ k; z) (4.10)

(k ∈ N0)

d�r.

�spat. k üzerinden tümevar�m yöntemi kullan�larak yap�l�r. k = 0 için (4.10)

a³ikard�r. (4.5) ifadesinin her iki yan�n�n z ye göre türevi al�n�r ve

[a;x]n+1 = a [a+ 1;x]n

(a)n+1 = a(a+ 1)n

özellikleri dikkate al�n�rsa

d

dz

[
2Γ1((a, x), b; c; z)

]
=

d

dz

∞∑
n=0

[a;x]n(b)n
(c)n

zn

n!

=
∞∑
n=1

[a;x]n(b)n
(c)n

zn−1

(n− 1)!

=
∞∑
n=0

[a;x]n+1(b)n+1

(c)n+1

zn

n!

=
ab

c

∞∑
n=0

[a+ 1;x]n(b+ 1)n
(c+ 1)n

zn

n!

=
ab

c
2Γ1((a+ 1, x), b+ 1; c+ 1; z) (4.11)

elde edilir ki, bu k = 1 için (4.10) e³itli§inin do§ru oldu§unu gösterir. �imdi

(4.10) e³itli§inin k = m için sa§land�§�n� kabul edelim, yani

dm

dzm

[
2Γ1((a, x), b; c; z)

]
=

(a)m(b)m
(c)m

2Γ1((a+m,x), b+m; c+m; z) (4.12)

olsun. (4.11) ve (4.12) den

dm+1

dzm+1

[
2Γ1((a, x), b; c; z)

]
=

d

dz

{ dm

dzm

[
2Γ1((a, x), b; c; z)

]}
=

d

dz

{(a)m(b)m
(c)m

2Γ1((a+m,x), b+m; c+m; z)
}

=
(a)m(b)m

(c)m

d

dz

{
2Γ1((a+m,x), b+m; c+m; z)

}
=

(a)m(a+m)(b)m(b+m)

(c)m(c+m)
2Γ1((a+m+ 1, x), b+m+ 1; c+m+ 1; z)

=
(a)m+1(b)m+1

(c)m+1
2Γ1((a+m+ 1, x), b+m+ 1; c+m+ 1; z)
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bulunur. Bu (4.10) e³itli§inin k = m + 1 için do§ru oldu§unu gösterir. Böylece

ispat tamamlan�r.

Sonuç 4.11 (4.10) e³itli§inde x = 0 al�n�rsa, 2F1 Gauss hipergeometrik fonksi-

yonu için

dk

dzk

{
2F1(a, b; c; z)

}
=

(a)k(b)k
(c)k

2F1(a+ k, b+ k; c+ k; z) (k ∈ N0)

türev formülü kolayca görülür ([3], s. 278).

Teorem 4.12 (Dönü³üm Formülü) 2Γ1 fonksiyonu için

2Γ1((a, x), b; c; z) = (1− z)−a 2Γ1

(
(a, x(1− z)), c− b; c;− z

1− z

)
(4.13)

dir.

�spat. (4.8) de (2.10) e³itli§i ile verilen

1F1(b; c; z) = ez 1F1(c− b; c;−z)

birinci Kummer formülü kullan�ld�ktan sonra τ = (1− z)t dönü³ümü yap�l�rsa

2Γ1((a, x), b; c; z) =
1

Γ(a)

∫ ∞
x

ta−1e−t 1F1(b; c; zt)dt

=
1

Γ(a)

∫ ∞
x

ta−1e−(1−z)t
1F1(c− b; c;−zt)dt

=
(1− z)−a

Γ(a)

∫ ∞
x(1−z)

τa−1e−τ 1F1

(
c− b; c;

(
− z

1− z

)
τ

)
dτ

bulunur. Bu son e³itlikte (4.8) dikkate al�n�rsa

2Γ1((a, x), b; c; z) = (1− z)−a 2Γ1

(
(a, x(1− z)), c− b; c;− z

1− z

)
elde edilir.

Uyar� 4.13 x 6= 0 için 2Γ1 tam olmayan Gauss hipergeometrik fonksiyonu a ve b

parametrelerine göre simetrik olmad�§�ndan, (4.13) dönü³üm formülü kullan�larak

ba³ka bir dönü³üm formülü bulma olas�l�§� yoktur.

Sonuç 4.14 (4.13) de x = 0 al�n�rsa, 2F1 Gauss hipergeometrik fonksiyonu için

2F1(a, b; c; z) = (1− z)−a 2F1

(
a, c− b; c;− z

1− z

)
(4.14)

dönü³üm formülü kolayca görülür ([19], s. 60).
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Teorem 4.15 (Özel De§er) 2Γ1 fonksiyonu için

2Γ1((a, x),b; c; 1)

=
Γ(c)Γ(c− a− b)
Γ(c− a)Γ(c− b)

− xa

Γ(a+ 1)
2F2(c− b, a; c, a+ 1;−x) (4.15)

dir.

�spat. (4.6) ba§�nt�s�nda z = 1 al�n�r ve (2.10) ile verilen

1F1(b; c; z) = ez 1F1(c− b; c;−z)

birinci Kummer formülü uygulan�rsa

2Γ1((a, x), b; c; 1) = 2F1(a, b; c; 1)− 1

Γ(a)

∫ x

0

ta−1e−t 1F1(b; c; t)dt

= 2F1(a, b; c; 1)− 1

Γ(a)

∫ x

0

ta−1
1F1(c− b; c;−t)dt

(R(a) > 0;x ≥ 0)

bulunur. Bu son e³itlikte

2F1(a, b; c; 1) =
Γ(c)Γ(c− a− b)
Γ(c− a)Γ(c− b)
(R(c− a− b) > 0; c ∈ C\Z−0 )

Gauss toplam formülü ([19], s. 49) ve

1

Γ(a)

∫ x

0

ta−1
1F1(c− b; c;−t)dt =

xa

Γ(a+ 1)
2F2(c− b, a; c, a+ 1;−x)

integral formülü ([19], s. 104) dikkate al�n�rsa,

2Γ1((a, x), b; c; 1) =
Γ(c)Γ(c− a− b)
Γ(c− a)Γ(c− b)

− xa

Γ(a+ 1)
2F2(c− b, a; c, a+ 1;−x)

(x ≥ 0;R(a) > 0;R(c− a− b) > 0; c ∈ C\Z−0 )

elde edilir.

Teorem 4.16 (Birinci Rekürans Ba§�nt�s�) 2Γ1 fonksiyonu için bir rekürans ba§�n-

t�s�

(b− c+ 1) 2Γ1((a, x), b; c; z)

= b 2Γ1((a, x), b+ 1; c; z)− (c− 1) 2Γ1((a, x), b; c− 1; z) (4.16)

dir.
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�spat. (4.8) integral gösterimi ve

(b− c+ 1) 1F1(b; c; z) = b 1F1(b+ 1; c; z)− (c− 1) 1F1(b; c− 1; z)

rekürans ba§�nt�s� ([19], s.124) dikkate al�n�rsa

(b− c+ 1) 2Γ1((a, x), b; c; z) =
b− c+ 1

Γ(a)

∫ ∞
x

ta−1e−t 1F1(b; c; zt)dt

=
b

Γ(a)

∫ ∞
x

ta−1e−t 1F1(b+ 1; c; zt)dt

− (c− 1)

Γ(a)

∫ ∞
x

ta−1e−t 1F1(b; c− 1; zt)dt

= b 2Γ1((a, x), b+ 1; c; z)− (c− 1) 2Γ1((a, x), b; c− 1; z)

bulunur.

Sonuç 4.17 (4.16) da x = 0 al�n�rsa, 2F1 Gauss hipergeometrik fonksiyonu için

(b− c+ 1) 2F1(a, b; c; z)

= b 2F1(a, b+ 1; c; z)− (c− 1) 2F1(a, b; c− 1; z)

rekürans ba§�nt�s� kolayca görülür ([3], s. 283).

Teorem 4.18 (�kinci Rekürans Ba§�nt�s�) 2Γ1 fonksiyonu için rekürans ba§�nt�s�

az

c
2Γ1((a+ 1, x),b+ 1; c+ 1; z)

= 2Γ1((a, x), b+ 1; c; z)− 2Γ1((a, x), b; c; z) (4.17)

dir.

�spat. (4.8) integral gösterimi ve

z 1F1(b; c+ 1; z) = c 1F1(b; c; z)− c 1F1(b− 1; c; z)

rekürans ba§�nt�s� ([3], s. 305) dikkate al�n�rsa

az 2Γ1((a+ 1, x),b+ 1; c+ 1; z) =
a

Γ(a+ 1)

∫ ∞
x

ta−1e−t{zt 1F1(b+ 1; c+ 1; zt)}dt

=
1

Γ(a)

∫ ∞
x

ta−1e−t{c 1F1(b+ 1; c; zt)− c 1F1(b; c; zt)}dt

=
c

Γ(a)

∫ ∞
x

ta−1e−t 1F1(b+ 1; c; zt)dt

− c

Γ(a)

∫ ∞
x

ta−1e−t 1F1(b; c; zt)dt

= c{ 2Γ1((a, x), b+ 1; c; z)− 2Γ1((a, x)b; c; z)}
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olup, her iki taraf�n c ile bölünmesiyle

az

c
2Γ1((a+ 1, x), b+ 1; c+ 1; z) = 2Γ1((a, x), b+ 1; c; z)− 2Γ1((a, x), b; c; z)

elde edilir.

Sonuç 4.19 (4.17) de x = 0 al�n�rsa, 2F1 Gauss hipergeometrik fonksiyonu için

az

c
2F1(a+ 1, b+ 1; c+ 1; z) = 2F1(a, b+ 1; c; z)− 2F1(a, b; c; z) (4.18)

rekürans ba§�nt�s� kolayca görülür ([3], s. 283).

Teorem 4.20 2Γ1((a;x), b; c; z) tam olmayan Gauss hipergeometrik fonksiyonu

ile γ(α, x) tam olmayan Gamma fonksiyonu aras�ndaki ili³ki

2Γ1((a, x), b; b+ 1;−z) =
bz−b

Γ(a)

∫ ∞
x

ta−b−1e−tγ(b, zt)dt (4.19)

(x ≥ 0;x = 0 için R(a) > 0)

dir.

�spat. (4.8) de c = b+ 1 ve z yerine −z al�nd�ktan sonra

1F1(s; s+ 1;−z) = sz−sγ(s, z)

e³itli§i ([19], s. 127) kullan�l�rsa

2Γ1((a, x), b; b+ 1;−z) =
1

Γ(a)

∫ ∞
x

ta−1e−t 1F1(b; b+ 1;−zt)dt

=
bz−b

Γ(a)

∫ ∞
x

ta−b−1e−tγ(b, zt)dt

elde edilir.

Sonuç 4.21 (4.19) da x = 0 al�n�rsa,

2F1(a, b; b+ 1;−z) =
bz−b

Γ(a)

∫ ∞
0

ta−b−1e−tγ(b, zt)dt (R(a) > 0) (4.20)

e³itli§i kolayca görülür.

Uyar� 4.22 (4.20) de (4.14) dönü³üm formülünün kullan�lmas�yla çok iyi bilinen∫ ∞
0

τ s−1e−τβγ(b, τ)dτ =
Γ(b+ s)

b(1 + β)b+s
2F1

(
1, b+ s; b+ 1;

1

1 + β

)
(R(b+ s) > 0;R(β) > 0)
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e³itli§i ([12], s. 325) yeniden elde edilebilir. Gerçekten de (4.20) de a = b + s

al�nd�ktan sonra t = τ
z
dönü³ümü yap�l�rsa

2F1(b+ s, b; b+ 1;−z) =
bz−b

Γ(b+ s)

∫ ∞
0

ts−1e−tγ(b, zt)dt (R(b+ s) > 0)

=
bz−b

Γ(b+ s)

∫ ∞
0

τ s−1e−
τ
z z−sγ(b, τ)dτ

=
bz−b−s

Γ(b+ s)

∫ ∞
0

τ s−1e−
τ
z γ(b, τ)dτ

olup, z = 1
β
al�n�rsa

2F1

(
b+ s, b; b+ 1;− 1

β

)
=

bβb+s

Γ(b+ s)

∫ ∞
0

τ s−1e−τβγ(b, τ)dτ (R(β) > 0)

bulunur. Sol tarafta (4.14) dönü³üm formülü kullan�l�rsa(
1 +

1

β

)−b−s
2F1

(
b+ s, 1; b+ 1;

1

1 + β

)
=

bβb+s

Γ(b+ s)

∫ ∞
0

τ s−1 e−τβγ(b, τ)dτ

ya da ∫ ∞
0

τ s−1e−τβγ(b, τ)dτ =
Γ(b+ s)

b(1 + β)b+s
2F1

(
1, b+ s; b+ 1;

1

1 + β

)
elde edilir.

Teorem 4.23 2Γ1((a;x), b; c; z) tam olmayan Gauss hipergeometrik fonksiyonu

ile erf(z) hata fonksiyonu aras�ndaki ili³ki

2Γ1

(
(a, x), 1

2
; 3

2
;−z

)
=

1

2Γ(a)

√
π

z

∫ ∞
x

ta−
3
2 e−terf(

√
zt)dt

(x ≥ 0;x = 0 için R(a) > 0)

dir.

�spat. (4.19) da b = 1
2
al�n�r ve Teorem 3.9 (ii) dikkate al�n�rsa

2Γ1

(
(a, x), 1

2
; 3

2
;−z

)
=

z−
1
2

2Γ(a)

∫ ∞
x

ta−
3
2 e−tγ

(
1
2
, zt
)
dt

=
1

2Γ(a)

√
π

z

∫ ∞
x

ta−
3
2 e−terf(

√
zt)dt

bulunur.

Teorem 4.24 2Γ1((a;x), b; c; z) tam olmayan Gauss hipergeometrik fonksiyonu

ile Γ(α, x) tam olmayan Gamma fonksiyonu aras�ndaki ili³ki

2Γ1((a, x), b; b; z) = 1Γ0((a, x);−; z) =
(1− z)−a

Γ(a)
Γ(a, x(1− z)) (4.21)

(|z| < 1;x ≥ 0)
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dir.

�spat. (4.8) de c = b al�nd�ktan sonra t = τ
1−z dönü³ümü yap�l�r ve (3.2) dikkate

al�n�rsa

2Γ1((a, x),b; b; z) =
1

Γ(a)

∫ ∞
x

ta−1e−t 1F1(b; b; zt)dt

=
1

Γ(a)

∫ ∞
x

ta−1e−t(1−z)dt

=
(1− z)−a

Γ(a)

∫ ∞
x(1−z)

τa−1e−τdτ

=
(1− z)−a

Γ(a)
Γ(a, x(1− z))

elde edilir.

Sonuç 4.25 (4.21) de x = 0 al�n�rsa,

2F1(a, b; b; z) = 1F0(a;−; z) = (1− z)−a, (|z| < 1) (4.22)

d�r ([26], s. 44).

Teorem 4.26 2Γ1((a;x), b; c; z) tam olmayan Gauss hipergeometrik fonksiyonu

ile erfc(z) tamamlay�c� hata fonksiyonu aras�ndaki ili³ki

2Γ1

((
1
2
, x
)
, b; b; 1− z

)
=

1√
z
erfc(
√
xz)

dir.

�spat. (4.21) de a = 1
2
al�n�r, z yerine 1− z yaz�l�r ve Teorem 3.9 (i) kullan�l�rsa

2Γ1

((
1
2
, x
)
, b; b; 1− z

)
= 1Γ0

((
1
2
, x
)

;−; 1− z
)

=
z−

1
2

Γ(1
2
)
Γ
(

1
2
, xz
)

=
1√
z
erfc(
√
xz)

bulunur.

Teorem 4.27 (�kinci �ntegral Gösterimi) 2Γ1 fonksiyonu için di§er bir integral

gösterimi ise

2Γ1((a, x), b; c; z) =
1

B(b, c− b)

∫ 1

0

tb−1(1− t)c−b−1
1Γ0((a, x);−; zt)dt (4.23)

(R(c) > R(b) > 0;x ≥ 0)

dir.
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�spat. (4.5) de

(b)n
(c)n

=
B(b+ n, c− b)
B(b, c− b)

=
1

B(b, c− b)

∫ 1

0

tb+n−1(1− t)c−b−1dt (4.24)

(R(c) > R(b) > 0;n ∈ N0)

e³itli§i kullan�l�rsa

2Γ1((a, x), b; c; z) =
∞∑
n=0

[a;x]n(b)n
(c)n

zn

n!

=
∞∑
n=0

[a;x]n

(
1

B(b, c− b)

∫ 1

0

tb+n−1(1− t)c−b−1dt

)
zn

n!

=
1

B(b, c− b)

∫ 1

0

tb−1(1− t)c−b−1

(
∞∑
n=0

[a;x]n
(zt)n

n!

)
dt

=
1

B(b, c− b)

∫ 1

0

tb−1(1− t)c−b−1
1Γ0((a, x);−; zt)dt

(R(c) > R(b) > 0;x ≥ 0)

elde edilir.

Sonuç 4.28 (4.23) de x = 0 al�n�r ve (4.22) kullan�l�rsa, 2F1 Gauss hipergeo-

metrik fonksiyonu için

2F1(a, b; c; z) =
1

B(b, c− b)

∫ 1

0

tb−1(1− t)c−b−1(1− zt)−adt

(R(c) > R(b) > 0; | arg (1− z)| < π)

integral gösterimi kolayca görülür ([19], s. 47).

4.3 TAM OLMAYAN GENELLE�T�R�LM�� H�PERGEOMETR�K

FONKS�YONLAR

Uyar� 4.3 de verilen notasyonlar kullan�larak genelle³tirilmi³ tam olmayan

hipergeometrik fonksiyonlar�

pγq((Ap, x);Bq; z) = pγq((a1, x), a2, . . . , ap; b1, . . . , bq; z)

=
∞∑
n=0

(Ap;x)n
(Bq)n

zn

n!

=
∞∑
n=0

(a1;x)n(a2)n . . . (ap)n
(b1)n . . . (bq)n

zn

n!
(4.25)
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ve

pΓq((Ap, x);Bq; z) = pΓq((a1, x), a2, . . . , ap; b1, . . . , bq; z)

=
∞∑
n=0

[Ap;x]n
(Bq)n

zn

n!

=
∞∑
n=0

[a1;x]n(a2)n . . . (ap)n
(b1)n . . . (bq)n

zn

n!
(4.26)

³eklinde tan�mlan�r. x = 0 durumunda, pΓq (p, q ∈ N0) genelle³tirilmi³ tam ol-

mayan hipergeometrik fonksiyonu pFq (p, q ∈ N0) genelle³tirilmi³ hipergeometrik

fonksiyonuna indirgenir. Ayr�ca (4.25) ve (4.26) kullan�larak

pγq((Ap, x);Bq; z) + pΓq((Ap, x);Bq; z) = pFq(Ap;Bq; z) (4.27)

ba§�nt�s� kolayca görülür. (4.27) ba§�nt�s�, (4.6) n�n bir genellemesi olarak dü³ünü-

lebilir.

Uyar� 4.29

|(λ;x)n| ≤ |(λ)n| ve |[λ;x]n| ≤ |(λ)n| (n ∈ N0;λ ∈ C;x ≥ 0)

e³itsizlikleri sa§land�§�ndan (4.25) ve (4.26) tan�mlar�ndaki sonsuz serilerin mut-

lak yak�nsakl�§� için yeterli ³artlar, pFq (p, q ∈ N0) genelle³tirilmi³ hipergeo-

metrik fonksiyonunun bilinen ³artlar�ndan ç�kart�labilir [3,4,10,19,23,25,26].

pΓq fonksiyonu için a³a§�da verilen teoremlerin her birinin ispat� önceki

k�s�mdaki teoremlerin ispat�na benzer oldu§undan yap�lmayacakt�r.

Teorem 4.30 (�lk �ntegral Gösterimi) pΓq fonksiyonu için integral gösterimi

pΓq((a1, x), a2, . . . , ap; b1, . . . , bq; z)

=
1

Γ(a1)

∫ ∞
x

ta1−1e−tp−1Fq(a2, . . . , ap; b1, . . . , bq; zt)dt (4.28)

(x ≥ 0;x = 0 için R(a1) > 0)

dir.

Sonuç 4.31 (4.28) de x = 0 al�n�rsa, pFq genelle³tirilmi³ hipergeometrik fonksi-

yonu için

pFq(a1, a2, . . . , ap; b1, . . . , bq; z)

=
1

Γ(a1)

∫ ∞
0

ta1−1e−t p−1Fq(a2, . . . , ap; b1, . . . , bq; zt)dt (R(a1) > 0)

integral gösterimi kolayca görülür ([12], s. 337).
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Teorem 4.32 (�kinci �ntegral Gösterimi) pΓq fonksiyonu için di§er bir integral

gösterimi

pΓq((a1, x), a2, . . . , ap−1, b; b1, . . . , bq−1, c; z) =
1

B(b, c− b)

·
∫ 1

0

tb−1(1− t)c−b−1
p−1Γq−1((a1, x), a2, . . . , ap−1; b1, . . . , bq−1; zt)dt (4.29)

(R(c) > R(b) > 0;x ≥ 0)

dir.

Sonuç 4.33 (4.29) da x = 0 al�n�rsa, pFq genelle³tirilmi³ hipergeometrik fonksi-

yonu için

pFq(a1, a2, . . . , ap−1, b; b1, . . . , bq−1, c; z)

=
1

B(b, c− b)

∫ 1

0

tb−1(1− t)c−b−1
p−1Fq−1(a1, a2, . . . , ap−1; b1, . . . , bq−1; zt)dt

(R(c) > R(b) > 0)

integral gösterimi kolayca görülür ([19], s. 85).

Teorem 4.34 (Türev Formülü) pΓq fonksiyonu için türev formülü

dk

dzk

[
pΓq((a1, x), a2, . . . , ap; b1, . . . , bq; z)

]
=

(a1)k . . . (ap)k
(b1)k . . . (bq)k

· pΓq((a1 + k, x), a2 + k, . . . , ap + k; b1 + k, . . . , bq + k; z) (4.30)

(k ∈ N0)

dir.

Sonuç 4.35 (4.30) da x = 0 al�n�rsa, pFq genelle³tirilmi³ hipergeometrik fonksi-

yonu için

dk

dzk

[
pFq(a1, a2, . . . , ap; b1, . . . , bq; z)

]
=

(a1)k . . . (ap)k
(b1)k . . . (bq)k

pFq(a1 + k, a2 + k, . . . , ap + k; b1 + k, . . . , bq + k; z)

türev formülü kolayca görülür ([19], s. 107).
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4.4 BAZI SONUÇLAR

K�s�m 4.3 den, p = q = 1 özel durumuna kar³�l�k gelen tam olmayan

kon�uent hipergeometrik fonksiyonlar�n�n seri gösterimleri

1γ1((a, x); c; z) =
∞∑
n=0

(a;x)n
(c)n

zn

n!
(4.31)

1Γ1((a, x); c; z) =
∞∑
n=0

[a;x]n
(c)n

zn

n!
(4.32)

ve integral gösterimleri

1γ1((a, x); c; z) =
1

Γ(a)

∫ x

0

ta−1e−t 0F1(−; c; zt)dt (4.33)

(x ≥ 0;R(a) > 0)

1Γ1((a, x); c; z) =
1

Γ(a)

∫ ∞
x

ta−1e−t 0F1(−; c; zt)dt (4.34)

(x ≥ 0;x = 0 için R(a) > 0)

³eklinde yaz�labilir. Aç�kt�r ki

1Γ1((a, x); c; z) + 1γ1((a, x); c; z) = 1F1(a; c; z)

ba§�nt�s� da sa§lan�r. Ayr�ca c = a için

1Γ1((a, x); a; z) + 1γ1((a, x); a; z) = 1F1(a; a; z) = ez (4.35)

d�r.

Teorem 4.36 1Γ1 fonksiyonu için

(i) 1Γ1((a, x); c+ 1; z) =
Γ(c+ 1)

Γ(a)
z−

c
2

∫ ∞
x

ta−
c
2
−1e−tIc(2

√
zt)dt

(ii) 1Γ1((a, x); c+ 1;−z) =
Γ(c+ 1)

Γ(a)
z−

c
2

∫ ∞
x

ta−
c
2
−1e−tJc(2

√
zt)dt

(x ≥ 0;x = 0 için R(a) > 0)

dir. Burada Ic(z), Jc(z)

Ic(z) =
( z

2
)c

Γ(c+ 1)
0F1

(
−; c+ 1;

z2

4

)
(c ∈ C\Z−) (4.36)

ve

Jc(z) =
( z

2
)c

Γ(c+ 1)
0F1

(
−; c+ 1;−z

2

4

)
(c ∈ C\Z−) (4.37)

e³itlikleri ile tan�mlanan s�ras�yla birinci çe³it modi�ye Bessel ve birinci çe³it

Bessel fonksiyonlar�d�r [3].
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�spat. (i) (4.34) de c yerine c+ 1 al�nd�ktan sonra (4.36) kullan�l�rsa,

1Γ1((a, x); c+ 1; z) =
1

Γ(a)

∫ ∞
x

ta−1e−t 0F1(−; c+ 1; zt)dt

=
Γ(c+ 1)

Γ(a)
z−

c
2

∫ ∞
x

ta−
c
2
−1e−tIc(2

√
zt)dt

elde edilir.

(ii) (4.34) de z yerine −z yaz�l�r, c yerine c+1 al�n�r ve (4.37) kullan�l�rsa,

1Γ1((a, x); c+ 1;−z) =
1

Γ(a)

∫ ∞
x

ta−1e−t 0F1(−; c+ 1;−zt)dt

=
Γ(c+ 1)

Γ(a)
z−

c
2

∫ ∞
x

ta−
c
2
−1e−tJc(2

√
zt)dt

bulunur.

Teorem 4.37 1γ1 fonksiyonu için

(i) 1γ1((a, x), c+ 1; z) =
Γ(c+ 1)

Γ(a)
z−

c
2

∫ x

0

ta−
c
2
−1e−tIc(2

√
zt)dt

(ii) 1γ1((a, x), c+ 1;−z) =
Γ(c+ 1)

Γ(a)
z−

c
2

∫ x

0

ta−
c
2
−1e−tJc(2

√
zt)dt

(x ≥ 0;R(a) > 0)

dir.

�spat. (i) (4.33) de c yerine c+ 1 al�nd�ktan sonra (4.36) kullan�l�rsa,

1γ1((a, x); c+ 1; z) =
1

Γ(a)

∫ x

0

ta−1e−t 0F1(−; c+ 1; zt)dt

=
Γ(c+ 1)

Γ(a)
z−

c
2

∫ x

0

ta−
c
2
−1e−tIc(2

√
zt)dt

elde edilir.

(ii) (4.33) de z yerine −z yaz�l�r, c yerine c+1 al�n�r ve (4.37) kullan�l�rsa,

1γ1((a, x); c+ 1;−z) =
1

Γ(a)

∫ x

0

ta−1e−t 0F1(−; c+ 1;−zt)dt

=
Γ(c+ 1)

Γ(a)
z−

c
2

∫ x

0

ta−
c
2
−1e−tJc(2

√
zt)dt

bulunur.
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4.5 UYGULAMALAR

pγq (p, q ∈ N0) ve pΓq (p, q ∈ N0) tam olmayan genelle³tirilmi³ hipergeo-

metrik fonksiyonlar� mühendislik ve uygulamal� bilimlerde çok kullan�³l� fonksi-

yonlard�r. Bu k�s�mda bu fonksiyonlar�n özel durumlar�n�n ileti³im teorisi, olas�l�k

teorisi ve yeralt� suyu pompalama modellemelerine kullan�mlar� üzerinde durula-

cakt�r.

4.5.1 �leti³im Teorisine Uygulamalar�

�leti³im teorisinde oldukça önemli bir yere sahip olan genelle³tirilmi³ Mar-

cum Q ve q fonksiyonlar�

QM(α, β) =
1

αM−1

∫ ∞
β

tMe−
1
2

(t2+α2)IM−1(αt)dt (4.38)

qM(α, β) =
1

αM−1

∫ β

0

tMe−
1
2

(t2+α2)IM−1(αt)dt (4.39)

³eklinde tan�mlan�r. Literatür tarand�§�nda Marcum Q ve q fonksiyonlar� ve bu

fonksiyonlar�n genellemeleri üzerine bir çok ara³t�rmaya rastlan�r [5,15,16,20].

Bu fonksiyonlar�n, tam olmayan kon�uent hipergeometrik fonksiyonlar

cinsinden ifadeleri Srivastava, Chaudhry ve Agarwal [24] taraf�ndan

QM(
√

2ω,
√

2x) = e−ω 1Γ1((M,x);M ;ω)

ve

qM(
√

2ω,
√

2x) = e−ω 1γ1((M,x);M ;ω)

³eklinde verilmi³tir.

Gerçekten de (4.38) ve (4.39) dan

QM(
√

2ω,
√

2x) =
e−ω

(
√

2ω)M−1

∫ ∞
√

2x

tMe−
t2

2 IM−1(
√

2ω t)dt

ve

qM(
√

2ω,
√

2x) =
e−ω

(
√

2ω)M−1

∫ √2x

0

tMe−
t2

2 IM−1(
√

2ω t)dt
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olup, u = t2

2
dönü³ümü yap�ld�ktan sonra elde edilen e³itliklerde s�ras�yla Teorem

4.34 (i) ve Teorem 4.35 (i) dikkate al�n�rsa

QM(
√

2ω,
√

2x) = e−ωω−
M−1

2

∫ ∞
x

u
M−1

2 e−uIM−1(2
√
uω)du

= e−ω 1Γ1((M,x);M ;ω)

ve

qM(
√

2ω,
√

2x) = e−ωω−
M−1

2

∫ x

0

u
M−1

2 e−uIM−1(2
√
uω)du

= e−ω 1γ1((M,x);M ;ω)

elde edilir.

Ayr�ca (4.35) göz önüne al�n�rsa

QM(
√

2ω,
√

2x) + qM(
√

2ω,
√

2x) = 1

d�r.

4.5.2 Olas�l�k Teorisine Uygulamalar�

Uzun y�llard�r aç�k bir problem olarak kalan χ2 olas�l�k da§�l�m�n�n kümülatif

yo§unluk fonksiyonunun kapal� form temsili, Chaudhry ve Qadir [7] taraf�ndan

e((x, ω);M) =
∞∑
n=0

γ(M + n, x)

Γ(M + n)

ωn

n!
(4.40)

ve

E((x, ω);M) =
∞∑
n=0

Γ(M + n, x)

Γ(M + n)

ωn

n!
(4.41)

fonksiyonlar�n�n tan�mlanmas�yla ortadan kalkm�³t�r.

Nadarajah [17] bu fonksiyonlar�n Marcum Q ve q fonksiyonlar� cinsinden

ifadelerini

e((x, ω);M) = eω[1−QM(
√

2ω,
√

2x)]

= eωqM(
√

2ω,
√

2x)

ve

E((x, ω);M) = eωQM(
√

2ω,
√

2x)

= eω[1− qM(
√

2ω,
√

2x)]
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³eklinde vermi³tir.

Srivastava, Chaudhry ve Agarwal [24], bu fonksiyonlar�n tam olmayan

kon�uent hipergeometrik fonksiyonlar� cinsinden

e((x, ω);M) = 1γ1((M,x);M ;ω)

ve

E((x, ω);M) = 1Γ1((M,x);M ;ω)

³eklinde yaz�labilece§ini göstermi³lerdir. Gerçekten de

e((x, ω);M) =
∞∑
n=0

γ(M + n, x)

Γ(M + n)

ωn

n!

=
∞∑
n=0

γ(M + n, x)

Γ(M)

1
Γ(M+n)

Γ(M)

ωn

n!

=
∞∑
n=0

(M ;x)n
(M)n

ωn

n!

= 1γ1((M,x);M ;ω)

ve

E((x, ω);M) =
∞∑
n=0

Γ(M + n, x)

Γ(M + n)

ωn

n!

=
∞∑
n=0

Γ(M + n, x)

Γ(M)

1
Γ(M+n)

Γ(M)

ωn

n!

=
∞∑
n=0

[M ;x]n
(M)n

ωn

n!

= 1Γ1((M,x);M ;ω)

dir.

Ayr�ca (4.35) den

e((x, ω);M) + E((x, ω);M) = eω

ba§�nt�s� da sa§lan�r.
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4.5.3 Yeralt� Suyu Pompalama Modellemelerine Uygulamalar�

Yeralt� suyu pompalama modellemelerindeki baz� problemlerin çözüm-

lerinde ortaya ç�kanM(α, β) veM∗(α, β) fonksiyonlar�

M(α, β) =

∫ ∞
α

e−terf(β
√
t)

t
dt (4.42)

ve

M∗(α, β) =
αe−β

π

∫ 1

0

e−α
2βt

(1 + α2t)
√
t
dt (4.43)

³eklinde tan�mlan�r [21].

Teorem 4.38 M(α, β) fonksiyonunun seri gösterimi [21] ve M∗(α, β) fonksi-

yonunun seri gösterimi [24] s�ras�yla a³a§�daki gibidir:

(i) M(α, β) =
2β√

1 + β2

∞∑
n=0

Γ
(

1
2

+ n, α(1 + β2)
)(

1
2

)
n
(1)n

Γ
(

1
2

+ n
)(

3
2

)
n

(
β2

1+β2

)n
n!

(ii) M∗(α, β) =
e−β

π
√
β

∞∑
n=0

(
− 1

β

)n
γ
(

1
2

+ n, α2β
)

�spat. (i) Teorem 3.9 (ii) ve Teorem 3.1 (i) den

erf(β
√
t) =

1√
π
γ
(

1
2
, β2t

)
=

1√
π

(β2t)
1
2 e−β

2t

∞∑
n=0

(β2t)n(
1
2

)
n+1

=
1√
π
e−β

2t

∞∑
n=0

(β2t)n+
1
2(

1
2

)
n+1

yaz�labilece§i (4.42) de dikkate al�n�rsa

M(α, β) =

∫ ∞
α

e−terf(β
√
t)

t
dt

=
β√
π

∫ ∞
α

t−
1
2 e−(1+β2)t

(
∞∑
n=0

(β2)ntn(
1
2

)
n+1

)
dt

=
β√
π

∞∑
n=0

(β2)n(
1
2

)
n+1

(∫ ∞
α

tn−
1
2 e−(1+β2)tdt

)
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olup, u = (1 + β2)t dönü³ümü yap�l�rsa

M(α, β) =
β√
π

1√
1 + β2

∞∑
n=0

(
β2

1+β2

)n(
1
2

)
n+1

∫ ∞
α(1+β2)

un−
1
2 e−udu

=
1

Γ(1
2
)

β√
1 + β2

∞∑
n=0

(
β2

1+β2

)n
Γ(

3
2

+n)

Γ(
1
2

)

Γ
(

1
2

+ n, α(1 + β2)
)

=
β√

1 + β2

∞∑
n=0

(
β2

1+β2

)n
Γ(

3
2

+n)

Γ(
3
2

)

Γ(1
2

+ n)
1
2
Γ(1

2
)

Γ
(

1
2

+ n, α(1 + β2)
)

Γ(1
2

+ n)

=
2β√

1 + β2

∞∑
n=0

(
β2

1+β2

)n(
3
2

)
n

(
1
2

)
n

Γ
(

1
2

+ n, α(1 + β2)
)

Γ(1
2

+ n)

=
2β√

1 + β2

∞∑
n=0

Γ
(

1
2

+ n, α(1 + β2)
)(

1
2

)
n
(1)n

Γ(1
2

+ n)
(

3
2

)
n

(
β2

1+β2

)n
n!

bulunur.

(ii)

(1 + α2t)−1 =
∞∑
n=0

(1)n
(−α2t)n

n!
=
∞∑
n=0

(−α2t)n

seri aç�l�m�n�n (4.43) de dikkate al�nmas�yla

M∗(α, β) =
αe−β

π

∫ 1

0

e−α
2βt(1 + α2t)−1t−

1
2dt

=
αe−β

π

∫ 1

0

e−α
2βt

(
∞∑
n=0

(−α2t)n

)
t−

1
2dt

=
αe−β

π

∞∑
n=0

(−α2)n
∫ 1

0

tn−
1
2 e−α

2βtdt

olup, α2βt = u dönü³ümü yap�l�rsa

M∗(α, β) =
e−β

π
√
β

∞∑
n=0

(
− 1

β

)n ∫ α2β

0

un−
1
2 e−udu

=
e−β

π
√
β

∞∑
n=0

(
− 1

β

)n
γ
(

1
2

+ n, α2β
)

elde edilir.
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Ayr�ca bu fonksiyonlar�n tam olmayan hipergeometrik fonksiyonlar cinsin-

den ifadeleri Teorem 4.38 (i) deki serinin düzenlenmesiyle

M(α, β) =
2β√

1 + β2

∞∑
n=0

Γ(1
2

+ n, α(1 + β2))
Γ( 1

2
+n)

Γ( 1
2

)
(1)n

Γ(1
2

+ n)(3
2
)n

(
β2

1+β2

)n
n!

=
2β√

1 + β2

∞∑
n=0

[
1
2
;α(1 + β2)

]
n
(1)n(

3
2

)
n

(
β2

1+β2

)n
n!

=
2β√

1 + β2
2Γ1

(
(1

2
, α(1 + β2)), 1;

3

2
;

β2

1 + β2

)
ve Teorem 4.38 (ii) deki serinin düzenlenmesiyle

M∗(α, β) =
e−β

π
√
β

∞∑
n=0

γ
(

1
2

+ n, α2β
)

Γ
(

1
2

)
Γ(1

2
)

(1)n
(1)n

(
− 1

β

)n
=
e−β√
πβ

∞∑
n=0

(
1
2
;α2β

)
n

(1)n

n!

(
− 1

β

)n
=
e−β√
πβ

2γ0

( (
1
2
, α2β

)
, 1;−;− 1

β

)
e³itlikleri ile verilir [24].

40



KAYNAKLAR

[1] Alt�n A. Uygulamal� Matematik, Gazi Kitabevi, Ankara, 2011.

[2] Abramowitz M.; Stegun I.A. Handbook of Mathematical Functions with for-

mulas, Graphs, and Mathematical Tables, Applied Mathematics Series 55,

Tenth Printing, National Bureau of Standards, Washington, DC, 1972;

Reprinted by Dover Publications, New York,1965.

[3] Andrews L.C. Special Functions for Engineers and Applied Mathematicians,

Macmillan Company, New York,1984.

[4] Bailey W.N. Generalized Hypergeometric Series, Cambridge Tracts in Math-

ematics and Mathematical Physics 32, Cambridge University Press, Cam-

bridge, 1935; Reprinted by Stechert-Hafner Service Agency, New York and

London, 1964.

[5] Cantrell P.E.; Ojha A.K. Comparison of generalized Q- functions algorithms,

IEEE Trans. Inform. Theory IT-33 (1987), 591-596.

[6] Carlson B.C. Special Functions of Applied Mathematics, Academic Press,

New York, 1977.

[7] Chaudhry M.A.; Qadir A. Incomplete exponential and hypergeometric func-

tions with applications to non-central χ2 - distribution, Comm. Statist. The-

ory Methods, 34, 2005, 525-535.

[8] Chaudhry M.A.; Zubair S.M. Generalized incomplete gamma functions and

applications, Journal of Computational and Applied Math. 55, 1994, 99-

124.

[9] Chaudhry M.A.; Zubair S.M. On a Class of Incomplete Gamma Functions

with Applications, Chapman and Hall(CRC Press Company), Boca Raton,

2001.

[10] Erdélyi A.; Magnus W.; Oberhettinger F.; Tricomi F.G. Higher Transcen-

dental Functions, Vol.I, McGraw-Hill Book Company, New York, 1953.

[11] Erdélyi A.; Magnus W.; Oberhettinger F.; Tricomi F.G. Higher Transcen-

dental Functions, Vol.II, McGraw-Hill Book Company, New York, 1953.

[12] Erdélyi A.; Magnus W.; Oberhettinger F.; Tricomi F.G. Tables of Integral

Transforms, Vol.I, McGraw-Hill Book Company, New York, 1954.

41



[13] Gradshteyn I.M.; Rhyzik I.M. Table of Integrals, Series and Products, Sev-

enth Edition, Academic Press. New York, 2007.

[14] Kilbas A. A.; Srivastava H.M.; Trujillo J.J. Theory and Applications of

Fractional Di�erential Equations, North-Holland Mathematical Studies 204,

Elsevier (Nort-Holland) Science Publishers, Amsterdam, 2006.

[15] Li R.; Kam P.Y.; Fu H. Computing and bounding the generalized Marcum Q-

via a geometric approach, Proceedings of the IEEE International Symposium

on Information Theory (ISIT'06), Seattle, Washington, June 2006, 1090-

1094.

[16] Li R.; Kam P.Y.; Fu H. New representations and bounds for the generalized

Marcum Q- function via a geometric approach, and an application, IEEE

Trans. Comm., 58, 2010, 157-169.

[17] Nadarajah S.A note on incomplete exponential functions, Arab. J. Sci.Engrg.,

32, 2007, 223-224.

[18] Prudnikov A.P.; Brychkov Yu. A.; Marichev O.I. Integrals and series, vol.

II, Gordon and Breach Science Publishers, New York 1992.

[19] Rainville E.D. Special Functions, Macmillan Company, New Yokk, 1960;

Reprinted by Chelsea Publishing Company, Bronx, New York, 1971.

[20] Shnidman D.A. The calculation of the probability of detection and the gen-

eralized Marcum Q- function, IEEE Trans. Inform. Theory IT-35, 1989,

389-400.

[21] Simon M.K.; Alouini M.S. Digital Communication Over Fading Channels:

A Uni�ed Approach to Performance Analysis, John Wiley and Sons, New

York, 2000.

[22] Slater L.J. Con�uent Hypergeometric Functions, Cambridge University Press,

Cambridge, 1960.

[23] Slater L.J. Generalized Hypergeometric Functions, Cambridge University

Press, Cambridge, 1966.

[24] Srivastava H.M.; Chaudhry M.A.; Agarwal R.P. The incomplete Pochham-

mer symbols and their applications the hypergeometric and related functions,

Integral Transforms Spec. Funct., 23, 2012, 659-683.

42



[25] Srivastava H.M.; Karlsson P.W. Multiple Gaussian Hypergeometric Series,

Halsted Press, (Ellis Horwood Limited,Chichester), John Wiley and Sons,

New York, 1985.

[26] Srivastava H.M.; Manocha H.L. A Treatise on generating functions, Halsted

Press Wiley, New York 1984.

[27] Wang Z.X.; Guo D.R. Special Functions, World Scienti�c, Singapore, New

Jersey, London, Hong Kong, 1989.

43



ÖZGEÇM��

Ki³isel Bilgiler
Ad� ve Soyad� : Ebru YILDIZ

Do§um Yeri : �zmir

Do§um Tarihi : 22.09.1989

Ünvan� : Yüksek Lisans Ö§rencisi

Yabanc� Dili : �ngilizce

E§itim Bilgileri
Orta Ö§renim : Özel Yesevi Lisesi, 2003 - 2006

Lisans : Ahi Evran Üniversitesi, Fen-Edebiyat Fakültesi,

Matematik Bölümü, 2006 - 2010

Yüksek Lisans : Ahi Evran Üniversitesi, Fen Bilimleri Enstitüsü,

Matematik Anabilim Dal�, 2010 - . . .

44


