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OZET

Bu tez dort boliimden olugmaktadir.

Birinci boliim girig kismina ayrilmigtir.

Tkinci boliimde, tez boyunca kullamlacak olan bazi én bilgiler ve tanimlar verilmistir.
Uciincii boliimde, tam olmayan Gamma, fonksiyonlarmin temel 6zellikleri tanitilmigtir.

Doérdiincii boliimde, tam olmayan Pochhammer sembolleri ve tam olmayan hipergeo-
metrik fonksiyonlarin tanmimlari verilmigtir. Ayrica bu fonksiyonlarin bazi 6zellikleri ve diger

fonksiyonlarla iligkileri incelenmisgtir.

Anahtar Kelimeler: Gamma fonksiyonu, Pochhammer sembolii, Hipergeometrik fonksiyon,

Tam olmayan Gamma fonksiyonlari, Tam olmayan Pochhammer sembolleri.



ABSTRACT

This thesis consists of fourth chapters.
The first chapter is devoted to the introduction.

In the second chapter, some preliminaries and basic definitions that will be used

throughout the thesis are given.
In the third chapter, basic properties of incomplete Gamma functions are mentioned.

In the fourth chapter, definitions of incomplete Pochhammer symbols and incomplete
hypergeometric functions are presented. Besides, some properties of these functions and con-

nections with the other functions are analysed.

Keywords: Gamma function, Pochhammer symbol, Hypergeometric function, Incomplete

Gamma functions, Incomplete Pochhammer symbols.

ii



TESEKKUR

Yiiksek lisans egitimim siiresince degerli ve derin bilgileriyle bana yol gosteren, calig-
mamin her agamasinda yakin ilgi ve yardimlarini esirgemeyerek destek olan danigman hocam
Sayin Yrd. Do¢. Dr. Aysegiil CETINKAYA’ya, calismalarimiz boyunca gosterdikleri ilgi
ve onerilerinden dolayr Yrd. Dog¢. Dr. I. Onur KIYMAZ’a ve Yrd. Do¢. Dr. M. Baki
YAGBASAN’a en icten sayg: ve tesekkiirlerimi sunarim.

Ayrica hayat boyu her sikintida yanimda yer alan ve calismalarim esnasinda bana an-
layis gosteren, maddi ve manevi desteklerini hicbir zaman esirgemeyen sevgili aileme sayg1 ve

tesekkiirlerimi sunmay1 bir borg bilirim.

Ebru YILDIZ
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SIMGELER VE KISALTMALAR

: Gamma fonksiyonu

: Tam olmayan Gamma fonksiyonlari

: Beta fonksiyonu

: Pochhammer sembolii

: Tam olmayan Pochhammer sembolleri

: Hata fonksiyonu

: Tamamlayic1 hata fonksiyonu

: Birinci ¢esit konfluent hipergeometrik fonksiyonu
. Ikinci cesit konfluent hipergeometrik fonksiyonu

: Gauss hipergeometrik fonksiyonu

: Genellestirilmis hipergeometrik fonksiyonu

: Tam olmayan konfluent hipergeometrik fonksiyonlar:
: Tam olmayan Gauss hipergeometrik fonksiyonlar:

: Tam olmayan genellestirilmis hipergeometrik fonksiyonlar
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1 GIRIS

Tam olmayan Gamma fonksiyonlar1 uygulamali matematik, niikleer ve
molekiiler fizik, istatistik, miithendislik ve daha bir ¢ok alanda genis bir kullanim
alan1 bulmugtur [3,9,11,13].

2012 yilinda Srivastava, Chaudhry ve Agarwal [24], tam olmayan Gamma

fonksiyonlar1 yardimiyla tam olmayan Pochhammer sembollerini

(o), =20 v eCiaz0)
hal, :W (A\veCiz>0)

esitlikleri ile tanimlamustir. Ustelik bu semboller kullanilarak,

on((a,z),b;c;2) = Z D /n\Vin =

~ C)n n!
o > [a; z],,(b), 2"
oI ((a,2),b;¢;2) = HZ:; R

tam olmayan Gauss hipergeometrik fonksiyonlari tanimlanmig ve
QFI((a7 J]), b7 G Z) + 2’}@((@, ZE), ba G Z) = 2F1(a7 bu G Z)

bagintisinin saglandig gosterilmistir. Benzer sekilde bu semboller yardimiyla tam
olmayan genellegtirilmis hipergeometrik fonksiyonlarin tanimlar1 ve bazi 6zellik-
leri verilmigtir. Bu fonksiyonlarin 6zel durumlari iletigim teorisi, olasilik teorisi ve
yeralt1 suyu pompalama modellemelerinde kargilagilan problemlerin ¢oziimlerinin

kapali form gosterimlerinde kullanilmigtir.

Bu caligmada yukarida sozii edilen [24] nolu makale ayrintili bir gekilde

incelenmigtir.



2 TEMEL KAVRAMLAR VE ON BILGILER
2.1 GAMMA FONKSIYONU

Gamma fonksiyonu

I(z) = / Fletdt (%(2) > 0)
0
genellegtirilmig integrali ile tanimlanir ve
I'(z+1) =2I'(2)

rekiirans bagintisin1 saglar. Bu rekiirans bagintisi kullanilarak, Gamma fonksi-
yonu z = 0, —1,—2, ... hari¢ reel kismi negatif olan kompleks sayilara

['(z+n)
2(z+1)...(z+n—-1)

['(z) =

(R(z) >—n, neN, zeC\Z,; Z, =7 U{0})

esitligi yardimiyla genigletilir [1,6,14].
2.2 BETA FONKSIYONU

Beta fonksiyonu

B(z,y) = /Oltx—1(1 — )Y dt (2.1)

(R(z) > 0,R(y) >0)

olarak tanimlanir. Bu tanima eg deger olarak

B(z,y) = 2/2 (sin 8)* ! (cos §)**df
0

(R(z) > 0,%R(y) > 0)

ve

r—1

<
Blzry) = | —— 4
(z,9) /0 el

(R(z) > 0,R(y) >0)



yazilabilir. Beta fonksiyonunun Gamma fonksiyonu cinsinden ifadesi ise

I'(z) I(y)
Iz +vy)

(x,y #0,—-1,-2,...)

seklindedir. Ayrica (2.2) esitliginden kolaylikla goriilebilir ki

B(z,y) = (2.2)

B(z,y) = B(y, z)

olup, bu egitlik Beta fonksiyonunun simetri 6zelligi olarak adlandirihir [1,26].

2.3 POCHHAMMER SEMBOLU

A € C igin Pochhammer sembolii

A =AA+1)...(A+n—-1) (neN)
(Ao =1

seklinde tanimlanir [3].

Ayrica Pochhammer sembolii Gamma fonksiyonu kullanilarak

F'(A+v)

(A, veC) (2.3)
seklinde de yazilabilir [6,24].

Lemma 2.1 Pochhammer semboliiniin bazi 6zellikleri sunlardir:(n, m, k, 1 € Ny,
N eN; Ny =NuU{0})

Mtk =(MNn(A +n)i

s
u%—“&fh?l
(1), 22
(2), =27 (2k; 1)!

=21



O‘)mk—l-nk
()‘>mk

(A)2x

(M

(M)A + k)

A+ k)=

(A+m)y =

(=)™ (N)a(l = A)mk
(1 =X —=7n)pketir
(=D FN)n(l =Ny
(1 — )\ — n)gk
Gl (0<k<n)
), = @
(= {o . (k>n)

()\ - mk)nﬂk =

()‘ - k)nfk =

Pochhammer semboliiniin yukaridaki 6zellikleri igin [18,23,26] nolu referanslara
da bakilabilir.

2.4 GAUSS HIPERGEOMETRIK FONKSIYONU

c#0,—1,—2,... olmak iizere Gauss hipergeometrik fonksiyonu
- (@)n(b)n 2"

2 F ((I, ba & Z) = % (C)n m (24)
serisi ile tanimlanir ve
z(l—z)@+[c—(a+b+1)z]d—y—ab =0 (2.5)
dz? dz y= '



hipergeometrik denkleminin bir ¢ozlimiidiir. Bazen 5 Fi(a, b;c; z) yerine F(a, b; c; 2)

gosterimi de kullanilir.
Gauss hipergeometrik fonksiyonu

- m/ﬂ P — et (1 — ) (2.6)
(R(c) > R(b) > 0;| arg (1 —2)| <)

2F1 (CL, bu G, Z)

integral gosterimine sahip olup,

d* ~ (@)x(b)x
dk2F1( a,b;c;z) = ()

oFi(a+k,b+kic+k;z) (k € Ny)

tiirev formiiliinii ve

2F1(a, by 2) =(1 = 2)7" o iy (aac— bic;—1 : )
—Z

—(1—2)" 1 (c—a,b;c;—l : )

—z

=(1—2) " yF (c—a,c—b;c; 2)

dontigiim formiillerini saglar. Ayrica (2.4) den kolayca goriilebilecegi gibi Gauss

hipergeometrik fonksiyonu
2 F1(a,b;¢;2) = 2F1(b, a;¢; 2)
simetri Ozelligine sahiptir.

Gauss hipergeometrik fonksiyonu ve yukaridaki 6zellikleri ve de daha pek
cok ozelligi icin [1,3,4,10,13,19,23,26,27| nolu referanslara bakilabilir.

2.5 KONFLUENT HIPERGEOMETRIK FONKSIYONLARI

c¢#0,—1,—2,...olmak iizere birinci ¢esit konfluent hipergeometrik fonksi-

yonu
> (@), 2"
1Fi(a;¢;2) = nZ:% B (2| < 0) (2.7)
serisi ile tamimlanir ve
d? d
zd—j—i-(c—z)d—?i—az:() (2.8)



konfluent hipergeometrik denkleminin bir ¢éziimiidiir. Bazen F(a;c; z) yerine

®(a;c; z) veya M (a;c; z) gosterimleri de kullanilir. Bu fonksiyon

['(c) ! -1 —a—1 _zt
Fila;e;2) = ———— (1 =) e dt 2.9
1 1(&,6,2) F(a)f‘(c—a)/o ( ) € ( )
(R(c) > R(a) > 0)
integral gosterimine sahip olup,
dk
— 1Fi(a;¢;2) = wlﬂ(a + kie+ ks 2) (k € Np)

dzk (c)k

tiirev formiiliinii ve birinci Kummer formiilii olarak bilinen
1Fi(a;e;z) = e (Fi(c—a;c;—2) (2.10)
esitligini saglar.

(2.8) konfluent hipergeometrik denkleminin diger bir ¢6ziimii ise

U(a;c;z) = il [F( ®(a;c; 2) 121 +a—g2—c2)

l+a—ol(c) T(a)T(2 - ¢)

seklinde tanmimlanir ve ikinei ¢egit konfluent hipergeometrik (Tricomi) fonksiyonu

sin cm

olarak adlandirihr. Bazen U(q;c; z) yerine Ul(a;c; z) gosterimi de kullanilir. Bu

fonksiyon
U(a;c; 2) :ﬁ /000 t 1) et (R(a) > 0,R(z) >0) (2.11)
integral gosterimine ve
j—;\lf(a;c; 2) =(=1)*(a) ¥ (a + k;c+ k; 2) (k € Np)

tiirev formiiliine sahiptir. Ayrica
U(a;c;2) =2""U(1+a—c2—cz) (2.12)
doniisiim formiiliinii saglar.

Konfluent hipergeometrik fonksiyonu hakkinda daha fazla bilgi ve 6zellik
icin [1,2,3,10,13,19,22,26,27| nolu referanslara bakilabilir.

2.6 GENELLESTIRILMIS HIPERGEOMETRIK FONKSIYONLAR

Genellegtirilmig hipergeometrik fonksiyonlar

[e.9]

co) = (al)n(o-’Q)n - (()./p)n 2"
qu(cn, Q.. 0, B, Boy o By )= nzzo BB (5q)n — (2.13)




ile tanimlanir. Burada p ve ¢ sifir ya da pozitif bir tamsay1, «; (i = 1,2,...,p)

ve 5; (j=1,2,...,q) kompleks parametreler olup, ; # 0, —1, -2, ... dur.

(2.13) de p = 2,q = 1 alinirsa

oIy (ar, o3 B1;2) = Fau, ag; Br; 2) = Z%%

n=0

Gauss hipergeometrik fonksiyonu ve p = ¢ = 1 alinirsa

<1>nn

z
n!

1Fi(an; B1;2) = @(au; Bi; 2) = M(ag; Brs 2) = Z >
n=0 (ﬁl)

3

konfluent hipergeometrik fonksiyonu elde edilir.

(2.13) ile verilen seri
i) p<gqise |z] < oo i¢in yakinsak
ii) p=gq+1ise |z| <1 i¢in yakinsak
iii) p> g+ 1ise z =0 hari¢ tiim z ler i¢in wraksak

tir.

Ustelik (2.13) deki seri p = ¢ + 1 durumunda |z| = 1 cemberi iizerindeki

noktalarda,

q p
w = E Bj — E Oéj
j=1 j=1

dersek, R(w) > 0 ise mutlak yakinsak, R(w) < —1 ise wraksak ve —1 < R(w) <0

ise z = 1 hari¢ kogullu yakinsaktir.

Genellegtirilmig hipergeometrik fonksiyonlar

qu<a17 Qg, . .. 7Oép; 617 627 e 7Bq; Z)
1 [e's)
= m/ tal_le_t p_qu(O_/Q, Ce ,O./p, 51, 62, e ,6(1; Zt)dt
0

(R(n) > 0)

qu(ahan"'7ap—17b;ﬁ17/827‘"75q—17c;2)
1 1
:m/ tb_l(l—t)c_b_l p_qu_l(Oél,...,Q{p_lyﬁl,...,6q_1;2t)dt
y & 0

(9R(c) > R(b) > 0)



integral gosterimlerini ve

dk

dzk P

. (Oél)k e (Oép)k

= 2y rla
(Bu)k - - (Ba)w

tiirev formiiliinii saglar.

Fq(alaa%"'7Oép;617"'7ﬁq;z)

(o +k,ao+k,...,ap+k; 01+ k,....,0,+k;2) (k€ Ny)

Genellegtirilmig hipergeometrik fonksiyonlar ve 6zellikleri hakkinda daha
fazla bilgi i¢in [3,4,10,12,19,23,25-27| nolu referanslara bakilabilir.

2.7 HATA FONKSIYONLARI

Hata ve tamamlayici hata fonksiyonlar sirasiyla
erf(z) _ 2 /z e Pt (2.14)
V7 Jo '
2 o
erfe(z) :ﬁ/z eV dt (2.15)
seklinde tanimlanir ve
erf(z) 4 erfe(z) =1 (2.16)

bagintis1 saglanwr [3].



3 TAM OLMAYAN GAMMA FONKSIYONLARI

Tam olmayan Gamma fonksiyonlar:
Y(a,x) = / t* et (R(a) > 0;x > 0)
0
[Na,z) = / tete tdt (x > 0;2 = 0 igin R(a) > 0)
integralleri ile tanimlanir ve
V(a, z) + (e, z) = T'(e) (R(e) > 0)

bagmtisini saglar ([11], s. 133).

Teorem 3.1 (o, x) fonksiyonu igin seri gosterimleri

i) y(o,x)=a%e" HZ:O O a#0,—-1,-2,...
(i) (o, z) —xai (=1)" 2" a#0,—1,-2
nxHE) = (a+n) n! oo T

n=0
dir ([11], s. 135).

Ispat. (i) (3.1) de t = (1 — u) doniisiimii uygulandiktan sonra

0 n o, n
ur xru
e _E

n!

seri acilimi dikkate alinirsa,

(o, x) :/ tte~tdt
0

1
=ax%e” / (1 —u)* ! e“du
0

=z%e” Z x—B(n+1,a)

P = 2" I'(n+1)I'(a)
e Z n! T'(a+n+1)

n=0
oo "
=q%e” 0,—1,-2, ...
x e nZ:; (a)n+1 a # ) ? )

(3.1)

(3.2)

(3.3)



elde edilir.

(i) (3.1) de

t’n/

—t __ n
et =D (-1

n=0
seri acilimi kullanilirsa,
(e, ) :/ t* te~tdt
0

:/xtal[i(—l)”ﬁ]dt

0 n=0 n!

I
8
T
—_
SN—
3
ﬁ
~
Q
+
3
L
=¥
Py

n!
n=0
= (-1
= z° — 0,—1,—2

bulunur. =

Sonug 3.2 (3.3) bagintisinda Teorem 3.1 (ii) nin kullanmlmasiyla

Mo, z) = T'(a) — 2 Z (Ej;l_);) 2—7 a#0,—-1,-2,...

n=0

elde edilir ([11], s. 135).

Teorem 3.3 Asagidaki rekiirans bagintilar: saglanir ([11], s. 134):

xT

i) v(a+1l,2)=ay(a,z)—z%"
(i) I'(a+1,z)=al(a,z)+z% "

Ispat. (i) (3.1) de a yerine v + 1 alinir ve kismi integrasyon uygulanirsa

Y(a+1,z) = / t%e~tdt
0
= —z% "+ a/ t e tdt
0

= avy(a,x) —x%”

bulunur.

10



(ii) (3.2) de v yerine av + 1 alinir ve kismi integrasyon uygulanirsa

MNa+1,2) = / t*etdt

A
= lim t%etdt
A—o00 x
A A
= lim <—t°‘6_t —i—a/ ta_le_tdt>
A—o0 xT T

= — lim A% A +z%* —I—a/ e tdt

A—o00
-0
= al'(a,z) + 2% "

elde edilir. m

Teorem 3.4 Tam olmayan Gamma fonksiyonlarinin birinci basamaktan tiirevleri

d
6) o r) =2

(ii) %F(a,x) = g le®
dir ([11], s. 135).

Ispat. (i) (3.1) esitliginin her iki yanmin z e gore tiirevi alimir ve tiirev icin

Leibniz kurali uygulanirsa

d . d ‘ a—1 _—t
dxv(a,x)—dQZ(/O t* e dt)

bulunur.

(ii) Benzer gekilde (3.2) egitliginin her iki yaninin z e gore tiirevi alinarak

kolayca ispatlanir. m

Teorem 3.5 n =0,1,2,...olmak iizere agagidaki egitlikler saglanir ([11], s. 135):

O i) = ()" e (et )
(ii) % [x_af(oz,x)} = (~1)" 27" T(a + n, )

Ispat. (i) ve (ii) nin ispatlar benzer oldugundan, sadece (i) yi ispatlamak yeter-
lidir.

11



(i) n {izerinden tiimevarim yontemi kullanilarak yapilir. n = 0 igin (i)

agikardir. Teorem 3.3 (i) ve Teorem 3.4 (i) nin kullanilmasiyla

d d

—a—1

[x_o‘ (v, x)} = —azx Yo, ) + 27 e [’y(a, x)]

dzr
= —a ! [7(04 +1,2) +a° e’x} +a e
= -2 *y(a+1,2) (3.4)
bulunur ki, bu (i) esitliginin n = 1 i¢in dogru oldugunu gosterir. Simdi (i)

esitliginin n = k icin saglandigini kabul edelim, yani
d* k k
e y(0m)] = () (0t ko) (35)

olsun. (3.5) ve (3.4) iin dikkate alinmasiyla

£ e rtn] = )]
C%{(—l)kx_a_k Yo+ k, :13)}

= (DF e (a4 ky2)
= (=) e (o + k4 1,2)

elde edilir. Bu da (i) egitliginin n = k£ + 1 i¢in dogru oldugunu gésterir. Boylece

ispat tamamlanir. m

Teorem 3.6 n =0,1,2,3,... olmak iizere
i) e o] = (-1 (1 - a)ur(a - n.x)
dxm ’ )
" a 7, B _—
(ii) ey [e F(a,x)] =(—-1D)"" (1 —a), N(a—n,z)

dir ([11],s. 135).

Ispat. (i) ve (ii) nin ispatlar benzer oldugundan, sadece (i) yi ispatlamak yeter-
lidir.

(i) n iizerinden tiimevarim yontemi kullanilarak yapilr. n = 0 igin (i)

agikardir. Teorem 3.3 (i) ve Teorem 3.4 (i) nin kullanilmasiyla

e (00)] = & r(02) + & = [y(a,)]
=e° [(oz —Dyla—1,2) — 2! e_””} + et e

=—-(1-a)e y(a—1,2) (3.6)

12



bulunur ki, bu (i) esitliginin n = 1 i¢in dogru oldugunu gosterir. Simdi n = k igin
(i) esitliginin gecerli oldugunu kabul edelim, yani
dk k T
o [e v(a, x)] =(-D)"(1—-a) e y(a—k ) (3.7)
esitligi saglansin. (3.7) ve (3.6) nin dikkate alinmasiyla
dk+1

gl 0] = ol [6 )]}
i{ (1= a), e yla -k, m)}

8

d
d X
(~DH(1 = @)z { e a— k) }
= ()" 1-a)p(l—-—a+k) e yla—k—1,2)

-~

=(1-a)k+1

= (D" (1 - ) e”yla—k—1,2)

elde edilir ki, bu ise (i) esitliginin n = k4 1 i¢in dogru oldugunu gosterir. Boylece

ispat tamamlanir. m

Teorem 3.7 : ®, birinci gesit konfluent hipergeometrik fonksiyonu icin

(1) ’y(a, ZL’) =a lz%e™® CI)(L a+1; ZIZ’)
(i) Y(a,2) = a Pla;a+1; —x)

esitlikleri saglanir ([11], s. 133).

Ispat. (i) ~(a,z) fonksiyonunun Teorem 3.1 (i) ile verilen seri gésteriminde

Pochhammer semboliiniin Lemma 2.1 de verilen birinci 6zelligi kullanilirsa

V(e —xexi 2

n

a#0,—-1,-2, ...

i (W)nt1
— (1 T
X D aer,
- 1 S (1)n x"
=%« ;) —(a+ 0. )
=a 2% o(l;a+1; x)

o

elde edilir.
(ii) (2.10) ile verilen birinci Kummer formiiliinden
P(Lia+ liz) =" Plya+1; —x)
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yazilabilir. Bu, (i) de kullanilirsa

Yo, 1) = a 2% e " P(a; a + 1; —1)

=a 'r*®(a;a + 1; —1)
bulunur. m

Teorem 3.8 : U, ikinci ¢esit konfluent fonksiyonu olmak iizere

i) T(x)=zeV(l;a+1; x)
i) T(z)=e*V(l—-—a;1—a; x)

esitlikleri saglanmir ([11], s. 133).

Ispat. (i) (3.2) de t = (1 + ) déniisiimii yapihr ve (2.11) integral gosterimi

dikkate alinirsa

Do, x) = / to e tdt
=a%e’” / (14 u)* e du
0
=z%e VY (L;a+1; x)

elde edilir.

(i) (2.12) ile verilen déniigiim formiiliinden
UV(la+1l,z) =2Vl —-—a;1—a; x)
olup, bu (i) de kullanilirsa

Mo, z) =2 e " U(La+1; x)
=z%e V(1 -1 —a;x)

=e V1l —-a;l—a; x)
bulunur. m

Teorem 3.9 Hata fonksiyonlari ile tam olmayan Gamma fonksiyonlari arasin-
daki iligki agagidaki gibidir (18], s. 726):

() T(hx) = vaerk(Va)
(i) (3.2) = Ver(Va)
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Ispat. (i) (3.2) de t = 72 doniisiimii yapilirsa

[a,x) = 2/ 2 e dr
N

bulunur. o = § alimr ve (2.15) dikkate alnirsa

I'(3,) :2/ e dr
=y/merfc(y/z)
elde edilir.

(ii) (2.16), (3.3) ve (i) den
1(3,2) =T(3) ~T(L,2)
=1 — /merfe(y/z)
V(1 — erfe(v/7))
=y/merf(/x)

oldugu kolayca goriiliir. m

Teorem 3.10 n € N olmak iizere

F(n—l—%,x) :F<n+%>{erfc f‘nz:lrxﬁz } (3.8)

J=

dir ([8], s. 40).

Ispat. n iizerinden tiimevarimla yapilir. Teorem 3.3 (ii) ve Teorem 3.9 (i) den
i —x
F(% + 1,.73) :%F<%,I) +x2e
1
=1y/merfc(\/x) + x2e¢7”
1
zl“(%)erfc(ﬁ) +x2e7"

() {erfc oy . m }

7=0
bulunur ki, bu (3.8) esitliginin n = 1 igin dogru oldugunu gosterir. Simdi n = k
icin (3.8) in dogru oldugunu kabul edelim, yani

r(w%,x) :r(k+%){erfc xk 1r - } (3.9)

Jj=0

15



olsun. Teorem 3.3 (ii) ve (3.9) dan

3.
F<k+%,x) :< ) (k:-|-%’ > o

elde edilir. Bu ise (3.8) in n = k + 1 igin saglandigini gosterir. Boylece ispat

tamamlanir. m

Tam olmayan Gamma fonksiyonlar1 ve yukaridaki 6zellikleri ve de daha
pek ¢ok 6zelligi i¢in [2,3,8,9,11,13,18,26] nolu referanslara bakilabilir.
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4 TAM OLMAYAN POCHHAMMER SEMBOLLERI VE TAM
OLMAYAN HIPERGEOMETRIK FONSIYONLAR

Bu boéliimde Srivastava, Chaudhry ve Agarwal [24] tarafindan tanimlanan
tam olmayan Pochhammer sembolleri ve tam olmayan hipergeometrik fonksiyon-

lar1 tanitilacak ve ozellikleri incelenecektir.

41 TAM OLMAYAN POCHHAMMER SEMBOLLERI

(3.1) ve (3.2) egitlikleri ile tanimlanan tam olmayan Gamma fonksiyonlar

yardimiyla tam olmayan Pochhammer sembolleri

(\z), = % (\v e Ciz>0) (4.1)
], = W (\v € Ciz > 0) (4.2)

seklinde tamimlanir ve (3.3) bagmntisi 1g181inda tam olmayan Pochhammer sembol-

leri
(N x) + [Nzl = (M), (A, veC;z>0) (4.3)
bagintisini saglar.

Teorem 4.1 [\;z], ve [\;z]_, tam olmayan Pochhammer sembolleri

(_1)nx/\+n dn

(i) [\ x], = TO) o {27 T(\,2)} (n € Np)
o o (=Dre dn
(i) [MNa2]_, = = AL o {e"T'(\, )} (n € Np)

esitliklerini saglar.

Ispat. (i) (4.2) ve Teorem 3.5 (ii) den

I'A+n,z)
'(A)
(=1t qn

=Ty e {27 T(\, )}

P‘Qx]n =

elde edilir.
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(i) (4.2) ve Teorem 3.6 (ii) den

LA —n,z)
I'(A)
e @
= ATy dan T

P‘Qx]fn =

bulunur. =

Teorem 4.2 Agagidaki esitliklerin her biri dogrudur:
(i) [1; 2], = nlle e, ()] (n € Ny)
(Gi) [Lz]_, = 2" "E,(x) (n € Ny)
(iii) (1;2), =nl[l — e e, (2)] (n € Np)

Burada,
en(2) = Z — (n € Ny)
— j!
j
ve
> —ztdt
E.(z) = e (R(z) > 0;n € Ny)
1
dur.

Ispat. (i) Teorem 4.1 (i) de A = 1 alimir ve

@] =3 () 19w

dz™
k=0

Leibniz kurali uygulanirsa

dn

dz™
ot (n) A

= v Y (1) e )

k=0

[La]n = (1) ——{a7'T(1, 2)}

bulunur. Teorem 3.4 (ii) den
d
—dxl“(l,m) =—e "

olup, dolayisiyla da

18



yazilabilecegi dikkate alinirsa

L], = (1) ) <Z){(—1)kk!xk1}{(—1)"kex}

k=
n n—k
T
= (n— k)t
0
j
ey
=0 /'
= nle e, (x)

elde edilir.

(ii) (4.2) esitliginde A = 1, v = —n alinir ve (3.2) kullanildiktan sonra
t = xz doniigiimii yapilirsa

2], = W /:O t e tdt

=" /OO z e " dz (R(z) > 0)
= xl’"E:L(x)
bulunur.
(i) (4.3) bagintisinda Teorem 4.2 (i) kullanilirsa

(Lz) = (1o — [L;2]n
=n! —nle %e,(z)

=nl[l — e e, (z)]
elde edilir. m

Teorem 4.3 Hata fonksiyonlari ile tam olmayan Pochhammer sembolleri arasin-
daki iligki asagidaki gibidir:

Q) [5] =efe(vm)

() (57), = erf(va)

Ispat. (i) (4.1) ve Teorem 3.9 (i) den

bulunur.
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(ii) (4.2) ve Teorem 3.9 (ii) den

Ly ada) | Rl
(3:7), = r o vr o

elde edilir. =

Teorem 4.4 n € N olmak tizere asagidaki egitlikler saglanir:

0 s )
Ispat. (i) (4.2) ve (3.8) den
5], :F(%rén’ : 1
=(5)n{effc<@ e rgf@ }

bulunur.

(i)  (4.3) ve (i) den
()., |
:(%)n{l —erfe(v/z) —e™ ' Hij—Jj%)}

oldugu kolayca goriiliir. m
Uyar1 4.5 p parametreli
a1,0Q2,03,...,0p

diziligi A, ile gosterilsin. Bu taktirde (A,), Pochhammer sembolii, (A4,;z), ve

[A,; ], tam olmayan Pochhammer sembolleri

(Ap)n = (a1)n(a2)n(az)n - - - (ap)n
(Ap; 2)n = (a1;2)n(az)n(az)n - - - (ap)n

[Ap; x]n = lay; z]n(ag)n(az)n - - - (ap)n
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seklinde tamimlanir. (4.3) den

(Ap; @)n + [Ap; 2ln = {(a1; 2)n + [ar; 2]n} (ag)n(as)n - (ap)n
= (a1)n(az)n(as)n - - (ap)n
= (Ap)n

oldugu goriiliir.
4.2 TAM OLMAYAN GAUSS HIPERGEOMETRIK FONKSIYONLARI

Tam olmayan Gauss hipergeometrik fonksiyonlari

o ((a,x),b;c;2) = ng (4.4)

n=0 ( )n n!

oo b TL
2F1(( b C, Z Z ( (45)
n=0 n
seklinde tanimlanir ve bu fonksiyonlar yardimiyla
oI'1((a,x),b;¢;2) + 9m1((a, ), b;¢;2) = oFi(a,b;c; 2) (4.6)

bagintis1 yazilabilir.

(4.6) dan dolay1 sadece 5I'i1((a,z),b;c; z) fonksiyonunun 6zelliklerini in-

celemek yeterli olacaktar.
Teorem 4.6 (Diferensiyel Denklem)
w=w(2) = oli((a,7),bic;2) + 2n((a,2),b;c; 2)
fonksiyonu
Pw

(1—2)W+[c—(a+b+1) ]C;—C:—abw:0 (4.7)

hipergeometrik denkleminin bir ¢6ziimiidiir.

Ispat. (4.6) dan
w=w(z) = oI1((a,2),b;c;2) + 271((a,),b;¢;2) = 2F1(a,b;c; 2)

oldugunu dikkate almak yeterlidir. m

21



Uyar: 4.7 Simdiye kadar tam olmayan Gauss hipergeometrik fonksiyonlarini
ayr1 ayri ¢oziim kabul eden diferensiyel denklemlerin bulunamadigini belirtmekte

fayda vardir.

Teorem 4.8 (Integral Gosterimi) oI'; fonksiyonu icin bir integral gésterimi

1

oI ((a,z),b;¢;2) = m

/ t*temt | Fy(b;c; 2t)dt (4.8)

xT

(x > 0;2 =0 icin R(a) > 0)

dar.

Ispat. (4.2) de (3.2) nin dikkate ahnmasiyla, [a; ], tam olmayan Pochhammer

sembolii i¢in

la; 2] = F<“F+(a7;’x> _ F(la) / ety (4.9)

(x > 0;2 = 0i¢in R(a) > 0)

seklinde bir integral gosterimi yazilabilir. Bu (4.5) de kullanilirsa

 [— no [0
oI'1((a,2),b;¢2) = —— Z (b)nz_/ tatn=le=tqt

P s )"
B F(a)/l, t Z(c) n! dt

n=0 n
1

— m/ t* et | Fy(b; c; 2t)dt

T

elde edilir. Yukaridaki islemler esnasinda seri ve integral sirasiyla
2| <M< o0, M>0

x> 0;2 =0 igin R(a) >0

icin mutlak yakinsak oldugundan toplam ve integral igleminin siras1 degistiril-

migtir. m

Sonug 4.9 z = 0 i¢in, ,I'; tam olmayan Gauss hipergeometrik fonksiyonu oF;

Gauss hipergeometrik fonksiyonuna indirgenir. Dolayisiyla (4.8) de z = 0 alinirsa,

1 o
oF1(a,b;c; 2) = m/ t" et Fy(b;c; zt)dt  (R(a) > 0)
0

integral gosterimi kolayca goriiliir (|22], s. 43).
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Teorem 4.10 (Tiirev Formiilii) I'; fonksiyonu igin

d* (a)r(b)x

@[gfl((a,x),b;c;z) = " oI ((a+k,x),b+ k;e+k;z) (4.10)

(k € No)

dar.

Ispat. k iizerinden tiimevarim yéntemi kullamlarak yapihr. k = 0 icin (4.10)

agikardir. (4.5) ifadesinin her iki yaninin z ye gore tiirevi alinir ve

la;z], , = ala+1;x],

(a)n—l-l = CL((I + 1)n
ozellikleri dikkate alinirsa

d

E QFI((CL,JI),b;C Z} -

. [a; 2], (b) n_
nZ:O (¢), n!

; ]n(0)n 2!
- ( n (n—1)!

[a; 2]n+1 (D)t 2"
(C)n—i-l n!

I
Mg &l

3
I

[
NE

o

i la+ 1;2],(b+ 1), 2"
(c+1), !

n=

oIi((a+1,2),b+1;¢4+1; 2) (4.11)

OI% Olélﬁ

elde edilir ki, bu k£ = 1 igin (4.10) esitliginin dogru oldugunu gosterir. Simdi
(4.10) esitliginin k£ = m igin saglandigim kabul edelim, yani
dm
dzm

olsun. (4.11) ve (4.12) den

[ZFI(( 1), b; ¢ Z)} = % oL'1((a+m,z),b+m;c+m;z) (4.12)

dm+! d { am

W[er«a’x)’b;“z)] B dzm[“"rl(( )’b;cgz)}}

B d%{(a)(?)?m ol((a +m, ), b+ m;c+m; z)}

_ (@) d | |

- W@{ 2P1((a+mvx)vb+m7c+m,z>}

== (a)m(a+m)(b)m(b+m) a m T m :C m cz
) (€)m(c+m) 2Li((a+m+1,2),b+m+ Lctm+1;2)
- M

(i JTi((a+m+1,2),b+m+Lic+m+1;2)
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bulunur. Bu (4.10) esitliginin £ = m + 1 i¢in dogru oldugunu gosterir. Boylece

ispat tamamlanir. m

Sonug 4.11 (4.10) egitliginde = = 0 alinirsa, F; Gauss hipergeometrik fonksi-

yonu i¢in

d—k{ o F1(a, b; c; z)} =

dzk

(a)k(D)
9

tiirev formiilii kolayca goriiliir (]3], s. 278).

2F1(6L+l{?7b+k3,6+k3,2’) (kENo)

Teorem 4.12 (Doniigiim Formiilii) »I'; fonksiyonu igin

oI ((a,x),by¢;2) = (1 — 2)7% oIy ((a,x(l —2)),¢— b 7 &

—Z

) (4.13)

dir.

Ispat. (4.8) de (2.10) esitligi ile verilen
1Fi(b;e;2) = € 1 Fi(c —b;c; —2)

birinci Kummer formiilii kullanildiktan sonra 7 = (1 — z)t doniigiimii yapilirsa

1 9]
oI ((a, ), b;¢;2) = m/ t° et 1 Fy(b; ¢; 2t)dt
1 [e9)
= m / ta—le—(l—z)t 1F1(C — b, C, —Zt)dt
a T

— —(1 —2)” / T le ™ By (c —b;c; (— & > 7') dr
F(CL) z(1—z) 1—2z

bulunur. Bu son esitlikte (4.8) dikkate alinirsa

Ta((a,2), b6 2) = (1— 2)° oT) (<a,x<1 e bie— )
elde edilir. =

Uyar1 4.13 x # 0 i¢in ,I'; tam olmayan Gauss hipergeometrik fonksiyonu a ve b
parametrelerine gore simetrik olmadigindan, (4.13) déniigiim formiilii kullanilarak

bagka bir déniigiim formdiilii bulma olasilig1 yoktur.

Sonug 4.14 (4.13) de = = 0 alinirsa, o[} Gauss hipergeometrik fonksiyonu igin

oFi(a,b;c;2) = (1 —2)7 oFy (a,c —b;c; ~1 © > (4.14)
-z

doniigiim formiilii kolayca goriiliir ([19], s. 60).
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Teorem 4.15 (Ozel Deger) ,I'; fonksiyonu icin

oI'1((a, z),b;¢; 1)

~T(l(c—a—1D) i . ‘
= Te—al(c—b)  Tatp P boeetlizn  (1415)

dir.

Ispat. (4.6) bagmmtisinda z = 1 alhmr ve (2.10) ile verilen
1F1(b;¢;2) = € 1Fi(c — b;c; —2)
birinci Kummer formiilii uygulanirsa

1
oI1((a,z),b;¢;1) = oFi(a,b;c;1) — — t“ Lot 1Fy(b; 5 t)dt

I'(a) Jo
1
= QFl(a,b;c 1 —ﬂ/ e ! 1F1 b C; —t>dt
0

(R(a) > 0;2 > 0)

bulunur. Bu son egitlikte

L(e)'(c—a—0)
I(c—a)l'(c—0)
(R(c—a—0b)>0;ce C\Z;)

2F1 (CL, b7 G 1)

Gauss toplam formiilii ([19], s. 49) ve

1 * x?
—— | t Fi(c—bic;—t)dt = ————— 3 Fy(c— b, a; 1;—
F(a)/ov 1 1(C 3 G ) F(a—i—l) 2 2(0 ,a,C,a—l— ) .I')
integral formiilii ([19], s. 104) dikkate alnirsa,
L(l(c—a—-b) ¢
Fc—a)l'(c—b) T(a+1)

(x > 0;R(a) > 0;R(c—a—1b) > 0;ce C\Zy)

o1 ((a,x),b;e;1) = oFy(c—b,a;¢c,a+ 1; —x)

elde edilir. =

Teorem 4.16 (Birinci Rekiirans Bagintisi) oI'y fonksiyonu igin bir rekiirans bagin-

t1s1

(b—c+1) ' ((a,z),b;¢;2)
=bol((a,2), b+ 1;¢;2) — (e —1) 2Ty ((a,x),b;c — 1;2)  (4.16)

dir.
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Ispat. (4.8) integral gosterimi ve
(b—c+1)1Fi(b;e;z) =b1Fi(b+1;¢2) — (c— 1) 1 Fi(b;e— 15 2)

rekiirans bagintisi ([19], s.124) dikkate alinirsa

b—c+1

(b= e 1) al1((a,2), b i 2) =~

/ t* et | Fy(b; c; 2t)dt

b o0
= a) /;,; t et | Fi(b+ 1;¢; 2t)dt
(c—1) /Oo -1 _—t
— t® Fi(b;e— 1;zt)dt
F(CL) N € 1 1( , C aZ)

=b 2F1((&,$>,b + 16 Z) - (C - 1) QFI((aa 1’), b;C -1 Z)
bulunur. m

Sonug 4.17 (4.16) da x = 0 alinirsa, oF; Gauss hipergeometrik fonksiyonu i¢in

(b—c+1)oF1(a,b;¢;2)
=boFi(a, b+ 1;¢;2) — (¢ — 1) oFi(a,b;c — 15 2)

rekiirans bagintis1 kolayca goriiliir ([3], s. 283).
Teorem 4.18 (Ikinci Rekiirans Bagintis1) oI'; fonksiyonu igin rekiirans bagintisi
a—cz JDi((a+1,2)b+ Lie+ 1;2)
= o[ ((a,z),b+ 1;¢;2) — o1 ((a,x),b;¢; 2) (4.17)

dir.

ispat. (4.8) integral gosterimi ve
z 1B (bye+ 1;2) = c 1 Fi(byc; 2) — e 1 Fi(b— 15 ¢ 2)
rekiirans bagntist ([3], s. 305) dikkate alinirsa

az ol ((a+1,2),b+ e+ 1;2) = ¢ ) / t te ™zt 1 Fy(b+ 1;c+ 1;2t) }dt

I'a+1

1 oo
=7 ) / t*te e Fy(b+ 1;¢2t) — e 1 Fy(b; c; 2t) }dt
a xX
c o0
- 0 /x t et | Fy(b+ 1;¢; 2t)dt
c % a1t
- = t* Fi(b;c; zt)dt

{2i((a,2), 0+ L5¢2) — ol((a,2)b5 ¢ 2)}

9}
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olup, her iki tarafin c ile béliinmesiyle

% 2F1((CL—|— ]_,.I‘),b—l— 17C+ 172) = QFI((av x)ab—i_ ]-767 Z) - QFI((CL7I)7b; ) Z)
c

elde edilir. =

Sonug 4.19 (4.17) de = = 0 alinirsa, »F) Gauss hipergeometrik fonksiyonu igin

= oF1(a+1,b+1;c+1;2) = 2Fi(a,b+1;¢2) — 2Fi(a, b;c; 2)
c

rekiirans bagintis1 kolayca goriiliir ([3], s. 283).

(4.18)

Teorem 4.20 5I';((a;x),b;c; z) tam olmayan Gauss hipergeometrik fonksiyonu

ile v(a, x) tam olmayan Gamma fonksiyonu arasindaki iligki

byt [
1o "ot (b, 2t)dt
o / e~t(b, 2t)

(x > 0;2 = 0 igin R(a) > 0)

oI ((a,x),b;b+1;,—2z) =

dir.

Ispat. (4.8) de ¢ = b+ 1 ve z yerine —z alindiktan sonra
1Fi(s;s+ 15 —2) = s27 (s, 2)
esitligi ([19], s. 127) kullanilirsa

1 oo
er((&, ZE), b, b+ 1, —Z) = m/ ta_le_t 1F1(b, b+ 1, —Zt)dt

bz_b - a—b—1_-—t
—m/z t e 'vy(b, zt)dt

elde edilir. m

Sonug 4.21 (4.19) da = = 0 alinirsa,

bz~b

['(a)

JPi(a,bib 4 15 —2) — / ety (b ) dt (R(a) > 0)
0

esitligi kolayca goriiliir.

(4.19)

(4.20)

Uyar: 4.22 (4.20) de (4.14) doniigiim formiiliiniin kullanilmasiyla ¢ok iyi bilinen

® a4 L'(b+s) 1
STl (b, T)dr = ——— S | 1,b+ -b+1-—)
f, e b(1+ﬁ)”+521(’ BT

(R(b+ ) > 0:R(B) > 0)
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esitligi ([12], s. 325) yeniden elde edilebilir. Gergekten de (4.20) de @ = b+ s
alindiktan sonra ¢ = Z doniiglimii yapihrsa

bzt [
2F1(b+s,b;0+1;—2) = ﬁ/{) e ty(b, 2t)dt  (R(b+s) > 0)

= —bz_b /OO eIy 8 (b, T)dT
r'+s) J RANE

bz b—s e | T
= S=e7zv(b,T)d
e AR T

olup, z = % alinirsa

. . 1 o bﬁb—"_s * s—1_—18
Fl(b+s,b,b+1,—g)—r(b+8)/o Ple (b r)dr (R(B) > 0)

bulunur. Sol tarafta (4.14) doniigiim formiilii kullanilirsa

1\ " 1 b g
14— Filb ;64 1; = e ™Py(b, T)d
(1+5) o (pretostigg) =g [ 77 e

ya da
® a1 = L'(b+s) 1
STl ™y (b, 7)dT = ——— SF, [ 1,b+ ;b 1;—>
/0 e Py (b, T)dr b(1+6)b+52 1( + 5,0+ 155

elde edilir.

Teorem 4.23 5I';((a;x),b; c; z) tam olmayan Gauss hipergeometrik fonksiyonu

ile erf(z) hata fonksiyonu arasindaki ili@ki

1 (000) 355 —2) = g2 [ttt

(x > 0;2 =0 icin R(a) > 0)
dir.

Ispat. (4.19) da b= 1 alinir ve Teorem 3.9 (ii) dikkate alinirsa

a/ T 7( zt)dt

2I'(a)
2

Teorem 4.24 ,I'((a;x),b; c; z) tam olmayan Gauss hipergeometrik fonksiyonu

1
2

oI’y ((a'7$)a%;%;_z) :

bulunur. =

ile I'(ev, ) tam olmayan Gamma fonksiyonu arasindaki iligki
(1—2)

o1 ((a,2),b0;b;2) = 1To((a,2); =5 2) = T'(a)

[(a,z(1 = 2)) (4.21)

(l2] <12 20)
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dir.

Ispat. (4.8) de ¢ = b alindiktan sonra ¢ = 1= doniigiimii yapilir ve (3.2) dikkate

alinirsa

I'(a
1 — )0 [
— ( Z) / Ta_le_TdT
F(a) z(1—=z)
11—z
- [(a,2(1 —
o) Taa(l - 2)
elde edilir. m
Sonug 4.25 (4.21) de x = 0 alinirsa,
2F1(a,b;b;2) = 1Fo(a;—2) = (1—2)7  (]z[ <1) (4.22)

dir (|26], s. 44).

Teorem 4.26 -0['1((a;z),b;c; z) tam olmayan Gauss hipergeometrik fonksiyonu
ile erfc(z) tamamlayici hata fonksiyonu arasindaki iligki

oI ((3,2) b1 — 2) = %erfe(\/ﬁ)

dir.

Ispat. (4.21) de a = % alir, z yerine 1 — z yazilr ve Teorem 3.9 (i) kullanilirsa

T ((3) bt =) = 4T ()12

zfé
= r(3
iy

= %erfc(\/x_z)

ZEZ)

bulunur. =

Teorem 4.27 (Ikinci Integral Gosterimi) oIy fonksiyonu igin diger bir integral

gosterimi ise

STy (@, 2), b s 2) = —— ) /0 P 1) To((ana): — st)dt (4.23)

B(b,c—b
(R(c) > R(b) > 0;2 > 0)

dir.
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Ispat. (4.5) de

82 - B(ll;(JgZ’f;)b) ~ B0 i_ b) /0 e (4.24)

(R(c) > R(b) > 0;n € Ny)

esitligi kullanilirsa

n=0 (c>n n!

[e%s) 1 1 A s Zn
— ;[a; z,, (m/o (] gyt dt) -
= mz tb—l(l - t)c—b—1 (%[m:@ﬁiﬁ) dt
= m/o tb—l(l — t)c—b_l 1Tol(a,x); —; 2t)dt

(R(c) > R(b) > 0;2 >0)
elde edilir. m

Sonug 4.28 (4.23) de x = 0 alinir ve (4.22) kullanilirsa, »F; Gauss hipergeo-

metrik fonksiyonu i¢in

1 1
— [ N1 =) — )t
B(b,c—b)/o (1=t (1 =21)

(R(c) > R(b) > 0;| arg (1 —2)| <)

2F1<a’7 b; (& Z) =

integral gosterimi kolayca goriiliir ([19], s. 47).

4.3 TAM OLMAYAN GENELLESTIRILMIS HIPERGEOMETRIK
FONKSIYONLAR

Uyari 4.3 de verilen notasyonlar kullanilarak genellegtirilmis tam olmayan

hipergeometrik fonksiyonlari

oYo((Ap,); By 2) = pyg((ar,x),a, ..., ap;b1,...,b04;2)
- (Ap; ) 2"

(]

“— (Bgn n!
o (a3 2)a(a2)n - - - (ay)n 2
_; B - (b 7l (4.25)
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ve

L' ((Ap,x); By 2) = pF ((ay,x), ag,...,ap; bi, ..., by 2)
. Z Ap,x
— » n'

n

D e (426

seklinde tanimlanir. = = 0 durumunda, ,I'; (p,q € Ny) genellestirilmis tam ol-

n=

mayan hipergeometrik fonksiyonu ,F, (p,q € Ny) genellestirilmis hipergeometrik
fonksiyonuna indirgenir. Ayrica (4.25) ve (4.26) kullanilarak

qu((AmI); Bq§ Z) + prq((A;mx); Bq§z) = qu(Ap§ Bq§ Z) (4-27)

bagintisi kolayca goriiliir. (4.27) bagmtisi, (4.6) nin bir genellemesi olarak diigiinii-
lebilir.

Uyar: 4.29
[N @)n] < [(A)n] ve [[Asa]u] < [(M)a]  (n € NoyA € Ciz 2 0)

esitsizlikleri saglandigindan (4.25) ve (4.26) tanumlarindaki sonsuz serilerin mut-
lak yakinsakligi igin yeterli sartlar, ,F, (p,q € Ny) genellegtirilmiy hipergeo-
metrik fonksiyonunun bilinen gartlarindan ¢ikartilabilir [3,4,10,19,23,25,26].

»l'q fonksiyonu icin asagida verilen teoremlerin her birinin ispati 6nceki

kisimdaki teoremlerin ispatina benzer oldugundan yapilmayacaktir.

Teorem 4.30 (Hk Integral Gosterimi) ,I', fonksiyonu i¢in integral gésterimi

pLo((ar, @), ag, ... apb1,...,b42)

1 <
= F(fh)/x 1o tp—qu(az,...,ap;bl,...,bq;zt)dt (4.28)

(x > 0;2 =0 icin R(a;) > 0)
dir.

Sonug 4.31 (4.28) de = 0 alirsa, ,F, genellestirilmis hipergeometrik fonksi-

yonu i¢in
pFylar,ag, ... ap; by, .. by 2)
1 oo
= —F(a ) / pa—l—t p_1Fq(CL2, ey Qps bl, ey bq; Zt)dt (%(al) > O)
1) Jo

integral gosterimi kolayca goriiliir ([12], s. 337).
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Teorem 4.32 (Ikinci Integral Gosterimi) ,I', fonksiyonu igin diger bir integral
gosterimi

1
B(b,c —b)

1
: / tbil(l — t)cjbilpfqufl((al, fL’), Az, ...,0p—1; bl, . ,bqfl; Zt)dt (429)
0

Lollar,z), a9, ... ap-1,b;01,...,b4_1,¢;2) =

(R(c) > R(b) > 0;2 > 0)
dir.

Sonug 4.33 (4.29) da x = 0 alinwrsa, ,F; genellegtirilmis hipergeometrik fonksi-

yonu i¢in
oFy(ar,as, ... ap_1,b501,..., 0421, ¢ 2)
1 b e
= m/ tb 1(1—t)c b 1p_qu_l(al,ag,...,ap_l;bl,...,bq_l;zt)dt
y & 0

(R(c) > R(b) > 0)
integral gosterimi kolayca goriiliir ([19], s. 85).

Teorem 4.34 (Tirev Formiilii) ,I', fonksiyonu icin tiirev formiili

dk (al)k e (ap)k
@[pfq((al,x),ag, ce ,Clp, bl, ce ,bq,Z) = m
plg((ar + k), a0+ kK, o yap + kby+ koo by + K 2) (4.30)
(k € No)

dir.

Sonug 4.35 (4.30) da x = 0 alinirsa, ,F; genellegtirilmis hipergeometrik fonksi-
yonu i¢in
dk
w[qu(al,ag, ce Gy by, by 2)
_ (al)k c. (ap)k F
(b)) - (b 77

tiirev formiilii kolayca goriilir ([19], s. 107).

(a1 +kyae+k,...,ap + kb1 +k,....0,+k;2)
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4.4 BAZI SONUCLAR

Kisim 4.3 den, p = ¢ = 1 6zel durumuna karsilik gelen tam olmayan

konfluent hipergeometrik fonksiyonlarinin seri gosterimleri

n

1'71((@, x); c; Z) — Z (CL; ZL’)nZ—

—~ (c)p nl
N Y
1F1((a,$), G Z) - ot (C)n m
ve integral gosterimleri
1 x
171 ((a, z); ¢ 2) = m/ e o Fy(—; ¢ 2t)dt
0

(x > 0;9R(a) > 0)
1Di((a,z);652) = ﬁ /xoo t* et G Fy(—;c; 2t)dt
(x > 0;z = 0 i¢in R(a) > 0)
seklinde yazlabilir. Aciktir ki
1Ii((a, 2);¢2) + (e, @);¢2) = 1Fi(as ¢ 2)
bagintisi da saglanir. Ayrica ¢ = a icin
Ti((a,2);a;2) + (e, 2);a;2) = 1Fi(a;a;2) = €
dar.

Teorem 4.36 I'; fonksiyonu icin

i) 1Ti((a,z);c+1;2) = %2_5 /OO e et L (2V/ 2t ) dt
i) 1Ii((a,x);e+1;—2) = %z_g /OO s et T (2V/ 2t ) dt

(4.31)

(4.32)

(4.33)

(4.34)

(4.35)

(x > 0;2 =0 icin R(a) > 0)

dir. Burada I.(z), J.(z)

1.(2) __G)F oF (—;c+ 1; 2—2) (ce C\Z")

T(c+1) 4
) = oF (mie+1-T) cecw)

(4.36)

(4.37)

esitlikleri ile tanimlanan sirasiyla birinci gesit modifiye Bessel ve birinci cesit

Bessel fonksiyonlaridir [3].
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Ispat. (i) (4.34) de c yerine ¢ + 1 ahndiktan sonra (4.36) kullanilirsa,

1 o
1Ii((a, 2); e+ 13 2) :m/ tle™ o Fi(— e+ 1; 2t)dt

INGES i:) _

e /:ot““l 1.(2v/D)dt

[ 1]

elde edilir.

(ii)  (4.34) de z yerine —z yazilir, ¢ yerine c+1 almir ve (4.37) kullanilirsa,

1 oo
1Ii((a,);e+1;—2) :m/ t e oFi(—; e+ 1; —zt)dt
['(c+1)

_ -5 OO a—§5-1_—t
T 2 /x t et J.(2V/ 2t)dt

bulunur. =

Teorem 4.37 v, fonksiyonu icin

F(C‘|‘1)Z—£ ’ a—5-1,
@) / e L2 et

(if) m<<a,x>,c+1;—z>=—F<1f<+a>1)z_g /t tJ.(2v/2)dt

(1) 1’)@((&,1’),0—{—1;2) =

[

(x > 0;R(a) > 0)
dir.
Ispat. (i) (4.33) de ¢ yerine ¢ + 1 ahndiktan sonra (4.36) kullamhrsa,
1 x
(e, z);c+ 1; 2) :W/o e g Fi(—; e+ 1; 2t)dt

c+1) . /I —L-1 _—t
= 272 t* 27 e T L (2V 2t)dt
Ta) =y (2v#2)

elde edilir.

(ii)  (4.33) de z yerine —z yazilir, ¢ yerine c+1 alinir ve (4.37) kullanilirsa,

1 x
m((a,x);chl;—Z):F(a)/ 17 et g Fi(—s e+ 1; —zt)dt
0

_F<C+1)Z—g ’ a—§-1,
“Fa) /Ot LT(2V/ 2t )dt

bulunur. =
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4.5 UYGULAMALAR

Ve (p,q € Ng)ve Iy (p,q € No) tam olmayan genellestirilmig hipergeo-
metrik fonksiyonlar:t miihendislik ve uygulamali bilimlerde ¢ok kullanigh fonksi-
yonlardir. Bu kisimda bu fonksiyonlarin 6zel durumlarinin iletisim teorisi, olasilik
teorisi ve yeralt1 suyu pompalama modellemelerine kullanimlari {izerinde durula-

caktir.

4.5.1 Tletigim Teorisine Uygulamalar1

Iletisim teorisinde oldukca 6nemli bir yere sahip olan genellestirilmis Mar-

cum Q ve g fonksiyonlari

1 & 142 2
Qula B) =~y //3 M b [ (0d)dt (4.38)
1 ’ M _—1(t2+a?)
QA[((){7/B) = aM—l/ t7e 2 ]M_l(at)dt (439)
0

seklinde tanimlanir. Literatiir tarandiginda Marcum Q ve q fonksiyonlar1 ve bu

fonksiyonlarin genellemeleri iizerine bir ¢ok aragtirmaya rastlanir [5,15,16,20].

Bu fonksiyonlarin, tam olmayan konfluent hipergeometrik fonksiyonlar

cinsinden ifadeleri Srivastava, Chaudhry ve Agarwal [24] tarafindan
Qu(V2w,V2z) = e \T'1((M, z); M;w)
ve
aur(V2w,V22) = e 1 (M, 2); M;w)
seklinde verilmigtir.

Gergekten de (4.38) ve (4.39) dan

Qur(V2w,V2zx) = ﬁ /;tMe‘f]M_l(\/% t)dt

ve

—Ww

QM(\/%, \/%) = ¢

VI e o
W\/O' t7e QIM_l( 2w t)dt
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olup, u = % doniisiimii yapildiktan sonra elde edilen esitliklerde sirasiyla Teorem
4.34 (i) ve Teorem 4.35 (i) dikkate alinirsa

m(V2w,V2z) = e Cw T / u'

e “In—1(2vuw)du

ve

v (V2w, V2z) = e “w™ =N / u'z 1e*“IM_l(2\/uw)du
0
=e ¥ 1m((M,x); M;w)

elde edilir.

Ayrica (4.35) gbz Oniine alinirsa

m(V2w, V22) + qur(V2w, V22) =
dir.

4.5.2 Olasilik Teorisine Uygulamalar

Uzun yillardir acik bir problem olarak kalan y? olasihik dagiliminin kiimiilatif

yogunluk fonksiyonunun kapali form temsili, Chaudhry ve Qadir |7] tarafindan

e Z g MM++nnx - (4.40)
E((x,w); M) :Z%% (4.41)

n=0

fonksiyonlarinin tanimlanmasiyla ortadan kalkmigtir.

Nadarajah [17] bu fonksiyonlarin Marcum @Q ve q fonksiyonlar: cinsinden

ifadelerini
e((x,w); M) = e*[1 — Qu(v2w, V2r)]
= e“qM(\/ﬂ, \/%)

E((z,w); M) = e*Qu(V2w, V2z)
= e[l — qur(V2w, V21)]
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seklinde vermigtir.

Srivastava, Chaudhry ve Agarwal [24|, bu fonksiyonlarin tam olmayan

konfluent hipergeometrik fonksiyonlari cinsinden
e((z,w); M) = 1m((M,z); M;w)
ve
E((z,w); M) = 1T (M, x); M; w)
seklinde yazilabilecegini gostermiglerdir. Gergekten de

i V(M +n,x)w”

(o) M) =3

(M +n, ) w"
_Z (M) LQ+n) n!
T

ve

(M +n,z)w"
(M +n) nl

iF(M—i—n,x) 1w

(M) T

dir.
Ayrica (4.35) den
e((z,w); M) + E((z,w); M) = ¢

bagintisi da saglanir.
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4.5.3 Yeralt1 Suyu Pompalama Modellemelerine Uygulamalari

Yeralt1 suyu pompalama modellemelerindeki bazi problemlerin ¢6ziim-
lerinde ortaya ¢ikan M(«, ) ve M*(«, 5) fonksiyonlar

M(a, B) = / h Mdt (4.42)
ve
. ae? [ e—a’pt
M0, ) = 24 /0 e (4.43)

seklinde tanmimlanir [21].

Teorem 4.38 M («, 3) fonksiyonunun seri gosterimi [21] ve M*(«, ) fonksi-

yonunun seri gosterimi [24] sirasiyla agagidaki gibidir:

Lima(l+ %) (1), (1 (122)"

mwz [l (), n!

(i) M(e,B)

Ispat. (i) Teorem 3.9 (ii) ve Teorem 3.1 (i) den

erf(BVt) = T (2,52)
_ L g2pze — (5"
fw t) 2; (

:Le—ﬁ% (52)
7 O

n=0

)n+1

wl»—‘ N =

yazilabilecegi (4.42) de dikkate alinirsa
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olup, u = (1 + ?)t déniisiimii yapilirsa

’I’L

o
1 2 1
+B / " 2e "du

\/_ v1+ /32 Z n+1 a(1+52)
. s Z (1+ﬁ2) F<%—|—n,o¢(1+52)>

—

M(a, B) =

bulunur.

(i

(1+a?t)™t = Z(l)n(_o‘zt)n => (=a’t)"

seri agilminin (4.43) de dikkate alinmasiyla

_ﬁ )
M(a, ) =2 / e~ (1 4 a2) M Rdt

T Jo
_B 1 oo 1
_ ¢ / e Bt Z(—aQt)" t-2dt
d 0 n=0
-8 > 1 1 )
:ae Z(_a2)n/ e 6tdt
T 0
n=0
olup, o?t = u déniigiimii yapilirsa
ef & I\n [@F 1
M*(a, ) = < — —> / u" 2e du
/B nz:% g 0
= ——) v(5+naB
T3 nZO 5) )

elde edilir. =
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Ayrica bu fonksiyonlarin tam olmayan hipergeometrik fonksiyonlar cinsin-

den ifadeleri Teorem 4.38 (i) deki serinin diizenlenmesiyle

M(a, B) =

VTI?ﬁE: lx%+nx§n 7!

20 3 p?
= \/Tﬁ? oI ((%’04(1 +6%),1; X )

ve Teorem 4.38 (ii) deki serinin diizenlenmesiyle

M (a3 i +na2ﬁ) (%)El)n <_l)”
53 2,26 <> <_1)”
p

:\/T_ﬁ 2’70( (%aOéQﬁ) 15— —%>

esitlikleri ile verilir [24].
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