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Tez temel kavramlar ve ii¢ ana basliktan olusmaktadir. I1ki merkezi terslenebilir halkalardur.
Merkezi terslenebilir halkalar; terslenebilir halkalarin bir genellestirmesidir. Terslenebilir
halkalar merkezi terslenebilirdir ve merkezi terslenebilir halkalar zayif terslenebilirdir. Ikinci
ana baglikta; simetrik halkalarin bir genellestirmesi olan merkezi simetrik halkalar calisildi.
Simetrik halkalarin hangi 6zelliklerinin merkezi simetrik halka durumunda korunduguna
deginildi. Uciincii ana baslikta; terslenebilir ve simetrik halkalarin bir endomorfizmaya gore
kat1 versiyonu verildi. Ayrica o — terslenebilir ve o« — simetrik halkalarin bir genellestirmesi
olan sirasiyla merkezi o — terslenebilir ve merkezi o — simetrik halkalar olarak adlandirilan

yeni bir sinif tanitildi. Bu genel durumda bazi sonuglar verildi.
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and o — symmetric rings. It is proved some results in this general setting.
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1. GIRIS

Tez boyunca biitiin halkalar birimli alinacaktir. Cohn [5] te terslenebilir halka kavramin
tanimladi. R bir halka olmak iizere ab = 0 olacak sekilde her a,b € R icin ba = 0 oluyorsa
R ye terslenebilir halka denir. Kose ve arkadaglar1 tarafindan merkezi terslenebilir halka
kavrami tanitildi [14]. Eger ab = 0 olacak sekilde her a,b € R icin ba halkanin merkezinde
ise R ye merkezi terslenebilir halka denir. Liang ve Gang [20] de zayif terslenebilir halka
kavramim tanittilar. Eger ab = 0 olacak sekildeki her a,b,r € R icin Rbra; R nin sol nil

ideali ise R ye zayif terslenebilir halka denir.
Ikinci boliimde tezde kullanilan temel kavramlara yer verildi.

Ugiincii boliimde, [14] temel alinarak merkezi terslenebilir halkalarin bazi genislemeleri
incelenildi. Terslenebilir halkalarin bir genellestirmesi olarak merkezi terslenebilir halkalar
calisildi. Acgik olarak, terslenebilir halkalar merkezi terslenebilir ve merkezi terslenebilir
halkalar zay:f terslenebilirdir. Buna ragmen terslenebilir olmayan ancak merkezi terslenebilir
olan ve merkezi terslenebilir olmayan ancak zayif terslenebilir olan halka 6rnekleri verildi.
Bu sebeple merkezi terslenebilir halkalarin sinifi terslenebilir halkalar ve zayif terslenebilir
halkalarin arasinda kalir. Bunlarin diginda merkezi terslenebilir halkalarin Abelyan oldugu
ispatland1 ve Abelyan olan ancak merkezi terslenebilir olmayan halka 6rnegi verildi. Ayrica
her merkezi terslenebilir halkanin zayif terslenebilir, 2-asalli, Abelyan ve dik sonlu oldugu

gosterildi.

Bir R Armendariz halkasi i¢in, “R merkezi terslenebilirdir ancak ve ancak R[z] polinom
halkas1 merkezi terslenebilirdir ancak ve ancak R[x;z '] Laurent polinom halkasi merkezi
terslenebilirdir ” ifadeleri ispatlandi. Ustelik “ Eger R merkezi terslenebilir ise bu durumda

R nin Dorroh genislemesi merkezi terslenebilirdir ” ifadesi ispatland1 [14] .

Kafkas ve arkadaglari tarafindan simetrik halka ve merkezi simetrik halka kavramlar1
tanimland1 [11]. R halkasi i¢in eger abc = 0 olacak sekilde her a,b,c € R i¢in acb = 0
oluyorsa R ye simetrik halka denir [16]. Eger abc = 0 olacak sekildeki her a, b, ¢ € R i¢in

bac halkanin merkezinde oluyorsa R ye merkezi simetrik halka denir [11].



Doérdiincii boliimde, [11] numarali kaynak referans alindi. Bu boliimde simetrik halkalarin
bir genellestirmesi olarak merkezi simetrik halkalar calisildi. Simetrik halkalarin hangi
ozelliklerinin hangi durumda; merkezi simetrik halkalar icin saglandigi arastirildi. Acik
olarak simetrik halkalar merkezi simetrik ve merkezi simetrik halkalar merkezi terslenebilir-
dir. Ayrica merkezi simetrik olan ancak simetrik olmayan ve merkezi terslenebilir olan
ancak merkezi simetrik olmayan ornekler verildi. Bu sebeple merkezi simetrik halkalarin
sinifi; simetrik halkalar ve merkezi terslenebilir halka siniflarinin arasinda kalir. Ustelik
merkezi simetrik halkalarin simetrik olmasi i¢in gerekli kosullar aragstirildi. Merkezi simetrik
halkalarin sonlu dik toplam altinda kapali oldugu gosterildi. Ayrica merkezi simetrik bir
halkanin homomorfik goriintiisiiniin merkezi simetrik olmadigina yonelik ornek verildi. Bu
durumda hangi kosullar altinda bir halkanin homomorfik goriintiisiiniin merkezi simetrik

oldugu gosterildi.

Son olarak besinci boliimde Pourtaherian ve Rakhimov [24] te terslenebilir ve simetrik
halkalarin bir o« endomorfizmasina gore kati versiyonu, 6zellikle a— terslenebilir ve a—

simetrik halka kavramlarini calistilar.

R halkas: i¢in ab = 0 olacak sekilde her a,b € R i¢in ba(a) = 0 (sag a— terslenebilir) ve
a(b)a = 0 (sol a— terslenebilir) oluyorsa R ye av— terslenebilir halka denir. Eger abc = 0
olacak sekildeki a,b,c¢ € R igin aca(b) = 0 (sag a— simetrik) ve a(b)ac = 0 (sol a—
simetrik) oluyorsa IR ye a— simetrik halka denir. Ayrica [24] te a— terslenebilir ve av—
simetrik halkalarin genellestirmeleri olarak yeni bir sinif olan merkezi a— terslenebilir ve

merkezi a— simetrik halkalar tanitildi. Genel durumda bazi sonuglar ispatlandi.



2. TEMEL KAVRAMLAR

Tezde kullanilan biitiin temel kavramlar bu boliimde verilmektedir.

Tamim 2.1. R bir halka olsun. Eger ¢ € R i¢in e? = ¢ ise e ye eskare eleman (idempotent)

denir. Eger e egkare eleman ise 1 — e de bir eskare elemandir.

.. b
Ornek 2.2. [14] R = ¢ | a = d(mod2),b = c=0(mod2),a,b,c,d € Z
cd

halkas1 matrislerin bilinen toplama ve carpma islemleri ile birlikte géz Oniine alinsin. R

halkasinin yegane eskare elemanlar: O (sifir) ve birim matristir.

ab - ab ab ab
€ Rigin = olsun.

cd cd cd cd

Buradan asagidaki denklemler elde edilir.

a’*+bc=a (2.1)
ab+bd="b (2.2)
ca+dc=c 2.3)
ch+d>=d (2.4)

(2.1) denklemden (2.4) denklem cikartildiginda a®> — d> = a — d bulunur. Buradan a = d
veya a + d = 1 elde edilir.

I. Durum : Kabul edelim ki; @ = d olsun. Bu durumda (2.2). denklemden =0 veya d =

o N

1
bulunur. 3 ¢ 7 oldugundan b = 0 elde edilir. Benzer sekilde (2.3). denklemden ¢ =

bulunur. Boylece a = 0 veya a = 1 olur.

II. Durum : Kabul edelim ki; a+d = 1 olsun. a = d(mod2) oldugundan a = d + 2k olacak
1
sekilde k € Z vardir. Diger taraftana +d = likend + k = 5 € Z olur ki; bu ise celigkidir.

O halde eskare eleman 0 (sifir) ve birim matristir.



Onerme 2.3. R bir halka olsun. e¢> = e eskare elemani eger merkezde ise 1 — e eskare

elemant da merkezdedir.

Ispat. ¢ = e € R eskare eleman1 merkezde olsun. Bu durumda her » € R igin er = re.
Buradan (1 —e)r = r —er = r —re = r(1 — e) oldugundan 1 — e eskare elemam da

merkezdedir. m

Tanim 2.4. R bir halka olmak iizere a € R i¢in a" = 0 olacak sekilde bir n pozitif
tamsayis1 varsa a ya iistel sifirli (nilpotent) eleman denir ve bu sarti saglayan en kiiciik n

pozitif tamsayisina a nin nilpotent indeksi denir.

Ornek 2.5. [17] Zsg halkasin1 gdz Oniine alinsin. Bu halkada iistel sifirli elemanlarin kiimesi

nil(Zs) = {0,2,4,6}.

Tamim 2.6. [4] R bir halka olsun. a € R i¢in eger aRa = 0 iken a = 0 oluyorsa R ye yari

asal (semiprime) halka denir.

Tanim 2.7. [16] R bir halka olsun. Eger R nin sifirdan bagka iistel sifirli eleman1 yoksa R

ye indirgenmis (reduced) halka denir.
Ornek 2.8. [18] Z tam sayilar halkas1 indirgenmis halkadir.

Tanim 2.9. [5] R bir halka olsun. Eger ab = 0 olacak sekildeki her a,b € R i¢in ba = 0

oluyorsa R ye terslenebilir (reversible) halka denir.

Ornek 2.10. [29] indirgenmis halkalar terslenebilirdir. Gergekten; a,b € R olmak iizere
ab = 0 olsun. (ba)? = b(ab)a = 0 olup R indirgenmis oldugundan ba = 0 elde edilir. Yani;
R terslenebilir halkadir.

Teorem 2.11. [15] R bir halka olsun. Bu durumda R indirgenmistir ancak ve ancak a® = (

olacak sekildeki her a € R i¢in a = 0 seklindedir.

Tez boyunca tamlik bolgesi ile; sifir bolensiz halka anlasilacaktir.

Tanim 2.12. R bir halka olsun. a € R icin

rr(a) = {z € R | az =0}

4



lp(a) ={z € R|za=0}

kiimelerine sirasiyla a nin R deki sag (right) ve sol (left) sifirlayani (annihilator) denir.

Tanim 2.13. R bir halka olsun. R halkasinin merkezi;

C(R)={reR| hera € Riginar =ra}

seklinde tanimlanir.

Tanim 2.14. [4] R bir halka olsun. Eger R nin bir elemaninin sag (sol) sifirlayan1 bir eskare
eleman tarafindan iretiliyorsa R ye sag (sol) devirli iizerine (principally projective) halka

denir. Kisaca p.p. ile gosterilir.

Tanim 2.15. [4] R bir halka olsun. Eger R nin devirli sag ideallerinin sag (sol) sifirlayani

bir eskare eleman tarafindan iiretiliyorsa R ye sag (sol) devirli yari-Baer halka denir.

Tanim 2.16. [2] R bir halka olsun. /; R nin bir ideali olmak iizere eger / nin her elemani

uistel sifirli ise [ ya nil ideal denir.

Tanim 2.17. [14] R bir halka olsun. Eger R nin her eskare elemani merkezde ise IR ye
Abelyan denir.

Tamm 2.18. [14] R bir halka olsun. a,b € R i¢in ab = 1 olmasi ba = 1 olmasini

gerektiriyorsa R ye dik sonlu (directly finite) denir.

Tanim 2.19. [19] R bir halka olsun. Eger ab = 0 olacak sekildeki her a,b € RicinaRb = 0

oluyorsa R ye yari-degismeli (semicommutative) halka denir.

Ornek 2.20. [13] Terslenebilir halkalar yar1 degismelidir. Gergekten; a,b € R olmak iizere
ab = 0 olsun. R terslenebilir oldugundan ba = 0 elde edilir. Her r € R i¢in b(ar) = 0 olur.

R terslenebilir oldugundan arb = 0 bulunur. Yani; aRb = 0 olup R yar1 degismelidir.

Tamim 2.21. R # 0 bir halka olsun. Eger a Rb = 0 olacak sekildeki a,b € Ricina = 0 ya
da b = 0 oluyorsa R ye asal (prime) halka denir.



Tanim 2.22. R bir halka ve a,b € R i¢in eger ab = 0 olmasi a = 0 ya da b = 0 olmasini

gerektiriyorsa R ye tamlik bolgesi (domain) denir.

Ornek 2.23. [17] Z tam sayilar halkas1 bilinen toplama ve carpma islemleri ile birlikte bir

tamlik bolgesidir.

Tamim 2.24. R bir halka olsun.
(1) R nin asal radikali; P(R) = N{P : P, R nin asal idealidir} ile tanimlanir.
(2) Eger P(R) = N(R) oluyorsa R ye 2-asalli denir.

Tamim 2.25. R bir halka olsun. R; ve R ; R nin iki alt halkasi olmak iizere eger
(1) Herr € Riginr = ry + ry olacak sekilde r; € Ry, ry € Ry vardir.

ve
(2) RiN Ry ={0}.

sartlar1 saglaniyorsa R ye Ry ve R, alt halkalarinin dik (direct) toplami denir ve R = R1® R»

ile gosterilir.

Tanmim 2.26. [16] R bir halka olsun. Eger R nin her iistel sifirli eleman1 merkezde ise R ye

merkezi indirgenmis (central reduced) halka denir.

Tanim 2.27. [17] R bir halka olsun. S C R olmak tiizere eger her x,y € S icin xy € S

oluyorsa S ye carpimsal kapalr alt kiime (multiplicatively closed set) denir.

Tanim 2.28. [1] R bir halka ve z bir bilinmeyen olmak iizere;

ap + a1 + asx® + ...+ a, "

seklinde ifadeye R katsayuli polinom denir. R katsayili biitiin polinomlarin kiimesi

6



Rm:{@o+a1$+a2$2+...+anx”IneN,aiER}

ile gosterilir.
fl) =D an'.g(x) = ) b’ € Rlal
i=0 Jj=0

olmak {iizere, bu iki polinomun toplami ve ¢carpimi

Ve

m-+n

f@)g(z) = Z cia'

seklinde tanimlanir. Buradan k = maks{m, n} ve

t
Ct = Z ajbi—j = apby + arbe—1 + ...+ as_2by + ar—1b1 + aby
j=0

seklindedir. Bu iglemlerle R[x] kiimesi bir halkadir. Bu halkaya R iizerindeki polinom

halkas: denir.

Tamm 2.29. [28] R bir halka olsun.

n

R[z;z71] = {Z a;x' | a; € R}
i=k
(k ve n negatif tamsay1 olabilir) kiimesi polinomlardaki bilinen toplama ve carpma islemlerine

gore bir halkadir. Bu halkaya Laurent polinom halkasi denir.

Tanim 2.30. [25] R bir halka olsun. f(z) = ag + a1 + ... + a,2" ve g(x) = by + byx... +
bmx™ € R|x] icin eger f(x)g(x) = 0 iken her 4, j i¢in a;b; = 0 oluyorsa R ye Armendariz
halka denir.



Indirgenmis halkalarin Armendariz oldugu iyi bilinen bir sonugtur [3].
Tamm 2.31. [7] R bir halka olsun. D(R,Z) = {(r,n) | r € R,n € Z} kiimesi
(r1,n1), (r2,m2) € D(R,Z) olmak iizere

(r1,m1) + (r2,n2) = (11 + 12,71 + N2)

(r1,m1) (72, ) = (r1re + nara + nary, ning)

islemleri ile bir halkadir. Bu halkaya R nin Z boyunca Dorroh genislemesi denir.

Onerme 2.32. R bir halka ve ¢? = ¢ € R olsun. Budurumda R = eR @ (1 — ¢)R.

Ispat. Her r € Ricinr = er + (1 — e)r seklinde yazilabilir oldugundan R = eR+ (1 —¢)R
elde edilir. Diger yandan r € eR N (1 — e)R olsun. Bu durumda r = es = (1 — e)t
olacak sekilde s,¢ € R vardir. er = r = 0 olup eRN (1 — ¢)R = {0} bulunur. O halde
R=eR®(l—¢)R. m

Tanim 2.33. G bir grup ve R bir halka olsun. R[G] grup halkasi:

RG] = {a |a = Z a(g)g burada a(g) € R ve sonlu bilegen diginda a(g) = O}

geG

asagidaki toplama ve carpma iglemleri ile tanimlanir.

> alg)g+ > blglg =Y _ lalg) +b(9)]g

9€G 9€G e
(QEZGa@g) v (%b(h)h) = 3 pinon

Ornek 2.34. G =< a : a® = 1 > bir devirli grubu goz 6niine alinsin. Bir r € C[G] igin
r = z9lg + z1a + 2a? olacak sekilde z, 21, 2o karmagik sayilar1 vardir. s = wglg +
wia + wea? € C[G] igin r + s = (20 + wo)lg + (21 + wi)a + (22 + wy)a® ve rs =

(20wo + z1ws + 20w )1g + (20w + 21wWo + 20ws2)a + (20wa + 20wg + 21wy )a? seklindedir.

Tamim 2.35. [12] R bir halka olsun. Eger R deki biitiin tersinir elemanlar merkezde ise, R

ye tersinir-merkezi (unit-central) halka denir.



3. TERSLENEBILIR HALKALARIN GENELLESTIRMELERI

Bu boliimde terslenebilir halkalarin bir genellestirmesi olan ve merkezi terslenebilir olarak
adlandirilan halka sinifi calisildi. Ustelik terslenebilir halkalarin bazi sonuglarinin; merkezi

terslenebilir halkalara nasil genisletildigi ispatlandi.

3.1. Merkezi Terslenebilir Halkalar

Tamim 3.1. [14] R bir halka olsun. Eger ab = 0 olacak sekildeki her a,b € R icin ba

halkanin merkezinde ise R ye merkezi terslenebilir (central reversible) halka denir.

Lemma 3.2. Eger R bir terslenebilir halka ise bu durumda R merkezi terslenebilirdir.

Ispat. R terslenebilir bir halka ve a,b € R icin ab = 0 olsun. R terslenebilir oldugundan
ba = 0 olup 0 (sifir) halkanin merkezinde oldugundan ba € C(R). O halde R merkezi
terslenebilirdir. ® Asagidaki ornek merkezi terslenebilir olan ancak terslenebilir olmayan

halka 6rnegidir.

Ornek 3.3. [14] R degismeli ve indirgenmis bir halka olsun.

abc
S = Oad | |a,bc,deER
00a

3x 3 tipinde iist iicgensel matrislerin (matrislerin bilinen toplama ve ¢arpma iglemleri altinda)

halkasi olsun. Oncelikle S nin terslenebilir olmayan bir halka oldugu gosterilecektir.

ay by ¢ as by co
xr = 0a1d1 Ve Yy = O&ng ES
00 ay 0 0 a2

olmak iizere zy = 0 olsun.



Bu durumda asagidaki denklemler elde edilir.

a1a9 = 0. (31)
a1by 4+ bras = 0. 3.2)
a1Co + b1d2 + ciag9 = 0. (33)
a1d2 + d1a2 = 0. (34)

R degismeli oldugundan asa; = 0 bulunur. (3.2). denklemi soldan b; a5 ile ¢arpildiginda
biasa by + (bras)? = 0. Boylece (biaz)? = 0 ve R indirgenmis oldugundan bya, = 0 elde
edilir. (3.3). denklemi as ile ¢arpildi§inda asa;co + asbids + ascias = 0, ascras = 0 elde
edilir. asciap; = 0 ifadesi sadan ¢, ile carpildifinda (azci)? = 0. Boylece aze; = 0 ve
c1as = 0 elde edilir.

(3.4). denklemi sagdan a, ile ¢arpildiginda a,dsay + diasa; = 0 ve aydza; = 0 bulunur.
aidya; = 0 ifadesi ds ile carpildiginda (a,dy)? = 0. Boylece aidy = 0, dza; = 0 elde edilir.
(3.4). denklemden diay; = 0 ve asd; = 0 bulunur. (3.3). denklemden acy + bidy = 0
elde edilir. Bu ifade a, ile ¢arpildiginda aycoa; + bydsa; = 0 ve buradan a;coa; = 0.
Boylece (a1c)? = 0 ve ajcy = cea; = 0 olup byds + cras = 0 elde edilir. Bu ifade by ds ile

carpildiginda by;ds = 0 = dyb, bulunur. Sonug olarak

a9 bg Co ay b1 C1 00 bgdl
yr = 0 ay do 0 a; dy =100 O 7é 0.
0 0 as 00 ay 00 O

Boylece S terslenebilir degildir. Simdi S nin merkezi terslenebilir oldugunu verelim. Bunun

icin yx in merkezde oldugu gosterilecektir.

as b3 C3
c= O as d3 € S
00 as
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icin

00 b2d1 as bg C3 00 bgdl(lg
(yr)e=[ 00 O 0azdy [ =100 0
00 0O 0 0 as 00 O
ve
as b3 C3 00 b2d1 00 (Zgbzdl
C(yx): 0 as d3 00 O = 00 0
0 0 as 00 O 00 O

Boylece her ¢ € S i¢in ¢(yx) = (yx)c elde edilir. O halde S merkezi terslenebilir halkadir.

Diger taraftan .S nin terslenebilir olmadig;

000 010
z=[1001]|vey=l 000 ]| €S
000 000
icin xy = 0 olmasina ragmen
010 000 001
yr=|1 000 0oo1|l=1000]#0
000 000 000

ile de goriiliir.

Simdi merkezi terslenebilir halkalarin hangi kosullar altinda terslenebilir oldugu verilecektir.
Onerme 3.4. [14] R merkezi terslenebilir bir halka olsun. Eger R asagidaki kosullardan
birini sagliyorsa bu durumda R terslenebilirdir.

(1) R yar asaldir.

(2) R sag (sol) p.p. halkadir.

11



3)

R sag (sol) devirli yari-Baer halkadr.

Ispat. Kabul edelim ki; R merkezi terslenebilir bir halka ve a,b € R icin ab = 0 olsun. Bu

durumda ba merkezdedir. Simdi asagidaki durumlar goéz 6niine alinsin.

Y]

2)

3)

R yan asal bir halka olsun. a,b € R i¢in ab = 0 olsun. ba € C(R) oldugundan
baRba = Rbaba = 0 ve buradan ba = 0 bulunur. Boylece R terslenebilirdir.

R bir sag p.p. halka olsun. a,b € R i¢in ab = 0 olsun. Bu durumda ab = 0 ise
b € rr(a) = eR olacak sekilde bir ¢ = e € R eskare elemani vardir. Buradan
b € eR olup b = er olacak sekilde » € R vardir. Bu esitlik soldan e ile carpildiginda
eb = eer = e*r = er = b elde edilir.

Bu durumda eb = b ve R birimli oldugundan e = el € eR = rg(a), ae = 0 bulunur.
ba merkezde oldugundan ba = (eb)a = e(ba) = b(ae) = b0 = 0 bulunur. Boylece R

terslenebilirdir. Benzer bir ispat halkanin sol p.p. olmas1 durumunda verilir.

R bir sag devirli yari-Baer halka olsun. a,b € Ri¢in ab = 0 olsun. aR < R sag ideali,
bu durumda rz(aR) = eR olacak sekilde bir e eskare elemani vardir. Buradan b = eb
ve ae = 0 elde edilir. ba merkezde oldugundan ba = (eb)a = e(ba) = b(ae) = b0 = 0
bulunur. Boylece R terslenebilirdir. Benzer bir ispat halkanin sol devirli yari-Baer

olmasit durumunda da verilir.

Asagidaki sonug Onerme 3.4. den elde edilir.

Sonuc¢ 3.5. Eger R merkezi terslenebilir bir halka ise bu durumda agsagidaki kosullar denktir.

Y]
2)
3)

“4)

R sag p.p. halkadur.
R sol p.p. halkadir.
R sag devirli yari-Baer halkadir.

R sol devirli yari-Baer halkadir.

12



Tanim 3.6. R bir halka olsun. Eger R nin sifirdan farkli her elemani tersinir ise R ye bolmeli

(division) halka denir.

Uyan 3.7. Merkezi terslenebilir bir halkanin homomorfik goriintiisii merkezi terslenebilir

olmak zorunda degildir.

Ornek 3.8. [14] D bir bolmeli halka, R = D[z, y] ve zy # yx olmak iizere R nin
I =< xy > ideali goz Oniine alinsin. 2 bir tamlik bolgesi oldugundan merkezi terslenebilir-
dir. Diger taraftan (z+1)(y+1) = 0 olmasina ragmen (y+1)(z+1); R/I boliim halkasinda

merkezde degildir. Yani R/I merkezi terslenebilir degildir.

Asagida bir halkanin homomorfik goriintiisiiniin ne zaman merkezi terslenebilir oldugu veril-

mek tedir.

Lemma 3.9. [14] R bir tersinir-merkezi halka olsun. Eger /; R nin nil ideali ise bu durumda

R/I merkezi terslenebilirdir.

Ispat. a,b € Rigin (a + I)(b+I) = 0 + I olsun. iddia; (b + I)(a + I) € C(R/I).
Bu durumda (a+ I)(b+ 1) =0+ [ ise a,b € I . Buradan I nil ideal oldugundan (ab)" = 0

olacak sekilde n > 0 vardir.

Buradan (ba)" ™ = b(ababa...)a = b(ab)"a = 0 elde edilir. Yani ba € N(R).
R tersinir-merkezi oldugundan 1—ba tersinir olup merkezdedir. Kabulden 1—ba merkezdedir.
Buradan ba merkezdedir. Boylece (b + I)(a + I) € C(R/I). O halde R/I merkezi

terslenebilirdir. =

Asagidaki ornek bir R halkasi ve R nin bir [ ideali i¢in R/I boliim halkasinin merkezi

terslenebilir olmasina ragmen R nin merkezi terslenebilir olmasinin gerekmedigine yoneliktir.

Ornek 3.10. [14] F herhangi bir cisim olmak iizere;

FF
0F

olsun. R nin

13



FF
00

ideali gbz Oniine alinsin.

00
R/I = +I|ceF
0c

olup R/I nin degismeli olmasindan R/ merkezi terslenebilirdir.

01 11
B

A= 4= €ER
01 00
icin AB =0ve
11 01 02 . . C1 C2
BA = = seklindedir. C' = eER
00 01 00 0 cs3
icin ¢; # c3 olmak tizere
02 cc 0 2c
(BAYC = 1C | 3
00 0 c3 00
cc 02 0 2c
C(BA) = 1 C2 _ 1
0 c3 00 00

ve buradan (BA)C # C(BA) olup R merkezi terslenebilir degildir.

Lemma 3.11. [14] R bir halka olsun. Eger R/I bolim halkasi, I indirgenmis ideali ile,

merkezi terslenebilir halka ise bu durumda R merkezi terslenebilirdir.

14



Ispat. R/I merkezi terslenebilir bir halka ve a,b € R i¢in ab = 0 olsun. Buradan

(a+1)(b+1) = ab+I = 0+1 olup R/I merkezi terslenebilir halka oldugundan (b+1)(a+1)
merkezdedir. Buradan her 7 € R icin bar — rba € I elde edilir. Ayrica (bar — rba)? = 0
ve [ indirgenmis oldugundan bar — rba = 0 seklindedir. Boylece her r € R icin bar = rba

bulunur. O halde R merkezi terslenebilirdir. =

Tamm 3.12. [20] R bir halka olsun. Her a,b,r € R icin eger ab = 0 olmas1 Rbra nin R
nin bir sol nil ideali olmasin1 gerektiriyorsa R ye zayif terslenebilir (weakly reversible) halka

denir.

Simdi merkezi terslenebilir halka sinifinin; terslenebilir ve zayif terslenebilir halka siniflarinin

arasinda kaldig1 gosterilecektir.

Teorem 3.13. [14] R bir halka olsun. Asagidaki kosullar gbz oniine alinsin.

(1) R terslenebilirdir.
(2) R merkezi terslenebilirdir.

(3) R zay1f terslenebilirdir.
Bu durumda (1) = (2) = (3) dir.

ispat.

(1) = (2) Lemma 3.2. den elde edilir.

(2) = (3) Kabul edelim ki; R merkezi terslenebilir bir halka olsun. a,b € R olmak iizere
ab = 0 olsun. Bu durumda her z € R i¢in abxr = 0 dir. R merkezi terslenebilir oldugundan,
bra merkezdedir. Bu durumda her r, x € R i¢in

(rbxza)? = (rbxa)(rbza) = r(bra)rbra = rrbx(ab)(za) = 0 elde edilir. Bdylece R zayif

terslenebilirdir. m

Lemma 3.14. [20] R bir halka olsun. Bu durumda R zayif terslenebilir bir halkadir ancak
ve ancak T, (R) zayif terslenebilir bir halkadur.
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Asagidaki 6rnek zayif terslenebilir olan ancak merkezi terslenebilir olmayan bir halka 6rnegi-

dir.
Ornek 3.15. [14] R zayif terslenebilir bir halka olsun ve asagidaki halka goz oniine alisin:

abec

S = 0Ode | |a,b,cde, feRy.[8, Ormek 2.9] dan S zayif terslenebilirdir.
00 f

Simdi S nin merkezi terslenebilir olmadigini ispatlayalim.

011 111
x=]1000|vey=|l 00 1 € Sicin
000 00 -1
011 111 000
ry=1000 00 1 | =000 | olmasinaragmen
000 00 -1 000
111 011 011
yr=100 1 000|=1000]==
00 -1 000 000

olup z merkezde degildir. Ger¢ekten

121 011 121 013
z=1012 | €Sigcinzz=| 000 012 ]=1000]ve
001 000 001 000
121 011 011
zx=1|012 000 | =1000 | olup zx # xz dir. Boylece S merkezi terslenebilir
001 000 000
degildir.

Lemma 3.16. [14] Her terslenebilir halka Abelyandir.
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ispat. Kabul edelim ki; R terslenebilir bir halka ve €2 = e € R olsun.

Budurumda r € Rigin (1 —e¢)(er —ere) = er —ere — eer +eere = 0 elde edilir. Kabulden
(er —ere)(1 —e) = er — ere — ere + eree = 0 olup er = ere. Benzer sekilde her r € R
icin (re — ere)(1 —e) = re — ree — ere + eree = 0 olup kabulden (1 — e)(re — ere) =
re —ere —ere+ eere = re — ere = () bulunur. Buradan her » € R i¢in re = ere elde edilir.

Boylece R Abelyandir. m
Lemma 3.16. ya ek olarak merkezi durum icin asagidaki 6nerme verilmektedir.

Onerme 3.17. [14] Eger R merkezi terslenebilir bir halka ise bu durumda R Abelyandir.

Ispat. Kabul edelim ki; R merkezi terslenebilir bir halka olsun. Her ¢ = e € R ve her
r € Rigin (1 —e)(er —ere) = 0 olup (er —ere)(1 —e) = er — ere halkanin merkezindedir.
er — ere elemant e ile yer degistirildiginde e(er — ere) = (er — ere)e = 0 ve er — ere = 0

elde edilir. Buradan
er = ere 3.5

bulunur.
Benzer sekilde her r € Rigin (re—ere)(1—e) = 0olup (1—e)(re—ere) = re—ere halkanin
merkezindedir. re — ere elemant e ile yer degistirildiginde 0 = e(re — ere) = (re — ere)e

ve re — ere = (0 elde edilir. Buradan
re =ere 3.6)

bulunur. (3.5) ve (3.6) dan her » € R icin er = re olup R Abelyandir. m

Asagidaki ornekte Lemma 3.17. tersinin dogru olmadigina yonelik drnek verilmektedir.

.. ab
Ornek 3.18. [14] R = | a = d(mod2),b = c=0(mod2),a,b,c,d € Z
cd
halkas1 gbz Oniine alinsin.
00 10 .
ve R nin tek egkare elemanlar1 oldugundan R Abelyandir.
00 01
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Diger taraftan;

00 22 .
T = ,Y = € Ri¢in zy = 0 olmasina ragmen
02 00

22 00 0 10 .
(yz) = = # 0 olup z = € R icin yx merkezde
00 02 00 03
degildir.
04 10 012
Gergekten, (yz)z = =
00 03 00
10 04 04 - .
2yx = = seklinde olup (yx)z # z(yz) dir.
03 00 00

Boylece R merkezi terslenebilir degildir.

Lemma 3.19. Her Abelyan halka dik sonludur.

Ispat. R bir Abelyan halka ve a,b € R icin ab = 1 olsun. (ba)?> = baba = bla = ba
oldugundan ba bir eskare elemandir. Kabulden ba merkezdedir. ba merkezde oldugundan
her ¢ € R igin bac = cba = (cba)l = cba(ab) = ca(ba)b = cabab = c elde edilir. Bu ise

birimin tekliginden ba = 1 olmasin1 gerektirir. Boylece R dik sonludur. m

Sonug 3.20. [14] Her merkezi terslenebilir halka dik sonludur.

Ispat. Her merkezi terslenebilir halka Abelyan ve her Abelyan halka dik sonlu oldugundan

sonug aciktir. m

Lemma 3.21. Her terslenebilir halka yari-degismelidir.
Ispat. Kabul edelim ki; R terslenebilir bir halka ve a,b € R icin ab = 0 olsun. Kabulden

ba = 0 bulunur. Esitligin her iki tarafi sagdan » € R ile ¢arpildiginda bar = 0 ve R

terslenebilir halka oldugundan arb = 0 elde edilir. Boylece R yari-degismelidir. m
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Tamim 3.22. [19] R bir halka olsun. Eger ab = 0 olacak sekildeki her a,b € Rveherr € R
icin arb bir iistel sifirli eleman ise R ye zayif yari-degismeli (weakly semicommutative) halka

denir.

Tanim 3.23. [23] R bir halka olsun. Eger ab=0 olacak sekilde her a, b € RiginaRb C C(R)

oluyorsa IR ye merkezi yari-degismeli halka (central semicommutative) denir.

Lemma 3.24. Her merkezi terslenebilir halka zayif yari-degismelidir.

Ispat. Kabul edelim ki; R merkezi terslenebilir bir halka ve a,b € R i¢in ab = 0 olsun. Bu
durumda ba merkezdedir. Buradan (arb)? = (arb)(arb) = ar(ba)rb = a(ba)rrb = 0 olup
her r € R i¢in arb tstel sifirl bir elemandir. Bu ise R nin zayif yari-degismeli oldugunu

gosterir. m

Lemma 3.25. [14] R bir halka olsun. Bu durumda R nin asal ve terslenebilir halka olmasi

icin gerek ve yeter sart /2 nin tamlik bolgesi olmasidir.

Ispat. Kabul edelim ki; R asal ve terslenebilir bir halka olsun. a,b € R olmak iizere ab = 0
olsun. Buradan r € R i¢in abr = 0 ve kabulden bra = 0 elde edilir. R asal oldugundan
a = 0 yada b = 0 seklindedir.

Tersine R tamlik bolgesi olsun. Ilk olarak R nin asal oldugu gosterilecektir. Her r € R igin
arb = 0 olsun. Bu durumda kabulden a = 0 ya da rb = 0 elde edilir. Yine kabulden r = 0
ya da b = 0 ancak r keyfi oldugundan b = 0O bulunur. Boylece a = 0 yada b = 0 olup R
asaldir. Simdi R nin terslenebilir oldugu gosterilecektir. ab = 0 olsun ve kabulden a ya da b

den en az biri sifirdir. Buradan ba = 0 bulunur. O halde R terslenebilirdir. m

Lemma 3.26. R bir halka olsun. Bu durumda R asal ve merkezi terslenebilir bir halka

olmasi i¢in gerek ve yeter sart 12 nin tamlik bolgesi olmasidir.

Ispat. Kabul edelim ki R asal ve merkezi terslenebilir bir halka olsun. a,b € R olmak iizere
ab = 0 olsun. Bu durumda her » € R i¢in abr = 0 ve R merkezi terslenebilir oldugundan
bra merkezdedir. bra elemanini b ile yer degistirildiginde bbra = brabra = 0 elde edilir.
Kabulden her ¢t € R i¢in b(bra) = 0 sagdan ¢ € R ile ¢arpildiginda b(bra)t = 0 ve R

merkezi terslenebilir oldugundan bratb merkezdedir. bratb elemanini 6zel olarak ra ile yer
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degistirildiginde ra(bratb) = brat(bra) = br(ab)rat = 0 olup (bra)t(bra) = 0 ve buradan
(bra)R(bra) = 0 elde edilir. R asal oldugundan bra = 0 ve boylece bRa = 0 olup a = 0
yada b = 0 bulunur. O halde R tamlik bolgesidir. Tersine kabul edelim ki R tamlik bolgesi
olsun. Lemma 3.25. ten R asal ve terslenebilir bir halkadir. Her terslenebilir halka merkezi

terslenebilir oldugundan sonug agiktir. m

Teorem 3.27. [14] Eger R merkezi terslenebilir bir halka ise bu durumda 2-asallidir. Tersi

ise halkanin yar1 asal olmasi durumunda dogrudur.

Ispat. R merkezi terslenebilir bir halka olsun. P(R), R nin bir nil ideali oldugundan P(R) C
N(R) seklindedir. @ € N(R) olsun. Bu durumda pozitif bir n tamsayisi igin ¢ = 0
seklindedir. Kabul edelim ki; bir () asal ideali i¢in a ¢ @ olsun. R merkezi terslenebilir
oldugundan a merkezdedir. 7,_1,7,_2,...,72,71 € R olmak lizere ar,_iar,_s....arsaria =
Tn_1Tn—2...rar1a™ = 0 elde edilir. Biitiin asal P idealleri i¢in aR(ar,_1ar,_s....arsaria) C
P olup a ¢ Q oldugundan aR(ar,_sar,_3....arsar;a) C P seklindedir. Bu sekilde
ilerlendiginde aRa C P elde edilir. Bu ise bir ¢eligkidir. Boylece N(R) C P(R) bulunur.
Tersine R yari asal ve 2-asall1 bir halka olsun. Bu durumda P(R) = 0 dolayisiyla

N(R) = 0 dir. Buradan R indirgenmis olup merkezi terslenebilirdir. m
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3.2. Merkezi Terslenebilir Halkalarin Baz1 Genislemeleri

Bu boliimde merkezi terslenebilir halkalarin bazi genislemeleri ele alinacaktir.

Onerme 3.28. {Ri}ie s halkalarin bir sinifit olsun. Burada / sonlu indeks kiimesidir. Bu
durumda her 7 € [ i¢in R; merkezi terslenebilirdir ancak ve ancak &;c; R; merkezi

terslenebilirdir.

Ispat. Kabul edelim ki; her i € I icin R; merkezi terslenebilir olsun.
a = (ai)ier, b= (bi)icr € SierR;

olmak tizere ab = 0 olsun. Bu durumda her ¢ € [ i¢in a;b; = 0 olur. R; merkezi terslenebilir

oldugundan b;a; eleman1 R; halkasinda merkezdedir. Her ¢ = (¢;);e; € ®er R; icin
(ba)c = (bia;)icr(ci)icr = (biaici)icr = (cibiai)ier = (ci)(bias)ier = c(ba)

olup ba; &, R; halkasinin merkezindedir.
Tersine kabul edelim ki; @;c;R; merkezi terslenebilir ve bir ¢+ € [ i¢in a;,b; € R; olmak

tizere a;b; = 0 olsun. Bu durumda
a = (0, ...,O,CLZ‘,O, ,O),b = (0, ...,O,bi,(), ,O) € Dier Rz

icin ab = 0 olup kabulden ba elemani &;¢; R; halkasinin merkezindedir. Yani her
C = (Ci)ief < ®i61Ri olup (bCL)C = c(ba). Buradan (biai)iel(cz-)ig = (ci)iej(biai)iel olup

b;a;c; = c¢;b;a; bulunur. O halde b;a; eleman1 R; halkasinin merkezindedir. m
Simdi merkezi terslenebilir halkalarin sonlu dik toplam altinda kapali oldugu gosterilecektir.

Sonug 3.29. R bir halka ve ¢* = ¢ € C'(R) olsun. Bu durumda eR ve (1 — e¢) R merkezi

terslenebilirdir ancak ve ancak R merkezi terslenebilirdir.

Ispat. e eskare elemani merkezde oldugundan eR ve (1 — e)R; R halkasinin idealleridir.

R = eR @ (1 — €)R oldugundan Onerme 3.28. den istenen sonug elde edilir. m
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R ve M halkalar olsun. R & M bilesensel toplama ve (1, m1), (re, mg) € R @ M olmak
tizere (11, mq)(r9, mao) = (1172, r1ma + myry) ¢arpma iglemleriyle bir halkadir. Bu halkaya
R nin M boyunca asikar genislemesi (trivial extension of R by M) denir ve T'(R, M) ile

gosterilir. Ayrica bu halka bilinen matris islemleri ile

|re RRmeM
0r

halkasina izomorftur.

Teorem 3.30. [13] Eger R indirgenmis bir halka ise bu durumda T'( R, R) terslenebilirdir.

Ispat. Kabul edelim ki R indirgenmis bir halka ve

ab cd
, € T(R,R)
0a 0c

i¢in

ab cd
0a 0c

=0

olsun. Buradan ac = 0 ve ad + bc = 0 denklemleri elde edilir. R indirgenmis oldugundan
(ca)? = caca = 0 olup ca = 0. Ayrica ad + bc = 0 esitliginin her iki tarafin1 soldan c ile
carpildiginda cad + cbe = 0 ve buradan cbc = 0 bulunur. Ustelik (bc)? = bcbe = 0 bulunur.
R indirgenmis oldugundan bc = ¢b = 0 ve ad = 0 = da elde edilir. Boylece

cd ab ca cb+ da
0c 0a 0 ca

olup T'(R, R) terslenebilirdir. m

Onerme 3.31. [14] Eger R merkezi indirgenmis bir halka ise bu durumda T(R, R) merkezi

terslenebilirdir.

Ispat.
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ab cd

, € T(R,R)
0a 0c
olmak tizere
ab cd
=0
0a 0c

olsun.

Bu durumda ac = 0 = ad + bc bulunur. Kabulden R merkezi indirgenmis oldugundan ca
merkezdedir. Bu durumda (ad)® = (—bc)(ad)(—bc) = b(ca)dbc = bdbcac = 0 olup R
merkezi indirgenmis oldugundan ad merkezdedir.

Ustelik (da)* = dadad(ad)a = dadad(—bc)a = dadacad(—b) = 0 olup da merkezdedir ve
(cb) = cbebe(be)b = cbebe(—ad)b = —cbeb(ca)db = 0 olup cb merkezdedir. Bu durumda

da ve cb merkezdedir. Boylece

cd ab
0c 0a

merkezdedir. m

Uyar1 3.32. R bir halka ve S C R c¢arpimsal kapali bir kiime olsun. Bu durumda R x S
iizerinde ~ bagintisi (a, s) ~ (a’, s") olmasi i¢in gerek ve yeter sart u(as’ — a’s) = 0 olacak
sekilde bir v € S vardir. Bu bagint1 bir denlik bagintisidir ve her bir [(a, s)] denklik sinifi a4

s

ile gosterilir. Biitiin denklik siniflarin kiimesi
a
SR = {—]aeR,seS}
s

kiimesi

ve
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ad  ad

s s ss’

islemleriyle birlikte bir halkadir.

Onerme 3.33. [14] R bir halka olsun. Bu durumda R merkezi terslenebilirdir ancak ve

ancak S~ R merkezi terslenebilirdir.

. b
Ispat. Kabul edelim ki; R merkezi terslenebilir bir halka ve g, - € S7'Rigin
r s

b
ab _
rs

olsun. Buradan a,b € Rve r,s € S i¢in

b b
ab_ab_

rs rs

oldugundan ab = 0 elde ederiz. Kabulden ba merkezdedir. O halde her g € S"'Rigin

olur. Boylece S~! R merkezi terslenebilirdir.

Tersine kabul edelim ki S~ R merkezi terslenebilir olsun. R halkas1 S~! R halkasina

gomiilebilir oldugundan sonug agiktir. =

Sonug 3.34. [14] R bir halka olsun. Bu durumda R merkezi terslenebilirdir ancak ve ancak

R[z, 27| merkezi terslenebilirdir.

ispat. S = {1, 22, 23, } R]x] in kiimesi merkezi regular elemanlarindan olusur. Istenilen

sonug¢ Onerme 3.33. den elde edilir. m

Teorem 3.35. [14] R bir Armendariz halka olsun. Bu durumda asagidaki ifadeler denktir.

(1) R merkezi terslenebilirdir.

(2) R[z] merkezi terslenebilirdir.
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(3) Rz, 2] merkezi terslenebilirdir.

Ispat. (1) = (2)

Kabul edelim ki; R merkezi terslenebilir bir halka olsun.

f(x) = ' a;x’, g(x) = Z bjxj € R[z]

icin f(x)g(x) = 0 olsun. R Armendariz oldugundan her bir ¢ ve j i¢in a;b; = 0 seklindedir.
Kabulden her bir 7 ve j i¢in b;a; merkezdedir. Buradan g(z) f (), R[x] halkasinda
merkezdedir. Boylece R[z] merkezi terslenebilirdir.

@) = ()

R halkasi; R[x] polinom halkasinin bir althalkas1 oldugundan sonug agiktir.

2) = (3)

Sonug 3.34. den elde edilir. m

Onerme 3.36. [14] R bir halka olsun. Bu durumda R merkezi terslenebilirdir ancak ve

ancak R nin Dorroh genislemesi D(R, Z) merkezi terslenebilirdir.
Ispat. Kabul edelim ki R merkezi terslenebilir olsun. (r1,n1), (r2,n2) € D(R,Z) igin
(ri,m1)(re,ng) =0
olsun.
(r1,m1) (72, ng) = (r1ra + nara + nary, ning) = (Og, 0); 71719 + nyra + nory = O

ve niny = 0 olup ny = 0 ya da ny, = 0 bulunur.

1. durum : Kabul edelim ki; n; = 0 olsun.
(ro,n2)(r1,0) = (rory + nory + 01y, 0) = (rory + ngry, 0) = ((r2 + n2lg)ry, 0)

R merkezi terslenebilir oldugundan (ry + 1zns)r; ; R de merkezdedir. Buradan
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(12, n2)(r1,m1) = (r2r1 4+ nary + nyre, nang) = (Og,0);n1 =0

oldugunda

T9T1 + Naor1 = O,T’l(?“Q +n213) =0.

1 € R,ry +nslg € Roldugundan (r, + nylg)r € C(R).

Boylece D(R,7Z) merkezi terslenebilirdir.

II. durum : Kabul edelim ki; ny = 0 olsun. Her (r,m) € D(R,Z) olsun.
(r,m)((r2 + nolg)ry, 0) = (r(re + nolg)ry + m(re + nalg)ry + Or, m0O)

= (r(ry + nolg)ry + m(rq + nolg)ry, 0)

= ((ro + nolg)rir + m(ry + nolg)ry, 0)

= ((ro + nolg)rir + m(re + ng + 1g)r1, 0r, mO0)

= (((r2 + n2lg)r1,0)(r,m)) = ((r2 + nalg)ry, 0)(r,m)

Buradan D(R, Z) Dorroh geniglemesi merkezi terslenebilirdir.

Tersine kabul edelim ki; D (R, Z) merkezi terslenebilir olsun. a,b € R i¢in ab =0
olsun. Bu durumda (a, 0)(b,0) = (0, 0) olup kabulden (b,0)(a,0); D(R,Z) de
merkezdedir. Ozel olarak; (r, 0) ile yer degistirildiginde (b,0)(a,0)(r,0) =

(r,0)(b,0)(a,0) bulunur. Buradan bar = rab olup R merkezi terslenebilirdir. m
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4. SIMETRIK HALKALARIN GENELLESTIRMELERI

Bu boliimde merkezi simetrik halka olarak adlandirilan simetrik halkalarin bir genellestirmesi

verilmektedir. Simetrik halkalardaki bazi sonuglar; merkezi simetrik halkalara genisletilir.

4.1. Merkezi Simetrik Halkalar

Tanim 4.1. [11] R bir halka olsun. abc = 0 olacak sekilde her a,b,c € R icin acb = 0

oluyorsa R ye simetrik (symmetric) halka denir.

Uyar1 4.2. Denk bir kosul abc = 0 iken bac = 0 olmasidir.

Asagida simetrik halkalarin bir genellestirmesi olan merkezi simetrik halka kavrami

verilmektedir.

Tanim 4.3. [11] R bir halka olsun. abc = 0 olacak sekilde her a, b, ¢ € R igin bac € C(R)

ise R ye merkezi simetrik (central symmetric) halka denir.

Her simetrik halka merkezi simetrik halka olmasina ragmen, her merkezi simetrik halka

simetrik olmak zorunda degildir.

Ornek 4.4. [11] z,y, ~ bilinmeyenler olmak iizere
R ={ay+ a1z + asy + asz | ap, a1, as, a3 € Z}
kiimesi goz Oniine alinsin. R tizerinde bilesensel toplama ve ¢carpma islemi:

(ao + a1z + agy + asz) (bo + b1 + boy + bsz) =
aobo + (CLle + (llbo)ZIJ + (aon + (lgbo)’y + (a0b3 + (lgbo + albg)Z

ile tanimlandiginda R birimli bir halkadir. Bu carpimda xy = z ve 1 birimi diginda biitiin

carpimlar sifirdir [27, Ornek 5.1]. Ayrica 22 = y?> = 0, 22 = 2oy = 0 = xyr = 27 Ve
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zy = xyy = 0 = yry = yz oldugundan z merkezdedir. Boylece R merkezi simetriktir.

Diger taraftan yz = yx1 = 0 ancak xyl = 2 olup R simetrik degildir.

Asagidaki onerme merkezi simetrik bir halkanin hangi kosullar altinda simetrik oldugunu

ortaya koymaktadir.

Onerme 4.5. [11] Eger R bir simetrik halka ise bu durumda R merkezi simetriktir. Tersi R

nin asagidaki kosullardan birini saglamast durumunda dogrudur.

(D
2)

3)

R bir yar1 asal halkadur.
R bir sag (sol) p.p. halkadir.

R bir sag (sol) devirli yari-Baer halkadir.

Ispat. Her simetrik halkamin merkezi simetrik oldugu aciktir. Tersine R bir merkezi simetrik

halka ve a,b,c € R icin abc = 0 olsun. R merkezi simetrik oldugundan bca merkezdedir.

Simdi asagidaki durumlar gdz Oniine alinsin.

o))

2)

3)

R bir yart asal halka olsun. Her = € R i¢in (bca)x(bca) = (bca)(bca)xz = 0 olup R

yar1 asal oldugundan bca = 0 elde edilir. Boylece R simetriktir.

R bir sag p.p. halka olsun. Bu durumda rz(a) = eR olacak sekilde bir e eskare
eleman: vardir. Buradan bc € rr(a) ve bc = er olacak sekilde r € R vardir. Boylece
ebc = e*r = bc elde edilir. ¢ € eR = rg(a) oldugundan ae = 0 bulunur. bea =
e(bca) = be(ae) = 0 olup R simetriktir. Benzer bir ispat R nin bir sol p.p. halka

olmasi1 durumunda verilebilir.

R bir sag devirli yari-Baer halka ve a,b,c € R i¢in abc = 0 olsun. R sag devirli
yari-Baer oldugundan rr(aR) = eR olacak sekilde bir e eskare eleman1 vardir.

Buradan ae = 0 bulunur. Diger taraftan her x € R icin axzbca = abcax = 0 olup
bca € rr(aR) = eR. Boylece bca = ebca = beae = 0. O halde R simetriktir. Benzer

bir ispat halkanin sol devirli yari-Baer olmas1 durumunda verilebilir.
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Sonug 4.6. [11] Eger R bir merkezi simetrik halka ise asagidaki kosullar denktir.

(1) R bir sag p.p. halkadir.
(2) R bir sol p.p. halkadir.
(3) R bir sag devirli yari-Baer halkadir.

(4) R bir sol devirli yari-Baer halkadir.

Ispat. Onerme 4.5. den aciktir. m

Lemma 4.7. Biitiin indirgenmis halkalar simetriktir.

Ispat. R indirgenmis bir halka ve a,b, ¢ € R i¢in abc = 0 olsun. (bca)? = be(abe)a = 0 ve

R indirgenmis oldugundan bca = 0 bulunur. O halde R simetriktir. m
Halkanin merkezi indirgenmis olmasi durumunda asagidaki lemma verilmektedir.

Lemma 4.8. [11] Eger R bir merkezi indirgenmis halka ise bu durumda R merkezi simetriktir.

Ispat. R bir merkezi indirgenmis halka ve a,b,c¢ € R icin abc = 0 olsun. Bu durumda
(cab)? = c(abc)ab = 0 olup ve R merkezi indirgenmis oldugundan cab merkezdedir. Diger
taraftan (bca)? = be(abe)a = 0 olup ve R merkezi indirgenmis oldugundan bca merkezdedir.
Boylece her r € R igin (arbc)®> = ar(bca)rbc = abcar?bc = 0 olup ve R merkezi
indirgenmis oldugundan arbc merkezdedir. Her r € R igin (abrc)® = abr(cab)r(cab)rc =
ab(cab)r(cab)rre = 0 olup ve R merkezi indirgenmis oldugundan abrc merkezdedir.
(bera)? = ber(abe)ra = 0 olup ve R merkezi indirgenmis oldugundan bera merkezdedir.
(carb)? = car(bca)rb = c(abc)arrb = 0 olup ve R merkezi indirgenmig oldugundan
carb merkezdedir. Herhangi r,s € R i¢in (arbsc)® = arbs(carb)sc = (arb)carbssc =
ar(bca)rbs®c = (abc)arrbs*c = 0 olup ve R merkezi indirgenmis oldugundan arbsc
merkezdedir. Ayrica acbac merkezde ve (acbac)? = 0 oldugundan (bac)? =
b(acbac)b(acbac) = 0 bulunur. R bir merkezi indirgenmis halka oldugundan bac merkezdedir.

O halde R bir merkezi simetrik halkadir. =

Onerme 4.9. [11] R bir merkezi simetrik halka olsun. Bu durumda R bir Abelyan halkadir.
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Ispat. Kabul edelim ki R bir merkezi simetrik halka olsun. e; R de bir eskare eleman ve
r € Rolsun. e(re —ere) = 0 ve (er — ere)e = 0 olup R merkezi simetrik oldugundan
(re — ere)e ve e(er — ere) merkezdedir. (re — ere)e € C(R) oldugundan ozel olarak e
ile yer degistirildiginde. e(re — ere)e = (re — ere)e? = 0 ve buradan re = ere elde
edilir. Benzer sekilde e(re — ere) € C(R) oldugundan 6zel olarak yerdegistirdigimizde
e(er — ere) = e(er — ere)e = 0 ve buradan er = ere elde edilir. Bdylece her r € R i¢in

er = re olup e merkezdedir. O halde R Abelyandir. m

Asagidaki teoremde bir merkezi simetrik halkanin hangi durumlarda indirgenmis oldugu

verilmektedir.

Teorem 4.10. [11] R bir merkezi simetrik halka olsun. Bu durumda asagidakiler vardir.

(1) Eger R bir yar1 asal halka ise o zaman [? indirgenmistir.

(2) Eger R bir sag (sol) p.p. halka ise o zaman R indirgenmistir.

Ispat. R bir merkezi simetrik halka ve a € R icin a®> = 0 olsun.

(1) Bu durumda her 7 € R i¢in ra? = 0 olup ara merkezdedir. Buradan s € R igin
(ara)s(ara) = arasara = ara®ras = 0 yani (ara)R(ara) = 0 bulunur. R bir yari
asal halka oldugundan ara = 0 ve buradan aRa = 0 elde edilir. R bir yar1 asal halka

oldugundan a = 0 olup bdylece R indirgenmistir.

(2) R bir sag p.p. halka ve a € R igin a® = 0 olsun. Bu durumda rz(a) = eR olacak
sekilde bir e egkare elemani vardir. Buradan a € rg(a) olup ae = 0 ve a = ea bulunur.

Onerme 4.9. den e merkezde olup a = ea = ae = 0.

Her simetrik halkanin terslenebilir oldugu iyi1 bilinir. Bu ifadenin tersi ise yar1 asal halkalar

icin saglanir. Boylece asagidaki 6nerme verilmektedir.

Onerme 4.11. [11] R bir merkezi simetrik halka olsun. Bu durumda R merkezi

terslenebilirdir. Eger R bir yar1 asal halka ise ifadenin tersi dogrudur.
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Ispat. R bir merkezi simetrik halka ve a,b € R i¢in ab = 0 olsun. Bu durumda abl = 0
olup kabulden bal = ba merkezdedir. Boylece R merkezi terslenebilirdir. Simdi R bir yari
asal merkezi terslenebilir halka ve a, b, c € R icin abc = 0 olsun. a, b ve c¢ yi sifirdan farkli
kabul edebiliriz. Her » € R igin ab(cr) = 0 olup buradan crab merkezdedir. Her t € R
i¢in (crab)*t = cr(abc)rabt = (crab)t(crab) seklindedir. R bir yar1 asal halka oldugundan
crab = 0 bulunur. Her s € R igin cra(bs) = 0 ve buradan bscra merkezdedir. Ustelik
(bscra)?* = bs(crab)scra = 0. Benzer sekilde R bir yari asal halka oldugundan bscra = 0
bulunur. Ozel olarak s = a ve r = b alindiginda (bac)? = bacbac = 0 elde edilir. Her
t € Rigin (bac)*t = 0 ve R merkezi terslenebilir oldugundan bactbac merkezdedir ve
(bactbac)?* = 0. Bu durumda bactbac Rbactbac = 0 elde edilir. R yar1 asal halka oldugundan

bactbac = 0 bulunur. Buradan bac = 0 olup R bir simetrik halkadir.

Sonuc 4.12. Her merkezi indirgenmis halka merkezi terslenebilirdir.

Ispat. Lemma 4.8. den her merkezi indirgenmis halka merkezi simetrik olup Onerme 4.11.

den merkezi terslenebilirdir. m

Bir merkezi simetrik halkanin homomorfik goriintiisii merkezi simetrik olmak zorunda

degildir. Asagidaki drnekte bu gosterilmektedir.

Ornek 4.13. Z(y); Z,[y] polinom halkasimn kesirler cismini ve R = Z(y)[z]; =
bilinmeyen ve xy + yx = 1 bagintistyla Zs(y) tizerinde polinom halkasini gostersin.

([10, Sayta 30], [7, Uyar1 3.9] ve [27, Ornek 5.3]) ten R nin esas ideal bolgesi ve dolayisiyla
degismeli olmayan tamlik bolgesi oldugu agiktir. 7 = 2R olsun. Bu durumda 7; R nin bir
maksimal idealidir. S = R/I boliim halkasi ve a, b, ¢ € R i¢in abc = 0 olsun. R bir tamlik
bolgesi oldugundan a,b,c den en az biri sifirdir. Boylece bac = 0 olup bac merkezdedir. O
halde R bir merkezi simetrik halkadir. Diger taraftan 7,7 € Si¢inz? = OolupZy + 5T = 1
elde edilir. Son esitligi sagdan T ile carpildifinda 72 = 0 esitliginden yararlanildi§inda = 3
T = 7 bulunur. Eger S bir merkezi simetrik halka olsaydi; (Z 7 — 1)Z = 0 olmasi

Z(T ¥ — 1) = —7 nin merkezde olmasini gerektirirdi. T merkezde olmadigindan bu bir

celigkidir.
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“ Bir halkanin homomorfik goriintiisii ne zaman merkezi simetrik olur? ” sorusuna

cevap aranmaktadir.

Lemma 4.14. [11] R bir tersinir-merkezi halka olsun. Eger I; R nin bir nil ideali ise bu

durumda R ve R/I merkezi simetrik halkalardir.

Ispat. i1k olarak bir tersinir-merkezi halkada, iistel sifirli elemanlarin merkezde oldugu

gosterilecektir. a € N(R) olsun. Bu durumda o™ = 0 olacak sekilde bir n pozitif tamsayisi
vardir. (14+a)(1—a+a*—a*+...+(=1)""'a" ') = 1 olup (1 + a) merkezdedir. Buradan
a merkezde bulunur. a,b,¢c € R,a:=a+ I ve R := R/I olmak tizere @ b¢ =0 olsun. Bu
durumda abc € I ve I bir nil ideal oldugundan abc bir iistel sifirli elemandir. Buradan 1+-abc
merkezde ve boylece abc merkezdedir. Simdi (¢ @ b)?= 0 ve (b ¢ @)?= 0 olmasi (cab)? € I ve
(bca)? € I olmasimi gerektirir. O halde cab ve bca merkezdedir. Her r € Rigina bc7=0

olmasi (¢ 7 @ b)?= 0 olmasim gerektirir. Buradan (crab)? € I ve (crab)? bir iistel sifirl

W

elemandir. O halde her r € R icin crab merkezdedir. Benzer sekilde (h5¢a@)> =b35cab
¢@ = 0 olmasi her s € R i¢in bsca elemanmin merkezde olmasim gerektirir. Ustelik ¢ 7 @
b bir iistel sifirli eleman ve merkezde oldugundan (b5 ¢ 7 @)= 0 bulunur. Buradan s,7 € R
icin bscra merkezdedir. b ¢ b @ bir iistel sifirli eleman ve merkezde oldugundan (b@¢)* = 0

olup bac merkezdedir. Béylece b @ ¢ merkezdedir. m

Asagidaki ornekte bir R halkasi ve R nin bir / ideali i¢in R/I bir merkezi simetrik halka

olmasina ragmen R nin merkezi simetrik olmadig1 verilmektedir.

.. FF
Ornek 4.15. [11] F bir cisim R = ve e;;; 1. satir, j. siitun bileseni 1 diger
0F

yerlerde O (sifir) olan matrisi gostersin.

I = epR olsun. Bu durumda /, R nin bir idealidir ve R/I bir degismeli halkadir. Bu
sebeple R/I merkezi simetriktir. A = €99, B = €17 + €15 ve C = A + B elemanlar goz
ontine alinsin. Bu durumda ABC' = 0 olmasina ragmen BAC' = e;, merkezde degildir.

Gercekten eq1e12 = €15 ve ej9e1; = 0. Buradan R merkezi simetrik degildir.

R bir halka ve I; R nin bir ideali olsun. Eger aRb C [ olmasi a € [ yada b € [ olmasini
gerektiriyorsa [ ya asal ideal denir. Eger ab € [ olmasi a € [ yada b € [ olmasini

gerektiriyorsa [ ya tamamen asal ideal denir. Tamamen asal idealler asal ideallerdir. Ancak

32



tersi dogru degildir. Herhangi bir n pozitif tamsayisi i¢in bir cisim {izerinde n X n tipindeki
biitiin matrislerin halkas1 goz 6niine alinsin. Sifir ideali; asal ideal olmasina ragmen tamamen

asal degildir.

Asagidaki lemmada tamamen asal ve indirgenmis bir 7 ideali ile R/I bir merkezi simetrik

halka iken R nin de simetrik halka oldugu gosterilmektedir.

Lemma 4.16. [11] R bir halka ve /; R nin tamamen asal ve indirgenmis bir ideali olsun.
Eger R/I bir merkezi simetrik halka ise bu durumda R simetriktir. Ustelik R merkezi

simetriktir.

Ispat. a,b,¢ € R icin abc = 0 olsun. Bu durumda@ b ¢ = 0. Her 7 € R/Ii¢inabe

jov B
~
~

0 seklindedir. R/I merkezi simetrik oldugundan b @ ¢ 7 merkezdedir. Ayrica her 7 €

icin 7 @ b ¢ = 0 olup R/I merkezi simetrik oldugundan b 7 @ ¢ merkezdedir. Buradan

abac)colupacbecba(babac)c=acd(
bcbababac)c=albcbababac)cc =0 bulunur. Buradan (bac)* € I ve I tamamen
asal oldugundan bac € [ olupa € [ veyab € I veya ¢ € I bulunur. Boylece cab € [
ve (cab)? = 0 bulunur. [ indirgenmis oldugundan cab = 0 elde edilir. Benzer sekilde her
r,s,u € Rigin (bsca)® = 0 ve bsca = 0, (arbsc)? = 0 ve arbsc = 0, (cuarbs)? = 0 ve

cuarbs = 0. Buradan her r, s,u € R igin bscuar = 0. Bu ise (bac)? = bacbac = 0 olmasini

gerektirir. Boylece bac = 0 bulunur. O halde R simetrik yani merkezi simetriktir. m

Tanmim 4.17. [22] R bir halka olsun. a, b, ¢ € R igin eger abc € N(R) iken acb € N(R) ise

R ye zayif simetrik (weak symmetric ) halka denir.
Asagida merkezi simetrik olmayan ancak zayif simetrik olan bir halkanin varlifina yonelik
bir 6rnek verilmektedir.

Ornek 4.18. [11] Bilesenleri tamsayilar halkasindan gelen 3 x3 tipindeki iist licgensel

matrislerin

77 Z
R=1072%
002
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halkas1 goz oniine alinsin.

012 111 111
A=loo00|,.B=[00-2].C=[011|eR
000 00 1 001

icin ABC = 0. Buna ragmen

013
BAC=1000

000

olup BAC merkezde degildir. Buradan R bir merkezi simetrik halka degildir. Ayrica [22,

Onerme 2.3] ten R zayif simetriktir.

Uyar1 4.19. Onerme 4.9. un tersi genelde dogru degildir. Yani her Abelyan halka merkezi

simetrik olmak zorunda degildir.

Ornek 4.20. [5]

b
R= ¢ | a,b,¢c,d € Z,a = d (mod2),b = c =0 (mod2)
cd

halkas1 goz oniine alinsin. 0 (sifir) ve [5 (birim) matrisler ; R nin tek eskare elemanlari

oldugundan R Abelyan halkadir.

02 22 12
A= ,B = ,C = €ER
02 00 21

icin ABC = 0 olmasina ragmen

16 8
BAC = £0
00

oldugundan merkezde degildir.
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14

= eER
21
icin

16 8 14 32 72
(BAC)X = = ,

00 21 00

14 16 8 16 8
X(BAC) = =

21 00 32 16

(BAC)X # X(BAC) oldugundan BAC'; R halkasinin merkezinde yer almaz.
Asagidaki sonu¢ Onerme 4.9. un tersinin sag devirli projektif halkalar icin dogru oldugunu

gostermektedir.

Onerme 4.21. [11] R bir sag p.p. halka olsun. Eger R Abelyan ise bu durumda R merkezi

simetriktir.

Ispat. a,b,c € R icin abc = 0 olsun. Kabulden r(a) = eR olacak sekilde bir e eskare
elemani vardir. e € eR oldugundan ae = 0 ve bc = ebc elde edilir. R Abelyan oldugundan

bca = ebca = bcae = 0 bulunur. Boylece R simetrik yani merkezi simetriktir m

Sonuc¢ 4.22. [11] Her merkezi simetrik halka dik sonludur.

Ispat. Her Abelyan halka dik sonlu oldugundan sonu¢ Onerme 4.9. dan aciktir. m

Onerme 4.23. [11] R bir merkezi simetrik halka olsun. Bu durumda asagidakiler saglanur.

(1) R merkezi yari-degismelidir.
(2) R zayif yari-degismelidir.
Ispat. (1) a,b € R igin ab = 0 olsun. Bu durumda her » € R icin rab = 0 olur ki; arb

merkezdedir. Boylece R merkezi yari-degismelidir.

(2) a,b € Ri¢in ab = 0 olsun. Buradan abl = 0 olup ba merkezdedir. Her r € R i¢in
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(arb)? = arbarb = ar(ba)rb = ar*b(ab) = 0 elde edilir. Boylece arb iistel sifirli eleman

olup R zayif yari-degismelidir. m

Onerme 4.24. [11] R bir halka olsun. Bu durumda R bir tamlik bolgesidir ancak ve ancak

R nin asal ve merkezi simetriktir.

Ispat. ilk olarak R bir tamlik bolgesi ve a,b € R i¢in aRb = 0 olsun. Bu durumda ab = 0
olup a = 0 yada b = 0 bulunur. O halde R asaldir. a, b, c € R olmak iizere abc = 0 olsun.
Bu durumda a = 0 yada b = 0 ya da ¢ = 0. Buradan bac = 0 olup merkezdedir. O halde R
merkezi simetriktir.

Tersine R asal ve merkezi simetrik halka ve a,b € R icin ab = 0 olsun. Bu durumda
her r € R i¢in rab = 0 ve abr = 0 elde edilir. R merkezi simetrik oldugundan arb ve
bar merkezdedir. Buradan her » € R icin (arb)R(arb) = R(arb)(arb) = Rar(bar)b =
Ra(bar)rb = R(ab)ar’*h = 0 elde edilir. R asal oldugundan her r € R igin arb = 0 ve
aRb = 0 bulunur. R asal oldugundan ¢ = 0 ya da b = 0 bulunur. O halde R bir tamlik

bolgesidir. =

Teorem 4.25. [11] Eger R bir merkezi simetrik halka ise bu durumda R, 2 — asallidir. Tersi

halkanin yar1 asal olmas1 durumunda dogrudur.

Ispat. P(R) bir nil ideal oldugundan P(R) C N(R) oldugu aciktir. Ispati tamamlamak
icin N(R) < P(R) oldugunu gostermeliyiz. a € N(R) ve kabul edelim ki a* = 0 olsun.
Bu durumda her r € R i¢in ra® = 0 olup ara merkezdedir. Her s € R i¢in ara y1 sa
ile yer degistirildiginde arasa = 0 € P elde edilir. Her P asal ideali i¢in a € P olup
buradan @ € P(R) bulunur. Kabul edelim ki; a®> = 0 olsun. Bu durumda her r € R igin
ra® = 0, ar® = 0 ve kabulden a’ra ve ara® merkezdedir. Her s € R icin a’ra ile sa yer
degistirildiginde a*rasa = 0 elde edilir. Her ¢t € R i¢in ta*rasa = 0 olup kabulden arasata
merkezdedir. Her z € R i¢in arasata ile az yer degistirildiginde ve her r € R i¢in ara® nin
merkezde olmasindan (az)(arasata) = (arasata)(az) = aras(ata®)z = (ata*)arasz = 0
elde edilir. z,t¢,r ve s keyfi oldugundan a € P(R) elde edilir. Nilpotent indeksi iizerinde
timevarim yapildiginda P(R) nin R nin biitiin iistel sifirh elemanlarin igerdigi goriiliir.

Buradan R halkas1 2 — asallidir.
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Tersine R yar1 asal ve 2 — asalli bir halka olsun. Bu durumda R simetrik ve dolayisiyla

merkezi simetriktir. m

Sonuc 4.26. [11] R bir merkezi simetrik halka olsun. Bu durumda R/P(R) merkezi simet-

riktir.

R bir halka olmak iizere eger her a € R icin a = aba olacak sekilde b € R varsa R ye von
Neumann diizenli halka denir. Eger her a € R i¢in a = a?b olacak sekilde b € R varsa R
ye giiclii diizenli (strongly regular) halka denir. Simdi simetrik, merkezi simetrik, diizenli,

giiclii diizenli ve Abelyan halkalar arasindaki iligkiyi verelim.

Teorem 4.27. [11] R bir halka olsun. Bu durumda asagidakiler denktir.

(1) R giiclii diizenlidir.
(2) R von Neumann diizenli ve simetriktir.
(3) R von Neumann diizenli ve merkezi simetriktir.

(4) R von Neumann diizenli ve Abelyandir.

Ispat. (1) = (2) Giiglii diizenli halkalarin von Neumann diizenli oldugu agiktir. a,b,c € R
olmak iizere abc = 0 olsun. Bu durumda (bca)? = be(abe)a = 0 ve bir r € R igin (bac)*r =
bac olup bea = 0 elde edilir. Bu durumda R simetriktir.

(2) = (3) Her simetrik halka merkezi simetrik oldugundan sonug agiktir.

(3) = (4) Her merkezi simetrik halka Abelyan oldugundan sonug agiktir.

(4) = (1) a € R olsun. R von Neumann diizenli oldugundan a« = aba olacak sekilde
bir b € R vardir. Diger taraftan (ab)> = abab = ab bir eskare eleman olup R Abelyan
oldugundan ab merkezdedir. Buradan a = (ab)a = a?b elde edilir. Her a € R i¢in a giiclii

diizenli oldugundan R giiclii diizenlidir. m
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5. TERSLENEBILIR VE SIMETRIK HALKALARIN KATI VERSIYONU

Bu boliimde; terslenebilir ve simetrik halkalarin diger bir genellestirmesi olan a-terslenebilir

ve a-simetrik halkalar ¢aligilacaktir. Burada « bir halka endomorfizmasidir.

5.1. « — Terslenebilir Halkalar ve o« — Simetrik Halkalar

Tanim 5.1. [24] R bir halka olsun. Eger ab = 0 olacak sekilde her a, b € R i¢in ve ba(a) =
0 oluyorsa R ye sag o — terslenebilir (right oo — reversible) halka denir. Eger ab = 0 olacak
sekilde her a,b € R icin a(b)a = 0 oluyorsa R ye sol a — terslenebilir (left o« — reversible)
halka denir. Eger R hem sag hem de sol o — terslenebilir ise R ye o — terslenebilir (o —

reversible) halka denir.

Asagida terslenebilir olan ancak o — terslenebilir olmayan bir halka 6rnegi verilmektedir.

Ornek 5.2. [24] R = Z, x Z halkas1 bilesensel toplama ve ¢arpma islemleriyle goz Gniine
almsm. o« : R — R endomorfizmasi a((a, b)) = (b, a) ile tammmlansi. R degismeli ve
indirgenmis bir halkadir. Dolayisiyla R terslenebilirdir.
(0,1),(1,0) € Rigin (0,1)(1,0) = 0 olmasina ragmen

(1,0) a((0,1)) = (1,0)(1,0) = (1,0) #0
oldugundan R sag o — terslenebilir halka degildir. Bu yilizden R o — terslenebilir halka
degildir.
Tanmm 5.3. [9] R bir halka olsun. a, b € R olmak iizere eger aa(b) = 0 < ab = 0 oluyorsa

R ye a — uyumludur (o« — compatibility) denir.

Asagidaki 6nermede o — terslenebilir halka ve indirgenmis halka arasindaki iligkiye deginil-

mektedir.

Onerme 5.4. [24] R bir halka olsun. Eger R indirgenmis ve o — uyumlu ise bu durumda R

o — terslenebilirdir.
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Ispat. Kabul edelim ki; R bir indirgenmis o — uyumlu halka ve a,b € R ic¢in ab = 0
olsun. o — uyumluluktan aa(b) = 0 ve indirgenmislikten a(b)a = 0 bulunur. O halde R
sol a — terslenebilirdir. Diger taraftan R indirgenmis oldugundan ab = 0 iken ba = 0 ve
a — uyumluluktan ba(a) = 0 elde edilir. O halde R sag a — terslenebilirdir. R hem sag hem

de sol o — terslenebilir oldugundan R o — terslenebilir halkadir. m
Asagidaki teoremde terslenebilir ve o — terslenebilir halkalar arasindaki iligki verilmektedir.

Teorem 5.5. [24] R bir o — uyumlu halka olsun. Bu durumda R terslenebilirdir ancak ve

ancak R; a — terslenebilirdir.

Ispat. Kabul edelim ki; R bir terslenebilir halka ve a,b € R icin ab = 0 olsun. R
terslenebilir oldugundan ba = 0 ve o — uyumluluktan ba(a) = 0 elde edilir. Dolayisiyla
R sag o — terslenebilir halkadir. Diger taraftan o — uyumluluktan ab = 0 iken ax(b) = 0
elde edilir. R terslenebilir oldugundan «(b)a = 0 bulunur. Dolasiyla R sol a — terslenebilir
halkadir. Bu yiizden R; a — terslenebilirdir.

Tersine kabul edelim ki; R bir o — terslenebilir halka ve a,b € R i¢in ab = 0 olsun. R sag
« — terslenebilir oldugundan ba(a) = 0 ve o« — uyumluluktan ba = 0 bulunur. O halde R bir

terslenebilir halkadir. =

Tanim 5.6. [9] R bir halka olsun. Eger ac(a) = 0 olacak sekilde her a € R i¢ina = 0
oluyorsa R nin v —endomorfizmasina katidir (rigid) denir. Eger R nin bir kat1 o endomorfiz-

masi varsa R ye a — katt (o — rigid) halka denir.
Onerme 5.7. [9] R bir halka olsun. Eger R bir o —kat1 halka ise bu durumda R indirgenmis-

tir.

Ispat. Oncelikle cv—kati endomorfizmanin monomorfizma oldugu aciktir. Gercekten ala) =
0 iken ac(a) = 0 olup o — kat1 endomorfizma oldugundan a = 0 bulunur. Boylece « bir
monomorfizmadir. Ayrica eger R bir o — kat1 halka ise R indirgenmigstir. Ger¢ekten a € IR

i¢in a® = 0 olsun. Bu durumda aa(a?)a?(a) = 0 bulunur.

aa(a?)a(a) = aa(a)a(a)a(ala)) = aa(a)alaa(a)) =0
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olup R a — kat1 oldugundan ac(a) = 0 elde edilir. Tekrar R nin o — kat1 halka olmasindan

a = 0 bulunur. Boylece R indirgenmigtir. m

Teorem 5.8. R bir halka olsun. Eger R halkas1 o — kat1 halka ise bu durumda R halkasi

« — uyumludur.

Ispat. Kabul edelim ki; R bir o — kat1 halka ve a,b € R i¢in ab = 0 olsun. Onerme 5.7. den
R indirgenmis ba = 0 buradan a(ba) = 0 esitligi soldan a sagdan o?(b) ile ¢arpildiginda
aa(ba)a?(b) =0 ve

aa(b)a(a)a(a(b)) = (aa(b))a(aa(b)) =0

elde edilir. R bir o — kat1 halka oldugundan a«/(b) = 0 bulunur.

Tersine a,b € R i¢in ac(b) = 0 olsun. Bu durumda

baa(ba) = baa(b)a(a) =0

olup R bir a — kati1 halka oldugundan ba = 0 ve R indirgenmis oldugundan ab = 0 bulunur.

O halde R a-uyumludur. m

Teorem 5.9. [24] R bir halka olsun. Bu durumda R « — katidir ancak ve ancak R

indirgenmistir, o — terslenebilirdir ve o bir monomorfizmadir.

Ispat. R bir o — kat1 halka ise Onerme 5.7. den R indirgenmis ve o min monomorfizma
oldugu aciktir. Ustelik Teorem 5.8. ve Onerme 5.4. ten R o — terslenebilirdir. Tersine kabul
edelim ki; R indirgenmis, o — terslenebilir ve o bir monomorfizma olsun. a € R ig¢in
aa(a) = 0 olsun. R sag o — terslenebilir oldugundan «(a)a(a) = 0 ve buradan a(a?) = 0
bulunur. o monomorfizma oldugundan a?> = 0 ve R indirgenmis oldugundan a = 0 elde

edilir. Boylece R bir o — kati halkadir. m

Asagidaki orneklerde Teorem 5.9. da yer alan o endomorfizmasinin monomorfizma ve R

halkasinin indirgenmis olma sartlarinin kaldirilamayacag1 verilmektedir.

Ornek 5.10. [24] F bir cisim olmak iizere F cismi iizerinde polinom halkast R = F|[x]

olsun. « : R — R ve f(z) € Ricin a(f(z)) = f(0) ile tamml ov endomorfizmasi goz
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Oniine alinsin. R degismeli tamlik bolgesi oldugundan indirgenmis ve v — terslenebilirdir.

f(x) =2+ 2% g(x) =z € Rigin a(f(z)) = a(g(z)) olmasina ragmen f(x) # g(x).
O halde « bir monomorfizma degildir. Teorem 5.9. dan R bir o — kat1 halka degildir.

Ornek 5.11. Matrislerin bilinen toplama ve ¢arpma islemleri altinda

a0
R= | a,beZ
ba

halkas1 géz Oniine alinsin.

a( o a( a 0
a:R— Rve € Ricin«a =
ba ba —ba

ile taniml1 o endomorfizmasi diisiiniilsiin. Bu durumda R o — terslenebilirdir. Gergekten;

a0 c 0
X = ,Y = €ER
ba dc

icin XY = 0 olsun. Bu durumda ac = 0 ve bc+ad = 0 denklemleri elde edilir. Z tamsayilar

halkas1 degismeli tamlik bolgesi oldugundan @ = 0 veya ¢ = 0 bulunur.

1. Durum : a = Oise bc = 0 olup b = 0 ve X = 0 elde edilir. Buradan Ya(X) = 0 ve
a(Y)X = 0 olup R halkast a — terslenebilirdir.

2. Durum: ¢ = 0ise ad = 0 olup d = 0 ve Y = 0 elde edilir. Buradan Yo (X ) =0

ve a(Y)X = 0 olup R halkasi o — terslenebilirdir. Ancak R indirgenmis degildir.

00 00
00 10

eER

tistel sifirli elemanina sahiptir. Dolayisiyla 2 o« — kati halka degildir.
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Tanim 5.12. [24]

(1) R bir halka ve «; R nin bir endomorfizmasi olsun. abc = 0 olacak sekilde her a, b, c €
R igin aca(b) = 0 (a(b)ac = 0) oluyorsa o endomorfizmasina sag (sol) simetriktir

(right (left) symmetric) denir.

(2) Eger R bir sag (sol) simetrik o endomorfizmaya sahipse R halkasina sag (sol) o —
simetrik (right (left) a — symmetric) denir. Eger R hem sag hem de sol o« — simetrik

ise R ye a — simetrik (o« — symmetric) denir.
Asagidaki teorem simetrik ve o — simetrik halkalar arasindaki iligkiyi verir.
Teorem 5.13. [24] R bir a —uyumlu halka olsun. Bu durumda R simetriktir ancak ve ancak

R; o — simetriktir.

Ispat. Kabul edelim ki; R bir simetrik halka ve a,b,c € R icin abc = 0 olsun. Kabulden
acb = 0 olup o — uyumluluktan aca(b) = 0 elde edilir. R bir sag o — simetrik halkadur.
Simetrik halkalar terslenebilir oldugundan aca(b) = 0 iken a(b)ac = 0 elde edilir. R bir sol

« — simetrik halkadir. O halde R bir o« — simetrik halkadir.

Tersine, R bir o — simetrik halka ve a,b, ¢ € R i¢in abc = 0 olsun. Kabulden aca(b) = 0

olup R a — uyumlu oldugundan acb = 0 bulunur. O halde R bir simetrik halkadir. m
Asagida o — simetrik ve o — terslenebilir halkalar arasindaki iligski verilmektedir.

Onerme 5.14. [24] Her o — simetrik halka o — terslenebilirdir.

Ispat. Kabul edelim ki; R bir o — simetrik halka ve a,b € R icin ab = 0 olsun. Buradan
lab = 0 ve kabulden ba(a) = 0 elde edilir. Boylece R bir sag o — terslenebilir halkadir.
Benzer sekilde ab = 0 iken abl = 0 ve kabulden «(b)a = 0 bulunur. O halde R bir sag

« — terslenebilir halkadir. Boylece R bir aw — terslenebilir halkadir. m
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Tanim 5.15. [24]

(1) R bir halka «; R nin bir endomorfizmasi olsun. a,b € R olmak iizere eger ab = 0
olmast aRa(b) = 0 olmasini gerektiriyorsa « ya yari-degismeli (semicommutative)

denir.

(2) Eger R nin o — yari-degismeli bir endomorfizmasi varsa R ye o — yari-degismeli

(o — semicommutative) halka denir.

Teorem 5.16. [24] R bir v — uyumlu halka olsun. Bu durumda R yari-degismelidir ancak

ve ancak I? o — yari-degismelidir.

Ispat. Kabul edelim ki; R yari-degismeli bir halka ve a,b € R igin ab = 0 olsun. Bu
durumda kabulden a Rb = 0 ve o — uyumluluktan oldugundan a Ra(b) = 0 bulunur. O halde
R bir a — yari-degismeli halkadir. Simdi kabul edelim ki; R bir o — yari-degismeli halka ve
a,b € Rigin ab = 0 olsun. Kabulden a Ra(b) = 0. Bu durumda her r € R igin ara(b) = 0
ve o — uyumluluktan arb = 0 bulunur. O halde a?b = 0 olup R bir yari-degismeli halkadir.

Onerme 5.17. [24] R bir halka olsun. Eger R indirgenmis ve o — terslenebilir halka ise bu

durumda R halkas1 o — yari-degismelidir.

Ispat. a,b € Ricgin ab = 0 olsun. R bir a — terslenebilir halka oldugundan «(b)a = 0
bulunur. Esitligin her iki yan1 sagdan keyfi bir ¢ € R ile ¢arpildiginda a(b)ac = 0 ve

(aca(b))? = aca(b)aca(b) =0

elde edilir.

R indirgenmis oldugundan aca(b) = 0 olup R bir o — yari-degismeli halkadir. m
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5.2. Merkezi oo — Terslenebilir ve Merkezi a — Simetrik Halkalar

Bu boliimde sirasiyla o — terslenebilir ve o — simetrik halkalarin genellestirmeleri olan yeni

halka siniflar1 tanitilmaktadir.
Tamim 5.18. [26]
(1) R bir halka ve a,b € R icin ab = 0 iken ba(a) € C(R) ise R, merkezi sag o —
terslenebilir (central right o — reversible ) halka denir.

(2) R bir halka ve a,b € R i¢in ab = 0 iken a(b)a € C(R) ise R, merkezi sol o —

terslenebilir (central left o — reversible ) halka denir.
(3) Eger R hem merkezi sag o — terslenebilir hem de merkezi sol o — terslenebilir ise R

ye merkezi o — terslenebilir (central oo — reversible) halka denir.

Asagidaki ornek merkezi sag o — terslenebilir halka ile merkezi sol o — terslenebilir

halka kavraminin simetrik olmadigin1 vermektedir.

.. ab
Ornek 5.19. [26] R = | a,b,c € Z } halkasi goz 6niine alinsin.

0c

(1) a: R— Rve

()~ (o

ile tamimlanan R nin endomorfizmasi i¢in

ab ab
A= , B = €ER
0c 0c

olmak iizere AB = 0 olsun. Bu durumda aa’ = 0, ¢¢/ = 0 ve

ab’ + b’ = 0 elde edilir.
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Buradan

bulunur.

0 (sifir matrisi) halkanin merkezinde oldugundan R merkezi sag o — terslenebilirdir.

Buna ragmen

01 21
A: s e ER
01 00
icin AB = 0 fakat;
20 01 02
a(B)A = = ¢ C(R)
00 01 00
12 r
Gercekten; € Rigin
03
02 12 12 02
00 03 03 00

olup R merkezi sol o — terslenebilir degildir.

(2) B: R— Rve

AG)- (o

ile tammmlanan R nin endomorfizmasi i¢in

ab a b
B
0c 0c
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olmak iizere AB = 0 olsun. Bu durumda aa’ = 0, c¢’ = 0 ve

ab’ + b’ = 0 elde edilir. Buradan

00 ab 00
0c 0c 0cc

bulunur.
0 (sifir matrisi) halkanin merkezinde oldugundan R merkezi sol 5 — terslenebilirdir.

Buna ragmen

01 21
B

A= , B = eER
01 00
icin AB = 0 fakat;
21 00 01
Bp(A) = = ¢ C(R)
00 01 00

12
Gergekten; € Rigin
03

01 12 y 12 01
00 03 03 00

olup R merkezi sag 3 — terslenebilir degildir.

Teorem 5.20. [26] R bir halka olsun. Eger R; o — terslenebilir ise bu durumda R merkezi

o — terslenebilirdir.

Ispat. R bir o — terslenebilir halka ve a,b € R olmak iizere ab = 0 olsun. Bu durumda R
sag o — terslenebilir oldugundan ba(a) = 0 ve R sol a — terslenebilir oldugundan «/(b)a = 0

bulunur. Sifir halkanin merkezinde yer aldigindan R merkezi o — terslenebilirdir. m
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Teoremin tersi genelde dogru degildir. Yani merkezi o — terslenebilir olan ancak o —

terslenebilir olmayan halkalar vardir.

Ornek 5.21. [26] Ornek 3.3. te S halkasinin merkezi terslenebilir oldugu gosterildi. a: S —
S ve a(A) = A ile tammlanan S nin « endomorfizmasi goz oniine alisim. A, B € S i¢in
AB = 0 olsun. Bu durumda S merkezi terslenebilir oldugundan a(B)A = Ba(A) = BA

olup B A merkezdedir. Buna ragmen

000 010
A=1o001|.B=|000]|€S
000 000

icin AB = 0 fakat a(B)A = BA # 0.
O halde S; a — terslenebilir degildir.

Asagidaki teoremlerde o — terslenebilir ve merkezi o — terslenebilir halkalar arasindaki

iligkiler verilmektedir.

Teorem 5.22. [26] R bir & — uyumlu yar1 asal halka olsun. Eger R merkezi o — terslenebilir

ise bu durumda R; o« — terslenebilirdir.

Ispat. R bir merkezi a —terslenebilir halka ve a, b € Ricin ab = 0 olsun. Bu durumda a(b)a
ve ba(a) merkezdedir. Ayrica o — uyumluluktan aa(b) = 0 ve a(b)a merkezde oldugundan
a(b)aRa(b)a = a(b)aa(b)aR = 0 elde edilir. R yar1 asal oldugundan «(b)a = 0 bulunur.
Boylece R sol o — terslenebilirdir. Diger taraftan ab = 0 iken a(ab) = a(a)a(b) = 0 ve
a—uyumluluktan a(a)b = 0 bulunur. Buradan ba(a) merkezde oldugundan ba(a) Rba(a) =
ba(a)ba(a)R = 0 ve R yar asal oldugundan ba(a) = 0 bulunur. Bdylece R sag o —
terslenebilirdir. R hem sag o — terslenebilir hem de sol o — terslenebilir oldugundan R;

« — terslenebilirdir. m
Teorem 5.23. [26] R bir sag (sol) p.p. a — uyumlu halka olsun. Eger R merkezi o —

terslenebilir ise bu durumda R; o« — terslenebilirdir.

Ispat. R bir sag (sol) p.p. o — uyumlu halka ve a,b € R i¢in ab = 0 olsun. Bu durumda

rr(a) = eR olacak sekilde bir e eskare eleman1 vardir. Ayrica o — uyumluluktan ac(b) = 0
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bulunur. Ustelik ae = 0 ve a(b) € rp(a) = eR oldugundan ea(b) = «(b) elde edilir.
Buradan «a(b)a = ea(b)a = a(b)ae = 0 olup R sol o — terslenebilirdir. Benzer ispat sag

o« — terslenebilir olmasi durumunda verilebilir. O halde R; o — terslenebilirdir. m

Sonuc¢ 5.24. [26] R bir sag (sol) devirli quasi-Baer ve o — uyumlu halka olsun. Eger R

merkezi o — terslenebilir ise bu durumda R; o« — terslenebilirdir.

Ispat. R bir sag devirli quasi-Baer halka ve a,b € R icin ab = 0 olsun. Bu durumda
a — uyumluluktan ac(b) = 0 elde edilir. Buradan «(b) € rg(a) bulunur. R sag devirli
quasi-Baer oldugundan rr(aR) = eR olacak sekilde bir e eskare elemani vardir. Boylece

Teorem 5.23 ten istenen sonug elde edilir. ®

Onerme 5.25. [26] Her tamlik bolgesi merkezi o — terslenebilirdir.

Ispat. a,b € Ricin ab = 0 olsun. R tamlik bolgesi oldugundan @ = 0 yada b = 0.
1. Durum ¢ = 0 ise a(a) = 0 olup ba(a) = a(b)a = 0.
2. Durum b = 0 ise bu durumda «(b) = 0 olup «a(b)a = ba(a) = 0.

Boylece her iki durumda R o — terslenebilir ve o — terslenebilir halkalar merkezi o —

terslenebilir oldugundan R merkezi o — terslenebilirdir. m

Asagidaki ornekte tamlik bolgesi olmayan ancak merkezi o — terslenebilir olan bir halka

verilmektedir.

.. a0
Ornek 5.26. [26] R = | a,b € Z ; halkasi gz Oniine alinsin.
ba

(G )=

ile tammmlanan R nin endomorfizmasi i¢in R merkezi o — terslenebilirdir. Gergekten

a: R— Rve
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icin AB = 0 olsun.

Buradan ac = 0 ve bc + ad = 0 denklemleri elde edilir. Buisea = b = Oyadaa =
¢ = 0yadac = d = 0. Her bir durumda a(B)A = Ba(A) = 0 bulunur. O halde R

« — terslenebilirdir, yani R merkezi o — terslenebilirdir.

Asagidaki 6nermede merkezi o — terslenebilir halkalarin sonlu dik toplamlarinin da merkezi

a — terslenebilir oldugu gosterilmektedir.

Onerme 5.27. [26] I sonlu indeks kiimesi olmak iizere { R, },_, halkalari bir sinifi ve
a : R; — R; endomorfizma olsun. Bu durumda her ¢ € [ i¢in R; merkezi o — terslenebilirdir

ancak ve ancak @,y R; merkezi v — terslenebilirdir.
Ispat. Her i € I icin R; merkezi o — terslenebilir olsun. Ayrica

(ay,...,an),(al,...,a)) € ®icrR;

icin (ay,...,an)(a},...,a,) = 0 olsun. Bu durumda her i € [ i¢in a;a; = 0O bulunur.

N

Buradan;

(i) Her i € I i¢in R; merkezi o — terslenebilir oldugundan a)«(a;) merkezdedir.

(da(ay),. .., a alay,))

eleman1 ;<7 R; halkasinda merkezdedir. Yani;

(aia(ar), ..., aalay)) = (ay, ... d)(a(ar),...,a(a,)) = (a),...,a,)a(a, ... a,)
merkezdedir.
(i) Benzer sekilde a(al, ..., al)(aq,...,a,) elemani da @;c; R; halkasinda merkezdedir.

(1) ve (ii) den ;<1 R; halkas1i merkezi oo — terslenebilirdir.
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Tersine @;c; R; halkasi merkezi o — terslenebilir ve bir ¢ € [ i¢in a;,a} € R; olmak iizere

a;a;, = 0 olsun. Bu durumda

(0,...,a;0,...,0)(0,...,a,0,...,0) =0

olup kabulden

a(0,...,a;,0,...,0)(0,...,a:0,...)

Ve

merkezdedir. Buradan a;«(a;) ve a(a})a; elemanlar1 R; halkasinda merkezdedir. Boylece

R; merkezi o — terslenebilirdir. m

Asagida bir R halkasinin yerellestirmesi iizerinde merkezi o — terslenebilir olma durumu

verilmektedir.

Onerme 5.28. [26] « bir epimorfizma olmak iizere R merkezi o — terslenebilirdir ancak ve

ancak S™'R merkezi o« — terslenebilirdir.

Ispat. Kabul edelim ki; R bir merkezi o — terslenebilir halka ve a,b € R, r, s € S icin

b
22 = 0 olsun. Bu durumda ab = 0 olup ba(a) ve a(b)a merkezdedir.
rs
c
-eS'R
d
icin

Benzer sekilde
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olur. Boylece S~ R merkezi o — terslenebilirdir.

Tersine S~ R bir merkezi o — terslenebilir halka ve a, b € R i¢in ab = 0 olsun. Bu durumda

a b
:—b:— -1
a T 165 R

ve (1) = 1 alindiginda sonug agiktir. m
Asagida merkezi o — simetrik olarak adlandirilan halkalarin yeni bir sinifi tanitilmaktadir.

Tanim 5.29. [26] R bir halka olsun.

(1) abc = 0 olacak sekildeki her a,b, ¢ € R igin aca(b) merkezde ise R ye merkezi sag

o — simetrik (central right oo — symmetric ) halka denir.

(2) abc = 0 olacak sekildeki her a,b,c € R i¢in a(b)ac merkezde ise R ye merkezi sol

o — simetrik (central left « — symmetric ) halka denir.

(3) Eger R hem merkezi sag a—simetrik hem de merkezi sol a—simetrik ise R ye merkezi

o — simetrik (central oo — symmetric ) halka denir.

Teorem 5.30. [26] R bir halka olsun. Eger R merkezi o — simetrik ise bu durumda R

merkezi o — terslenebilirdir.

Ispat. a,b € Ricin ab = 0 olsun. Bu durumda ab = abl = 0 olup a(b)al=a(b)a
merkezdedir. Ustelik 1lab = 0 olup lba(a) = ba(a) merkezdedir. Boylece R merkezi

o — terslenebilir halkadir. =

Uyar 5.31. Eger R; o — simetrik ise bu durumda IR merkezi o« — simetriktir.

Asagidaki 6nerme merkezi a-simetrik halkalarin sonlu dik toplam altinda kapali oldugunu

gostermektedir.
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Onerme 5.32. [26] I sonlu indeks kiimesi ve {R;},c; halkalarin bir sinifi olsun. a : R; —
R; endomorfizma olmak iizere bu durumda her ¢ € i¢in R; merkezi o — simetriktir ancak ve

ancak ®;c; R; merkezi o — simetriktir.

Ispat. Her i € I icin kabul edelim ki; R; merkezi o — simetrik halka olsun.

(a1,...,ap), (b1, ..., bn),(C1y. .., Cn) € Bicr R

olmak tizere

(@1,...,a,) (b1, ..., 0p)(c1,. .. cn) =0

olsun. Bu durumda (a;bicy, . . ., a,byc,) = 0 olup buradan her i € [ i¢in a;b;c; = 0 bulunur.

Kabulden her i € I i¢in a(b;)a;c; ve a;c;a(b;) merkezdedir. Boylece

(a(by),...,a(by))(ar, ... an)(c1, .. cn)

Ve

alby,....bp)(a1,...,a,)(c1,. .. ¢p)

merkezdedir. O halde &, R; halkas1 merkezi sol o — simetriktir. Benzer sekilde &;-; R; nin
merkezi sag o — simetrik oldugu gosterilir. Buradan @;<; R; halkas1 merkezi v — simetriktir.

Tersine bir ¢ € I ve a;, b;, ¢; € R; olmak tizere a;b;c; = 0 olsun. Buradan
a=(0,...,a;...),0=1(0,...,b;...),¢c=(0,...,¢,...) € BicsR;

icin abc = 0 bulunur. @;¢;R; halkast merkezi o — simetrik oldugundan a(b)ac ve aca(b)
merkezdedir. Yani «(b;)a;c; ve a;c;a(b;) elemanlart R; halkasinda merkezdedir. Boylece

¢ € I i¢in R; halkas1 merkezi o — simetriktir. m

Onerme 5.33. [26] a bir epimorfizma olmak iizere i merkezi oo —simetriktir ancak ve ancak

S™' R merkezi o« — simetriktir.
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Ispat. Kabul edelim ki; R bir merkezi a — simetrik halka olsun. a,b,¢ € R, r,s,t € S i¢in

»w |

abc
— = -€8tve —2-=0
r t

?

olsun. Buradan abc = 0 bulunur. aca(b) ve a(b)ac elemanlart R halkasinda merkezdedir.

% € ST'Ricin

biacw afblacw walblac _w biac

J7id " alsrid ~ datyt - a5

CY(;

bulunur. Benzer sekilde

wac (b) ac ( b) w
drt s rt s’ d
elde edilir. Boylece S~ R merkezi o — simetriktir.

Tersine, kabul edelim ki S~! R bir merkezi o — simetrik halka ve a,b € R i¢in ab = 0 olsun.

Bu durumda

icin ab = 0 olup sonug agiktir. m
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