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ÖZET

YÜKSEK LİSANS TEZİ

TERSLENEBİLİR VE SİMETRİK HALKALARIN
GENELLEŞTİRİLMELERİ

Ruhi YALÇIN

Kırşehir Ahi Evran Üniversitesi

Fen Bilimleri Enstitüsü

MATEMATİK Anabilim Dalı

Danışman: DOÇ. DR. HANDAN KÖSE

Tez temel kavramlar ve üç ana başlıktan oluşmaktadır. İlki merkezi terslenebilir halkalardır.

Merkezi terslenebilir halkalar; terslenebilir halkaların bir genelleştirmesidir. Terslenebilir

halkalar merkezi terslenebilirdir ve merkezi terslenebilir halkalar zayıf terslenebilirdir. İkinci

ana başlıkta; simetrik halkaların bir genelleştirmesi olan merkezi simetrik halkalar çalışıldı.

Simetrik halkaların hangi özelliklerinin merkezi simetrik halka durumunda korunduğuna

değinildi. Üçüncü ana başlıkta; terslenebilir ve simetrik halkaların bir endomorfizmaya göre

katı versiyonu verildi. Ayrıca α− terslenebilir ve α− simetrik halkaların bir genelleştirmesi

olan sırasıyla merkezi α− terslenebilir ve merkezi α− simetrik halkalar olarak adlandırılan

yeni bir sınıf tanıtıldı. Bu genel durumda bazı sonuçlar verildi.
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1. GİRİŞ

Tez boyunca bütün halkalar birimli alınacaktır. Cohn [5] te terslenebilir halka kavramını

tanımladı. R bir halka olmak üzere ab = 0 olacak şekilde her a, b ∈ R için ba = 0 oluyorsa

R ye terslenebilir halka denir. Köse ve arkadaşları tarafından merkezi terslenebilir halka

kavramı tanıtıldı [14]. Eğer ab = 0 olacak şekilde her a, b ∈ R için ba halkanın merkezinde

ise R ye merkezi terslenebilir halka denir. Liang ve Gang [20] de zayıf terslenebilir halka

kavramını tanıttılar. Eğer ab = 0 olacak şekildeki her a, b, r ∈ R için Rbra; R nin sol nil

ideali ise R ye zayıf terslenebilir halka denir.

İkinci bölümde tezde kullanılan temel kavramlara yer verildi.

Üçüncü bölümde, [14] temel alınarak merkezi terslenebilir halkaların bazı genişlemeleri

incelenildi. Terslenebilir halkaların bir genelleştirmesi olarak merkezi terslenebilir halkalar

çalışıldı. Açık olarak, terslenebilir halkalar merkezi terslenebilir ve merkezi terslenebilir

halkalar zayıf terslenebilirdir. Buna rağmen terslenebilir olmayan ancak merkezi terslenebilir

olan ve merkezi terslenebilir olmayan ancak zayıf terslenebilir olan halka örnekleri verildi.

Bu sebeple merkezi terslenebilir halkaların sınıfı terslenebilir halkalar ve zayıf terslenebilir

halkaların arasında kalır. Bunların dışında merkezi terslenebilir halkaların Abelyan olduğu

ispatlandı ve Abelyan olan ancak merkezi terslenebilir olmayan halka örneği verildi. Ayrıca

her merkezi terslenebilir halkanın zayıf terslenebilir, 2-asallı, Abelyan ve dik sonlu olduğu

gösterildi.

Bir R Armendariz halkası için, “R merkezi terslenebilirdir ancak ve ancak R[x] polinom

halkası merkezi terslenebilirdir ancak ve ancak R[x;x−1] Laurent polinom halkası merkezi

terslenebilirdir ” ifadeleri ispatlandı. Üstelik “ Eğer R merkezi terslenebilir ise bu durumda

R nin Dorroh genişlemesi merkezi terslenebilirdir ” ifadesi ispatlandı [14] .

Kafkas ve arkadaşları tarafından simetrik halka ve merkezi simetrik halka kavramları

tanımlandı [11]. R halkası için eğer abc = 0 olacak şekilde her a, b, c ∈ R için acb = 0

oluyorsa R ye simetrik halka denir [16]. Eğer abc = 0 olacak şekildeki her a, b, c ∈ R için

bac halkanın merkezinde oluyorsa R ye merkezi simetrik halka denir [11].
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Dördüncü bölümde, [11] numaralı kaynak referans alındı. Bu bölümde simetrik halkaların

bir genelleştirmesi olarak merkezi simetrik halkalar çalışıldı. Simetrik halkaların hangi

özelliklerinin hangi durumda; merkezi simetrik halkalar için sağlandığı araştırıldı. Açık

olarak simetrik halkalar merkezi simetrik ve merkezi simetrik halkalar merkezi terslenebilir-

dir. Ayrıca merkezi simetrik olan ancak simetrik olmayan ve merkezi terslenebilir olan

ancak merkezi simetrik olmayan örnekler verildi. Bu sebeple merkezi simetrik halkaların

sınıfı; simetrik halkalar ve merkezi terslenebilir halka sınıflarının arasında kalır. Üstelik

merkezi simetrik halkaların simetrik olması için gerekli koşullar araştırıldı. Merkezi simetrik

halkaların sonlu dik toplam altında kapalı olduğu gösterildi. Ayrıca merkezi simetrik bir

halkanın homomorfik görüntüsünün merkezi simetrik olmadığına yönelik örnek verildi. Bu

durumda hangi koşullar altında bir halkanın homomorfik görüntüsünün merkezi simetrik

olduğu gösterildi.

Son olarak beşinci bölümde Pourtaherian ve Rakhimov [24] te terslenebilir ve simetrik

halkaların bir α endomorfizmasına göre katı versiyonu, özellikle α− terslenebilir ve α−

simetrik halka kavramlarını çalıştılar.

R halkası için ab = 0 olacak şekilde her a, b ∈ R için bα(a) = 0 (sağ α− terslenebilir) ve

α(b)a = 0 (sol α− terslenebilir) oluyorsa R ye α− terslenebilir halka denir. Eğer abc = 0

olacak şekildeki a, b, c ∈ R için acα(b) = 0 (sağ α− simetrik) ve α(b)ac = 0 (sol α−

simetrik) oluyorsa R ye α− simetrik halka denir. Ayrıca [24] te α− terslenebilir ve α−

simetrik halkaların genelleştirmeleri olarak yeni bir sınıf olan merkezi α− terslenebilir ve

merkezi α− simetrik halkalar tanıtıldı. Genel durumda bazı sonuçlar ispatlandı.
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2. TEMEL KAVRAMLAR

Tezde kullanılan bütün temel kavramlar bu bölümde verilmektedir.

Tanım 2.1. R bir halka olsun. Eğer e ∈ R için e2 = e ise e ye eşkare eleman (idempotent)

denir. Eğer e eşkare eleman ise 1− e de bir eşkare elemandır.

Örnek 2.2. [14] R =


 a b

c d

 | a ≡ d(mod2), b ≡ c ≡ 0(mod2), a, b, c, d ∈ Z


halkası matrislerin bilinen toplama ve çarpma işlemleri ile birlikte göz önüne alınsın. R

halkasının yegane eşkare elemanları 0 (sıfır) ve birim matristir. a b

c d

 ∈ R için

 a b

c d

 a b

c d

=

 a b

c d

 olsun.

Buradan aşağıdaki denklemler elde edilir.

a2 + bc = a (2.1)

ab+ bd = b (2.2)

ca+ dc = c (2.3)

cb+ d2 = d (2.4)

(2.1) denklemden (2.4) denklem çıkartıldığında a2 − d2 = a − d bulunur. Buradan a = d

veya a+ d = 1 elde edilir.

I. Durum : Kabul edelim ki; a = d olsun. Bu durumda (2.2). denklemden =
¯
0 veya d =

1

2

bulunur.
1

2
/∈ Z olduğundan b = 0 elde edilir. Benzer şekilde (2.3). denklemden c = 0

bulunur. Böylece a = 0 veya a = 1 olur.

II. Durum : Kabul edelim ki; a+d = 1 olsun. a ≡ d(mod2) olduğundan a = d+2k olacak

şekilde k ∈ Z vardır. Diğer taraftan a+ d = 1 iken d+ k =
1

2
∈ Z olur ki; bu ise çelişkidir.

O halde eşkare eleman 0 (sıfır) ve birim matristir.
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Önerme 2.3. R bir halka olsun. e2 = e eşkare elemanı eğer merkezde ise 1 − e eşkare

elemanı da merkezdedir.

İspat. e2 = e ∈ R eşkare elemanı merkezde olsun. Bu durumda her r ∈ R için er = re.

Buradan (1 − e)r = r − er = r − re = r(1 − e) olduğundan 1 − e eşkare elemanı da

merkezdedir.

Tanım 2.4. R bir halka olmak üzere a ∈ R için an = 0 olacak şekilde bir n pozitif

tamsayısı varsa a ya üstel sıfırlı (nilpotent) eleman denir ve bu şartı sağlayan en küçük n

pozitif tamsayısına a nın nilpotent indeksi denir.

Örnek 2.5. [17] Z8 halkasını göz önüne alınsın. Bu halkada üstel sıfırlı elemanların kümesi

nil(Z8) =
{
0, 2, 4, 6

}
.

Tanım 2.6. [4] R bir halka olsun. a ∈ R için eğer aRa = 0 iken a = 0 oluyorsa R ye yarı

asal (semiprime) halka denir.

Tanım 2.7. [16] R bir halka olsun. Eğer R nin sıfırdan başka üstel sıfırlı elemanı yoksa R

ye indirgenmiş (reduced) halka denir.

Örnek 2.8. [18] Z tam sayılar halkası indirgenmiş halkadır.

Tanım 2.9. [5] R bir halka olsun. Eğer ab = 0 olacak şekildeki her a, b ∈ R için ba = 0

oluyorsa R ye terslenebilir (reversible) halka denir.

Örnek 2.10. [29] İndirgenmiş halkalar terslenebilirdir. Gerçekten; a, b ∈ R olmak üzere

ab = 0 olsun. (ba)2 = b(ab)a = 0 olup R indirgenmiş olduğundan ba = 0 elde edilir. Yani;

R terslenebilir halkadır.

Teorem 2.11. [15] R bir halka olsun. Bu durumda R indirgenmiştir ancak ve ancak a2 = 0

olacak şekildeki her a ∈ R için a = 0 şeklindedir.

Tez boyunca tamlık bölgesi ile; sıfır bölensiz halka anlaşılacaktır.

Tanım 2.12. R bir halka olsun. a ∈ R için

rR(a) =
{
x ∈ R | ax = 0

}
4



lR(a) =
{
x ∈ R | xa = 0

}
kümelerine sırasıyla a nın R deki sağ (right) ve sol (left) sıfırlayanı (annihilator) denir.

Tanım 2.13. R bir halka olsun. R halkasının merkezi;

C(R) =
{
r ∈ R | her a ∈ R için ar = ra

}
şeklinde tanımlanır.

Tanım 2.14. [4] R bir halka olsun. Eğer R nin bir elemanının sağ (sol) sıfırlayanı bir eşkare

eleman tarafından üretiliyorsa R ye sağ (sol) devirli üzerine (principally projective) halka

denir. Kısaca p.p. ile gösterilir.

Tanım 2.15. [4] R bir halka olsun. Eğer R nin devirli sağ ideallerinin sağ (sol) sıfırlayanı

bir eşkare eleman tarafından üretiliyorsa R ye sağ (sol) devirli yarı-Baer halka denir.

Tanım 2.16. [2] R bir halka olsun. I; R nin bir ideali olmak üzere eğer I nın her elemanı

üstel sıfırlı ise I ya nil ideal denir.

Tanım 2.17. [14] R bir halka olsun. Eğer R nin her eşkare elemanı merkezde ise R ye

Abelyan denir.

Tanım 2.18. [14] R bir halka olsun. a, b ∈ R için ab = 1 olması ba = 1 olmasını

gerektiriyorsa R ye dik sonlu (directly finite) denir.

Tanım 2.19. [19]R bir halka olsun. Eğer ab = 0 olacak şekildeki her a, b ∈ R için aRb = 0

oluyorsa R ye yarı-değişmeli (semicommutative) halka denir.

Örnek 2.20. [13] Terslenebilir halkalar yarı değişmelidir. Gerçekten; a, b ∈ R olmak üzere

ab = 0 olsun. R terslenebilir olduğundan ba = 0 elde edilir. Her r ∈ R için b(ar) = 0 olur.

R terslenebilir olduğundan arb = 0 bulunur. Yani; aRb = 0 olup R yarı değişmelidir.

Tanım 2.21. R 6= 0 bir halka olsun. Eğer aRb = 0 olacak şekildeki a, b ∈ R için a = 0 ya

da b = 0 oluyorsa R ye asal (prime) halka denir.
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Tanım 2.22. R bir halka ve a, b ∈ R için eğer ab = 0 olması a = 0 ya da b = 0 olmasını

gerektiriyorsa R ye tamlık bölgesi (domain) denir.

Örnek 2.23. [17] Z tam sayılar halkası bilinen toplama ve çarpma işlemleri ile birlikte bir

tamlık bölgesidir.

Tanım 2.24. R bir halka olsun.

(1) R nin asal radikali; P (R) = ∩{P : P,R nin asal idealidir} ile tanımlanır.

(2) Eğer P (R) = N(R) oluyorsa R ye 2-asallı denir.

Tanım 2.25. R bir halka olsun. R1 ve R2 ; R nin iki alt halkası olmak üzere eğer

(1) Her r ∈ R için r = r1 + r2 olacak şekilde r1 ∈ R1 , r2 ∈ R2 vardır.

ve

(2) R1 ∩R2 =
{
0
}

.

şartları sağlanıyorsaR yeR1 veR2 alt halkalarının dik (direct) toplamı denir veR = R1⊕R2

ile gösterilir.

Tanım 2.26. [16] R bir halka olsun. Eğer R nin her üstel sıfırlı elemanı merkezde ise R ye

merkezi indirgenmiş (central reduced) halka denir.

Tanım 2.27. [17] R bir halka olsun. S ⊆ R olmak üzere eğer her x, y ∈ S için xy ∈ S

oluyorsa S ye çarpımsal kapalı alt küme (multiplicatively closed set) denir.

Tanım 2.28. [1] R bir halka ve x bir bilinmeyen olmak üzere;

a0 + a1x+ a2x
2 + . . .+ anx

n

şeklinde ifadeye R katsayılı polinom denir. R katsayılı bütün polinomların kümesi

6



R[x] =
{
a0 + a1x+ a2x

2 + . . .+ anx
n | n ∈ N, ai ∈ R

}
ile gösterilir.

f(x) =
n∑

i=0

aix
i, g(x) =

m∑
j=0

bjx
j ∈ R[x]

olmak üzere, bu iki polinomun toplamı ve çarpımı

f(x) + g(x) =
k∑

i=0

(ai + bi)x
i

ve

f(x)g(x) =
m+n∑
i=0

cix
i

şeklinde tanımlanır. Buradan k = maks
{
m,n

}
ve

ct =
t∑

j=0

ajbt−j = a0bt + a1bt−1 + . . .+ at−2b2 + at−1b1 + atb0

şeklindedir. Bu işlemlerle R[x] kümesi bir halkadır. Bu halkaya R üzerindeki polinom

halkası denir.

Tanım 2.29. [28] R bir halka olsun.

R[x;x−1] =

{ n∑
i=k

aix
i | ai ∈ R

}

(k ve n negatif tamsayı olabilir) kümesi polinomlardaki bilinen toplama ve çarpma işlemlerine

göre bir halkadır. Bu halkaya Laurent polinom halkası denir.

Tanım 2.30. [25] R bir halka olsun. f(x) = a0 + a1x+ ...+ anx
n ve g(x) = b0 + b1x...+

bmx
m ∈ R[x] için eğer f(x)g(x) = 0 iken her i, j için aibj = 0 oluyorsa R ye Armendariz

halka denir.
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İndirgenmiş halkaların Armendariz olduğu iyi bilinen bir sonuçtur [3].

Tanım 2.31. [7] R bir halka olsun. D(R,Z) =
{
(r, n) | r ∈ R, n ∈ Z

}
kümesi

(r1, n1), (r2, n2) ∈ D(R,Z) olmak üzere

(r1, n1) + (r2, n2) = (r1 + r2, n1 + n2)

(r1, n1)(r2, n2) = (r1r2 + n1r2 + n2r1, n1n2)

işlemleri ile bir halkadır. Bu halkaya R nin Z boyunca Dorroh genişlemesi denir.

Önerme 2.32. R bir halka ve e2 = e ∈ R olsun. Bu durumda R = eR⊕ (1− e)R.

İspat. Her r ∈ R için r = er+(1− e)r şeklinde yazılabilir olduğundan R = eR+(1− e)R

elde edilir. Diğer yandan r ∈ eR ∩ (1 − e)R olsun. Bu durumda r = es = (1 − e)t

olacak şekilde s, t ∈ R vardır. er = r = 0 olup eR ∩ (1 − e)R =
{
0
}

bulunur. O halde

R = eR⊕ (1− e)R.

Tanım 2.33. G bir grup ve R bir halka olsun. R[G] grup halkası:

R[G] =

{
α | α =

∑
g∈G

a(g)g burada a(g) ∈ R ve sonlu bileşen dışında a(g) = 0

}
aşağıdaki toplama ve çarpma işlemleri ile tanımlanır.∑
g∈G

a(g)g +
∑
g∈G

b(g)g =
∑
g∈G

[a(g) + b(g)
]
g

(∑
g∈G

a(g)g

)
+

(∑
h∈G

b(h)h

)
=
∑
g,h∈G

[a(g)b(h)
]
gh.

Örnek 2.34. G =< a : a3 = 1G > bir devirli grubu göz önüne alınsın. Bir r ∈ C[G] için

r = z01G + z1a + z2a
2 olacak şekilde z0, z1, z2 karmaşık sayıları vardır. s = w01G +

w1a + w2a
2 ∈ C[G] için r + s = (z0 + w0)1G + (z1 + w1)a + (z2 + w2)a

2 ve rs =

(z0w0 + z1w2 + z2w1)1G + (z0w1 + z1w0 + z2w2)a+ (z0w2 + z2w0 + z1w1)a
2 şeklindedir.

Tanım 2.35. [12] R bir halka olsun. Eğer R deki bütün tersinir elemanlar merkezde ise, R

ye tersinir-merkezi (unit-central) halka denir.
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3. TERSLENEBİLİR HALKALARIN GENELLEŞTİRMELERİ

Bu bölümde terslenebilir halkaların bir genelleştirmesi olan ve merkezi terslenebilir olarak

adlandırılan halka sınıfı çalışıldı. Üstelik terslenebilir halkaların bazı sonuçlarının; merkezi

terslenebilir halkalara nasıl genişletildiği ispatlandı.

3.1. Merkezi Terslenebilir Halkalar

Tanım 3.1. [14] R bir halka olsun. Eğer ab = 0 olacak şekildeki her a, b ∈ R için ba

halkanın merkezinde ise R ye merkezi terslenebilir (central reversible) halka denir.

Lemma 3.2. Eğer R bir terslenebilir halka ise bu durumda R merkezi terslenebilirdir.

İspat. R terslenebilir bir halka ve a, b ∈ R için ab = 0 olsun. R terslenebilir olduğundan

ba = 0 olup 0 (sıfır) halkanın merkezinde olduğundan ba ∈ C(R). O halde R merkezi

terslenebilirdir. Aşağıdaki örnek merkezi terslenebilir olan ancak terslenebilir olmayan

halka örneğidir.

Örnek 3.3. [14] R değişmeli ve indirgenmiş bir halka olsun.

S =



a b c

0 a d

0 0 a

 | a, b, c, d ∈ R


3×3 tipinde üst üçgensel matrislerin (matrislerin bilinen toplama ve çarpma işlemleri altında)

halkası olsun. Öncelikle S nin terslenebilir olmayan bir halka olduğu gösterilecektir.

x =


a1 b1 c1

0 a1 d1

0 0 a1

 ve y =


a2 b2 c2

0 a2 d2

0 0 a2

 ∈ S

olmak üzere xy = 0 olsun.
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Bu durumda aşağıdaki denklemler elde edilir.

a1a2 = 0. (3.1)

a1b2 + b1a2 = 0. (3.2)

a1c2 + b1d2 + c1a2 = 0. (3.3)

a1d2 + d1a2 = 0. (3.4)

R değişmeli olduğundan a2a1 = 0 bulunur. (3.2). denklemi soldan b1a2 ile çarpıldığında

b1a2a1b2 + (b1a2)
2 = 0. Böylece (b1a2)

2 = 0 ve R indirgenmiş olduğundan b1a2 = 0 elde

edilir. (3.3). denklemi a2 ile çarpıldığında a2a1c2 + a2b1d2 + a2c1a2 = 0, a2c1a2 = 0 elde

edilir. a2c1a2 = 0 ifadesi sağdan c1 ile çarpıldığında (a2c1)
2 = 0. Böylece a2c1 = 0 ve

c1a2 = 0 elde edilir.

(3.4). denklemi sağdan a1 ile çarpıldığında a1d2a1 + d1a2a1 = 0 ve a1d2a1 = 0 bulunur.

a1d2a1 = 0 ifadesi d2 ile çarpıldığında (a1d2)
2 = 0. Böylece a1d2 = 0, d2a1 = 0 elde edilir.

(3.4). denklemden d1a2 = 0 ve a2d1 = 0 bulunur. (3.3). denklemden a1c2 + b1d2 = 0

elde edilir. Bu ifade a1 ile çarpıldığında a1c2a1 + b1d2a1 = 0 ve buradan a1c2a1 = 0.

Böylece (a1c2)
2 = 0 ve a1c2 = c2a1 = 0 olup b1d2 + c1a2 = 0 elde edilir. Bu ifade b1d2 ile

çarpıldığında b1d2 = 0 = d2b1 bulunur. Sonuç olarak

yx =


a2 b2 c2

0 a2 d2

0 0 a2



a1 b1 c1

0 a1 d1

0 0 a1

 =


0 0 b2d1

0 0 0

0 0 0

 6= 0.

Böylece S terslenebilir değildir. Şimdi S nin merkezi terslenebilir olduğunu verelim. Bunun

için yx in merkezde olduğu gösterilecektir.

c =


a3 b3 c3

0 a3 d3

0 0 a3

 ∈ S
10



için

(yx)c=


0 0 b2d1

0 0 0

0 0 0



a3 b3 c3

0 a3 d3

0 0 a3

 =


0 0 b2d1a3

0 0 0

0 0 0


ve

c(yx)=


a3 b3 c3

0 a3 d3

0 0 a3




0 0 b2d1

0 0 0

0 0 0

 =


0 0 a3b2d1

0 0 0

0 0 0

.

Böylece her c ∈ S için c(yx) = (yx)c elde edilir. O halde S merkezi terslenebilir halkadır.

Diğer taraftan S nin terslenebilir olmadığı;

x =


0 0 0

0 0 1

0 0 0

 ve y=


0 1 0

0 0 0

0 0 0

 ∈ S

için xy = 0 olmasına rağmen

yx =


0 1 0

0 0 0

0 0 0




0 0 0

0 0 1

0 0 0

 =


0 0 1

0 0 0

0 0 0

 6= 0

ile de görülür.

Şimdi merkezi terslenebilir halkaların hangi koşullar altında terslenebilir olduğu verilecektir.

Önerme 3.4. [14] R merkezi terslenebilir bir halka olsun. Eğer R aşağıdaki koşullardan

birini sağlıyorsa bu durumda R terslenebilirdir.

(1) R yarı asaldır.

(2) R sağ (sol) p.p. halkadır.
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(3) R sağ (sol) devirli yarı-Baer halkadır.

İspat. Kabul edelim ki; R merkezi terslenebilir bir halka ve a, b ∈ R için ab = 0 olsun. Bu

durumda ba merkezdedir. Şimdi aşağıdaki durumlar göz önüne alınsın.

(1) R yarı asal bir halka olsun. a, b ∈ R için ab = 0 olsun. ba ∈ C(R) olduğundan

baRba = Rbaba = 0 ve buradan ba = 0 bulunur. Böylece R terslenebilirdir.

(2) R bir sağ p.p. halka olsun. a, b ∈ R için ab = 0 olsun. Bu durumda ab = 0 ise

b ∈ rR(a) = eR olacak şekilde bir e2 = e ∈ R eşkare elemanı vardır. Buradan

b ∈ eR olup b = er olacak şekilde r ∈ R vardır. Bu eşitlik soldan e ile çarpıldığında

eb = eer = e2r = er = b elde edilir.

Bu durumda eb = b ve R birimli olduğundan e = e1 ∈ eR = rR(a), ae = 0 bulunur.

ba merkezde olduğundan ba = (eb)a = e(ba) = b(ae) = b0 = 0 bulunur. Böylece R

terslenebilirdir. Benzer bir ispat halkanın sol p.p. olması durumunda verilir.

(3) R bir sağ devirli yarı-Baer halka olsun. a, b ∈ R için ab = 0 olsun. aR ≤ R sağ ideali,

bu durumda rR(aR) = eR olacak şekilde bir e eşkare elemanı vardır. Buradan b = eb

ve ae = 0 elde edilir. ba merkezde olduğundan ba = (eb)a = e(ba) = b(ae) = b0 = 0

bulunur. Böylece R terslenebilirdir. Benzer bir ispat halkanın sol devirli yarı-Baer

olması durumunda da verilir.

Asağıdaki sonuç Önerme 3.4. den elde edilir.

Sonuç 3.5. EğerRmerkezi terslenebilir bir halka ise bu durumda aşağıdaki koşullar denktir.

(1) R sağ p.p. halkadır.

(2) R sol p.p. halkadır.

(3) R sağ devirli yarı-Baer halkadır.

(4) R sol devirli yarı-Baer halkadır.
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Tanım 3.6. R bir halka olsun. EğerR nin sıfırdan farklı her elemanı tersinir iseR ye bölmeli

(division) halka denir.

Uyarı 3.7. Merkezi terslenebilir bir halkanın homomorfik görüntüsü merkezi terslenebilir

olmak zorunda değildir.

Örnek 3.8. [14] D bir bölmeli halka, R = D[x, y] ve xy 6= yx olmak üzere R nin

I =< xy > ideali göz önüne alınsın. R bir tamlık bölgesi olduğundan merkezi terslenebilir-

dir. Diğer taraftan (x+I)(y+I) = 0 olmasına rağmen (y+I)(x+I); R/I bölüm halkasında

merkezde değildir. Yani R/I merkezi terslenebilir değildir.

Aşağıda bir halkanın homomorfik görüntüsünün ne zaman merkezi terslenebilir olduğu veril-

mek tedir.

Lemma 3.9. [14]R bir tersinir-merkezi halka olsun. Eğer I; R nin nil ideali ise bu durumda

R/I merkezi terslenebilirdir.

İspat. a, b ∈ R için (a+ I)(b+ I) = 0 + I olsun. İddia; (b+ I)(a+ I) ∈ C(R/I).

Bu durumda (a+ I)(b+ I) = 0 + I ise a, b ∈ I . Buradan I nil ideal olduğundan (ab)n = 0

olacak şekilde n > 0 vardır.

Buradan (ba)n+1 = b(ababa...)a = b(ab)na = 0 elde edilir. Yani ba ∈ N(R).

R tersinir-merkezi olduğundan 1−ba tersinir olup merkezdedir. Kabulden 1−bamerkezdedir.

Buradan ba merkezdedir. Böylece (b + I)(a + I) ∈ C(R/I). O halde R/I merkezi

terslenebilirdir.

Aşağıdaki örnek bir R halkası ve R nin bir I ideali için R/I bölüm halkasının merkezi

terslenebilir olmasına rağmenR nin merkezi terslenebilir olmasının gerekmediğine yöneliktir.

Örnek 3.10. [14] F herhangi bir cisim olmak üzere;

R =

F F

0 F


olsun. R nin
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I =

F F

0 0


ideali göz önüne alınsın.

R/I =


 0 0

0 c

+ I | c ∈ F


olup R/I nın değişmeli olmasından R/I merkezi terslenebilirdir.

A =

 0 1

0 1

, B =

 1 1

0 0

 ∈ R
için AB = 0 ve

BA =

 1 1

0 0

 0 1

0 1

 =

 0 2

0 0

 şeklindedir. C =

 c1 c2

0 c3

 ∈ R
için c1 6= c3 olmak üzere

(BA)C =

 0 2

0 0

 c1 c2

0 c3

 =

 0 2c3

0 0



C(BA) =

 c1 c2

0 c3

 0 2

0 0

 =

 0 2c1

0 0



ve buradan (BA)C 6= C(BA) olup R merkezi terslenebilir değildir.

Lemma 3.11. [14] R bir halka olsun. Eğer R/I bölüm halkası, I indirgenmiş ideali ile,

merkezi terslenebilir halka ise bu durumda R merkezi terslenebilirdir.
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İspat. R/I merkezi terslenebilir bir halka ve a, b ∈ R için ab = 0 olsun. Buradan

(a+I)(b+I) = ab+I = 0+I olupR/I merkezi terslenebilir halka olduğundan (b+I)(a+I)

merkezdedir. Buradan her r ∈ R için bar − rba ∈ I elde edilir. Ayrıca (bar − rba)2 = 0

ve I indirgenmiş olduğundan bar − rba = 0 şeklindedir. Böylece her r ∈ R için bar = rba

bulunur. O halde R merkezi terslenebilirdir.

Tanım 3.12. [20] R bir halka olsun. Her a, b, r ∈ R için eğer ab = 0 olması Rbra nın R

nin bir sol nil ideali olmasını gerektiriyorsaR ye zayıf terslenebilir (weakly reversible) halka

denir.

Şimdi merkezi terslenebilir halka sınıfının; terslenebilir ve zayıf terslenebilir halka sınıflarının

arasında kaldığı gösterilecektir.

Teorem 3.13. [14] R bir halka olsun. Aşağıdaki koşullar göz önüne alınsın.

(1) R terslenebilirdir.

(2) R merkezi terslenebilirdir.

(3) R zayıf terslenebilirdir.

Bu durumda (1)⇒ (2)⇒ (3) dir.

İspat.

(1)⇒ (2) Lemma 3.2. den elde edilir.

(2) ⇒ (3) Kabul edelim ki; R merkezi terslenebilir bir halka olsun. a, b ∈ R olmak üzere

ab = 0 olsun. Bu durumda her x ∈ R için abx = 0 dır. R merkezi terslenebilir olduğundan,

bxa merkezdedir. Bu durumda her r, x ∈ R için

(rbxa)2 = (rbxa)(rbxa) = r(bxa)rbxa = rrbx(ab)(xa) = 0 elde edilir. Böylece R zayıf

terslenebilirdir.

Lemma 3.14. [20] R bir halka olsun. Bu durumda R zayıf terslenebilir bir halkadır ancak

ve ancak Tn(R) zayıf terslenebilir bir halkadır.
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Aşağıdaki örnek zayıf terslenebilir olan ancak merkezi terslenebilir olmayan bir halka örneği-

dir.

Örnek 3.15. [14] R zayıf terslenebilir bir halka olsun ve aşağıdaki halka göz önüne alınsın:

S =



a b c

0 d e

0 0 f

 | a, b, c, d, e, f ∈ R
. [8, Örnek 2.9] dan S zayıf terslenebilirdir.

Şimdi S nin merkezi terslenebilir olmadığını ispatlayalım.

x =


0 1 1

0 0 0

0 0 0

 ve y=


1 1 1

0 0 1

0 0 −1

 ∈ S için

xy =


0 1 1

0 0 0

0 0 0




1 1 1

0 0 1

0 0 −1

 =


0 0 0

0 0 0

0 0 0

 olmasına rağmen

yx =


1 1 1

0 0 1

0 0 −1




0 1 1

0 0 0

0 0 0

 =


0 1 1

0 0 0

0 0 0

 = x

olup x merkezde değildir. Gerçekten

z =


1 2 1

0 1 2

0 0 1

 ∈ S için xz =


0 1 1

0 0 0

0 0 0




1 2 1

0 1 2

0 0 1

 =


0 1 3

0 0 0

0 0 0

 ve

zx =


1 2 1

0 1 2

0 0 1




0 1 1

0 0 0

0 0 0

 =


0 1 1

0 0 0

0 0 0

 olup zx 6= xz dir. Böylece S merkezi terslenebilir

değildir.

Lemma 3.16. [14] Her terslenebilir halka Abelyandır.
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İspat. Kabul edelim ki; R terslenebilir bir halka ve e2 = e ∈ R olsun.

Bu durumda r ∈ R için (1−e)(er−ere) = er−ere−eer+eere = 0 elde edilir. Kabulden

(er − ere)(1 − e) = er − ere − ere + eree = 0 olup er = ere. Benzer şekilde her r ∈ R

için (re − ere)(1 − e) = re − ree − ere + eree = 0 olup kabulden (1 − e)(re − ere) =

re− ere− ere+ eere = re− ere = 0 bulunur. Buradan her r ∈ R için re = ere elde edilir.

Böylece R Abelyandır.

Lemma 3.16. ya ek olarak merkezi durum için aşağıdaki önerme verilmektedir.

Önerme 3.17. [14] Eğer R merkezi terslenebilir bir halka ise bu durumda R Abelyandır.

İspat. Kabul edelim ki; R merkezi terslenebilir bir halka olsun. Her e2 = e ∈ R ve her

r ∈ R için (1− e)(er− ere) = 0 olup (er− ere)(1− e) = er− ere halkanın merkezindedir.

er − ere elemanı e ile yer değiştirildiğinde e(er − ere) = (er − ere)e = 0 ve er − ere = 0

elde edilir. Buradan

er = ere (3.5)

bulunur.

Benzer şekilde her r ∈ R için (re−ere)(1−e) = 0 olup (1−e)(re−ere) = re−ere halkanın

merkezindedir. re − ere elemanı e ile yer değiştirildiğinde 0 = e(re − ere) = (re − ere)e

ve re− ere = 0 elde edilir. Buradan

re = ere (3.6)

bulunur. (3.5) ve (3.6) dan her r ∈ R için er = re olup R Abelyandır.

Aşağıdaki örnekte Lemma 3.17. tersinin doğru olmadığına yönelik örnek verilmektedir.

Örnek 3.18. [14] R =


 a b

c d

 | a ≡ d(mod2), b ≡ c ≡ 0(mod2), a, b, c, d ∈ Z


halkası göz önüne alınsın. 0 0

0 0

 ve

 1 0

0 1

 R nin tek eşkare elemanları olduğundan R Abelyandır.
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Diğer taraftan;

x =

 0 0

0 2

, y =

 2 2

0 0

 ∈ R için xy = 0 olmasına rağmen

(yx) =

 2 2

0 0

 0 0

0 2

 =

 0 4

0 0

 6= 0 olup z =

 1 0

0 3

 ∈ R için yx merkezde

değildir.

Gerçekten, (yx)z =

 0 4

0 0

 1 0

0 3

 =

 0 12

0 0



zyx =

 1 0

0 3

 0 4

0 0

 =

 0 4

0 0

 şeklinde olup (yx)z 6= z(yx) dir.

Böylece R merkezi terslenebilir değildir.

Lemma 3.19. Her Abelyan halka dik sonludur.

İspat. R bir Abelyan halka ve a, b ∈ R için ab = 1 olsun. (ba)2 = baba = b1a = ba

olduğundan ba bir eşkare elemandır. Kabulden ba merkezdedir. ba merkezde olduğundan

her c ∈ R için bac = cba = (cba)1 = cba(ab) = ca(ba)b = cabab = c elde edilir. Bu ise

birimin tekliğinden ba = 1 olmasını gerektirir. Böylece R dik sonludur.

Sonuç 3.20. [14] Her merkezi terslenebilir halka dik sonludur.

İspat. Her merkezi terslenebilir halka Abelyan ve her Abelyan halka dik sonlu olduğundan

sonuç açıktır.

Lemma 3.21. Her terslenebilir halka yarı-değişmelidir.

İspat. Kabul edelim ki; R terslenebilir bir halka ve a, b ∈ R için ab = 0 olsun. Kabulden

ba = 0 bulunur. Eşitliğin her iki tarafı sağdan r ∈ R ile çarpıldığında bar = 0 ve R

terslenebilir halka olduğundan arb = 0 elde edilir. Böylece R yarı-değişmelidir.
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Tanım 3.22. [19] R bir halka olsun. Eğer ab = 0 olacak şekildeki her a, b ∈ R ve her r ∈ R

için arb bir üstel sıfırlı eleman iseR ye zayıf yarı-değişmeli (weakly semicommutative) halka

denir.

Tanım 3.23. [23]R bir halka olsun. Eğer ab=0 olacak şekilde her a, b ∈ R için aRb ⊆ C(R)

oluyorsa R ye merkezi yarı-değişmeli halka (central semicommutative) denir.

Lemma 3.24. Her merkezi terslenebilir halka zayıf yarı-değişmelidir.

İspat. Kabul edelim ki; R merkezi terslenebilir bir halka ve a, b ∈ R için ab = 0 olsun. Bu

durumda ba merkezdedir. Buradan (arb)2 = (arb)(arb) = ar(ba)rb = a(ba)rrb = 0 olup

her r ∈ R için arb üstel sıfırlı bir elemandır. Bu ise R nin zayıf yarı-değişmeli olduğunu

gösterir.

Lemma 3.25. [14] R bir halka olsun. Bu durumda R nin asal ve terslenebilir halka olması

için gerek ve yeter şart R nin tamlık bölgesi olmasıdır.

İspat. Kabul edelim ki; R asal ve terslenebilir bir halka olsun. a, b ∈ R olmak üzere ab = 0

olsun. Buradan r ∈ R için abr = 0 ve kabulden bra = 0 elde edilir. R asal olduğundan

a = 0 ya da b = 0 şeklindedir.

Tersine R tamlık bölgesi olsun. İlk olarak R nin asal olduğu gösterilecektir. Her r ∈ R için

arb = 0 olsun. Bu durumda kabulden a = 0 ya da rb = 0 elde edilir. Yine kabulden r = 0

ya da b = 0 ancak r keyfi olduğundan b = 0 bulunur. Böylece a = 0 ya da b = 0 olup R

asaldır. Şimdi R nin terslenebilir olduğu gösterilecektir. ab = 0 olsun ve kabulden a ya da b

den en az biri sıfırdır. Buradan ba = 0 bulunur. O halde R terslenebilirdir.

Lemma 3.26. R bir halka olsun. Bu durumda R asal ve merkezi terslenebilir bir halka

olması için gerek ve yeter şart R nin tamlık bölgesi olmasıdır.

İspat. Kabul edelim ki R asal ve merkezi terslenebilir bir halka olsun. a, b ∈ R olmak üzere

ab = 0 olsun. Bu durumda her r ∈ R için abr = 0 ve R merkezi terslenebilir olduğundan

bra merkezdedir. bra elemanını b ile yer değiştirildiğinde bbra = brabra = 0 elde edilir.

Kabulden her t ∈ R için b(bra) = 0 sağdan t ∈ R ile çarpıldığında b(bra)t = 0 ve R

merkezi terslenebilir olduğundan bratb merkezdedir. bratb elemanını özel olarak ra ile yer
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değiştirildiğinde ra(bratb) = brat(bra) = br(ab)rat = 0 olup (bra)t(bra) = 0 ve buradan

(bra)R(bra) = 0 elde edilir. R asal olduğundan bra = 0 ve böylece bRa = 0 olup a = 0

ya da b = 0 bulunur. O halde R tamlık bölgesidir. Tersine kabul edelim ki R tamlık bölgesi

olsun. Lemma 3.25. ten R asal ve terslenebilir bir halkadır. Her terslenebilir halka merkezi

terslenebilir olduğundan sonuç açıktır.

Teorem 3.27. [14] Eğer R merkezi terslenebilir bir halka ise bu durumda 2-asallıdır. Tersi

ise halkanın yarı asal olması durumunda doğrudur.

İspat. Rmerkezi terslenebilir bir halka olsun. P (R),R nin bir nil ideali olduğundan P (R) ⊆

N(R) şeklindedir. a ∈ N(R) olsun. Bu durumda pozitif bir n tamsayısı için an = 0

şeklindedir. Kabul edelim ki; bir Q asal ideali için a /∈ Q olsun. R merkezi terslenebilir

olduğundan a merkezdedir. rn−1, rn−2, ..., r2, r1 ∈ R olmak üzere arn−1arn−2....ar2ar1a =

rn−1rn−2...r2r1a
n = 0 elde edilir. Bütün asal P idealleri için aR(arn−1arn−2....ar2ar1a) ⊆

P olup a /∈ Q olduğundan aR(arn−4arn−3....ar2ar1a) ⊆ P şeklindedir. Bu şekilde

ilerlendiğinde aRa ⊆ P elde edilir. Bu ise bir çelişkidir. Böylece N(R) ⊆ P (R) bulunur.

Tersine R yarı asal ve 2-asallı bir halka olsun. Bu durumda P (R) = 0 dolayısıyla

N(R) = 0 dır. Buradan R indirgenmiş olup merkezi terslenebilirdir.
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3.2. Merkezi Terslenebilir Halkaların Bazı Genişlemeleri

Bu bölümde merkezi terslenebilir halkaların bazı genişlemeleri ele alınacaktır.

Önerme 3.28.
{
Ri

}
i∈I halkaların bir sınıfı olsun. Burada I sonlu indeks kümesidir. Bu

durumda her i ∈ I için Ri merkezi terslenebilirdir ancak ve ancak ⊕i∈I Ri merkezi

terslenebilirdir.

İspat. Kabul edelim ki; her i ∈ I için Ri merkezi terslenebilir olsun.

a = (ai)i∈I , b = (bi)i∈I ∈ ⊕i∈IRi

olmak üzere ab = 0 olsun. Bu durumda her i ∈ I için aibi = 0 olur. Ri merkezi terslenebilir

olduğundan biai elemanı Ri halkasında merkezdedir. Her c = (ci)i∈I ∈ ⊕i∈I Ri için

(ba)c = (biai)i∈I(ci)i∈I = (biaici)i∈I = (cibiai)i∈I = (ci)(biai)i∈I = c(ba)

olup ba; ⊕i∈IRi halkasının merkezindedir.

Tersine kabul edelim ki; ⊕i∈IRi merkezi terslenebilir ve bir i ∈ I için ai, bi ∈ Ri olmak

üzere aibi = 0 olsun. Bu durumda

a = (0, ..., 0, ai, 0, ..., 0), b = (0, ..., 0, bi, 0, ..., 0) ∈ ⊕i∈I Ri

için ab = 0 olup kabulden ba elemanı ⊕i∈IRi halkasının merkezindedir. Yani her

c = (ci)i∈I ∈ ⊕i∈IRi olup (ba)c = c(ba). Buradan (biai)i∈I(ci)i∈I = (ci)i∈I(biai)i∈I olup

biaici = cibiai bulunur. O halde biai elemanı Ri halkasının merkezindedir.

Şimdi merkezi terslenebilir halkaların sonlu dik toplam altında kapalı olduğu gösterilecektir.

Sonuç 3.29. R bir halka ve e2 = e ∈ C(R) olsun. Bu durumda eR ve (1 − e)R merkezi

terslenebilirdir ancak ve ancak R merkezi terslenebilirdir.

İspat. e eşkare elemanı merkezde olduğundan eR ve (1 − e)R; R halkasının idealleridir.

R = eR⊕ (1− e)R olduğundan Önerme 3.28. den istenen sonuç elde edilir.
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R ve M halkalar olsun. R ⊕M bileşensel toplama ve (r1,m1), (r2,m2) ∈ R ⊕M olmak

üzere (r1,m1)(r2,m2) = (r1r2, r1m2 +m1r2) çarpma işlemleriyle bir halkadır. Bu halkaya

R nin M boyunca aşikar genişlemesi (trivial extension of R by M) denir ve T (R,M) ile

gösterilir. Ayrıca bu halka bilinen matris işlemleri ile
 r m

0 r

 | r ∈ R,m ∈M


halkasına izomorftur.

Teorem 3.30. [13] Eğer R indirgenmiş bir halka ise bu durumda T (R,R) terslenebilirdir.

İspat. Kabul edelim ki R indirgenmiş bir halka ve

 a b

0 a

,

 c d

0 c

 ∈ T (R,R)
için

 a b

0 a

 c d

0 c

 = 0

olsun. Buradan ac = 0 ve ad + bc = 0 denklemleri elde edilir. R indirgenmiş olduğundan

(ca)2 = caca = 0 olup ca = 0. Ayrıca ad + bc = 0 eşitliğinin her iki tarafını soldan c ile

çarpıldığında cad + cbc = 0 ve buradan cbc = 0 bulunur. Üstelik (bc)2 = bcbc = 0 bulunur.

R indirgenmiş olduğundan bc = cb = 0 ve ad = 0 = da elde edilir. Böylece c d

0 c

 a b

0 a

 =

 ca cb+ da

0 ca

 = 0

olup T (R,R) terslenebilirdir.

Önerme 3.31. [14] Eğer R merkezi indirgenmiş bir halka ise bu durumda T (R,R) merkezi

terslenebilirdir.

İspat.
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 a b

0 a

 ,

 c d

0 c

 ∈ T (R,R)
olmak üzere

 a b

0 a

 c d

0 c

 = 0

olsun.

Bu durumda ac = 0 = ad + bc bulunur. Kabulden R merkezi indirgenmiş olduğundan ca

merkezdedir. Bu durumda (ad)3 = (−bc)(ad)(−bc) = b(ca)dbc = bdbcac = 0 olup R

merkezi indirgenmiş olduğundan ad merkezdedir.

Üstelik (da)4 = dadad(ad)a = dadad(−bc)a = dadacad(−b) = 0 olup da merkezdedir ve

(cb)4 = cbcbc(bc)b = cbcbc(−ad)b = −cbcb(ca)db = 0 olup cb merkezdedir. Bu durumda

da ve cb merkezdedir. Böylece

 c d

0 c

 a b

0 a


merkezdedir.

Uyarı 3.32. R bir halka ve S ⊆ R çarpımsal kapalı bir küme olsun. Bu durumda R × S

üzerinde ∼ bağıntısı (a, s) ∼ (a′, s′) olması için gerek ve yeter şart u(as′ − a′s) = 0 olacak

şekilde bir u ∈ S vardır. Bu bağıntı bir denlik bağıntısıdır ve her bir [(a, s)] denklik sınıfı
a

s
ile gösterilir. Bütün denklik sınıfların kümesi

S−1R =

{
a

s
| a ∈ R, s ∈ S

}

kümesi

a

s
+
a′

s′
=
as′ + a′s

ss′

ve
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a

s

a′

s′
=
aa′

ss′

işlemleriyle birlikte bir halkadır.

Önerme 3.33. [14] R bir halka olsun. Bu durumda R merkezi terslenebilirdir ancak ve

ancak S−1R merkezi terslenebilirdir.

İspat. Kabul edelim ki; R merkezi terslenebilir bir halka ve
a

r
,
b

s
∈ S−1R için

a

r

b

s
= 0

olsun. Buradan a, b ∈ R ve r, s ∈ S için

a

r

b

s
=
ab

rs
= 0

olduğundan ab = 0 elde ederiz. Kabulden ba merkezdedir. O halde her
c

t
∈ S−1R için

(b
s

)(a
r

)(c
t

)
=
(c
t

)(b
s

)(a
r

)
olur. Böylece S−1R merkezi terslenebilirdir.

Tersine kabul edelim ki S−1R merkezi terslenebilir olsun. R halkası S−1R halkasına

gömülebilir olduğundan sonuç açıktır.

Sonuç 3.34. [14] R bir halka olsun. Bu durumda R merkezi terslenebilirdir ancak ve ancak

R[x, x−1] merkezi terslenebilirdir.

İspat. S =
{
1, x2, x3, ...

}
, R[x] in kümesi merkezi regular elemanlarından oluşur. İstenilen

sonuç Önerme 3.33. den elde edilir.

Teorem 3.35. [14] R bir Armendariz halka olsun. Bu durumda aşağıdaki ifadeler denktir.

(1) R merkezi terslenebilirdir.

(2) R[x] merkezi terslenebilirdir.

24



(3) R[x, x−1] merkezi terslenebilirdir.

İspat. (1)⇒ (2)

Kabul edelim ki; R merkezi terslenebilir bir halka olsun.

f(x) =
n∑

i=0

aix
i , g(x) =

m∑
j=0

bjx
j ∈ R[x]

için f(x)g(x) = 0 olsun. R Armendariz olduğundan her bir i ve j için aibj = 0 şeklindedir.

Kabulden her bir i ve j için bjai merkezdedir. Buradan g(x)f(x), R[x] halkasında

merkezdedir. Böylece R[x] merkezi terslenebilirdir.

(2)⇒ (1)

R halkası; R[x] polinom halkasının bir althalkası olduğundan sonuç açıktır.

(2)⇒ (3)

Sonuç 3.34. den elde edilir.

Önerme 3.36. [14] R bir halka olsun. Bu durumda R merkezi terslenebilirdir ancak ve

ancak R nin Dorroh genişlemesi D(R,Z) merkezi terslenebilirdir.

İspat. Kabul edelim ki R merkezi terslenebilir olsun. (r1, n1), (r2, n2) ∈ D(R,Z) için

(r1, n1)(r2, n2) = 0

olsun.

(r1, n1)(r2, n2) = (r1r2 + n1r2 + n2r1, n1n2) = (0R, 0); r1r2 + n1r2 + n2r1 = 0R

ve n1n2 = 0 olup n1 = 0 ya da n2 = 0 bulunur.

I. durum : Kabul edelim ki; n1 = 0 olsun.

(r2, n2)(r1, 0) = (r2r1 + n2r1 + 0r2, 0) = (r2r1 + n2r1, 0) = ((r2 + n21R)r1, 0)

R merkezi terslenebilir olduğundan (r2 + 1Rn2)r1 ; R de merkezdedir. Buradan
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(r2, n2)(r1, n1) = (r2r1 + n2r1 + n1r2, n2n1) = (0R, 0);n1 = 0

olduğunda

r2r1 + n2r1 = 0, r1(r2 + n21R) = 0.

r1 ∈ R , r2 + n21R ∈ R olduğundan (r2 + n21R)r1 ∈ C(R).

Böylece D(R,Z) merkezi terslenebilirdir.

II. durum : Kabul edelim ki; n2 = 0 olsun. Her (r,m) ∈ D(R,Z) olsun.

(r,m)((r2 + n21R)r1, 0) = (r(r2 + n21R)r1 +m(r2 + n21R)r1 + 0r,m0)

= (r(r2 + n21R)r1 +m(r2 + n21R)r1, 0)

= ((r2 + n21R)r1r +m(r2 + n21R)r1, 0)

= ((r2 + n21R)r1r +m(r2 + n2 + 1R)r1, 0r,m0)

= (((r2 + n21R)r1, 0)(r,m)) = ((r2 + n21R)r1, 0)(r,m)

Buradan D(R,Z) Dorroh genişlemesi merkezi terslenebilirdir.

Tersine kabul edelim ki; D(R,Z) merkezi terslenebilir olsun. a, b ∈ R için ab = 0

olsun. Bu durumda (a, 0)(b, 0) = (0, 0) olup kabulden (b, 0)(a, 0);D(R,Z) de

merkezdedir. Özel olarak; (r, 0) ile yer değiştirildiğinde (b, 0)(a, 0)(r, 0) =

(r, 0)(b, 0)(a, 0) bulunur. Buradan bar = rab olup R merkezi terslenebilirdir.
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4. SİMETRİK HALKALARIN GENELLEŞTİRMELERİ

Bu bölümde merkezi simetrik halka olarak adlandırılan simetrik halkaların bir genelleştirmesi

verilmektedir. Simetrik halkalardaki bazı sonuçlar; merkezi simetrik halkalara genişletilir.

4.1. Merkezi Simetrik Halkalar

Tanım 4.1. [11] R bir halka olsun. abc = 0 olacak şekilde her a, b, c ∈ R için acb = 0

oluyorsa R ye simetrik (symmetric) halka denir.

Uyarı 4.2. Denk bir koşul abc = 0 iken bac = 0 olmasıdır.

Aşağıda simetrik halkaların bir genelleştirmesi olan merkezi simetrik halka kavramı

verilmektedir.

Tanım 4.3. [11] R bir halka olsun. abc = 0 olacak şekilde her a, b, c ∈ R için bac ∈ C(R)

ise R ye merkezi simetrik (central symmetric) halka denir.

Her simetrik halka merkezi simetrik halka olmasına rağmen, her merkezi simetrik halka

simetrik olmak zorunda değildir.

Örnek 4.4. [11] x, y, z bilinmeyenler olmak üzere

R =
{
a0 + a1x+ a2y + a3z | a0, a1, a2, a3 ∈ Z

}
kümesi göz önüne alınsın. R üzerinde bileşensel toplama ve çarpma işlemi:

(
a0 + a1x+ a2y + a3z

)(
b0 + b1x+ b2y + b3z

)
=

a0b0 +
(
a0b1 + a1b0

)
x+

(
a0b2 + a2b0

)
y +

(
a0b3 + a3b0 + a1b2

)
z

ile tanımlandığında R birimli bir halkadır. Bu çarpımda xy = z ve 1 birimi dışında bütün

çarpımlar sıfırdır [27, Örnek 5.1]. Ayrıca x2 = y2 = 0, xz = xxy = 0 = xyx = zx ve
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zy = xyy = 0 = yxy = yz olduğundan z merkezdedir. Böylece R merkezi simetriktir.

Diğer taraftan yx = yx1 = 0 ancak xy1 = z olup R simetrik değildir.

Aşağıdaki önerme merkezi simetrik bir halkanın hangi koşullar altında simetrik olduğunu

ortaya koymaktadır.

Önerme 4.5. [11] Eğer R bir simetrik halka ise bu durumda R merkezi simetriktir. Tersi R

nin aşağıdaki koşullardan birini sağlaması durumunda doğrudur.

(1) R bir yarı asal halkadır.

(2) R bir sağ (sol) p.p. halkadır.

(3) R bir sağ (sol) devirli yarı-Baer halkadır.

İspat. Her simetrik halkanın merkezi simetrik olduğu açıktır. TersineR bir merkezi simetrik

halka ve a, b, c ∈ R için abc = 0 olsun. R merkezi simetrik olduğundan bca merkezdedir.

Şimdi aşağıdaki durumlar göz önüne alınsın.

(1) R bir yarı asal halka olsun. Her x ∈ R için (bca)x(bca) = (bca)(bca)x = 0 olup R

yarı asal olduğundan bca = 0 elde edilir. Böylece R simetriktir.

(2) R bir sağ p.p. halka olsun. Bu durumda rR(a) = eR olacak şekilde bir e eşkare

elemanı vardır. Buradan bc ∈ rR(a) ve bc = er olacak şekilde r ∈ R vardır. Böylece

ebc = e2r = bc elde edilir. e ∈ eR = rR(a) olduğundan ae = 0 bulunur. bca =

e(bca) = bc(ae) = 0 olup R simetriktir. Benzer bir ispat R nin bir sol p.p. halka

olması durumunda verilebilir.

(3) R bir sağ devirli yarı-Baer halka ve a, b, c ∈ R için abc = 0 olsun. R sağ devirli

yarı-Baer olduğundan rR(aR) = eR olacak şekilde bir e eşkare elemanı vardır.

Buradan ae = 0 bulunur. Diğer taraftan her x ∈ R için axbca = abcax = 0 olup

bca ∈ rR(aR) = eR. Böylece bca = ebca = bcae = 0. O halde R simetriktir. Benzer

bir ispat halkanın sol devirli yarı-Baer olması durumunda verilebilir.
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Sonuç 4.6. [11] Eğer R bir merkezi simetrik halka ise aşağıdaki koşullar denktir.

(1) R bir sağ p.p. halkadır.

(2) R bir sol p.p. halkadır.

(3) R bir sağ devirli yarı-Baer halkadır.

(4) R bir sol devirli yarı-Baer halkadır.

İspat. Önerme 4.5. den açıktır.

Lemma 4.7. Bütün indirgenmiş halkalar simetriktir.

İspat. R indirgenmiş bir halka ve a, b, c ∈ R için abc = 0 olsun. (bca)2 = bc(abc)a = 0 ve

R indirgenmiş olduğundan bca = 0 bulunur. O halde R simetriktir.

Halkanın merkezi indirgenmiş olması durumunda aşağıdaki lemma verilmektedir.

Lemma 4.8. [11] EğerR bir merkezi indirgenmiş halka ise bu durumdaRmerkezi simetriktir.

İspat. R bir merkezi indirgenmiş halka ve a, b, c ∈ R için abc = 0 olsun. Bu durumda

(cab)2 = c(abc)ab = 0 olup ve R merkezi indirgenmiş olduğundan cab merkezdedir. Diğer

taraftan (bca)2 = bc(abc)a = 0 olup veRmerkezi indirgenmiş olduğundan bcamerkezdedir.

Böylece her r ∈ R için (arbc)2 = ar(bca)rbc = abcar2bc = 0 olup ve R merkezi

indirgenmiş olduğundan arbc merkezdedir. Her r ∈ R için (abrc)3 = abr(cab)r(cab)rc =

ab(cab)r(cab)rrc = 0 olup ve R merkezi indirgenmiş olduğundan abrc merkezdedir.

(bcra)2 = bcr(abc)ra = 0 olup ve R merkezi indirgenmiş olduğundan bcra merkezdedir.

(carb)2 = car(bca)rb = c(abc)arrb = 0 olup ve R merkezi indirgenmiş olduğundan

carb merkezdedir. Herhangi r, s ∈ R için (arbsc)2 = arbs(carb)sc = (arb)carbssc =

ar(bca)rbs2c = (abc)arrbs2c = 0 olup ve R merkezi indirgenmiş olduğundan arbsc

merkezdedir. Ayrıca acbac merkezde ve (acbac)2 = 0 olduğundan (bac)4 =

b(acbac)b(acbac) = 0 bulunur. R bir merkezi indirgenmiş halka olduğundan bacmerkezdedir.

O halde R bir merkezi simetrik halkadır.

Önerme 4.9. [11] R bir merkezi simetrik halka olsun. Bu durumda R bir Abelyan halkadır.
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İspat. Kabul edelim ki R bir merkezi simetrik halka olsun. e; R de bir eşkare eleman ve

r ∈ R olsun. e(re − ere) = 0 ve (er − ere)e = 0 olup R merkezi simetrik olduğundan

(re − ere)e ve e(er − ere) merkezdedir. (re − ere)e ∈ C(R) olduğundan özel olarak e

ile yer değiştirildiğinde. e(re − ere)e = (re − ere)e2 = 0 ve buradan re = ere elde

edilir. Benzer şekilde e(re − ere) ∈ C(R) olduğundan özel olarak yerdeğiştirdiğimizde

e2(er − ere) = e(er − ere)e = 0 ve buradan er = ere elde edilir. Böylece her r ∈ R için

er = re olup e merkezdedir. O halde R Abelyandır.

Aşağıdaki teoremde bir merkezi simetrik halkanın hangi durumlarda indirgenmiş olduğu

verilmektedir.

Teorem 4.10. [11] R bir merkezi simetrik halka olsun. Bu durumda aşağıdakiler vardır.

(1) Eğer R bir yarı asal halka ise o zaman R indirgenmiştir.

(2) Eğer R bir sağ (sol) p.p. halka ise o zaman R indirgenmiştir.

İspat. R bir merkezi simetrik halka ve a ∈ R için a2 = 0 olsun.

(1) Bu durumda her r ∈ R için ra2 = 0 olup ara merkezdedir. Buradan s ∈ R için

(ara)s(ara) = arasara = ara2ras = 0 yani (ara)R(ara) = 0 bulunur. R bir yarı

asal halka olduğundan ara = 0 ve buradan aRa = 0 elde edilir. R bir yarı asal halka

olduğundan a = 0 olup böylece R indirgenmiştir.

(2) R bir sağ p.p. halka ve a ∈ R için a2 = 0 olsun. Bu durumda rR(a) = eR olacak

şekilde bir e eşkare elemanı vardır. Buradan a ∈ rR(a) olup ae = 0 ve a = ea bulunur.

Önerme 4.9. den e merkezde olup a = ea = ae = 0.

Her simetrik halkanın terslenebilir olduğu iyi bilinir. Bu ifadenin tersi ise yarı asal halkalar

için sağlanır. Böylece aşağıdaki önerme verilmektedir.

Önerme 4.11. [11] R bir merkezi simetrik halka olsun. Bu durumda R merkezi

terslenebilirdir. Eğer R bir yarı asal halka ise ifadenin tersi doğrudur.
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İspat. R bir merkezi simetrik halka ve a, b ∈ R için ab = 0 olsun. Bu durumda ab1 = 0

olup kabulden ba1 = ba merkezdedir. Böylece R merkezi terslenebilirdir. Şimdi R bir yarı

asal merkezi terslenebilir halka ve a, b, c ∈ R için abc = 0 olsun. a, b ve c yi sıfırdan farklı

kabul edebiliriz. Her r ∈ R için ab(cr) = 0 olup buradan crab merkezdedir. Her t ∈ R

için (crab)2t = cr(abc)rabt = (crab)t(crab) şeklindedir. R bir yarı asal halka olduğundan

crab = 0 bulunur. Her s ∈ R için cra(bs) = 0 ve buradan bscra merkezdedir. Üstelik

(bscra)2 = bs(crab)scra = 0. Benzer şekilde R bir yarı asal halka olduğundan bscra = 0

bulunur. Özel olarak s = a ve r = b alındığında (bac)2 = bacbac = 0 elde edilir. Her

t ∈ R için (bac)2t = 0 ve R merkezi terslenebilir olduğundan bactbac merkezdedir ve

(bactbac)2 = 0. Bu durumda bactbacRbactbac = 0 elde edilir. R yarı asal halka olduğundan

bactbac = 0 bulunur. Buradan bac = 0 olup R bir simetrik halkadır.

Sonuç 4.12. Her merkezi indirgenmiş halka merkezi terslenebilirdir.

İspat. Lemma 4.8. den her merkezi indirgenmiş halka merkezi simetrik olup Önerme 4.11.

den merkezi terslenebilirdir.

Bir merkezi simetrik halkanın homomorfik görüntüsü merkezi simetrik olmak zorunda

değildir. Aşağıdaki örnekte bu gösterilmektedir.

Örnek 4.13. Z2(y); Z2[y] polinom halkasının kesirler cismini ve R = Z2(y)[x]; x

bilinmeyen ve xy + yx = 1 bağıntısıyla Z2(y) üzerinde polinom halkasını göstersin.

([10, Sayfa 30], [7, Uyarı 3.9] ve [27, Örnek 5.3]) ten R nin esas ideal bölgesi ve dolayısıyla

değişmeli olmayan tamlık bölgesi olduğu açıktır. I = x2R olsun. Bu durumda I; R nin bir

maksimal idealidir. S = R/I bölüm halkası ve a, b, c ∈ R için abc = 0 olsun. R bir tamlık

bölgesi olduğundan a,b,c den en az biri sıfırdır. Böylece bac = 0 olup bac merkezdedir. O

haldeR bir merkezi simetrik halkadır. Diğer taraftan x, y ∈ S için x2 = 0 olup x y + y x = 1

elde edilir. Son eşitliği sağdan x ile çarpıldığında x2 = 0 eşitliğinden yararlanıldığında x y

x = x bulunur. Eğer S bir merkezi simetrik halka olsaydı; (x y − 1)x = 0 olması

x(x y − 1) = −x nin merkezde olmasını gerektirirdi. x merkezde olmadığından bu bir

çelişkidir.
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“ Bir halkanın homomorfik görüntüsü ne zaman merkezi simetrik olur? ” sorusuna

cevap aranmaktadır.

Lemma 4.14. [11] R bir tersinir-merkezi halka olsun. Eğer I; R nin bir nil ideali ise bu

durumda R ve R/I merkezi simetrik halkalardır.

İspat. İlk olarak bir tersinir-merkezi halkada, üstel sıfırlı elemanların merkezde olduğu

gösterilecektir. a ∈ N(R) olsun. Bu durumda an = 0 olacak şekilde bir n pozitif tamsayısı

vardır. (1+a)(1−a+a2−a3+ ...+(−1)n−1an−1) = 1 olup (1+a) merkezdedir. Buradan

a merkezde bulunur. a, b, c ∈ R, a := a + I ve R := R/I olmak üzere a b c = 0 olsun. Bu

durumda abc ∈ I ve I bir nil ideal olduğundan abc bir üstel sıfırlı elemandır. Buradan 1+abc

merkezde ve böylece abc merkezdedir. Şimdi (c a b)2= 0 ve (b c a)2= 0 olması (cab)2 ∈ I ve

(bca)2 ∈ I olmasını gerektirir. O halde cab ve bca merkezdedir. Her r ∈ R için a b c r= 0

olması (c r a b)2= 0 olmasını gerektirir. Buradan (crab)2 ∈ I ve (crab)2 bir üstel sıfırlı

elemandır. O halde her r ∈ R için crab merkezdedir. Benzer şekilde (b s c a)2 = b s c a b s

c a = 0 olması her s ∈ R için bsca elemanının merkezde olmasını gerektirir. Üstelik c r a

b bir üstel sıfırlı eleman ve merkezde olduğundan (b s c r a)2= 0 bulunur. Buradan s, r ∈ R

için bscramerkezdedir. b a c b a bir üstel sıfırlı eleman ve merkezde olduğundan (b a c)4 = 0

olup bac merkezdedir. Böylece b a c merkezdedir.

Aşağıdaki örnekte bir R halkası ve R nin bir I ideali için R/I bir merkezi simetrik halka

olmasına rağmen R nin merkezi simetrik olmadığı verilmektedir.

Örnek 4.15. [11] F bir cisim R =

F F

0 F

 ve eij; i. satır, j. sütun bileşeni 1 diğer

yerlerde 0 (sıfır) olan matrisi göstersin.

I = e12R olsun. Bu durumda I , R nin bir idealidir ve R/I bir değişmeli halkadır. Bu

sebeple R/I merkezi simetriktir. A = e22, B = e11 + e12 ve C = A + B elemanları göz

önüne alınsın. Bu durumda ABC = 0 olmasına rağmen BAC = e12 merkezde değildir.

Gerçekten e11e12 = e12 ve e12e11 = 0. Buradan R merkezi simetrik değildir.

R bir halka ve I; R nin bir ideali olsun. Eğer aRb ⊆ I olması a ∈ I ya da b ∈ I olmasını

gerektiriyorsa I ya asal ideal denir. Eğer ab ∈ I olması a ∈ I ya da b ∈ I olmasını

gerektiriyorsa I ya tamamen asal ideal denir. Tamamen asal idealler asal ideallerdir. Ancak

32



tersi doğru değildir. Herhangi bir n pozitif tamsayısı için bir cisim üzerinde n× n tipindeki

bütün matrislerin halkası göz önüne alınsın. Sıfır ideali; asal ideal olmasına rağmen tamamen

asal değildir.

Aşağıdaki lemmada tamamen asal ve indirgenmiş bir I ideali ile R/I bir merkezi simetrik

halka iken R nin de simetrik halka olduğu gösterilmektedir.

Lemma 4.16. [11] R bir halka ve I; R nin tamamen asal ve indirgenmiş bir ideali olsun.

Eğer R/I bir merkezi simetrik halka ise bu durumda R simetriktir. Üstelik R merkezi

simetriktir.

İspat. a, b, c ∈ R için abc = 0 olsun. Bu durumda a b c = 0. Her r ∈ R/I için a b c r =

0 şeklindedir. R/I merkezi simetrik olduğundan b a c r merkezdedir. Ayrıca her r ∈ R/I

için r a b c = 0 olup R/I merkezi simetrik olduğundan b r a c merkezdedir. Buradan (b a

c)4 = (b a c b) a c b a c b a c = a c b a(b a c b)c b a c elde edilir. Üstelik a c b a (b a c b) c b

a c = a c( b a b a c) b c b a c = a c b c b a( b a b a c) c olup a c b c b a( b a b a c) c = a c(

b c b a b a b a c) c = a(b c b a b a b a c) c c = 0 bulunur. Buradan (bac)4 ∈ I ve I tamamen

asal olduğundan bac ∈ I olup a ∈ I veya b ∈ I veya c ∈ I bulunur. Böylece cab ∈ I

ve (cab)2 = 0 bulunur. I indirgenmiş olduğundan cab = 0 elde edilir. Benzer şekilde her

r, s, u ∈ R için (bsca)2 = 0 ve bsca = 0, (arbsc)2 = 0 ve arbsc = 0, (cuarbs)2 = 0 ve

cuarbs = 0. Buradan her r, s, u ∈ R için bscuar = 0. Bu ise (bac)2 = bacbac = 0 olmasını

gerektirir. Böylece bac = 0 bulunur. O halde R simetrik yani merkezi simetriktir.

Tanım 4.17. [22] R bir halka olsun. a, b, c ∈ R için eğer abc ∈ N(R) iken acb ∈ N(R) ise

R ye zayıf simetrik (weak symmetric ) halka denir.

Aşağıda merkezi simetrik olmayan ancak zayıf simetrik olan bir halkanın varlığına yönelik

bir örnek verilmektedir.

Örnek 4.18. [11] Bileşenleri tamsayılar halkasından gelen 3×3 tipindeki üst üçgensel

matrislerin

R =


Z Z Z

0 Z Z

0 0 Z
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halkası göz önüne alınsın.

A =


0 1 2

0 0 0

0 0 0

, B =


1 1 1

0 0 −2

0 0 1

, C =


1 1 1

0 1 1

0 0 1

∈ R

için ABC = 0. Buna rağmen

BAC =


0 1 3

0 0 0

0 0 0


olup BAC merkezde değildir. Buradan R bir merkezi simetrik halka değildir. Ayrıca [22,

Önerme 2.3] ten R zayıf simetriktir.

Uyarı 4.19. Önerme 4.9. un tersi genelde doğru değildir. Yani her Abelyan halka merkezi

simetrik olmak zorunda değildir.

Örnek 4.20. [5]

R =


 a b

c d

 | a, b, c, d ∈ Z, a ≡ d (mod2), b ≡ c ≡ 0 (mod2)


halkası göz önüne alınsın. 0 (sıfır) ve I2 (birim) matrisler ; R nin tek eşkare elemanları

olduğundan R Abelyan halkadır.

A =

 0 2

0 2

, B =

 2 2

0 0

, C =

 1 2

2 1

 ∈ R
için ABC = 0 olmasına rağmen

BAC =

 16 8

0 0

 6= 0

olduğundan merkezde değildir.
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X =

 1 4

2 1

 ∈ R
için

(BAC)X =

 16 8

0 0

 1 4

2 1

 =

 32 72

0 0

 ,

X(BAC) =

 1 4

2 1

 16 8

0 0

 =

 16 8

32 16


(BAC)X 6= X(BAC) olduğundan BAC; R halkasının merkezinde yer almaz.

Aşağıdaki sonuç Önerme 4.9. un tersinin sağ devirli projektif halkalar için doğru olduğunu

göstermektedir.

Önerme 4.21. [11] R bir sağ p.p. halka olsun. Eğer R Abelyan ise bu durumda R merkezi

simetriktir.

İspat. a, b, c ∈ R için abc = 0 olsun. Kabulden rR(a) = eR olacak şekilde bir e eşkare

elemanı vardır. e ∈ eR olduğundan ae = 0 ve bc = ebc elde edilir. R Abelyan olduğundan

bca = ebca = bcae = 0 bulunur. Böylece R simetrik yani merkezi simetriktir

Sonuç 4.22. [11] Her merkezi simetrik halka dik sonludur.

İspat. Her Abelyan halka dik sonlu olduğundan sonuç Önerme 4.9. dan açıktır.

Önerme 4.23. [11] R bir merkezi simetrik halka olsun. Bu durumda aşağıdakiler sağlanır.

(1) R merkezi yarı-değişmelidir.

(2) R zayıf yarı-değişmelidir.

İspat. (1) a, b ∈ R için ab = 0 olsun. Bu durumda her r ∈ R için rab = 0 olur ki; arb

merkezdedir. Böylece R merkezi yarı-değişmelidir.

(2) a, b ∈ R için ab = 0 olsun. Buradan ab1 = 0 olup ba merkezdedir. Her r ∈ R için
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(arb)2 = arbarb = ar(ba)rb = ar2b(ab) = 0 elde edilir. Böylece arb üstel sıfırlı eleman

olup R zayıf yarı-değişmelidir.

Önerme 4.24. [11] R bir halka olsun. Bu durumda R bir tamlık bölgesidir ancak ve ancak

R nin asal ve merkezi simetriktir.

İspat. İlk olarak R bir tamlık bölgesi ve a, b ∈ R için aRb = 0 olsun. Bu durumda ab = 0

olup a = 0 ya da b = 0 bulunur. O halde R asaldır. a, b, c ∈ R olmak üzere abc = 0 olsun.

Bu durumda a = 0 ya da b = 0 ya da c = 0. Buradan bac = 0 olup merkezdedir. O halde R

merkezi simetriktir.

Tersine R asal ve merkezi simetrik halka ve a, b ∈ R için ab = 0 olsun. Bu durumda

her r ∈ R için rab = 0 ve abr = 0 elde edilir. R merkezi simetrik olduğundan arb ve

bar merkezdedir. Buradan her r ∈ R için (arb)R(arb) = R(arb)(arb) = Rar(bar)b =

Ra(bar)rb = R(ab)ar2b = 0 elde edilir. R asal olduğundan her r ∈ R için arb = 0 ve

aRb = 0 bulunur. R asal olduğundan a = 0 ya da b = 0 bulunur. O halde R bir tamlık

bölgesidir.

Teorem 4.25. [11] Eğer R bir merkezi simetrik halka ise bu durumda R, 2− asallıdır. Tersi

halkanın yarı asal olması durumunda doğrudur.

İspat. P (R) bir nil ideal olduğundan P (R) ⊆ N(R) olduğu açıktır. İspatı tamamlamak

için N(R) ≤ P (R) olduğunu göstermeliyiz. a ∈ N(R) ve kabul edelim ki a2 = 0 olsun.

Bu durumda her r ∈ R için ra2 = 0 olup ara merkezdedir. Her s ∈ R için ara yı sa

ile yer değiştirildiğinde arasa = 0 ∈ P elde edilir. Her P asal ideali için a ∈ P olup

buradan a ∈ P (R) bulunur. Kabul edelim ki; a3 = 0 olsun. Bu durumda her r ∈ R için

ra3 = 0, ar3 = 0 ve kabulden a2ra ve ara2 merkezdedir. Her s ∈ R için a2ra ile sa yer

değiştirildiğinde a2rasa = 0 elde edilir. Her t ∈ R için ta2rasa = 0 olup kabulden arasata

merkezdedir. Her z ∈ R için arasata ile az yer değiştirildiğinde ve her r ∈ R için ara2 nin

merkezde olmasından (az)(arasata) = (arasata)(az) = aras(ata2)z = (ata2)arasz = 0

elde edilir. z, t, r ve s keyfi olduğundan a ∈ P (R) elde edilir. Nilpotent indeksi üzerinde

tümevarım yapıldığında P (R) nin R nin bütün üstel sıfırlı elemanlarını içerdiği görülür.

Buradan R halkası 2− asallıdır.
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Tersine R yarı asal ve 2 − asallı bir halka olsun. Bu durumda R simetrik ve dolayısıyla

merkezi simetriktir.

Sonuç 4.26. [11] R bir merkezi simetrik halka olsun. Bu durumda R/P (R) merkezi simet-

riktir.

R bir halka olmak üzere eğer her a ∈ R için a = aba olacak şekilde b ∈ R varsa R ye von

Neumann düzenli halka denir. Eğer her a ∈ R için a = a2b olacak şekilde b ∈ R varsa R

ye güçlü düzenli (strongly regular) halka denir. Şimdi simetrik, merkezi simetrik, düzenli,

güçlü düzenli ve Abelyan halkalar arasındaki ilişkiyi verelim.

Teorem 4.27. [11] R bir halka olsun. Bu durumda aşağıdakiler denktir.

(1) R güçlü düzenlidir.

(2) R von Neumann düzenli ve simetriktir.

(3) R von Neumann düzenli ve merkezi simetriktir.

(4) R von Neumann düzenli ve Abelyandır.

İspat. (1)⇒ (2) Güçlü düzenli halkaların von Neumann düzenli olduğu açıktır. a, b, c ∈ R

olmak üzere abc = 0 olsun. Bu durumda (bca)2 = bc(abc)a = 0 ve bir r ∈ R için (bac)2r =

bac olup bca = 0 elde edilir. Bu durumda R simetriktir.

(2)⇒ (3) Her simetrik halka merkezi simetrik olduğundan sonuç açıktır.

(3)⇒ (4) Her merkezi simetrik halka Abelyan olduğundan sonuç açıktır.

(4) ⇒ (1) a ∈ R olsun. R von Neumann düzenli olduğundan a = aba olacak şekilde

bir b ∈ R vardır. Diğer taraftan (ab)2 = abab = ab bir eşkare eleman olup R Abelyan

olduğundan ab merkezdedir. Buradan a = (ab)a = a2b elde edilir. Her a ∈ R için a güçlü

düzenli olduğundan R güçlü düzenlidir.
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5. TERSLENEBİLİR VE SİMETRİK HALKALARIN KATI VERSİYONU

Bu bölümde; terslenebilir ve simetrik halkaların diğer bir genelleştirmesi olan α-terslenebilir

ve α-simetrik halkalar çalışılacaktır. Burada α bir halka endomorfizmasıdır.

5.1. α− Terslenebilir Halkalar ve α− Simetrik Halkalar

Tanım 5.1. [24] R bir halka olsun. Eğer ab = 0 olacak şekilde her a, b ∈ R için ve bα(a) =

0 oluyorsa R ye sağ α− terslenebilir (right α− reversible) halka denir. Eğer ab = 0 olacak

şekilde her a, b ∈ R için α(b)a = 0 oluyorsa R ye sol α − terslenebilir (left α − reversible)

halka denir. Eğer R hem sağ hem de sol α − terslenebilir ise R ye α − terslenebilir (α −

reversible) halka denir.

Aşağıda terslenebilir olan ancak α− terslenebilir olmayan bir halka örneği verilmektedir.

Örnek 5.2. [24] R = Z2 × Z2 halkası bileşensel toplama ve çarpma işlemleriyle göz önüne

alınsın. α : R → R endomorfizması α
((
a, b
))

=
(
b, a
)

ile tanımlansın. R değişmeli ve

indirgenmiş bir halkadır. Dolayısıyla R terslenebilirdir.

(0, 1), (1, 0) ∈ R için
(
0, 1
)(
1, 0
)
= 0 olmasına rağmen

(1, 0) α
((
0, 1
)
) =

(
1, 0
)(
1, 0
)
=
(
1, 0
)
6= 0

olduğundan R sağ α − terslenebilir halka değildir. Bu yüzden R α − terslenebilir halka

değildir.

Tanım 5.3. [9] R bir halka olsun. a, b ∈ R olmak üzere eğer aα(b) = 0⇔ ab = 0 oluyorsa

R ye α− uyumludur (α− compatibility) denir.

Aşağıdaki önermede α− terslenebilir halka ve indirgenmiş halka arasındaki ilişkiye değinil-

mektedir.

Önerme 5.4. [24] R bir halka olsun. Eğer R indirgenmiş ve α− uyumlu ise bu durumda R

α− terslenebilirdir.
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İspat. Kabul edelim ki; R bir indirgenmiş α − uyumlu halka ve a, b ∈ R için ab = 0

olsun. α − uyumluluktan aα(b) = 0 ve indirgenmişlikten α(b)a = 0 bulunur. O halde R

sol α − terslenebilirdir. Diğer taraftan R indirgenmiş olduğundan ab = 0 iken ba = 0 ve

α− uyumluluktan bα(a) = 0 elde edilir. O halde R sağ α− terslenebilirdir. R hem sağ hem

de sol α− terslenebilir olduğundan R α− terslenebilir halkadır.

Aşağıdaki teoremde terslenebilir ve α− terslenebilir halkalar arasındaki ilişki verilmektedir.

Teorem 5.5. [24] R bir α − uyumlu halka olsun. Bu durumda R terslenebilirdir ancak ve

ancak R; α− terslenebilirdir.

İspat. Kabul edelim ki; R bir terslenebilir halka ve a, b ∈ R için ab = 0 olsun. R

terslenebilir olduğundan ba = 0 ve α − uyumluluktan bα(a) = 0 elde edilir. Dolayısıyla

R sağ α − terslenebilir halkadır. Diğer taraftan α − uyumluluktan ab = 0 iken aα(b) = 0

elde edilir. R terslenebilir olduğundan α(b)a = 0 bulunur. Dolasıyla R sol α− terslenebilir

halkadır. Bu yüzden R; α− terslenebilirdir.

Tersine kabul edelim ki; R bir α − terslenebilir halka ve a, b ∈ R için ab = 0 olsun. R sağ

α− terslenebilir olduğundan bα(a) = 0 ve α− uyumluluktan ba = 0 bulunur. O halde R bir

terslenebilir halkadır.

Tanım 5.6. [9] R bir halka olsun. Eğer aα(a) = 0 olacak şekilde her a ∈ R için a = 0

oluyorsaR nin α−endomorfizmasına katıdır (rigid) denir. EğerR nin bir katı α endomorfiz-

ması varsa R ye α− katı (α− rigid) halka denir.

Önerme 5.7. [9]R bir halka olsun. EğerR bir α−katı halka ise bu durumdaR indirgenmiş-

tir.

İspat. Öncelikle α−katı endomorfizmanın monomorfizma olduğu açıktır. Gerçekten α(a) =

0 iken aα(a) = 0 olup α − katı endomorfizma olduğundan a = 0 bulunur. Böylece α bir

monomorfizmadır. Ayrıca eğer R bir α − katı halka ise R indirgenmiştir. Gerçekten a ∈ R

için a2 = 0 olsun. Bu durumda aα(a2)α2(a) = 0 bulunur.

aα(a2)α2(a) = aα(a)α(a)α(α(a)) = aα(a)α(aα(a)) = 0
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olup R α− katı olduğundan aα(a) = 0 elde edilir. Tekrar R nin α − katı halka olmasından

a = 0 bulunur. Böylece R indirgenmiştir.

Teorem 5.8. R bir halka olsun. Eğer R halkası α − katı halka ise bu durumda R halkası

α− uyumludur.

İspat. Kabul edelim ki; R bir α− katı halka ve a, b ∈ R için ab = 0 olsun. Önerme 5.7. den

R indirgenmiş ba = 0 buradan α(ba) = 0 eşitliği soldan a sağdan α2(b) ile çarpıldığında

aα(ba)α2(b) = 0 ve

aα(b)α(a)α(α(b)) = (aα(b))α(aα(b)) = 0

elde edilir. R bir α− katı halka olduğundan aα(b) = 0 bulunur.

Tersine a, b ∈ R için aα(b) = 0 olsun. Bu durumda

baα(ba) = baα(b)α(a) = 0

olup R bir α− katı halka olduğundan ba = 0 ve R indirgenmiş olduğundan ab = 0 bulunur.

O halde R α-uyumludur.

Teorem 5.9. [24] R bir halka olsun. Bu durumda R α− katıdır ancak ve ancak R

indirgenmiştir, α− terslenebilirdir ve α bir monomorfizmadır.

İspat. R bir α − katı halka ise Önerme 5.7. den R indirgenmiş ve α nın monomorfizma

olduğu açıktır. Üstelik Teorem 5.8. ve Önerme 5.4. ten R α− terslenebilirdir. Tersine kabul

edelim ki; R indirgenmiş, α − terslenebilir ve α bir monomorfizma olsun. a ∈ R için

aα(a) = 0 olsun. R sağ α − terslenebilir olduğundan α(a)α(a) = 0 ve buradan α(a2) = 0

bulunur. α monomorfizma olduğundan a2 = 0 ve R indirgenmiş olduğundan a = 0 elde

edilir. Böylece R bir α− katı halkadır.

Aşağıdaki örneklerde Teorem 5.9. da yer alan α endomorfizmasının monomorfizma ve R

halkasının indirgenmiş olma şartlarının kaldırılamayacağı verilmektedir.

Örnek 5.10. [24] F bir cisim olmak üzere F cismi üzerinde polinom halkası R = F [x]

olsun. α : R → R ve f(x) ∈ R için α(f(x)) = f(0) ile tanımlı α endomorfizması göz
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önüne alınsın. R değişmeli tamlık bölgesi olduğundan indirgenmiş ve α − terslenebilirdir.

f(x) = x+ x2, g(x) = x ∈ R için α(f(x)) = α(g(x)) olmasına rağmen f(x) 6= g(x).

O halde α bir monomorfizma değildir. Teorem 5.9. dan R bir α− katı halka değildir.

Örnek 5.11. Matrislerin bilinen toplama ve çarpma işlemleri altında

R =


 a 0

b a

 | a, b ∈ Z


halkası göz önüne alınsın.

α : R→ R ve

 a 0

b a

 ∈ R için α

((
a 0

b a

))
=

 a 0

−b a


ile tanımlı α endomorfizması düşünülsün. Bu durumda R α− terslenebilirdir. Gerçekten;

X =

 a 0

b a

, Y =

 c 0

d c

 ∈ R
içinXY = 0 olsun. Bu durumda ac = 0 ve bc+ad = 0 denklemleri elde edilir. Z tamsayılar

halkası değişmeli tamlık bölgesi olduğundan a = 0 veya c = 0 bulunur.

1. Durum : a = 0 ise bc = 0 olup b = 0 ve X = 0 elde edilir. Buradan Y α(X) = 0 ve

α(Y )X = 0 olup R halkası α− terslenebilirdir.

2. Durum : c = 0 ise ad = 0 olup d = 0 ve Y = 0 elde edilir. Buradan Y α(X) = 0

ve α(Y )X = 0 olup R halkası α− terslenebilirdir. Ancak R indirgenmiş değildir.

 0 0

0 0

 6=
 0 0

1 0

 ∈ R
üstel sıfırlı elemanına sahiptir. Dolayısıyla R α− katı halka değildir.
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Tanım 5.12. [24]

(1) R bir halka ve α; R nin bir endomorfizması olsun. abc = 0 olacak şekilde her a, b, c ∈

R için acα(b) = 0 (α(b)ac = 0) oluyorsa α endomorfizmasına sağ (sol) simetriktir

(right (left) symmetric) denir.

(2) Eğer R bir sağ (sol) simetrik α endomorfizmaya sahipse R halkasına sağ (sol) α −

simetrik (right (left) α − symmetric) denir. Eğer R hem sağ hem de sol α − simetrik

ise R ye α− simetrik (α− symmetric) denir.

Aşağıdaki teorem simetrik ve α− simetrik halkalar arasındaki ilişkiyi verir.

Teorem 5.13. [24] R bir α−uyumlu halka olsun. Bu durumda R simetriktir ancak ve ancak

R; α− simetriktir.

İspat. Kabul edelim ki; R bir simetrik halka ve a, b, c ∈ R için abc = 0 olsun. Kabulden

acb = 0 olup α − uyumluluktan acα(b) = 0 elde edilir. R bir sağ α − simetrik halkadır.

Simetrik halkalar terslenebilir olduğundan acα(b) = 0 iken α(b)ac = 0 elde edilir. R bir sol

α− simetrik halkadır. O halde R bir α− simetrik halkadır.

Tersine, R bir α − simetrik halka ve a, b, c ∈ R için abc = 0 olsun. Kabulden acα(b) = 0

olup R α− uyumlu olduğundan acb = 0 bulunur. O halde R bir simetrik halkadır.

Aşağıda α− simetrik ve α− terslenebilir halkalar arasındaki ilişki verilmektedir.

Önerme 5.14. [24] Her α− simetrik halka α− terslenebilirdir.

İspat. Kabul edelim ki; R bir α − simetrik halka ve a, b ∈ R için ab = 0 olsun. Buradan

1ab = 0 ve kabulden bα(a) = 0 elde edilir. Böylece R bir sağ α − terslenebilir halkadır.

Benzer şekilde ab = 0 iken ab1 = 0 ve kabulden α(b)a = 0 bulunur. O halde R bir sağ

α− terslenebilir halkadır. Böylece R bir α− terslenebilir halkadır.
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Tanım 5.15. [24]

(1) R bir halka α; R nin bir endomorfizması olsun. a, b ∈ R olmak üzere eğer ab = 0

olması aRα(b) = 0 olmasını gerektiriyorsa α ya yarı-değişmeli (semicommutative)

denir.

(2) Eğer R nin α− yarı-değişmeli bir endomorfizması varsa R ye α− yarı-değişmeli

(α− semicommutative) halka denir.

Teorem 5.16. [24] R bir α − uyumlu halka olsun. Bu durumda R yarı-değişmelidir ancak

ve ancak R α− yarı-değişmelidir.

İspat. Kabul edelim ki; R yarı-değişmeli bir halka ve a, b ∈ R için ab = 0 olsun. Bu

durumda kabulden aRb = 0 ve α−uyumluluktan olduğundan aRα(b) = 0 bulunur. O halde

R bir α− yarı-değişmeli halkadır. Şimdi kabul edelim ki; R bir α− yarı-değişmeli halka ve

a, b ∈ R için ab = 0 olsun. Kabulden aRα(b) = 0 . Bu durumda her r ∈ R için arα(b) = 0

ve α− uyumluluktan arb = 0 bulunur. O halde aRb = 0 olup R bir yarı-değişmeli halkadır.

Önerme 5.17. [24] R bir halka olsun. Eğer R indirgenmiş ve α − terslenebilir halka ise bu

durumda R halkası α− yarı-değişmelidir.

İspat. a, b ∈ R için ab = 0 olsun. R bir α − terslenebilir halka olduğundan α(b)a = 0

bulunur. Eşitliğin her iki yanı sağdan keyfi bir c ∈ R ile çarpıldığında α(b)ac = 0 ve

(acα(b))2 = acα(b)acα(b) = 0

elde edilir.

R indirgenmiş olduğundan acα(b) = 0 olup R bir α− yarı-değişmeli halkadır.
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5.2. Merkezi α− Terslenebilir ve Merkezi α− Simetrik Halkalar

Bu bölümde sırasıyla α− terslenebilir ve α− simetrik halkaların genelleştirmeleri olan yeni

halka sınıfları tanıtılmaktadır.

Tanım 5.18. [26]

(1) R bir halka ve a, b ∈ R için ab = 0 iken bα(a) ∈ C(R) ise R, merkezi sağ α −

terslenebilir (central right α− reversible ) halka denir.

(2) R bir halka ve a, b ∈ R için ab = 0 iken α(b)a ∈ C(R) ise R, merkezi sol α −

terslenebilir (central left α− reversible ) halka denir.

(3) Eğer R hem merkezi sağ α − terslenebilir hem de merkezi sol α − terslenebilir ise R

ye merkezi α− terslenebilir (central α− reversible) halka denir.

Aşağıdaki örnek merkezi sağ α− terslenebilir halka ile merkezi sol α− terslenebilir

halka kavramının simetrik olmadığını vermektedir.

Örnek 5.19. [26] R =


 a b

0 c

 | a, b, c ∈ Z

 halkası göz önüne alınsın.

(1) α: R→ R ve

α

((
a b

0 c

))
=

 a 0

0 0


ile tanımlanan R nin endomorfizması için

A =

 a b

0 c

, B =

 a′ b′

0 c′

 ∈ R
olmak üzere AB = 0 olsun. Bu durumda aa′ = 0, cc′ = 0 ve

ab′ + bc′ = 0 elde edilir.
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Buradan

Bα(A) =

 a′ b′

0 c′

 a 0

0 0

 =

 a′a 0

0 0

 = 0

bulunur.

0 (sıfır matrisi) halkanın merkezinde olduğundan R merkezi sağ α− terslenebilirdir.

Buna rağmen

A =

 0 1

0 1

, B =

 2 1

0 0

 ∈ R
için AB = 0 fakat;

α(B)A =

 2 0

0 0

 0 1

0 1

 =

 0 2

0 0

 /∈ C(R).

Gerçekten;

 1 2

0 3

 ∈ R için

 0 2

0 0

 1 2

0 3

 6=
 1 2

0 3

 0 2

0 0


olup R merkezi sol α− terslenebilir değildir.

(2) β: R→ R ve

β

((
a b

0 c

))
=

 0 0

0 c


ile tanımlanan R nin endomorfizması için

A =

 a b

0 c

, B =

 a′ b′

0 c′

 ∈ R
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olmak üzere AB = 0 olsun. Bu durumda aa′ = 0, cc′ = 0 ve

ab′ + bc′ = 0 elde edilir. Buradan

β(B)A =

 0 0

0 c′

 a b

0 c

 =

 0 0

0 c′c

 = 0

bulunur.

0 (sıfır matrisi) halkanın merkezinde olduğundan R merkezi sol β − terslenebilirdir.

Buna rağmen

A =

 0 1

0 1

 , B =

 2 1

0 0

 ∈ R
için AB = 0 fakat;

Bβ(A) =

 2 1

0 0

 0 0

0 1

 =

 0 1

0 0

 /∈ C(R).

Gerçekten;

 1 2

0 3

 ∈ R için

 0 1

0 0

 1 2

0 3

 6=
 1 2

0 3

 0 1

0 0

.

olup R merkezi sağ β − terslenebilir değildir.

Teorem 5.20. [26] R bir halka olsun. Eğer R; α − terslenebilir ise bu durumda R merkezi

α− terslenebilirdir.

İspat. R bir α − terslenebilir halka ve a, b ∈ R olmak üzere ab = 0 olsun. Bu durumda R

sağ α− terslenebilir olduğundan bα(a) = 0 ve R sol α− terslenebilir olduğundan α(b)a = 0

bulunur. Sıfır halkanın merkezinde yer aldığından R merkezi α− terslenebilirdir.
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Teoremin tersi genelde doğru değildir. Yani merkezi α − terslenebilir olan ancak α −

terslenebilir olmayan halkalar vardır.

Örnek 5.21. [26] Örnek 3.3. te S halkasının merkezi terslenebilir olduğu gösterildi. α: S →

S ve α(A) = A ile tanımlanan S nin α endomorfizması göz önüne alınsın. A,B ∈ S için

AB = 0 olsun. Bu durumda S merkezi terslenebilir olduğundan α(B)A = Bα(A) = BA

olup BA merkezdedir. Buna rağmen

A =


0 0 0

0 0 1

0 0 0

, B =


0 1 0

0 0 0

0 0 0

 ∈ S

için AB = 0 fakat α(B)A = BA 6= 0.

O halde S; α− terslenebilir değildir.

Aşağıdaki teoremlerde α − terslenebilir ve merkezi α − terslenebilir halkalar arasındaki

ilişkiler verilmektedir.

Teorem 5.22. [26] R bir α−uyumlu yarı asal halka olsun. Eğer R merkezi α− terslenebilir

ise bu durumda R; α− terslenebilirdir.

İspat. R bir merkezi α−terslenebilir halka ve a, b ∈ R için ab = 0 olsun. Bu durumda α(b)a

ve bα(a) merkezdedir. Ayrıca α− uyumluluktan aα(b) = 0 ve α(b)a merkezde olduğundan

α(b)aRα(b)a = α(b)aα(b)aR = 0 elde edilir. R yarı asal olduğundan α(b)a = 0 bulunur.

Böylece R sol α − terslenebilirdir. Diğer taraftan ab = 0 iken α(ab) = α(a)α(b) = 0 ve

α−uyumluluktan α(a)b = 0 bulunur. Buradan bα(a) merkezde olduğundan bα(a)Rbα(a) =

bα(a)bα(a)R = 0 ve R yarı asal olduğundan bα(a) = 0 bulunur. Böylece R sağ α −

terslenebilirdir. R hem sağ α − terslenebilir hem de sol α − terslenebilir olduğundan R;

α− terslenebilirdir.

Teorem 5.23. [26] R bir sağ (sol) p.p. α − uyumlu halka olsun. Eğer R merkezi α −

terslenebilir ise bu durumda R; α− terslenebilirdir.

İspat. R bir sağ (sol) p.p. α − uyumlu halka ve a, b ∈ R için ab = 0 olsun. Bu durumda

rR(a) = eR olacak şekilde bir e eşkare elemanı vardır. Ayrıca α− uyumluluktan aα(b) = 0
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bulunur. Üstelik ae = 0 ve α(b) ∈ rR(a) = eR olduğundan eα(b) = α(b) elde edilir.

Buradan α(b)a = eα(b)a = α(b)ae = 0 olup R sol α − terslenebilirdir. Benzer ispat sağ

α− terslenebilir olması durumunda verilebilir. O halde R; α− terslenebilirdir.

Sonuç 5.24. [26] R bir sağ (sol) devirli quasi-Baer ve α − uyumlu halka olsun. Eğer R

merkezi α− terslenebilir ise bu durumda R; α− terslenebilirdir.

İspat. R bir sağ devirli quasi-Baer halka ve a, b ∈ R için ab = 0 olsun. Bu durumda

α − uyumluluktan aα(b) = 0 elde edilir. Buradan α(b) ∈ rR(a) bulunur. R sağ devirli

quasi-Baer olduğundan rR(aR) = eR olacak şekilde bir e eşkare elemanı vardır. Böylece

Teorem 5.23 ten istenen sonuç elde edilir.

Önerme 5.25. [26] Her tamlık bölgesi merkezi α− terslenebilirdir.

İspat. a, b ∈ R için ab = 0 olsun. R tamlık bölgesi olduğundan a = 0 ya da b = 0.

1. Durum a = 0 ise α(a) = 0 olup bα(a) = α(b)a = 0.

2. Durum b = 0 ise bu durumda α(b) = 0 olup α(b)a = bα(a) = 0.

Böylece her iki durumda R α − terslenebilir ve α − terslenebilir halkalar merkezi α −

terslenebilir olduğundan R merkezi α− terslenebilirdir.

Aşağıdaki örnekte tamlık bölgesi olmayan ancak merkezi α − terslenebilir olan bir halka

verilmektedir.

Örnek 5.26. [26] R =


 a 0

b a

 | a, b ∈ Z

 halkası göz önüne alınsın.

α : R→ R ve

α

((
a 0

b a

))
=

 a 0

−b a


ile tanımlanan R nin endomorfizması için R merkezi α− terslenebilirdir. Gerçekten

A =

 a 0

b a

 , B =

 c 0

d c

 ∈ R
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için AB = 0 olsun.

Buradan ac = 0 ve bc + ad = 0 denklemleri elde edilir. Bu ise a = b = 0 ya da a =

c = 0 ya da c = d = 0. Her bir durumda α(B)A = Bα(A) = 0 bulunur. O halde R

α− terslenebilirdir, yani R merkezi α− terslenebilirdir.

Aşağıdaki önermede merkezi α− terslenebilir halkaların sonlu dik toplamlarının da merkezi

α− terslenebilir olduğu gösterilmektedir.

Önerme 5.27. [26] I sonlu indeks kümesi olmak üzere {Ri}i∈I halkaların bir sınıfı ve

α : Ri → Ri endomorfizma olsun. Bu durumda her i ∈ I içinRi merkezi α− terslenebilirdir

ancak ve ancak ⊕i∈IRi merkezi α− terslenebilirdir.

İspat. Her i ∈ I için Ri merkezi α− terslenebilir olsun. Ayrıca

(a1, . . . , an), (a
′
1, . . . , a

′
n) ∈ ⊕i∈IRi

için (a1, . . . , an)(a
′
1, . . . , a

′
n) = 0 olsun. Bu durumda her i ∈ I için aia

′
i = 0 bulunur.

Buradan;

(i) Her i ∈ I için Ri merkezi α− terslenebilir olduğundan a′iα(ai) merkezdedir.

(a′1α(a1), . . . , a
′
nα(an))

elemanı ⊕i∈IRi halkasında merkezdedir. Yani;

(a′1α(a1), . . . , a
′
nα(an)) = (a′1, . . . , a

′
n)(α(a1), . . . , α(an)) = (a′1, . . . , a

′
n)α(a1, . . . , an)

merkezdedir.

(ii) Benzer şekilde α(a′1, . . . , a
′
n)(a1, . . . , an) elemanı da ⊕i∈IRi halkasında merkezdedir.

(i) ve (ii) den ⊕i∈IRi halkası merkezi α− terslenebilirdir.
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Tersine ⊕i∈IRi halkası merkezi α − terslenebilir ve bir i ∈ I için ai, a′i ∈ Ri olmak üzere

aia
′
i = 0 olsun. Bu durumda

(0, . . . , ai, 0, . . . , 0)(0, . . . , a
′
i, 0, . . . , 0) = 0

olup kabulden

α(0, . . . , a′i, 0, . . . , 0)(0, . . . , ai, 0, . . .)

ve

(0, . . . , a′i, 0, . . . , a
′
n)α(0, . . . , ai, 0, . . . , 0)

merkezdedir. Buradan a′iα(ai) ve α(a′i)ai elemanları Ri halkasında merkezdedir. Böylece

Ri merkezi α− terslenebilirdir.

Aşağıda bir R halkasının yerelleştirmesi üzerinde merkezi α − terslenebilir olma durumu

verilmektedir.

Önerme 5.28. [26] α bir epimorfizma olmak üzere R merkezi α− terslenebilirdir ancak ve

ancak S−1R merkezi α− terslenebilirdir.

İspat. Kabul edelim ki; R bir merkezi α− terslenebilir halka ve a, b ∈ R, r, s ∈ S için

a

r

b

s
= 0 olsun. Bu durumda ab = 0 olup bα(a) ve α(b)a merkezdedir.

c

d
∈ S−1R

için

b

s
α(
a

r
)
c

d
=
bα(a)c

sα(r)d
=
c

d

bα(a)

sα(r)
=
c

d

b

s
α(
a

r
).

Benzer şekilde
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c

d
α(
b

s
)
a

r
= α(

b

s
)
a

r

c

d

olur. Böylece S−1R merkezi α− terslenebilirdir.

Tersine S−1R bir merkezi α− terslenebilir halka ve a, b ∈ R için ab = 0 olsun. Bu durumda

a =
a

1
, b =

b

1
∈ S−1R

ve α(1) = 1 alındığında sonuç açıktır.

Aşağıda merkezi α− simetrik olarak adlandırılan halkaların yeni bir sınıfı tanıtılmaktadır.

Tanım 5.29. [26] R bir halka olsun.

(1) abc = 0 olacak şekildeki her a, b, c ∈ R için acα(b) merkezde ise R ye merkezi sağ

α− simetrik (central right α− symmetric ) halka denir.

(2) abc = 0 olacak şekildeki her a, b, c ∈ R için α(b)ac merkezde ise R ye merkezi sol

α− simetrik (central left α− symmetric ) halka denir.

(3) EğerR hem merkezi sağ α−simetrik hem de merkezi sol α−simetrik iseR ye merkezi

α− simetrik (central α− symmetric ) halka denir.

Teorem 5.30. [26] R bir halka olsun. Eğer R merkezi α − simetrik ise bu durumda R

merkezi α− terslenebilirdir.

İspat. a, b ∈ R için ab = 0 olsun. Bu durumda ab = ab1 = 0 olup α(b)a1=α(b)a

merkezdedir. Üstelik 1ab = 0 olup 1bα(a) = bα(a) merkezdedir. Böylece R merkezi

α− terslenebilir halkadır.

Uyarı 5.31. Eğer R; α− simetrik ise bu durumda R merkezi α− simetriktir.

Aşağıdaki önerme merkezi α-simetrik halkaların sonlu dik toplam altında kapalı olduğunu

göstermektedir.
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Önerme 5.32. [26] I sonlu indeks kümesi ve {Ri}i∈I halkaların bir sınıfı olsun. α : Ri →

Ri endomorfizma olmak üzere bu durumda her i ∈ için Ri merkezi α− simetriktir ancak ve

ancak ⊕i∈IRi merkezi α− simetriktir.

İspat. Her i ∈ I için kabul edelim ki; Ri merkezi α− simetrik halka olsun.

(a1, . . . , an), (b1, . . . , bn), (c1, . . . , cn) ∈ ⊕i∈IRi

olmak üzere

(a1, . . . , an)(b1, . . . , bn)(c1, . . . , cn) = 0

olsun. Bu durumda (a1b1c1, . . . , anbncn) = 0 olup buradan her i ∈ I için aibici = 0 bulunur.

Kabulden her i ∈ I için α(bi)aici ve aiciα(bi) merkezdedir. Böylece

(α(b1), . . . , α(bn))(a1, . . . , an)(c1, . . . , cn)

ve

α(b1, . . . , bn)(a1, . . . , an)(c1, . . . , cn)

merkezdedir. O halde⊕i∈IRi halkası merkezi sol α− simetriktir. Benzer şekilde⊕i∈IRi nin

merkezi sağ α− simetrik olduğu gösterilir. Buradan⊕i∈IRi halkası merkezi α− simetriktir.

Tersine bir i ∈ I ve ai, bi, ci ∈ Ri olmak üzere aibici = 0 olsun. Buradan

a = (0, . . . , ai, . . .), b = (0, . . . , bi, . . .), c = (0, . . . , ci, . . .) ∈ ⊕i∈IRi

için abc = 0 bulunur. ⊕i∈IRi halkası merkezi α − simetrik olduğundan α(b)ac ve acα(b)

merkezdedir. Yani α(bi)aici ve aiciα(bi) elemanları Ri halkasında merkezdedir. Böylece

i ∈ I için Ri halkası merkezi α− simetriktir.

Önerme 5.33. [26] α bir epimorfizma olmak üzereRmerkezi α−simetriktir ancak ve ancak

S−1R merkezi α− simetriktir.
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İspat. Kabul edelim ki; R bir merkezi α− simetrik halka olsun. a, b, c ∈ R, r, s, t ∈ S için

a

r
,
b

s
,
c

t
∈ S−1 ve

a

r

b

s

c

t
= 0

olsun. Buradan abc = 0 bulunur. acα(b) ve α(b)ac elemanları R halkasında merkezdedir.

w

d
∈ S−1R için

α(
b

s
)
a

r

c

t

w

d
=
α(b)ac

α(s)rt

w

d
=
w

d

α(b)ac

α(s)rt
=
w

d
α(
b

s
)
a

r

c

t

bulunur. Benzer şekilde

w

d

a

r

c

t
α(
b

s
) =

a

r

c

t
α(
b

s
)
w

d

elde edilir. Böylece S−1R merkezi α− simetriktir.

Tersine, kabul edelim ki S−1R bir merkezi α− simetrik halka ve a, b ∈ R için ab = 0 olsun.

Bu durumda

a =
a

1
, b =

b

1
∈ S−1R

için ab = 0 olup sonuç açıktır.
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