T.C.
AHI EVRAN UNIVERSITESI
FEN BILIMLERI ENSTITUSU

UC BOYUTLU OKLID UZAYINDA iKi YUZEYIN
ARAKESIT EGRISININ DIFERENSIYEL GEOMETRISI

Benen AKINCI

YUKSEK LISANS TEZI
MATEMATIK ANABILIM DALI

KIRSEHIR OCAK



T.C.
AHI EVRAN UNIVERSITESI
FEN BILIMLERI ENSTITUSU

UC BOYUTLU OKLID UZAYINDA iKi YUZEYIN
ARAKESIT EGRISININ DIFERENSIYEL GEOMETRISI

Benen AKINCI

YUKSEK LISANS TEZI
MATEMATIK ANABILIM DALI

DANISMAN:
PROF. DR. LEVENT KULA

KIRSEHIR OCAK

ii



Fen Bilimleri Enstitiisii Miidiirliigii’ne

Bu galigma jiirimiz tarafindan MAAT EMATIK Anabilim Dalinda YUKSEK LISANS
TEZI olarak kabul edilmistir.

Bagkan:
Prof. Dr. Levent KULA

Uye:
Yrd. Dog. Dr. Biilent ALTUNKAYA

Uye:
Yrd. Dog. Dr. Mahmut MAK

Onay

Yukaridaki imzalarin, adi gegen 6gretim iiyelerine ait oldugunu onaylarim.

)] 20..

Dog. Dr. Mahmut YILMAZ
Enstitii Midiiri

iii



TEZ BILDIRIMI

Tez igindeki biitiin bilgilerin etik, davranig ve akademik kurallar ¢ercevesinde elde edilerek sunul-
dugunu, ayrica tez yazim kurallarina uygun olarak hazirlanan bu galigmada bana ait olmayan

her tiirli ifade ve bilginin kaynagima eksiksiz atif yapildigini bildiririm.

Benen AKINCI



UC BOYUTLU OKLID UZAYINDA IKi YUZEYIN ARAKESIT
EGRISININ DIFERENSIYEL GEOMETRISI

(Yiiksek Lisans Tezi)
Benen AKINCI

Ahi Evran Universitesi

Fen Bilimleri Enstitiisii

Ocak 2015

OZET

Bu yiiksek lisans tezi ii¢ boliimden olugmaktadir. Birinci béliimde, ¢alismamizda kullanilan
temel tanmim ve teoremlere yer verilmigtir. Ikinci béliimde, éncelikle transversal arakesit egri-
lerinin normal egriligi, geodezik egriligi, geodezik torsiyonu, egrilik vektorii, egriligi, torsiyonu
ile tegetsel arakesit egrisinin egrilik vektorii ve egriligi ele alindi. Ucgiincii béliimde, konuyla

ilgili 6rnekler ele alindi.

Anahtar Kelimeler: Arakesit egrisi; Transversal arakesit; Tegetsel arakesit; Normal egrilik;
Geodezik egrilik; Egrilik; Geodezik torsiyon; Torsiyon

Sayfa Adedi: 59

Tez Yoneticisi: Prof. Dr. Levent KULA



DIFFERENTIAL GEOMETRY OF INTERSECTION CURVE OF
TWO SURFACES IN TREE DIMENSIONAL EUCLIDEAN SPACE

(Master’s Thesis)
Benen AKINCI

Ahi Evran University

Institute of Science

January 2015

ABSTRACT

This master thesis consists of tree parts. The first chapter is devoted to basic definitions and
theorems used in our study. In the second chapter, firstly normal curvature, geodesic curvature,
geodesic torsion, curvature vector and torsion of transversal intersection curve and curvature
vector and curvature of tangential intersection curve have been reviewed. The third chapter,

relevant examples have been reviewed.

Keywords Intersection curve; Transversal intersection; Tangential intersection; Normal curva-
ture; Geodesic curvature; Curvature; Geodesic Torsion; Torsion

Number of Pages: 59

Thesis Advisor: Prof. Dr. Levent KULA

vi



TESEKKUR

Caligmalarimin her safhasinda biiyiik yardimlarini gérdiigiim, bilgi ve deneyimlerinden yarar-
landigim, danigman hocam sayin Prof. Dr. Levent KULA’ya; bu giinlere gelmemde biiyiik pay
sahibi olan babam Turan KIZILGEDIK’e, kiymetli annem Giilcan KIZILGEDIK’e ve kaymn-
validem Nevin AKINCT’ya; her tiirlii destek ve anlayigindan dolay: esim Akiner AKINCI’ya ve
calismamda bana yardimci olan arkadagim Mesut ALTINOK’a ictenlikle tegekkiir ederim.

Benen AKINCI

vii



ICINDEKILER

OZET . . . . . v
ABSTRACT . . . . .. vi
TESEKKUR . . . .. ... .., vii
ICINDEKILER . . . ... ... ... . viii
SEKILLERIN LISTESI . . ... ... .. ... .. ... .. ...... X
SIMGELER VE KISALTMALAR . . . ... ... ... ....... xi
1. TEMEL KAVRAMLAR . ... ... ... ... ... ........ 1

2. UC BOYUTLU OKLID UZAYINDA IKi YUZEYIN ARAKE-

SITEGRISI .. ... ... ... .. ... ... . ... .. .. ... 14
2.1. Yiizeyler Uzerinde Temel Hesaplar . . . . . . ... .. ... ... 14
2.1.1. Parametrik Formda Verilen Yiizeyler . . . . . ... .. .. 14
2.1.2. Kapali Formda Verilen Yiizeyler . . . . . . . ... ... .. 15
2.2. TRANSVERSAL ARAKESIT EGRIST . . ... ... ... ... 16
2.2.1. Transversal Arakesit Egrisinin Tegetsel Yoni . . . . . . . . 16
2.2.2. Normal Egrilik . . . ... ... ... ... .00 16
2.2.3. Geodezik Egrilik . . .. ..o o000 19
2.2.4. Geodezik Torsiyon . . . . . .. ... .. .. ... ... .. 25

2.2.5. Yiizeylerin Normal ve Geodezik Egriliklerine Gore Egrilik
Vektori . . . . . . . 28

2.2.6. Normal ve Geodezik Egrilikler Cinsinden Egrinin Egriligi . 30

2.2.7. Uciincii Mertebeden Tiirev Vektorii ve Torsiyon . . . . . . 30
2.3. TEGETSEL ARAKESITEGRISI . . . ... .. ... ... ..... 34
2.3.1. Tegetsel Arakesit Egrisinin Tegetsel Yoni . . . . . . . .. 34

viii



2.3.2. Egrilik Vektori ve BEgrilik . . . ... ..o 0000 40

3. ORNEKLER . .. .................. . ... ...... 42
3.1. Biri Parametrik Digeri Kapali Formda Verilen ki Yiizeyin Transver-
sal Arakesiti . . . . . ... Lo 42
3.2. Kapali Formda Verilen Iki Yiizeyin Tegetsel Arakesiti (Dal Noktas1) 44
3.3. Kapali Formda Verilen Iki Yiizeyin Tegetsel Arakesiti (Izole Edilmis
Tegetsel Degme Noktast) . . . . .. ... ... ... ... ... 46
3.4. Kapali Formda Verilen Iki Yiizeyin Tegetsel Arakesiti (Tegetsel
Arakesit Egrisi) . . . . . ... o oo oo 48
3.5. Parametrik Formda Verilen ki Yiizeyin Arakesiti . . .. ... .. 20
3.6. Kapali Formda Verilen ki Yiizeyin Arakesiti . . . . .. . ... .. 52
KAYNAKLAR . . . . 54
EK-A 55
OZGECMIS . . . . . . 59



SEKILLERIN LISTESI

SEKIL 2.1 Iki yiizeyin transversal arakesiti . ......................... 17
SEKIL 2.2 iki yiizeyin tegetsel arakesiti......... ... ... ... ... .. ... ... 35
SEKIL 2.3 Iki tegetsel arakesit yiizeylerinin Dupin géstergeleri . ... ... .. 38

SEKIL 3.1 Biri parametrik digeri kapali formda verilen iki yiizeyin transver-

sal arakesiti. ... ... 43
SEKiL 3.2 Kapali formda verilen iki ylizeyin transversal arakesiti....... 45
SEKIL 3.3 Izole edilmis tegetsel degme noktasi. ... ................... A7
SEKIL 3.4 Tegetsel arakesit eSrisi . . ... ovoveeee o 49
SEKIL 3.5 Parametrik formda verilen iki yiizeyin arakesiti............. o1
SEKIL 3.6 Kapal formda verilen iki yiizeyin arakesiti................. 53



SIMGELER VE KISALTMALAR

Bu calisgmada kullanilmig bazi simgeler ve kisaltmalar, agiklamalar: ile birlikte

asagida sunulmustur.

Kisaltmalar Aciklama

T Teget vektor alan

N Asli normal vektor alani

B Binormal vektor alani

R Reel sayilar ciimlesi

X Vektorel ¢arpim

(,) I¢ carpim

K Egrilik fonksiyonu

Kn Normal egrilik

Kg Geodezik egrilik

k Egrilik vektorii
Burulma fonksiyonu

Tq Geodezik torsiyon

\Y% Gradiyent fonksiyonu

T (c(1)) ¢(I) egrisinin ¢(s) noktasindaki teget uzayi
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1. TEMEL KAVRAMLAR

Tanim 1.1. R reel sayilar cismini gostermek iizere,
R™ = {(x1, 29, - ,x,) : 7; € R}

vektor uzayinda, © = (zq1, 22, - ,2,) ve y = (Y1, Y2, -+ , yn) € R™ olmak fizere,

<£If, y) - Z TiYi
i=1

esitligiyle tanimlanan,
():R"xR" =R
(z,y) = (z,y)

fonksiyonu, R™ uzayimnda bir i¢ ¢carpimdir. Bu i¢ ¢arpima, R™ uzayimin dogal ig

carpimu veya Oklid i¢ carpimi denir.

x € R" i¢in,
]l = v/ {z, z)
olmak fizere,
R — R
xr = \/(x,z)
fonksiyonu, R™ uzayinda bir normdur. Buna gore, R™ uzay1 bu metrik ile tanimh
normlu bir vektor uzayidir.
d(z,y) = ||z =yl

bi¢giminde tamimlanan d : R™ x R” — R fonksiyonu, R"” uzayida bir metriktir.

Dolayisiyla, bu metrik ile R” bir metrik uzay olur. Bu uzaya Oklid uzay1 denir

2].

Tanim 1.2.
Grad : C(E",R) = x(E")
f — Grad(f)
oyle ki, E™ de {x1,--- ,x,} bir koordinat sistemi olmak iizere,
" of 0
Grad(f) = ; B, O



seklinde tanimli Grad fonksiyonuna, E™ de {z1, -+ ,x,} koordinat sistemine gore

gradient fonksiyonu denir ve V sembolii ile gosterilir [5].

Tamim 1.3. Ug boyutlu bir reel vektér uzayr V olsun. V de bir

X:VxV =V
(a,8) = axp

seklinde tamimlanan X i¢ islemine V' de vektérel carpim iglemi veya V de disg

carpim iglemi olarak adlandirihr [4].

Tanim 1.4. Uc boyutlu reel vektér uzaymda herhangi iic vektor a, 3, v olsun. O

zamarll

AV xVxV =SV
(o, B,7) = AMa, B,7) = ax (B x7)

bi¢iminde tanimlanan o x (8 x ) vektoriine «, 3, vektorlerinin, bu siradaki,

iiclii vektorel carpimi adi verilir. Buradan
ax (B x7)={a7)f - (a B)y
esitligi yazilr [4].
Tanim 1.5. I, R nin bir acik araligi olmak iizere ¢ : I — R3 biciminde diizgiin

bir ¢ doniigiimiine, R? iizerinde bir egri denir [2].

R? uzaymnda dik koordinat fonksiyonlar: z1, zs, 3 olmak iizere bir ¢ : I — R3
egrisinin verildigini varsayalim. c¢ doniisiimiiniin deger kiimesi R? oldugundan,

c1, C9, c3 ile gosterilen 1i¢ tane bilegseni vardir. Daha acik bir anlatimla
c = (c1,c2,03)
bigimindedir. Burada 1 < j < 3 olacak bicimdeki her j dogal sayisi i¢in
xjoc=c

dir. Her bir ¢; fonksiyonu, I araligindan R ye giden bir fonksiyondur.
¢ : I — R?® doniisiimiiniin diizgiin olmasi demek 1 < j < 3 i¢in ¢; fonksiyonlarinin

diizgiin olmas1 demektir [2].

Tanim 1.6. ¢ : I — R? egrisi verilsin. Her t € I icin ¢ (t) # 0 ise ¢ egrisine

diizenli (regiiler) egri denir [2].



Tamim 1.7. U, R? uzaymin irtibath bir acik alt kiimesi olmak iizere ¢ : U — R3,
diizgiin ve regiiler bir déntigiim olsun. ¢ : U — ¢(U) doniigimi bir homeomor-
fizm ise ¢(U) kiimesine, R? uzayimnda bir basit yiizey denir.

M, R? uzaymnn bir alt kiimesi olsun. M nin her bir p noktasi i¢in p € o(U) ve
©(U) € M olacak bi¢imde bir ¢(U) basit yiizeyi bulunabiliyorsa M kiimesine,
R3 uzaymda bir yiizey denir [2].

Tamim 1.8. R? uzayinda birim hizli ¢ : I C R — R3 egrisi icin
T(s)=c(s) (1.1)

esitligi ile belirli T'(s) vektoriine, ¢ egrisinin ¢(s) noktasindaki birim teget vektorii
denir [2].

T, I araliginin herbir s noktasina, c(s) noktasindaki 7'(s) teget vektoriinii kargilik
getiren bir fonksiyondur. Buna gore T', ¢ egrisi iistiinde bir vektor alanidir. Bu
vektor alanina, ¢ egrisinin birim teget vektor alani denir.

T'(s) vektori, c(s) noktasinda T, (R?) vektor uzaymn bir alt vektor uzayim
gerer. Bu alt vektor uzay, 1 boyutlu bir alt vektor uzayidir. Geometrik olarak
c¢(s) noktasindan gecen ve T'(s) vektoriine paralel olan bir dogrudur. Bu dogruya

egrinin c(s) noktasindaki teget uzay1 denir ve Ti(5)(c(/)) bigiminde gosterilir [2].
Tanim 1.9. R? uzaymda birim hizhi ¢: I C R — R3 egrisi icin
kI =R, k(s)=|T ()| (1.2)

esitligiyle tammlanan k fonksiyonuna, ¢ egrisinin egrilik fonksiyonu denir. x(s)
sayisina egrinin c(s) noktasindaki egriligi adi verilir. 7' = ¢ oldugundan k(s) =
" (s)| olur [2].
Tamim 1.10. R3 uzaymda birim hizli ¢: I C R — R3 egrisi icin

1

T 1.3
T (1.3

esitligiyle belirli N (s) vektoriine, ¢ egrisinin ¢(s) noktasindaki asli normal vektorii

N(s) =

denir. N vektor alanina, ¢ egrisinin asli normal vektor alani denir [2].

(T',T), I araligimin herbir noktasma, (T'(s),T(s)) sayisim karsilik getiren
(I,T): I =R, (T,T)(s)=(T(s),T(s)) (1.4)
bi¢giminde bir fonksiyondur. Her s € [ i¢in
(T(s),T(s)) =1

3



oldugundan (T, T) : I — R fonksiyonu sabit fonksiyondur. Buna gore her s € I
icin (T, T) (s) = 0 dir. Kisaca (T, T) =0 dur.

(T, T) =(T',T)+ (T, Ty = 2(T", T)

oldugundan (T",T) = 0 bulunur. Demek ki I araligimm herbir s noktasnda

T'(s) vektorii T(s) vektoriine diktir. Bu tanima gore N vektor alani da T vektor

alanina dik olur. s(s) = ||T"(s)|| oldugundan
1 /
N(s) = /—T S 1.5
(s) ol (s) (1.5)

bi¢iminde yazlabilir. Oyleyse her s € I i¢in, || N(s)|| = 1 dir. Buna gore | N|| = 1
demektir. 7'x N, I araligmn herbir s noktasima, ¢(s) noktasindaki T, (R?) teget

uzaymin T(s) X N(s) elemanim kargilik getiren bir fonksiyondur [2].

Tanim 1.11. R? uzaymda birim hizhi ¢: I C R — R3 egrisi icin
B(s) =T(s) x N(s) (1.6)

esitligiyle tammlh B(s) vektoriine, ¢ egrisinin ¢(s) noktasindaki binormal vektorii
denir. B vektor alanina, ¢ egrisinin binormal vektor alan1 adi verilir [2].
Vektorel carpim 6zelliklerinden dolay1 B(s) vektori, T'(s) ve N(s) vektorlerinin
her ikisine de diktir. {T(s), N(s), B(s)} kiimesi pozitif yonlii bir ¢atidir [2].

Tanmim 1.12. T'(s), N(s), B(s) vektorlerine, ¢ : I C R — R? egrisinin ¢(s) nok-

tasindaki Serret-Frenet vektorleri denir.

{T'(s), N(s), B(s)}

kiimesine, ¢ egrisinin ¢(s) noktasimdaki Serret-Frenet vektor ¢atisi denir. T, N, B

vektor alanlarina, c egrisi iizerinde Serret-Frenet vektor alanlari denir [2].

Tamim 1.13. R3 uzaymdaki birim hizli ¢ : I € R — R3 egrisinin Serret-Frenet

vektor alanlar1 T') N, B olmak {izere
7:1—=>R, 7(s)=(B(s),N(s)) (1.7)

esitligiyle tanimh 7 fonksiyonuna, ¢ egrisinin torsiyon (burulma) fonksiyonu denir.

7(s) sayisina egrinin c(s) noktasindaki torsiyonu denir [2].

Teorem 1.14. R? uzayinda birim hizli ¢ : I C R — R? egrisini goz oniine alalim.

Frenet vektor alanlar1 7', N, B ve bu egrinin egrilik ve torsiyonu, sirasiyla, x, 7



olmak fizere,

~ ~

~

@ =N
Il
|
=N
=
+
2
Sy

dir [2].

Tanim 1.15. R? uzaymda birim hizh ¢: I C R — R3 egrisi icin

1"

¢ (s)=T =k=rN (1.8)

esitligiyle tanimlanan k fonksiyonuna, ¢ egrisinin egrilik vektorii denir [7].

(1.8) esitliginde her iki tarafin i¢ carpimi alinirsa,
k2= (k, k) = (¢ ,c") (1.9)
elde edilir.

Teorem 1.16. R? uzayinda birim hizli ¢ : I C R — R? egrisini goz 6niine alalim.
Frenet vektor alanlar1 7', N, B ve bu egrinin egrilik ve torsiyonu sirasiyla s, 7

=...=,UD =0ve r) £0 ise

"

. !
olmak lizere Kk =k =&

I (5) = kUIN (1.10)
ve
(7+2)
P BT (1.11)
(j + sl
dir [7].

ispat (1.8) esitliginde x = 0 oldugunda birim asli normal vektoér tanimli degildir.
rk = 0 olan noktalarda asli normal vektorii elde etmek igin egrinin yiiksek mer-
tebeden tiirevlerini bulmak gerekir. Eger x = 0 ise egri bir dogrudur ve egrinin
Frenet gatisi tanimli degildir. Burada x = 0 noktalar: izole edilirse Frenet catisi
gecerli olur. Eger k = 0 ve & # 0 ise

¢"(s) =K N+ kN (1.12)
bulunur. Burada, Teorem 1.14’den N nin (1.12) esitlignde yerine yazilmasiyla

"

¢"'(s) =k N + k(—kT + 7B)
= kT4 Kk N+ k7B (1.13)



elde edilir. Buradan

"

(B,¢"y = —k*(B,T) + & (B,N) + k7(B, B)

= KT
B n
P B (1.14)
K
dir.
(1.12) egitliginden
'(s)=kN (1.15)
sonucuna ulagihir. Dolayisiyla birim asli normal vektori (1.15) formundadir. Bu-
rada
(", ¢") = (k' N,k N) (1.16)
= (K)*(N, N)

dir. k =Kk =0 ve k" # 0 ise (1.13) esitligi diferensiyellenebilir oldugu icin ¢ nin

dordiincii mertebeden tiirevi hesaplanirsa
D(s) = =3k T+ (kK — k1> = KN 4+ (2’7 + w7 )B
elde edilir ve verilenler yerlerine yazilirsa
W(s)=k"N (1.17)
olarak bulunur. Dolayisiyla
(D DY = ("N, k"N) (1.18)
= (v )*{N,N)
= (v’
dir.
Genel olarak, eger k =k =k = --- = kU™ =0 ve V) # 0 ise
It (s) = gUN (1.19)
olur. Buradan (kVU+2))% = (cU+2) 0+2) dir [7].
Torsiyonun degeri egrilik sifira yaklagtigi zaman asagidaki gibi ifade edilebilir:
Eger k = 0 ve K # 0 ise ¢ nin dérdiincii mertebeden tiirevini bulmamiz gerekir.

Bu dordiincii mertebeden tiirev (1.13) esitliginin diferensiyellenebilir olmasi ve

Serret-Frenet catisi kullanarak 7', N, B nin yerine yazilmasiyla

cW(s) = =36T + (kK —k? = )N + (26'T + k7 )B (1.20)

6



bigiminde elde edilir. Bu durumda (1.20) esitligi
cW(s)=k"N+2:7B
denklemine indirgenir. Boylece

(B,¢W) = k" (B,N) + 2x'7(B, B)

I
=2KT

dir. Buradan

bulunur. Benzer gekilde

O (s) = (—4rk —3(k )2+ K* + 2T

— 6K%K — 3k 72 — 3kTT )N

+ (/ﬁ;///
+
dir. Eger k = k' =0 ve " # 0 ise

O(s)=k"N+3k'7B

dir. O halde

"

(B,c®) = k" (B,N) +3r"7(B, B)

"

=3k T
dir. Boylece
B, c®
T < 3K” >
seklinde bulunur.
Genel olarak, eger k =k =K =---=xrU") =0 ve k) £ 0 ise
(B, C(j+2)>
(7 + DV
olur [7].
n

(37 +3K7T — K37 — KT+ kT )B

(1.21)

(1.22)

(1.23)

(1.24)

(1.25)

Tanim 1.17. R?® uzaymda birim hizhi ¢ : I € R — R3 egrisinin Frenet vektor

alanlar1 T, N, B olsun.



{T(s), N(s)} kiimesinin gerdigi diizleme, ¢(s) noktasindaki oskiilator diizlem veya
dokunum diizlemi denir.

{N(s), B(s)} kiimesinin gerdigi diizleme, c¢(s) noktasindaki normal diizlem veya
dik diizlem denir.

{T(s), B(s)} kiimesinin gerdigi diizleme, ¢(s) noktasindaki dogrultman diizlemi

veya rektifiyan diizlem denir [2].

Tanim 1.18. R? de bir M yiizeyi icinde birim hizli bir ¢ : I — M egrisi verilsin.
Yiizeyin birim dik vektor alan1i N olsun. ¢ egrisinin birim teget vektor alani T°

olmak tizere
NxT=Y (1.26)

esitligiyle tanimlanan Y vektor alanini goz ontine alalim. Vektorel ¢arpim 6zel-
liklerinden dolay1 {T(s), Y (s), N} kiimesi, T,(5)R® uzaymin ortonormal bir tabamn

olur. Bu tabana, (¢, M) egri-yiizey ¢atist veya Darboux ¢atisi denir [2].
Tanim 1.19. ¢: I — M birim hizli bir egri olsun.
fin(s) = (¢ (s),N) (1.27)

esitligiyle belirli k,,(s) sayisina, (¢, M) egri-yiizey gatisinin ¢(s) noktasimdaki nor-

mal egriligi denir [2].
Tanim 1.20. c¢: [ — M birim hizh bir egri olsun.

rg(s) = (e (s),Y(s)) (1.28)

esitligiyle belirli k4 (s) sayisina, (c, M) egri-ylizey ¢atisinin ¢(s) noktasindaki geodezik
egriligi denir [2].

Tanim 1.21. c¢: [ — M birim hizh bir egri olsun.
74(s) = (N,Y'(s)) (1.29)

esitligiyle belirli 7,(s) sayisina, (¢, M) egri-yiizey ¢atisinin c(s) noktasindaki geodezik

torsiyonu denir [2].

Tanim 1.22. ¢ : I — M birim hizh bir egri olmak iizere k,, kg4, 7, fonksiyon-

larina; (¢, M) egri-yiizey ¢atisinin egrilikleri denir [2].



Teorem 1.23. ¢, M iginde birim hizli bir egri olsun.(c, M) egri-yiizey ikilisinin
egrilikleri s, kg, 7, olduguna gore

T = kgY + kN,

Y = —k,7+ 17,N,

N = —r,T —1,Y

dir [2].
Teorem 1.24. Birim hizli olmayan,

c:ICR—R?

u — c(u)

egrisini goz oniine alalim. Frenet vektor alanlar1 7', N, B ve bu egrinin egrilik ve

torsiyonu, sirasiyla x ve 7 olmak iizere,

C/ C/ % C// Hc/ % C///H <c/ % C// C///>
__/aN:BXTvB: 7 = 7 UGTZ%
<] [¢" x| I [ x |2

dir [2].
Teorem 1.25. Birim hizli olmayan,

c:ICR—R?

u — c(u)

egrisini goz oniine alalim. Frenet vektor alanlar1 7', N, B ve bu egrinin egrilik ve

torsiyonu, sirasiyla, s ve 7 olsun. ||c (u)|| = v olmak fizere, Serret-Frenet catisi
T = vkN ,
N' = —v(kN — 7B),
B' = vrN,

dir [2].

Tamim 1.26. R3 uzaymda bir M yiizeyi verilsin. M nin her bir p noktasi icin
Ly T,(M) x T,(M) = R, I(vp, wp) = (vp, wp)

bigiminde taniml [, fonksiyonuna, M iistiinde birinci temel form denir. I,(v,, w,)
yerine gogunlukla (v, w,) yazilr.

M nin her bir p noktasina

I, : T,(M) x T,(M) = R, 1I,(vp,wp) = (S(vp), wp)



bigiminde tanimh /1, fonksiyonuna, M iistiinde ikinci temel form denir. 11,(v,, w,)
yerine gogunlukla 11(v,,w,) yazilr.

M nin her bir p noktasina
I11,: T,(M) x T,(M) = R, II1,(vy, wp) = <S2(vp)awp>

bigiminde tamml 171, fonksiyonuna, M iistiinde ti¢iincii temel form denir (Bu-

rada, S? = SoS anlamindadir.). 111,(v,, w,) yerine gogunlukla [ 11 (v,, w,) yazilr

12].

Tanim 1.27. ¢(U), M yiizeyi i¢inde bir basit ylizey olsun. ¢ € U igin

(p1, 1) (q) = {p1(q), p1(q))

esitligiyle tanimlanan (@1, 1) : U — R fonksiyonunu kisaca E ile gosterilir.
Yani

E = (9017901>

dir. Benzer bigimde F, G, [, m,n fonksiyonlari

F = <901’902>

G = <902’902>
ve

[ = <S ° Y1, 901>

m = <509017<P2>
n = <509027§02>

egitlikleriyle tanimlanir. Burada ¢; ve (o sirasiyla ¢ nin birinci ve ikinci yere

gore tiirevini gostermektedir [2].

Tanim 1.28. M bir C*° manifold olsun. M iizerinde vektor alanlarimin uzayi

X (M) olmak iizere,

D x(M) x x(M) = x(M)
(X,Y) = D(X,Y) = DxY

fonksiyonu i¢in

1. Dfx+gyZ = fDxZ 4+ gDy Z, VXY, Z € X(M), Vf, g€ COO(M, R)

10



2. Dx(fY) = fDxY + (Xf)Y,

ozelliklerini sagliyorsa D ye M manifoldu iistiinde bir afin konneksiyon ve Dx e

de X’e gore kovaryant tiirev operatorii denir [3].

Tanim 1.29. ¢ : [ — M egrisi verilsin. W € x(M) olmak tizere her t € [ igin
D,

[

wW =0ise W teget vektor alani, c egrisi boyunca paraleldir denir [2].

Tanim 1.30. c egrisinin hiz vektor alani 7', egri boyunca paralel ise, yani kendi

kendine paralel ise ¢ egrisine M {izerinde bir geodezik egri adi verilir. Bu du-

rumda,
DT =0
olacagindan
-0
, i Yy
DTZ@%%(T 8.17]) =0
T'D » (Tﬂ’i) =0
EEn 627]'
0 0 ; 0
T T')— +T1"D o —| =0
T — 4TIk 1 =0,7F = =£
[(9@ 8xk + Jzal‘k] O’ dt
Ox; dt It odt
dt at dt
veya
d?zy . dxjdz
e —J =0,1<k<
az g ar ==

olarak bulunur [3].

Tanim 1.31. M bir Riemann manifoldu ve M iizerindeki Riemann konneksiyonu
D olsun. O zaman, M iizerinde {(/,c)} atlasi ile verilen egri boyunca geodezik
egrilik alanm diye, bu egrinin birim teget vektor alani 7' olmak iizere DrT vektor

alanina denir.
kg I — R
t = ry(t) = || DT

11



olarak tanimlanan x, fonksiyonuna da c egrisinin geodezik egrilik fonksiyonu denir

13].

Teorem 1.32. M bir Riemann manifoldu ve M f{izerinde bir egri ¢ olsun. O
zaman, c egrisi M de bir geodeziktir gerek ve yeter sart geodezik egrilik fonksiyonu

sifir fonksiyondur ve ¢ nin skalar hiz fonksiyonu sabittir [3].

Ispat ¢ egrisinin bir atlasm {(I,¢)} ile gosterelim. ¢ nmn hiz vektér alam da V
olsun.

c egrisi M de bir geodezik egri olsun. O zaman,

va == O
dir. Diger taraftan;
Vv
T=—
V]
ve
V=viT

esitlikleri goz ontine alinirsa,

DyV = Dyvr([VIIT)
= VD (||V||T)
= [VITIVIDT + [V DT

elde edilir. DyV =0 ve ||V # 0 oldugundan
(TIVIDT + IVI[DrT = 0 (1.30)
dir. (1.30) denklemi kendisi ile i¢ garpima alnirsa
[T(IVIDP + IVI*(D2T, DrT) + 2T (|V DI VIKT, DrT) = 0
bulunur. Halbuki, (T, T) = 1 oldugundan
T(T,T) =0

ve

(T, DyT) =0

dir. Bu deger yardimiyla

[T(IVID? + IVI*(DrT, DrT) = 0

12



dir. Buradan
T([|V|]) =0wve DT =0
ve
T(VI]) = 0 ve x, = 0

esitlikleri elde edilir. O halde, ¢ egrisi M de geodezik ise ¢ nin geodezik egrilik
fonksiyonu sifir fonksiyonu ve ¢ nin skalar hiz fonksiyonu sabit fonksiyondur.

¢ nin skalar hiz fonksiyonu sabit ve geodezik egrilik fonksiyonu sifir olsun. O

zaman
T(|V]) =0wve r, =0
dir. O halde
IVIITAVIDT + VD2 T] = 0
veya

Dyyyr(IVIIT) =0

ve buradan da
DyV =0

bulunur. O halde, ¢ egrisi M de bir geodezik egridir [3]. m

Tanim 1.33. M yiizeyinin p noktasindaki bag egrilikleri k1(p) ve ko(p) olsun.

1. k1(p)ko(p) > 0 ise p noktasina M yiizeyinin bir eliptik noktasi denir.

2. k1(p)ka(p) = 0 ve ki(p) ile ko(p) den en az biri sifirdan farkl ise p noktasina
M yiizeyinin bir parabolik noktasi denir.
ki(p) = 0 ve ka(p) = 0 ise p noktasina M ylizeyinin bir diizlemsel noktas

denir.

3. k1(p)ka(p) < 0 ise p noktasina M yiizeyinin bir hiperbolik noktas: denir [3].

Tanim 1.34.
T (pu(p), u(p) = 1
ve

T (pu(p), pu(p)) = —1

denklemlerinin belirttigi konik egrileri sirasiyla DT ve D~ ile gosterildigine gore
Dt U D~ kiimesine, M yiizeyinin py noktasinda Dupin gostergesi denir ve D ile

gosterilir [3].

13



2. UC BOYUTLU OKLID UZAYINDA IKi YUZEYIN ARAKESIT
EGRISI

Bu boliimde, yiizeylerin transversal ve tegetsel arakesit durumlari ince-
lendi. Transversal arakesit durumunda egrinin normal egriligi, geodezik egriligi,
geodezik torsiyonu, egrilik vektord, egriligi ve torsiyonu hesaplandi. Tegetsel
arakesit durumunda arakesit egrisinin normal egriligi, egrilik vektorii ve egriligi

hesaplandi. Bu béliimde [1] ve [7] kaynaklarindan yararlanilmigtir.

2.1.  Yiizeyler Uzerinde Temel Hesaplar

Bu boliimde parametrik formda ve kapali formda verilen yiizeyler igin

temel hesaplamalar yapilacaktir.

2.1.1. Parametrik Formda Verilen Yiizeyler

Parametrik formda
r=2xa(ua,va), y=ya(ua,va), z=za(ua,va)
ve
T = JEB(UB,UB)a Yy = Z/B(UB,UB)7 z= ZB(UB,UB)
veya vektorel formda
r= SA(uA, va)
ve
r= SB(uB, vpB)

ile verilen iki parametrik yiizey A ve B olsun. Bu yiizeylerin regiiler oldugunu

farz edelim. Bagka bir degisle

SA X A 40, 8B x S8 40 (2.1)

A B

olsun. Parametrik formda verilen yiizeyin birim normal vektor alani

Sy, X S,

N= Su>rv
15w % Syl

(2.2)

14



bigimindedir. wv diizleminde u = u(s) ve v = v(s) egrisi bir S(u,v) parametrik
yiizeyi tizerinde r = ¢(s) = S(u(s),v(s)) egrisi tanimlar. Parametrik formda
verilen yiizey {izerindeki bir egride zincir kurali kullanarak ¢, ¢, ¢ gibi arakesit

egrisinin ilk {i¢ tiirevi agagidaki sekilde elde edilir:

c(s)=Su + Sy, (2.3)

"

c (s)= S'Uu(u/)2 +28,,u v + Sm,(v/)2 + Su’ + Sy, (2.4)

"

c (s)= Suuu(ul)3 + 3Suuv(u/)2v' + 38,uutl (v/)2 + Sm,v(z/)3
+ 3[Suuu/u// + Suv(uuvl + ulvu) + SDUU/’UN] + Suu/// + vau

/

(2.5)

[7]-

2.1.2. Kapali Formda Verilen Yiizeyler

fA(z,y,2) = 0 ve fB(z,y,2) = 0 kapal formda verilmis iki yiizey olsun.

Bu yiizeylerin regiiler oldugunu farz edelim. Bagka bir degisle

Vit#0, VEP#0 (2.6)
olsun. f(x,y,z) = 0 kapalh formunda verilen bir yiizeyin birim normal vektor
alani v/

= ——— (2.7)
IVf]]

bigimindedir. f(z(s),y(s), z(s)) = 0 kisitlamasiyla x = z(s), y = y(s), z = 2(s)
egrisi f(z,y, z) = 0 kapal formda verilen yiizey iizerinde bir egri tanimlar. Kapali
formda verilen yiizey iizerindeki bir egride zincir kurah kullanarak df /ds, d*f /ds®

ve d3 f/ds® gibi arakesit egrisinin ilk i tiirevi agagidaki sekilde elde edilir:

d ! ! !
—f = foxr + fyy + f.2 =0, (2.8)
ds
- = fm(x/)Q + fyy(y/)Q + fZZ(Z/)2
+ 2( [yt Y + froy 2+ frow'?)
+ fx{]j” i fyy// T fZZ// _ O’ (29)

15



d3 /
d_S{: foze(T ) + fyuy (Y ) + faze(z )3
+ 3 faay(T)°Y + Froe(@)?2 + fopya (y)?
+ (U )2 4 faest' (2 + oy ()7 4 2y 2]

"o "

+ 3 frat ® + [y Y + frud 2+ fr(@ Y + 1Y)
+fyZ(yZ +yz )+fm(:132 —I—xz)]ﬂ—fﬂ: +fyy +fz 0 (2.10)

7].

2.2, TRANSVERSAL ARAKESIT EGRISI

Bu boliimde, transversal arakesit egrisinin normal egriligi, geodezik egril-

igi, geodezik torsiyonu, egrilik vektorii, egriligi ve torsiyonu hesaplandi.

2.2.1. Transversal Arakesit Egrisinin Tegetsel Yonii

c arakesit egrisinin teget vektorii her iki yilizeyin teget diizlemi tizerinde
yatar. Bdoylece; ¢ transversal arakesit egrisinin teget vektorii Sekil 2.1 de goster-
ildigi gibi P notasindaki iki ytlizeyin birim normal vektorlerinin vektorel ¢arpimi

olarak

N4 x N5
NN
biciminde bulunur. Burada N4 ve N2, bu iki yiizeyin birim normal vektor alan-
laridir [7].

(2.11)

2.2.2. Normal Egrilik

Parametrik formda verilen bir yiizey i¢in normal egrilik, yiizeyin birim

normali iizerine (2.4) esitliginde verilen ¢’ nin izdiisiimii yardimiyla

Koo = (¢ \N) = (S (t)? + 28,00 + S (v)? + Su” + Sy, N)
= (S N) ()2 4 2( S0, NYU'V + (S, N) ()2 + (S, NYu” + (S, N)
= 1(u)? 4 2mu'v 4+ n(v')? (2.12)

16



Sekil 2.1: Iki yiizeyin transversal arakesiti

biciminde hesaplanir. Burada [, m,n ;
I ={(Suu, N), m={(S,,N), n=/(S,,N) (2.13)

ile belirli ikinci temel formun katsayilaridir.
Ky, vi hesaplamak icin v ve v” hesaplanmalidir. (2.3) esitliginden arakesit egrisinin
birim teget vektoriinii bildigimiz i¢in S, ve S, ile (2.3) esitliginin her iki tarafi ig
carpim yapilirsa
(Sus T) = (Su, Syt + Syv')
= (Su, Su)t" + (Su, Sp)v’
= Eu + Fv (2.14)
ve
(Sy, T) = (Sy, Syt + S,v')
= (S, Syt + (S,, S, )v’
= Fu 4+ Gv (2.15)
esitlikleri bulunur. Burada F, F, G,
E = (S, S.), F=(S,5), G=(S,5,) (2.16)
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seklindeki birinci temel formun katsayilardir. (2.14) ve (2.15) esitliklerinin be-

lirttigi denklem sisteminden,

EF||u| [(ST)
FG| |V (S,,T)
yazilir ve buradan
u 1 (S,, TYG — (S, T)F
v EG - F? | (S, T)E — (S,,T)F

esitligi yardimiyla
o (80, TYG — (S, T)F

oI , (2.17)
;{8 TVE —(S,,T)F
N EG — F?2

biciminde elde edilir.

Dolayisiyla, A ve B yiizeyleri i¢in arakesit egrisinin normal egrilikleri, sirasiyla,
KA =14, 4 2mMu vy + nft(v))? (2.18)
ve
kB = 1B(up)? 4 2mPumuy + n®(vy)? (2.19)

. / / / /
dir. Burada uy, v, ve up, vg

u’ _ <S;L4A7 >GA <S’IA}AA7 > A
A EAGA — ( )2 ’
! <S;14 ) >EA - <SAUA’T>FA
vh = e Ay (2.20)
ve
'U,l — <SUBB7 > < vRB? >
B EBGB ( ) )
(Si TVEP — (S, T) P
Vg = EEGE (FB‘; (2.21)
dir.

Benzer bir gekilde (2.9) egitligi kullanilarak kapali formda verilen yiizeyin normal

egriligi de hesaplanabilir. (2.9) egitliginden yiizeyin | birim normali iizerine

\Vfll
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"

¢ = (z",y",2") egrilik vektoriiniin izdiisiimii

1" " 1 ; f

Y 52 )7W>

//) 1
VIR AR
_ fzx// + fyy// + fZZ//
N ERS PR
_ _fm(x/)2 + fyy(y/)z + fzz(ZI)Q + 2<ffﬂyx/y/ + fyzylzl + fmzx,z,) (2.22)
VIE+ T+ 12
bi¢imindedir. Burada z’,y’, z' (2.11) esitligi tarafindan belirlenen 7" nin ii¢ bileseni-

dir [7].

kn = ((x

= <(x”7y”72 (fx;fzﬂfz))

2.2.3. Geodezik Egrilik

Bu boliimde, ¢ arakesit egrisinin geodezik egriligi hesaplanacaktir.
¢ egrisinin ikinci tiirevi

1" ! / ! / " 1
k=c (s) = S{?AuA(uA)Q—i—QSfAUAuAUA—&-S{?AUA(vA)2+SfAuA+SfAvA

:SB

’ ’ !/ !’ " 1"
wgug (uB)2+QSEBvBquB+SfBUB (vB)2+SfBuB+S§BUB (223)

dir.
Dolayisiyla, (1.28) esitliginden, ¢ arakesit egrisinin geodezik egriligi

Kg = (T",Y)
= (T',N xT)
— (S (1) + 28tV + Sy (02 + Syt + S, ——_(ES, — FS,
(Sl ) el )
v
+ —(FSv - GSu >
15, % 5ol )
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_ Hs—i&n{(sw(u/)?, W (ES, — FS,)) + (Sun(u)2,0'(FS, — GS.,))

+ (28U v, u (ES, — FS,)) 4+ (2S,,u'v v (FS, — GS,))

+ <Swv,2,u/(ESv —FS,)) + <Swv,2,v/(FSv —GS,)) + <Suuﬁ, u/(ESU — FS,))
+ (S,u” v (FS, — GS,)) + (Syv”,u (ES, — FS,)) + (S,v” v (FS, — GS,))}

- ||S : S || {(ul)g[E<Suu, Sy> - F<Suu,8u>] + (UI)QU,[F<SUU, SU> _ G<Suu>5u>]
+ 2(4) 20 [E{Suns Su) — F{Sups Su)] + 20 (0')2[F (S Su) — G(Sus Su)]

/

+u(v 2IE(Sys, So) — F(Spus Su)] + (V) [F(Spy, Su) — G{Suy, Su)]

// ’ /)

u [E<Su> Sv) - <Su> Su>] tuw [F<Su7 Sv> - G<Su7 Su>]

o "o

+ WV [E(Sy, Su) — F(Su, Su)] + 0 0 [F(S,, Sp) — G(Sy, Su)]}

= TG O S 82) = F( S Sl (P TP (S 1) = G S S}

+ {2(u) 20 [E(Sus, Sp) — F(Suu, Su)] + 20 (v)[F(Suv, Sy) — G{Sus, Su)]}

+ {u' 0 [E(Su, S) = F(Su, Su)] + (0 ) [F(Su, Su) = G{Suu, Su)]}}

ron "o

+ (BEG - F)(uv —uv)

1 E, E, o o
_ W{[(Fu = S T) = S0, T + (Gul(Su, T) = Eu{Su, T))u'v
+ [%<SU7T> —(F, — %)(SU,TH( 2} +VEG — F2(uv" —v'u') (2.24)

olarak bulunur. Dolayisiyla A ve B yiizeyleri igin arakesit egrisinin geodezik
egrilikleri, sirasiyla,
1 EA :
A _ A A _ Buyoa 2
Kg - \/EAGA (FA)2{[(FU 2 ><SuA7 > <SvA> >](UA>
+ (GNSL . T) — ENSE  T))ua'vas

ua’ va
G4 G4 /

(G ) - (R - Sy T )
+ \/EAGA — (FA)2(uq'va" —ua v4)

B _ 1 B By B _ “u /oB un )2
" = g I~ 5, B 5o 1) (ws)
(GB<SEB7 > EB<S£57 >)UB/UB/
15008, T) — (R = Sy, T (s' )

/ " " ’

—|-\/EBGB—( )(UBUB —UB’UB)
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esitlikleri elde edilir. Burada u'y, v ve up, vy bilinmeyenlerini bulmak igin (2.23)

esitligi agagidaki gibi yeniden diizenlenirse;
SA uy + S vy =88 up+ 8B v+ A (2.25)
elde edilir. Burada

A =S8 (up)+2S8  upvy+ S5 (vp)?—SA ., (u,)?

UuBup UBURB uAuA
A rt A "\2
- 2‘SVU,AUAuA/UA - SUAUA (UA) (226)

dir. (2.25) esitliginin her iki tarafi NZ ile i¢ carpim yapilirsa

(52, NByus" +(52, NByua"=(88 NByup" +(sP. NP)vg" +(ANB) (2.27)

esitligi ve (2.23) esitliginin her iki tarafi T ile i¢ ¢arpilirsa,

/ I !
T)(up 12420580, Thug va +(58, 0,

/
(T T)=(s¢ fava

I 2 A " A "
UAU A TY(va ) +<SuA’T>“A +<S’UA’T>UA =0

esitligi elde edilir. Gerekli sadelegtirmeler yapilirsa

(SA Tyus" +(SA, Thvy =—(SA

A, A, Ao D) wa )2=2(58 , Thua'va' —(84,,, Dwa )2 (2.28)

UAVQ?

bulunur. (2.27) ve (2.28) esitliklerinin belirttigi denklem sisteminden,

(S, NB) (sp NB) | | uy (5B, NPyup" +(SB. NB)vp" +(ANP)
" - ! ! / ’
<S£A7T> (S{}AA,T> V4 _<S1I?AUA7T>(UA )2_2<S{L4AUA7T>UA VA _<S1114A‘UA7T>(UA )2

yazilir ve buradan

14 1" ! ! ! !
1 —e11up —€12vp —¢c13(ua )2 —c14ua va —e15(va )?
uA _ <S{:1A7NB><S{)4A7T>_<S{;4A’NB><S{1,4A7T>
UZl eo1up +eaovp’ teag(ua’ )24eaqua va —eos(va’)?
(Sit, NB)Y(S, . T)—(Sg, NE) S, . T)

vpY U A

esitligi yardimiyla

v —enup — v —e3(ua)? — erquava —er5(va’)?
<SQ‘?A7 NB><S’{}4A’ T> - <S;)4A7 NB><S;L4A7T>
U” _ 821UB” + 52203“ + 523(UA/)2 + 524UA/’UA/ — 625(UA/)2
A (S NEWSET) — (S5, NPNSE, T)
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bi¢iminde elde edilir. Burada

en = (57, T)(SE ,NP)

1o = (S7,, TYWSE NPy

e1s = (S0, T)(A,NP) — (5} ) NP) (S, .. T)
e = 2(5, NP (s, T)

€15 = (SQ,NBRS;&M,T)

en = (S. ,T)(SE NP)

ea = (S, T)(SE ,NP)

eag = (Si, T)(A,NP) + (S5 NP)(S2,, . T)
€ = 2<SanNB><SfAvAvT>

€25 = <S&4A7NB><S£W,47T>

. " " " " o . P . o
dir. us ,v4 ve up ,vp Kkatsayilar1 arasinda agagidaki gibi bir bagint1 vardir.

(2.25) esitligini SP ile vektorel arparsak,

" " 1" 1"
(S, xSB Yuly+(S{, xSB W =(SB, xSB yuy+(SB, xSB yup+(AxSE, (2.30)

esitligi elde edilir. (2.30) esitliginde gerekli sadelestirmeler yapildiktan sonra NZ

yiizey normali iizerine izdiistimii alinirsa,

(S, X SE )Ny +((S4, xSB ) NBY, =((SE xSP ) NFyuj+((AxSE)NF)  (2.31)

"
bulunur. Buradan u

(Sl xSTINE) (S0 xSULINE) i (ST )< AN (2.32)
= u v .
BT (8 xs8) NB) AT (5P xsPL).NB) TAT (5B xsP ) NEB)
dir. Benzer gekilde (2.25) esitligi 553 ile vektorel carpilirsa,
(SA xSB Yu" +(SA, xSB Wi=(SB_xSB Yu'+(SB.xSB Yur+(AxSE (2.33)
u A up A v A up AT up up B v upR B up M

esitligi elde edilir. (2.33) esitliginde gerekli sadelegtirmeler yapildiktan sonra NZ

yiizey normali iizerine izdiistimii alinirsa,
" 1" "
(54, xSB) NEYu (S, xSB) NEY ) =((SB, xSB_) NBywy +{(AxSE)NE)  (2.34)

1
bulunur. Buradan vg

= (Sl xSER)NE) (81 xSTR)NE) i (SEp)xaNE)
B (88 xslp) NB)y "A T (58 xsB) NB) "A T (58, xs8,) NB)
_(sByxst ONBy o (sBoxsd N o axsB ) NB)

(2.35)

— u v
(S5 x ST NB) "A T ((sF x5P,).NB) “A T (s, xsf,) NB)
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dir. (ujg,vy) asagidaki gibi (u,v;) tarafindan ifade edilirse:

1" 1" 1"
Ug = A11U4 + A12V 4 + G13,

’U; = aglug + (IQQU:; + a923. (236)
Burada
((Sii, % Sup), NF)  det(Sy,, Sp7, NP)
an = 7755 5 = = (2.37)
(S, x S5,),NP) — \/EPGP — (FP)?
(S x SBYNB)Y  det(S;,, S5, NF)
a1s = i = = (2.38)
(S8, x S8),NB)  \/EBGB — (FB)?
(8P x A, NP) det(S7 , A, NP)
413 = 753 FRENT I , (2.39)
(Sg, x S55,,NB)  \/EBGB — (FB)2
(S x Sil ), NF)  det(Sy,, S5, N¥)
a21 = 77op 5 = (2.40)
(8B, x SE),NB)  \/EBGB — (FB)?
(S, x S5,),NP)  det(S),, Sy, NF)
a2 = 3 3 = — (2.41)
(S5, x SE),NB)  \/EBGB — (FB)?
(A x SP NF) det(A, SD | NP)
23 = 7op TRENTIN . (2.42)
(S5, x S NF)  \/EBGB — (FB)?
dir.

Benzer sekilde kapali formda verilen yiizeyler icin V4 = (fi, f, f#) # 0 ve
VB = (fE, yB , [B) # 0 oldugu icin normal vektorleri
PO LN o
IV A IV A
olarak gosterilir. Arakesit egrisinin teget vektori
VfAx V[
VA VB

T =

(2.43)

dir.

c arakesit egrisinin geodezik egriligi,

K’g = <T,7Y>
1" " 1" vf ! / ’
:<(xayaz)a x(x,y,z))
IVl
1 1 1 f.ﬁt’f 7fZ ! ! !
= det((x 7y y % )7—y’('r 7y y R ))
V£
12 f:E !
f"// IIZ_fII 5‘/’/
=Y ™Y
2OV
]. ! 1 1" ! ! 1 1 / ! 1 1" !
= W{(yz —y 2 )fot(zo —za)fy+(xy —xy)f.}
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dir. Burada z',y’,2 (2.43) esitligi ile belirlidir. Dolayisiyla, geodezik egriligi
bulmak icin z",y", 2" elde edilmelidir. (T,T") = 0 esitligini kullanarak 2”,y", 2"
ye gore ilk lineer esitlik

x/x// + y/y// + Z/Z// _ 0 (244)
olarak elde edilir. Diger taraftan, (T, Vf) = 0 oldugundan verilen egitlikte her

iki tarafin tirevi alinirsa

(T, Vf)=—(T,(Vf))

elde edilir. Buradan da diger lineer esitlik

for + fy" £ = fua(@)? = f () = fou(2)?
= 2fayt'y + foet' 2+ fyy 2) (2.45)

olarak bulunur. (2.44) ve (2.45) esitliklerinden sifirdan farkh katsayilar determi-
nant1 ile z”,y", 2" ye gore lineer sistem ¢oziiliir. Burada, bu sistemin ¢oziimii
arakesit egrisinin geodezik egriligini igerir. Benzer bir sekilde A ve B yiizeylerine

gore c arakesit egrisinin geodezik egrilikleri, sirasiyla,

1 ! 1" 12 / ’ 1 " ! ! " 1" I
’%4 = W{(?JAZA - yAZA)f:?A + (2474 — ZA?UA)fgf4 + (T aya — xAyA)fi}
ve
1 ! 1 17 ! I " 1" ! ! " " !
’if = W{(yBZB - szB)fai + (275 — ZBfL’B)ff; + (rpyp — xByB)sz;}
dir [1].
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2.2.4. Geodezik Torsiyon

(1.29) esitliginden c¢ arakesit egrisinin geodezik torsiyonu,

= (Y',N)

= (NxT).N)

— (g % (S + SN

= (g (50 S0 X S (8% 50 % S N)

= g g (5w SubSo = (S0 SuSu) + o (S0, 5050 = (S0, SSUY )
- ({W[E&L — FS,]+ mw&, — GS.J},N)

_ <(m)’[u’(mv _FS) + 0 (FS, — GS,],N)

+ <m[u’(Esv — FS,)+ v (FS, - GS,)]|,N)

= (m)/{(u/E@v,N> — u'F(Su,N>) + (dF(Sv,N} — v'G(Su,N>)}

. <||SlT||{u" [ES, — FS,] +u [E(Sputt’ + Suut’) — F(Syutt + Suu')]

V' [FS, — GS,y] + 0 [F(Sutt + Spv) — G(Syutt’ + Supv)]}, N)

1 1 1
—(—— " (ES,— FS,) +v (FS, — GS,
TR )+ )
+ (W) HESyu — FSyu) 4+ (0)2(FSyy — GSu)u v (ESyy — GSyy), N) (2.46)
1 " 1"

+ (u’)2<Es — FSuu, N) + (0)HF Sy — FSyy, N) 4+ 1 v ((ESy, — GSyy), N}

W{U [ <SU>N> - F<Su7N>] +twv [F<SU7N> - G<Su7N>]

+ (W) [E{Suw, N) = F(Suuy N)| + ('))[F(Su0, N) = G(Syu, N)]
+ ulvl[ <va7 N> - G<Suu’ N)]}
—————{(W)}(Em - Fl) + (0)*(Fn—Gm) +uv (En — GI)}

\/EG F?
(2.48)
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bulunur. Burada u" ve v’ (2.17) esitliginde verilmistir.

Dolayisiyla, arakesit egrisinin A ve B yiizeyleri i¢in geodezik torsiyonlari, sirasiyla,

ré:m{(EAmA_FAlA)(uA')2+(EAnA_GAZA)uA’UA’+(FAnA_GAmA)(UA’)2} (2‘49)
ve

‘rfzm{(EBmB_FBZB)(HB’)2+(EBnB_GBlB)uB/UB/+(FBnB_GBmB)(UB’)2} (2'50)
dir.

Kapali formda verilen iki yiizeyin arakesit egrisi i¢in geodezik torsiyon,

= (V' ,N)
N
— Vf " VfAx VfEB )/ Vf>
VAL VA VBTV
_ 1 Aoy VI
BRZINZZEA 7 AR 771k
_ 1 By pA _ avo sy VI
_ 1 ! A A
1 B A A By’ Vf
MZIZZER 7 A AR A AR 77
_ 1 , By A _ Ao VI
1 / / /
+ e (VE VI VI VAV = (V1 V1) V£
. VY
— VLV, o

1

1 ) . . B ) )
= ol Ge e ey K95 VIOV = (V1T 0 )

! ' B By A B Ay
A rag WV VI VL (VEENIV S+ (0 VIV )
— [{(VH) VY + (VL (VAIVEE = (VYY) ,%>
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1 S o
= ATV v e VD VIV VI 4 (VL (VI V)

VLV V) = (V) VNV = (VE (VY NV PV f)
— VLV VA}

1 , 5 N - / ) N
= ST w e (V) VIPNTELT ) = (V) VT, 96)

_ 1 | o o o
= P e W VIV VAT = (V7 V) V)

1
VPV A x VB
dir. Burada

(VFAVINVE —(VE VAV, (VAT (2:51)

(Vf)/ = (fwle + fzyy/ + f:vzzla fxyxl + fyyy/ + fyzzla fle’/ + fyzy/ + fzzzl)

dir.

Teorem 2.1. f4 = 0 ve fB = 0 kapal formlariyla verilen A ve B yiizeylerinin

arakesit egrisinin geodezik torsiyonlari sirasiyla,

1 cot @
= va - ot
o = (v Ve T v

VF)®T

ve 1 té
— CO
VG+ ———
[V A x VfB| IV 42

dir. Burada 6 normal vektorler arasindaki agi,

7= (

VF)UT
VE= A ph ] ve= g pgr] T

fA fA fA fB fB fB
¢ = {fﬁ; foy f;,‘;]a Y = {ffy oy fﬁ]

A rA rA B rB rB
fa:z fyz fzz fxz fyz fzz

1

N R

dir [1].
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2.2.5. Yiizeylerin Normal ve Geodezik Egriliklerine Gore Egrilik Vektorii

P noktasinda arakesit egrisinin k egrilik vektorii N4 ve N? tarafindan

gerilen normal diizlemde yatar. Boylece
k = oN4 + gN* (2.52)

olarak ifade edilebilir. Burada « ve [ belirlenmesi gereken katsayilardir. P nok-
tasindaki normal egrilik, k egrilik vektoriiniin N birim yiizey normal vektorii
iizerine izdiigimidiir. Yani

kn = (k,N) (2.53)
dir.
(2.52) esitliginde verilen egrilik vektoriiniin, sirasiyla, N4 ve N yiizey normalleri

tizerine izdiigimleri yardimiyla
k2 = (k,N4)
= (N + BNZ N)
— (N4, N + 8, (NB, NA)
= oy + [ycost (2.54)
ve
ki = (k,NP)
= (N + 3 N” N¥)
= a(N*,N?) + 3, (N? NF)
= aycosf + [y (2.55)
esitlikleri elde edilir. Burada 6, N4 ve N? arasindaki act olup,
cosf) = (N4 NP)

dir. (2.54) ve (2.55) ile verilen lineer denklem sisteminin matris formu
L cost| || Kk
cost 1 b1 KB
bi¢imindedir. Buradan «; ve 3; katsayilari

a| 1 1 —cosf K
By | sin?0 | —cosh 1 K

|

Sty S

[ A B
1 Ki — K, cos0

3
sin“0 | —kAcos + k5
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esitligi yardimiyla elde edilir. a4 ve 51 katsayilari (2.52) esitliginde yerine yazilirsa,

egrilik vektori

/iA

k=-"_ N4
sin’f + sin’#
seklinde elde edilir.

Benzer gekilde geodezik egrilik ile arakesit egrisinin egrilik vektoriinii ifade edelim.

B

B A
Ky, cos Ky — K. cosf

N? (2.56)

(2.52) esitliginin her iki yam Y4 ve Y2 ile i¢ carpilirsa, sirasiyla,
kA = (T, Y*) = (N4 + g,NP y4)
= (N4 Y4 + By (NP Y4
= (NP N4 x T)
N4 x NB
— B (NBxNA — -~
RN NNy
1
IN4 > NP
1

NN
= —Bo|NA|[IN"]| sin 0

= —ﬁg sin 6

= B, (NP x N4 N4 x N5)

IN“ x NB|”

ve
kY =(T',YP) = (aeN* + BN" Y7P)
= (N4 VB 4 B,(NB Y B)
= (N4 NE x T)
NA x N5 >
N4 x N5

IN4 x N5

= ap(N* x NP,
B 1

~ N XN
= ay||N4 x NE|
= | NA|[[|[N”|| sin 6

= aysind

bulunur. Buradan

[ L4
= = — 2.57
2= Gng b sing (257)

dir. Burada 6 yiizeylerin normal vektorleri arasindaki acidir.

Eger (2.52) esitliginde (2.57) esitligi yerine konulursa

k=T = (kPN* — kINP) (2.58)

sin g
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arakesit egrisinin egrilik vektorii elde edilir.

2.2.6. Normal ve Geodezik Egrilikler Cinsinden Egrinin Egriligi

P noktasmdaki ¢ arakesit egrisinin egriligi (1.9) ve (2.56) esitliklerinden

k= +/(k,k)
k2 — kB cost kB — Kkl cos O kA — KB cos O kB — Kkl cos O )
— n n NA n n NB n n NA n n NB 5
i sin?f * sin?f ’ sin?f * sin?f )}
B {</<;ﬁ — kP cosf__, kA — mfcosGNA> n 2</£fl‘ — KJECOS@NA kB — kA cost By
B sin?6 ’ sin?f sin?0 sin?0
n <f<;nB—/<cfl‘COSG B nf—nﬁcos@NEH%
sin?6 ’ sin?f
_ {(/{7‘;‘ — {43%0080)2 N 2(/{,‘? — kB COSH.)(ff — Kk cos ) <0+ (kB — ‘li;zCOSQ)/}%
sin*f sin*f sin“0
1
= T V(522 4 (kB)2 — 26AKB cos f (2.59)
dir [7]. (1.9) ve (2.58) esitliklerinden
k= +/(k,k)
1 BnJA AnB BnJA ANBY\1 3
= {<Sin9(’ig N* — I{gN )7 E(Kg N* — ’igN )>}2
1
_ A2 B2 _ 9, A.B
= T \/(/@g) + (k2)? — 2Kk cos 0 (2.60)

olarak bulunur [1].

2.2.7.  Uciincii Mertebeden Tiirev Vektorii ve Torsiyon

N4 ve N” normal diizlem iizerinde yattigimdan (1.13) esitligindeki & N +

k7B terimleri yerine YN4 4 JN almabilir. Boylece

"

¢ (s) = —K*T + yN* + oN*

30
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dir. ¢” nin N4 (NP?) birim yiizey normal vektorii iizerine izdiisiimii A2 (A\5)
ile gosterilsin. Bu durumda

"

M= (" N4
= (—K’T + N4 + NP N4
= —r2{(T,N4) + (N4 N4 + §(NP N4)
=y +dcosb (2.62)

ve

"

A= (¢ NP)
= (—K’T + N4 + NP N¥)
= —r%(T,NP) 4 v(N*4 NP + §(NP NP)
= ycosf +0 (2.63)

bigiminde bulunur. « ve § i¢in (2.62) ve (2.63) lineer denklem sisteminden,
P |1 cosf| |y
\B ~ cosh 1 4]
A 1 —cosf | | A
5| | —cost 1 B

yazilir ve buradan

esitligi yardimiyla

1 A _\B
v = sinZG(/\” A, cos ) (2.64)
1
J = (AB — Mcos6)

sin20
elde edilirler. (2.64) esitlikleri (2.61) de yerine yazilirsa

M —ABcosf _, AP —Alcost

N&Z 2.65
sin’6 sin’6 ( )

c =—rT+

bulunur.
C O - e " ..
Bir 6nceki egrilik vektoriiniin durumuna benzer olarak ¢ hesaplamak icin A4 ve

. . . . . . o . "o, .
AB nin bulunmas gerekir. Parametrik formda verilen bir yiizey icin \,, ¢ {izerine
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birim yiizey normalinin izdiigiimii alinarak elde edilir. Yani, (2.5) esitliginden

= (¢, N)

<Suuu7N>(u/) + 3(Suuv, N) (u ,)2UI+3<SuvvaN>u/(U/)2
+ (Sypos NV ()2 4+ 3[( S, NVt + (S, NY (10 + 0"
+ 00"+ (S, NV + (S, N)o"

/

= 3[lu'u” +mu v +uv") + 000" 4 (Syuu, N) ()3
+ 3(Suuos N) ()20 + 3(Suuns NYU (0')2 + (Spu, NY(v')?
bulunur. Dolayisiyla
A =3[l +mu v +uv") +no'0 ]+ ITT (2.66)
dir. Burada

TTT = (S NY (W) + 3(Syu, N ()20

/ ! I

4 3(Suve, NV (V)% 4 (S, N) (v)? (2.67)

tiginci temel formdur.

Dolayisiyla, A ve B yiizeyleri i¢in A2 ve \B| sirasiyla

n

M = 314 uy + mA (w4 vy + ntwy] + TITA (2.68)
ve
AB = 3[1Bupuly + mP (upvy + ugvy) + nPoguy] + 11TP (2.69)

dir. Burada I114 ve I11B, sirasiyla,

! ’ /

[[[A <SAUAUAUA7 N> (uA)S + 3<SAUAUAUA7 N> (uA)ZUA

’ ’ /

+ 3<SAUAUAUA7 N)”A(UA)2 + <SAUAUAUA7 N> (UA>3
ve
111° = <SBUBUBUB7N>(U’ ) +3<SB'U«BUB'UB7N><U’IB)2UIB
+ 3<SBUB'UBUB7N>U (v ) <SBUBUBUB7N>(UB)3
dir. (2.66) esitliginde ki v~ ve v”, (2. 4) esitliginin her iki tarafi S, ve S, ile ig
carpim yapilarak hesaplanir. Burada ¢’ = k esitligi dikkate almirsa,
(k,Su) = (¢, Su) = (Suu, Su) (1) + 2(Su, Su)tt' v + (S, Su) (v')?
(S, Su)u” + Sy, Su)v”
Eu / i G

= 7(u Y+ EBauv + (F, — 7")(1),)2 + Eu’ + Fv'
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ve buradan

I)Q_E’Uulvl_(Fv_ﬂ ’

" 1 Eu
dir. Ayrica

(k,8,) = (c",S,) = (Suu, Su) ()2 + 2(Su, Su)tu' v + (S, Su) (V)2 + (Sy, Sy)u”

+ (S,, Sy)v”
Efv ’ 2 o7 Gu ’ 2 " "
= (FU_T)(u) +Guuwv —1—7('0) + Fu + Gu
ve buradan da
1" " E/U ’ 2 o7 Gu !/ 2
Fu +Gv = (k,Sv>—(Fu—7)(u) — Guuv —7(11) (2.71)

olarak bulunur. Burada u” ve v", (2.70) ve (2.71) esitliklerinin belirttigi denklem

sisteminden,

EF
F G

u//] _ [(k, Su) — %(UI)Q — Bau'v — (F, — G;)@')z]
(K, S,) — (Fu — B)(u)? — Guu'v — Ga(v')?

”
(%

yazilir ve buradan

o —(k,Su) G+ (k,S0) F+[ B G—(Fu— E2 ) F) (0 )24 [Bo G—Gu Flu v +[(Fo— S ) G— S F) (v')2

[ v ] e { (k,Su) F—(k,S0) E+[— B F4(Fy— E2) E)(u )24 [~ By F+-Gu Elu v [~ (Fy— S ) F+ G2 B)(v)2 ]

esitligi yardimiyla

1 (k8w G, S P B G- (P — B2y ()24 By GG Pl o (o — Gy G- G p) (02
v EG—F2 ’
_ _Eu _Ey /N2 _ ' _ _Gu Gu /2
= (Su) F (0 Su) B (= B P (Pu— B2 ) BI(w ) 4= By 4 Gu Blu v +{=(Fy= G4 P+ G E)(w ) (2 72)
- EG—F2 :

bi¢iminde elde edilir. Burada u’ ve v" (2.17) esitliginde verilmistir.

Son olarak (1.14) egitliginden arakesit egrisinin torsiyonu

_wd)
K
1 M — B cos(0) AB A\ cos()
— 2 (B.— 2T n n NA n n NB
BT = T () )
1

= (A — X\B cos(0))(B,N*) + (A2 — A cos(0))(B,NB)] (2.73)

Ksin26

olarak bulunur. Burada, binormal vektérii B = < (T x k) dir.

(2.10) esitliginden Hg_f‘\\ birim normali iizerine ¢’ = (z",y",2") vektoriiniin
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izdiigiimii

" " 1" Vf
)\n = ) s NI~ N/
((z,y Z)HVﬂR
_ <(:r///7 y///7 Z///)7 (fx7 fy7 fz) >’

V fZ + fy + fZ
_ fxx/// + fyy/// + fzz///

VIE+TZ+7Z

R+ B+

VI T+ 12

(2.74)

bi¢imindedir. Burada

By = foua(@ ) 4 Fopy ()P + fona(2)?,

Fy = 3[fouy(2)2Y + frua(@)22 4 fayy® ()2 + frye(y)?2,
F fueet (2) 4 froay) (7)) 4 2fuget v 2]

Fy =3[foet'® + fyy + fox2 2 + foy(@y + 2y

y+ry)
+ f 2 Y2 )+ fela Y 272

dir. (z",y",2"), (2.56) esitligi tarafindan belirlenir.
2.3. TEGETSEL ARAKESIT EGRISi

Bu boliim |[7] kaynagimdan alimmig olup A ve B yiizeylerinin ¢ arakesit
egrisi iizerindeki bir P noktasinda tegetsel olarak kesistigini farz edelim. Yani, P
noktasinda N4 //NP olsun. Bu iki normal birbirine paralel oldugu zaman, teget-
sel yon (2.11) egitliginden belirlenemez. ¢ nin geometrik 6zelliklerini hesaplamak
icin yeni yontemler bulunmalidir. Ozel olarak, bu yiizeylerin yonlendirilmesiyle
N4 = N? = N oldugunu kabul edelim (Sekil 2.2).

2.3.1. Tegetsel Arakesit Egrisinin Tegetsel Yonti

P noktasinda ¢ nin 7" birim teget vektorii A ve B nin ortak teget diizlemi
tizerinde yatar. Bundan dolay1, T, (2.3) deki gibi hem S;:‘A ve S;j‘A hem de SfB ve

Si nin lineer kombinasyonu olarak yazilabilir. Yani;
T = S;?Au;, + S;L‘Av;l = SfBu%; + Siv;g (2.75)

34



dir. (2.75) esitligi teget vektoriin teget diizleminde kisith oldugu ve normal bilege-

E

Sekil 2.2: Tki yiizeyin tegetsel arakesiti

nine sahip olmadigi icin (uy, v, uy, vy) dort bilinmeyenli iki lineer denklemden
meydana gelir. P noktasinda N4 = N® = N oldugundan, (2.53) esitliginden
k2 = kB bulunur. Béylece (2.12) esitliginden

()% + 2mAu vy + 0t (v)))? = 18 (up)? + 2mPupuy + nP(vy)? (2.76)

yazilabilir. (u/y, v/, up,vg) ye gore bir kuadratik denklemdir. Boylece teget vek-
toriin birim uzunluga kisitlanmasiyla, (2.75) ve (2.76) esitlikleri dort bilinmeyenli
dort lineer olmayan denklem sistemi haline doniigiir. Bu lineer olmayan denklem
sistemi (2.75) den uj ve v} terimlerini temsil eden u, ve v, min lineer kombi-
nasyonlarima gore (2.76) esitligindeki sonugta yerine konularak ¢oziiliir. SfB ile

(2.75) esitliginin vektorel ¢arpimi alimir

’

(SE)x T = (S2 xS yua' + (SZ x S2 )va

gerekli sadelegtirmeler yapilirsa

! /

(SB xS )ua' + (S2 xS va' = (S2 x SE g
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esitligi elde edilir ve bu esitlik P noktasinda N ortak yiizey normal vektorii tizerine
izdiistiriiliirse,

’

((Si, % Sat)s Nyua' + (S, x S31), N)ug' = ((Sy7, x 5;7), N)yvg

esitliginden
(S x Si,),N) {8y X Si ) N)

YT (SB X 8B Ny T ((SB % 8B ) Ny A

B

elde edilir. Benzer sekilde Sf; ile (2.75) esitliginin vektorel ¢arpimi alinir

!/

(
(SE)x T = (S8 x S yua" + (SZ x S )va" = (SE x SE Yup' + (SE x SE )ug

UB

gerekli sadelesgtirmeler yapilirsa
(SEYx T = (SB x S8 yua' + (8B x S2)va" = (SB x S5 Yup'

esitligi elde edilir ve bu esitlik P noktasinda IN ortak yiizey normal vektorii tizerine
izdiigtiriiliirse,

’

((SZ x S2), Nyus + ((SE x S22 ), Nyva' = ((S2 x S8 ), N)up

esitliginden de
o (S x SE),N) (SR xS ),N)
up = o 5 us + . o
(ST x SB ), N) (S8, x S5),N)
- <(S;L4A X Sf;)aN> ! <(S;?A X Sli>7N> ’
~ {(SE, < SE),N) 47 (B % SE).N) 4

bulunur. up ve vy , u, ve v/ nin lineer kombinasyonu olarak asagidaki gibi elde
edilir:
Up = a1ty + 1oy, (2.77)
ve
Up = aniliy + anvy. (2.78)
dir. (2.76) esitliginde (2.77) ve (2.78) yerine konulursa
1A (uy)? + 2m vy + 0 (0)? = 17 (up)® + 2mPuuy + 0P (vp)?
= 1B(anuy + apv)y)?
+ QmB(allu/A + algle)(aglu;‘ + agzv;l)

+ nB(aglulA + (1221);‘)2
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bulunur ve

(U:4)2 [ lBCL112 + 2mBa11a21 + nBa212 — lA] + 2UIAU:4[ZBCL116L12 + mB(CL116L22 + ay2a91)

+ nBaglagg — mA] + (1)14)2”301122 + 2mBCL126L22 + nBa222 - nA] =0 (279)

dir. (2.79) esitligi
bn(u/A)2 + 2b12U:4U;1 —+ b22(v;1)2 =0 (280)

olarak yazilabilir. Burada

2 1B B 2 B A
b11 = alll + 2a11a91m” + a5 M —1

bia = apal”® + 2(ar1a9 + 6621G12)mB + agyagn® —m?
boy = a%le + 2a15a99m” + aggnB —nA
dir. by; # 0 icin uy /v); = w ile gosterilirse, bu durumda (2.80) asagidaki formdaki

gibi ikinci dereceden bir denklem gosterir:
b11w2 + 2b12w + b22 =0.

by # 0 icin v/ /u)y = p ile gosterilirse, bu durumda (2.80) asagidaki formdaki

gibi ikinci dereceden bir denklem gosterir:
bi1 + 201941 + boop® = 0.

w ve p igin (2.80) ¢oziiltirse T'

A A
wS,;, + 5,

— _ ua @ vA 2.81
[wS2 % 5,1 (2.81)

ya da
S+ S
= Dua TP (2.82)
155, 4 1S, |
bi¢ciminde bulunur.
b2, — by1byo diskriminantina bagh olarak (2.80) esitligini ¢ozmek igin dort farkh

durum vardar:

1. Izole Edilmis Tegetsel Degme Noktasi: Eger 6%2 — b11ba2 < 0 ise o zaman
(2.80) esitligi herhangi bir ¢oztime sahip degildir. Boylece P noktas1 A ve B

nin izole edilmis tegetsel degme noktasidir.

2. Tegetsel Arakesit Egrisi: Eger b%, — by1bos = 0 ve b3, + bi, + b2, # 0 ise o
zaman (2.80) esitligi ¢akigik iki koke sahiptir ve T' tekdir. Boylece, A ve B,

P noktasinda ve onun komgulugunda kesigirler.
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3. Dal Noktasi: Eger b2, — by1byy > 0 ise o zaman (2.80) esitligi farkh kok-
lere sahiptir. Boylece, P noktasi ¢ arakesit egrisinin bir dal noktasidir. P

noktasinda c yi kesen diger bir dal vardir.

4. Yiiksek Mertebeden Degme Noktasi: Eger b;; = bjs = bys = 0 ise o zaman
(2.80) esitligi u, ve v/, nin herhangi bir degeri icin sifirdir. Boylece, A ve B,

P noktasinda en azindan ikinci mertebeden bir degmeye sahiptir.

- /:”:_"“\‘\

7%

i\

i !

\ L/
Xl 2

-
-

Durum 1

\‘_‘_L'_/
/”"‘""\
Pl I
f L
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g i
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S| A
=

r'_TH'\_
/; -
~ ‘x__!f,r

Durum 2

gt

Durum 3

P &
b
B!
\J\, %
K

Durum 4

R
L

Sekil 2.3: Tki tegetsel arakesit yiizeylerinin Dupin gostergeleri

P noktasmda bu yiizeylerin biri flat noktasi (diizlemsel nokta) oldugu zaman ( S
yi varsayarsak) 1%, mP nP sifirdir. Ancak, (2.80) esitligini hala hesaplayabiliriz.
P noktasi her iki yilizeyin flat noktasi oldugu zaman, bu iki yiizey 4. durumda
belirtildigi gibi P noktasinda en az ikinci mertebeden degmeye sahiptir.

P noktasinda bir yiizeyin Dupin gostergesi bir konik kesitidir. A ve B, P nok-
tasinda tegetsel olarak kesistiginde, P noktasinda ayni teget diizleme sahiptir.
(2.76) esitligi T' egrisi boyunca P noktasinda A ve B nin Dupin gostergelerinin

tegetsel olarak kesistigini gosterir. Tersine, T', A ve B nin Dupin gostergelerinin
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arakesiti boyunca P noktasinda ortak teget diizlem {izerinde yatan vektordiir. Bu
iki Dupin gostergesi higbir noktada kesigmeyebilir (izole edilmig tegetsel degme
noktasi) ya da tegetsel olarak iki noktada kesigir ya da doért noktada transver-
sal olarak kesigirler (dal noktasi) ya da ortiigiir (yiiksek mertebeden degme nok-
tas1). Ortiisme durumunda Dupin gostergeleri P noktasmda ayni olmak zoru-
dadir. Sekil 2.3 dort farkli durum i¢in iki yiizeyin Dupin gostergelerinin olasi
kombinasyonlarini gostermektedir. Bu iki Dupin gostergesinin koordinat sistem-
leri kolaylik agisindan ayni olarak segilebilmesine ragmen genelde bunlar farklh
yonlendirmeye sahip olabilir. Hiperbolik noktalarda Dupin gostergesi bolgesel
olarak normal kesitin teget diizleminin hangi tarafinda yattigina bagl olan eglenik
hiperbollerin kiimesidir. Ancak kolaylik agisindan eglenik hiperbollerin biri i¢in
bu durumlar:1 6rneklerle aciklayacagiz. Durum 2 deki Dupin gostergeleri bir-
birine paraleldirler ve kesismezler (Bakimz Sekil 2.3 deki sag tist kisimdadir).
Bu durum, aym asli yone sahip olan P parabolik noktasinda tegetsel olarak
A ve B yilizeylerinin kesistigi durumdur. Genelligi bozmadan kabul edelim ki,

u ve v parametre egrilerinin asli dogrultular yoniinde oldugunu kabul edelim.

Burada u = sbt oldugunda sifir egrilikli asli dogrultudur. Bu varsayimlarla
mA = mP =nt =nP =0 ve ap = ay = 0 yazabiliriz. Boylece (2.80) den-
klemi

(a3, 18 — 1" (u,)? = 0. (2.83)

(2.83) denklemine indirgenir.

Dolayisiyla a2, — 4 # 0 oldugunda T icin (uy = sbt) bir tek yonlendirme ile
cakigik iki koke sahiptir. a?,l” — 4 = 0 oldugu zaman bu iki yiizey en azindan
P noktasinda stirekli bir egrilige sahiptir ve bunlarin Dupin gostergeleri ortiisiir.
Kapali formda verilmis iki yiizey ve biri parametrik digeri kapali formda verilmig
iki yiizeyin arakesit durumlari benzer gekilde ele alinabilir. Kapali formda verilmig
iki yiizeyin arakesit durumunda (2.22) esitligi kullanilarak kapali formdaki A
ve B yiizeylerinin normal egrilikleri esitlenir. (2.22) esitligindeki bilinmeyenler
(2,5, 2") birim teget vektoriidiir. (2.80) esitliginde yapildig: gibi (2.8) esitliginde
2" ve y kullamlarak 2z’ bilegeni yok edilirse 2" ve y' ye bagh bir kuadratik denklem
elde edilir.

Biri parametrik digeri kapali formda verilen iki yiizeyin arakesit durumu igin
parametrik ve kapal formdaki yiizeyleri (2.12) ve (2.22) daki normal egrilikleri
esitlenir. Burada bilinmeyenler ',y 2, v’ ve v" dir. (2.3) esitligi u', v', 2’, y ve
2 ye gore yazilabilir ve dolayisiyla buradan (2.80) e benzer bir kuadratik esitlik

elde edilir. Kuadratik denklem ¢oziiliir ve birimlegtirilerek birim teget vektor elde
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edilir. Ustelik, kapali formda verilmis iki yiizeyin ve biri parametrik biri de kapali
formda verilmis iki yiizeyin arakesitleri i¢in kuadratik denklemin diskriminantina

bagh olan dért farkli durum daha vardir [7].

2.3.2.  Egrilik Vektorii ve Egrilik

P noktasinda c¢ arakesit egrisinin k egrilik vektorii (2.23) esitliginde ifade
edilmistir. k egrilik vektoriinii elde etmek icin gerekli olan (u,v)) ve (ug,vy)
katsayilar1 boliim 2.2.3 de bulunmustur.

(uy,v,) icin ¢oziim bulmada ikiden daha fazla esitlige ihtiyac vardir. Ek bir
esitlik de P noktasinda

c(s) = §%(ua(s),vals)) = S (up(s), vs(s))

esitliginde ¢ nin iigiincii tiirevinin ve N birim normal vektorii {izerine izdiiglimii
alimirsa (2.68) ve (2.69) esitlikleri esit olacagindan
3 [ Puyuy +mA )y +uyvy) +nto)] + T (2.84)
= 3[1Pupuy +mP(upvy + ugvy) + nPugug] + [TT1P
bulunur. Diger bir denklem k egrilik vektoriiniin 7' teget vektoriine dikliginden
elde edilir. Yani,

(K, T) = (¢, T) = (S, T)us" + (Sy, T)va" + (Suu, T)(us)?  (2.85)
+ 2(Sup, T)tea va" + (Su, T)(04)?
=0

dir. (2.84) esitliginde (2.36) esitligi yerlerine konularak u,” ve v4" icin (2.84) ve
(2.85) lineer sistemi ¢oziiliir. Boylece k egrilik vektorii (2.23) esitliginden hesa-
planir. Ayrica k egriligi (2.59) esitliginden bulunabilir.

Biri parametrik digeri de kapali formda verilen iki yiizey gibi kapali formda verilen
iki yiizeyin arakesit durumunda egrilik vektorii benzer bir yéntemle elde edilir. Ug
esitlikli bir lineer sistem cozerek kapali formda verilen iki yiizey icin (z”,y", 2")
hesaplanir. (z”,y",2") de ilk lineer denklem de (2.9) esitligi kullanilarak elde
edilir. Ikinci esitlik birim normal vektor {izerine ticiincii tiirevin izdiisiimii olan
(2.74) esitligi hesaplanarak elde edilir. Son olarak, {iglincii denklem egrilik vek-
toriiniin teget vektore dikligi (z'z” +y'y” + 22" = 0) kullamlarak elde edilir.
Biri parametrik digeri kapali formda verilen iki yiizey icin " ve v" de iki esit-

likli bir lineer denklem sistemi c¢oziilerek elde edilir. (u”,v") de ilk lineer sistem
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birim normal vektor {izerine ¢ nin {i¢lincii tiirev vektoriiniin izdiigiimii hesaplanip
elde edilir. (2.74) esitliginde ki (z',y', 2") ve (z",%", ") birinci ve ikinci tiirevleri,
(2.3) ve (2.4) esitlikleri kullamilarak u',v’,u" ve v" cinsinden ifade edilir. Ikinci
denklem (2.85) esitligiyle verilir |7].
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3. ORNEKLER

Bu béliimde transversal arakesit egrisi ve tegetsel arakesit egrisi ile ilgili
orneklere yer verildi. Bu béliimde [1], [6] ve [7] kaynaklardan ve ¢izimler igin

Mathematica 10.01 programindan yararlanildi.

3.1. Biri Parametrik Digeri Kapali Formda Verilen Iki Yiizeyin Transversal
Arakesiti

A yiizeyi
r=S(u,v)=(u,v,uv), 05<u<2 ve 0<0v<2 (3.1)
parametrik formda verilen bir hiperbolik paraboloid ve B yiizeyi
flz,y,2) =22 —9y* =0 (3.2)

kapali formunda verilen bir koni yiizeyi olsun. Sekil 3.1, biri z-ekseni olan iki
arakesit egrisine sahip arakesit yiizeylerini gostermektedir.
(3.1) esitliginden

S, = (1,0,v),
S, = (0,1,u),
Suu = Spw = 0,
Suw = (0,0, 1),

elde edilir ve ikiden daha yiiksek mertebeden kismi tiirevlerin tiimi sifirdir. Bir-

inci ve ikinci temel formun katsayilari,

1

E=1+4+v* F=w, G=1+44* I=n=0 m=——mu—
u?+ 0241

dir.
Benzer sekilde
fLU:Zv fy:_2y7 fZ:x7

fxx:fxy:fxz:fzz:O, fyy:—Q,fxzzl
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Sekil 3.1: Biri parametrik digeri kapali formda verilen iki yiizeyin transversal arakesiti

olup, ikiden daha yiiksek mertebeden kismi tiirevlerin tiimii sifirdir.

A ve B ylizeylerinin birim normal vektorleri ve onlarin i¢ carpimindan

NA _ (_Uv —u, 1) (3 3)
IRV '
NB _ Vf _ (Za _2y7$)
IVl /22 + 442 + 22
o056 — T+ 2yu — zv
Vu? + 02 + 1\/:152 + 492 + 22
esitlikleri elde edilir.
Buradan arakesit egrisinin birim teget vektorii
’ / / - 2 2
T— (g ) = (—xu + 2y, 20 + 2, 2yv + zu) (3.4)

V(—zu+2y)?2 + (zv + 2)2 + (2yv + 2u)?

olarak bulunur.
T yoniinde parametrik formda verilen A yiizeyini normal egriligini hesaplamak

icin (2.17) esitligini kullanarak (u',v") hesaplanirsa,

Con (—zu+ 2y, 20 + 2)
) = V(=zu+2y)? + (zv + 2)? + (2yv + 2u)? (3:5)

ve buradan

A_ 2(—zu + 2y)(zv + 2)
V4 02+ 1(—zu +2y)? + (zv + 2)2 + (2yv + 2u)?]

(3.6)

Kn
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elde edilir.
T yoniindeki kapal formda verilen yiizeyin normal egriligi (2.22) egitliginden
2 / 2 . 2 !
= )z (3.7)

’:L’2—|—4y2+2’2

biciminde bulunur. (2.56) esitliginde N4, N, cos 6, k,,* ve k,,? yerlerine yazilarak

egrilik vektorii ve boylece k egriligi elde edilebilir.

Birim normal vektor {izerine ti¢iincii mertebeden tiirevin izdiisimii parametrik ve
kapali formda verilen ytizeyler igin (2.66) ve (2.74) esitlikleri kullanilarak hesa-
planir. Dolayisiyla,

3<ulvﬂ —"_ u///l}/) _3(1)/2// + x//Z/ o 2y/y//)

At = ;A = (3.8)
u?+v2+1 Va2 +4y? 4+ 22
olur. Burada (u",v"), (2.72) esitliginden
v ((k, Sy) = 20u' v ) (1 +u?) — (((k, Sy) — 2uu'v )uw
u = ) (3.9)
u?+0v2+1
v ((k, Sy) — 2uu'v) (1 + v?) — ((k, Su) — 20u'v )uw
v =
u?+0v2+1

dir. &, T,N4 NZ cosf, \," ve \,? bilindiginden, {i¢iincii mertebeden tiirev (2.65)

esitliginden ve torsiyonda (2.73) esitliginden elde edilir [7].

3.2.  Kapal Formda Verilen Iki Yiizeyin Tegetsel Arakesiti (Dal Noktast)

Iki kapali formdaki yiizey

.ZUQ y2 22
ve 2 2 2
x Yy z

[Py, = g7 ot g 170 (3.11)

denklemleri ile verilen elipsoidler olsun.

Iki kapali formdaki yiizeyin kismi tiirevleri

A T A A
fx (a:,y,z) = mmfy = 3125y7 fz = 2Z7
1
foa? = NEL ft=3125 £ =2 fo, 4 = f.0 = £ =0,
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fB(x,y, 2) f,7 =3.125y, £.7 = 1.282,

. X
©0.10125’

1

B _
Jes” = G 10125
olarak kolayca hesaplanir.

fu® = 3125, f.0 =128, £, = f,.0 = fo." =0

Ikiden daha yiiksek mertebeden kismi tiirevlerin tiimii sifirdir. Acikca, P(0,0.8,0)
arakesit noktasmda V 4 ve V f? paraleldir. Bu yiizden P tegetsel arakesit nok-
tasidir. Simdi tegetsel yonii ve P tegetsel arakesit noktasindaki arakesit egrisinin
egrilik vektoriinii hesaplayalim. P noktasinda fyA £ 0 oldugu icin 2’ ve 2’
yardimiyla vy ifade edebiliriz.

LA R
Yy = 1, A

P noktasinda f,* = f.* = 0 oldugundan y" sifirdir. 7" yoniinde her iki kapah

(3.12)

formdaki ytizeyin P noktasindaki normal egriligi aynidir. Bu yiizden (2.22) den
for () + [4(F) _ fo” (@) + [P ()
£yt £

(3.13)

elde edilir.

Bu, 2’ yardimiyla 2 ye gére ¢oziilebilen ' ve 2’ ye bagh bir kuadratik denklemdir.

Sekil 3.2: Kapali formda verilen iki yiizeyin transversal arakesiti

x=2z=0,y=0.8 yerine konularak z' = 4(25/27)/72" elde edilir ve boylece P

dal noktasidir. Ifadenin normuna béliinmesiyle

o 27 0i25\ﬁ
44319 7 44/319
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birim teget vektorii elde edilir.
Daha sonra, egrilik vektorii hesaplanabilir. (LEN, Y, z”) deki ilk lineer denklem,
(2.9) esitliginden elde edilir:

A" £ A = A FAG)? - A (3.14)
Ikinci denklem normal vektor iizerinde iki kapali formdaki yiizeyin iiciincii tiirev-

lerinin izdiigiimleri esitlenerek elde edilir:

A ! 1" A ! 1" A ! B ! 1 B li
e e R TR ) s R P R TR TR o s -

(3.15)
VU2 (N + (112 VP2 + (5,52 + (£.5)2
Uciincii denklem de egrilik vektorii teget vektdre dik oldugundan dolay:
x/x// + y/y// + Z/Z// _ 0 (316)

formundadir. P noktasinda (3.14) , (3.15) ve (3.16) lineer sistemleri ¢oziilerek

” 320

) = (07 _E>O)

1 "
(x Jy 7Z

bulunur, boylece k = 320/319 dur [7].

3.3. Kapal Formda Verilen Iki Yiizeyin Tegetsel Arakesiti (Izole Edilmis
Tegetsel Degme Noktasi)

A yiizeyi
flr,y,2) =2+ +22-1=0 (3.17)
kapali formunda verilen bir kiire ve B yiizeyi
9(z,y,2) =y—1=0 (3.18)

kapali formunda verilen bir diizlem olsun. Iki kapali formdaki yiizeyin kismi

tiirevleri
f:r: - 23:7
fy = 297
fz = 227

f:c:r: = fyy = .fzz = 2a
fxy = .f:cz = fyz =0
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ve

9z =0,
9y = 1,
9. = 0,
Gzz = Jyy = G2z = Jay = Gyz = Goz = 0

olarak hesaplanir. P(0,1,0) noktasinda (2.7) esitliginden A ve B yiizeylerinin

Sekil 3.3: Izole edilmis tegetsel degme noktas

normalleri, sirasiyla,

= =010 (349
ve
i (3:20)

olup, P noktasinda N4 ve NP egittir. Bu yiizden, bu iki yiizey P noktasmnda
tegetsel olarak kesigir. Simdi bu iki yiizeyin normal egriliklerini (2.22) egitliginden

hesaplayalim. A yiizeyi i¢in

=— | (3.21)

K
Va2 +y?+ 22

ve B yilizeyi i¢in
k2 =0 (3.22)



A
n

@)+ W)+ ()

dir. Gerekli iglemlerin yapilmasiyla

bulunur. N4 ve N esit oldugundan x2 ve x2 esittir. Buradan,

=0

@)+ ) +(=)=0 (3.23)
elde edilir. (3.23) esitliginde z° = y/—(2)2 — (¢/)? yazilirsa
(@) + () + V(@) = (y)?=0 (3.24)

!

bulunur. 2 # 0 icin % = w ile gosterilirse, bu durumda (3.24) esitligi agsagidaki

gibi ikinci dereceden bir denklem gosterir:
w414+ vV—-w?2—1=0. (3.25)
(3.25) esitliginde ki bu denklem diizenlenirse
w' + 3w +2=0

elde edilir. Burada t = w? degisken degistirmesi yapilirsa

P +3t+2=0
ikinci dereceden denklemi elde edilir ve bu denkleme ait kokler ¢; = —2 ve ty, = —1
olarak bulunur. w? = —2 ve w? = —1 olamayacagindan (3.25) esitligi herhangi

bir ¢oziime sahip degildir. Boylece P noktast A ve B yiizeyinin izole edilmig

tegetsel degme noktasidir [6].

3.4. Kapal Formda Verilen Iki Yiizeyin Tegetsel Arakesiti (Tegetsel Arakesit
Egrisi)

A yiizeyi
flzy,2)=(@*+y* + 22 +3)2 —16(z* +¢4*) =0 (3.26)
kapali formunda verilen bir tor yiizeyi ve B yiizeyi
gz, y,2) =2+ +22-1=0 (3.27)

kapali formunda verilen bir kiire yiizeyi olsun. z = 0 noktasinda, bu iki yiizey

icin N4 = NB ve A = 0 oldugunu ve bu iki yiizey z = 0 noktasinda tegetsel
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arakesit egrisine sahiptir. (3.26) egitliginden kismi tiirevler

fo = x(2® +y* = 5),
fy = y(@® + 9> = 5),
fo=tfee=foe = f =0,
foo = 32% + 3% =5,
Joy = 22y
ve (3.27) esitliginden de
9z = 22,
9y = 2y,
9 = 92z = Gay = Gyz = Gzz = 0,
Joz = Gyy = 2

dir. (2.7) esitliginden A ve B yiizeylerinin normalleri, sirasiyla,

Sekil 3.4: Tegetsel arakesit egrisi

N4 =

v/ L (2..0)

ve

NB

VAL a2

Vg (2.5,0)

1
Vel a2

49

(3.28)

(3.29)



olup, z = 0 noktasinda N4 ve N¥ esittir. Bu yiizden, bu iki yiizey tegetsel olarak
kesigir. Simdi bu iki yiizeyin normal egriliklerini (2.22) egitliginden hesaplayalim.

A yiizeyi i¢in

A= B2 y?-5) )24 (2432 —5) ()24 (4a?+4%) () +dwya 'y (3.30)

" (22432 -5)\/22+4y2

ve B yilizeyi i¢in

"2 \2
kB = GO U (3.31)
. .
/ 12 + y2
bulunur. N4 ve N esit oldugundan % ve k2 esittir. Buradan,
! ’ / ! ’ /
_ 322492 -5) (2 )2+ (@2 +3y% - 5) (y )2+ (4e?+4y%) (2 )2t dayz y _ (@) 24(y)?

(22+4y2—5)\/x2+4y2 VaZty?

dir. Gerekli iglemlerin yapilmasiyla
(22 + 2zyz’y + 12 (y)? =0 (3.32)

elde edilir. 2" # 0 icin g—: = w ile gosterilirse, bu durumda (3.32) esitligi agagidaki

gibi ikinci dereceden bir denklem gosterir:

r2w? 4 2zyw + ¢ = 0. (3.33)
Bu ikinci dereceden denklemin diskriminanti

A= (2zy)* —42*y* =0

oldugundan A ve B yiizeylerinin arakesit egrisi tegetsel arakesit egrisidir [6].
3.5. Parametrik Formda Verilen Iki Yiizeyin Arakesiti

A yiizeyi
SA(UA,UA) = (cosuyg cosvyg,sinuy cosvg,sinvy), 0<wuy <m, 0<wvy <27

parametrik denklemiyle verilen kiire ve B

1 11
SB(upg,vp) = (5 cosup + 2 §sinuB,vB), —rm<up<wm, —-15<wvg<15b
parametrik formunda verilen bir silindir yiizeyi olsun.

= S4(%,1) = SB(3, ‘/75) = (3,3, ‘/75) noktasinda arakesit egrisinin geodezik
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torsiyonunu, geodezik egriligini, egrilik vektoriinii ve egriligini bulabiliriz.

P noktasinda A yiizeyinin kismi tiirevleri

11
A f— —— —
S uA _( 27270)7
§h, = (5,112
vA T 27 27 9 )
11
SAuAuA = (_57_570)7

1
SAUA’UA = <§a_§a0)7
1 1 V2

SAU va — \T 5T 5T o
AVA ( 2 2 2 )
dir. Boylece, P noktasinda A yiizeyinin birim normalini, birinci ve ikinci temel
formun katsayilarmi N4 = (%, %, \/75), EA =14 = %, GA=1, El=n=

~1, FA=FEA=F"=F"=G2=G2=m" =0 olarak hesaplanir. Benzer

bir gekilde, P noktasinda B yiizeyi i¢in kismi tiirevler
S BUB = (_
S, =1(0,0,1

UB

B B
S upvp — S vgvg (07 ;

dir. P noktasinda B yiizeyinin birim normalini, birinci ve ikinci temel formun

Sekil 3.5: Parametrik formda verilen iki yiizeyin arakesiti
katsayllar1 da N® = (0,1,0), E® =4, GP =1, ®=-1 FBP=EP=

o1



Ef = FpB = FqB = Gf = Gf = m? = nP = 0 seklinde hesaplanir.

O zaman, P noktasinda arakesit egrisinin teget vektorii

V6 V3

T =

( 3 Y ) 3 )
dir. P noktasmda (2.20) ve (2.58) esitlikleri kullanmlarak uy" = vy = ‘/Tg, ug =
%é, vg = \/Tg bulunur. Bu yiizden, A = (0,0, \/Ti), us =y = 2, uy =

4, s = — B2 esitlikleri elde edilir.

Eger bu sonuglar (2.49) ve (2.50) esitlikleri kullanilirsa,

s 2V2
93
ve (2.25) ve (2.25) egitlikleri de kullanilirsa,

B . 2
R R

olarak elde edilir.

Bundan dolay1, P noktasinda (2.58) dan egrilik vektori

ve buradan da P noktasinda egrilik

K_z@
9

dir [1].
3.6. Kapali Formda Verilen Iki Yiizeyin Arakesiti

A kapali formda verilen
flx,y,z)=2z—2y=0
eger yiizeyi ve B kapali formda verilen
g(x,y,2) =2+ +2-3=0

eliptik paraboloid olsun. P = (1, -2, —2) arakesit noktasinda A ve B yiizeyinin
normal vektorleri sirasiyla Vf = (2,—1,1) ve Vg = (2,—4,1) dir. Ayrica P

noktasinda kismi tiirevler
fxx:fxz:fyy:fyz:fzz:()a fxy:_l
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ve
9oy = Gzz = Gyz = G2z = 07 Jez = Gyy = 2
seklindedir. Boylece, |V f x Vg|| =35, VF = [2 -1 1} , VG = [2 —4 1] ve

Sekil 3.6: Kapali formda verilen iki yiizeyin arakesiti

1
7 0 —10 200
T = 0 , 0=1-100], v=1020
2
—7 0 00 000
esitlikleri elde edilir. Burada 7;' = § ve 77 = —7& dir.

Arakesit egrisinin geodezik egriligini bulmak igin, (2.44) ve (2.45) esitliklerinden

elde edilen

"

=27 =0
2w — y” +2 =0
" P 2
20 =4y +z2 = —
lineer denklemler ¢oziilmelidir. Bu sistemin ¢oziimii #° = % Ly = 125 7 = %
dir. Boylece, A yiizeyine gore arakesit egrisinin geodezik egriligi Ii = £ ve B
yiizeyine gore k! = 2\1/71? dir.
P noktasinda arakesit egrisinin egrilik vektorii T = (%, 115, %) ve egriligi kK =

Q\ﬁ olarak hesaplamr [1].
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EK-A

Bu boliimde iki yiizeyin transversal arakesit egrisinin geodezik egriligi ve geodezik
torsiyonu i¢in Mathematica 10.01 progaminda formiillestirmeler yapildi.

A ylizeyi

Xu_,v_|:={z1(u,v), xs(u,v), x3(u,v)} ; parametrik denklemiyle verilen bir yiizey
ve B yilizeyi

Yip_,a_l:=={w(p,a),v2(,0), y3(p. 0) } ;

parametrik denklemiyle verilen bir yiizey olsun.

A yiizeyinin kismi tiirevleri;
Xy[u_,v_|:=FullSimplify[D
Xy[u_,v_]:=FullSimplify[ D

[DIX[u, v],
Xuwl[u_,v_]:=FullSimplify[ D[X [u, v], u, v]];
Xyv[u_,v_|:=FullSimplify[D[X [u, v],v

A yiizeyinin birim normali;
nAfu_,v_|:=FullSimplify [ X, [u, v] x X,[u,v]];
normnAfu_,v_|:=FullSimplify [\/nA[u,v].nA[u,v] ;

NA[u_,v_]:=FullSimplify [M} ;

normnA [u,v]

A yiizeyi i¢in birinci temel formunun katsayilari;
Ealu_,v_]:=FullSimplify [X,[u, v]. X, [u, v]] ;
Falu ,v_]:=FullSimplify [X,[u, v]. X, [u, v]];
Galu_,v_|:=FullSimplify [ X, [u, v]. X, [u, v]] ;

Ikinci temel formun katsayilar:;
Lafu_,v_|:=FullSimplify [ X, [u, v]. NAu, v]] ;
Mafu_,v_|:=FullSimplify [ X [u, v].NA[u, v]] ;
Nafu_,v_|:=FullSimplify [ X\ [u, v]. NAu, v]];
Birinci temel formun katsayilarinin kismi tiirevleri;
Fulu_,v_|:=FullSimplify[D[Fa[u, v], u]];
EFv[u_,v_]:=FullSimplify[D[Falu, v], v]];
Eufu_,v_]:=FullSimplify[D[Ea[u, v], u]];
Ev[u_,v_]|:=FullSimplify[D[Ea[u, v], v]]
Gulu_,v_|:=FullSimplify[D[Gal[u, v], u]
Gv[u_,v_|:=FullSimplify[D[Gal[u, v], v]
B yiizeyinin kismi tiirevleri;
Yy[p_,q_J:=FullSimplify[D[Y[p, ¢], p]];

J;
].

I
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Yylp_, q_]=FullSimplify[D[Y'[p, q], q]};
Yop[p_, a_J:=FullSimplify[D[Y[p, ¢l p, p};
Yoalp_, a_J:=FullSimplify[D[Y[p, ¢], p, q]];
Yaq[p_, a_]:=FullSimplify[D[Y'[p, q], ¢, q]];

B yiizeyinin birim normali;
nB[p_,q_J:=FullSimplify [Y,[p., q] x Y,[p, q]];
normnB[p ,q |:=FullSimplify [\/nB p,q).nB[p, q ]] ;

NB[p_,q_|:=FullSimplify [L[P:‘ﬂ] :

normnB|p,q]

B yiizeyi i¢in birinci temel formunun katsayilari;
Eblp_, q_J:=FullSimplify [Y,[p, ¢].Y,[p, q]] ;

Fblp_, q_]:=FullSimplify [Y,[p, ¢]. Yy [p, ¢] ;

Gbp_, q_]:=FullSimplify [¥;[p, ¢].Y;[p, ql] ;

Ikinci temel formunun katsayilari;
Lblp_,q_J:=FullSimplify [Y,,[p, ¢] NB[p, ¢]];
Mblp_,q_J:=FullSimplify [Y;q[p, ¢].NB[p, ] ;
Nb[p_,q_J:=FullSimplify [Yoq[p, ¢].NBp, ql];
Birinci temel formun katsayilarinin kismi tiirevleri;

fp[p_, q_]:=FullSimplify[D[Fb[p, q], p]);
fqlp_,q_|:=FullSimplify[D[Fblp, q], q]];

]
ep[p_,q_|:=FullSimplify[D[Eb|p, ql, p|];
eq[p_,q_|:=FullSimplify[ D[Eb|p, ¢l, ql];
gp[p_, q_J:=FullSimplify[D[Gblp, q], p]];
ga[p_, q_]:=FullSimplify[D[Gblp, q], q]};

Arakesit egrisinin tanjant vektorii;
Tpay[u ,v_,p_,q_|:=FullSimplify[NAu, v] x NB|p, q]];
Tpaydalu_,v_,p_,q_]:—FulSimplify | /(NAJu, o] x NBJp, q]).(NAJu, o] % NB[p, )| :

L . . NA[u,v]xNB|[p,q] L ’
T ,v_,p_,q_J:=FullSimplify [\/(NA[u,v]xNB[p,q]).(NA[u,u}xNB[p,q}) SU Veuv

ulu_,v_,p_,q_J:=

FullSimplify [(Galu, v] (T[u, v, p, q|. Xu[u, v]) — Fafu, v] (T'[u, v, p, q]. X[u,v]) )/
(Ea[u, v]Galu, v] — Falu, v]*)];

vfju ,v_p_,q |:=

FullSimplify [ (Ea[u, v] (T'[u, v, p, q]. X, [u, v]) — Falu, v] (T[u, v, p,q]. Xu[u,v]) )/
(Eafu, v]Galu, v] — FaJu,v]?)]; p’ ve ¢ ;

pla_,v_,p_,q_J:=

FullSimplify [(Gb[p, ¢] (T'[u, v, p, q).Y,[p, q]) — Fblp, ¢ (T[u, v, p, ].Yy[p,q]) )/
(Eb[p, ¢]Gblp, ¢] — Fb[p, ¢*)];
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glu_,v_,p_,q_J:=

FullSimplify [(Eb(p, q] (T'[u, v, p, q].Yq[p, q]) — Fblp, q] (T'[u, v, p, q]. Yy [p, q]) )/

(Eb[p, ¢|Gblp, ¢] — Fb[p, ¢*)];

A ve B ylizeyinin normal egrilikleri, sirasiyla,

KNA[u ,v_,p ,q |:=

FullSimplify [La[u, v|u[u, v, p, q]* + 2Malu, v|Nalu, v]u[u, v, p, qlv[u, v, p, q] + Na[u, v]v[u, v, p, q]?]
KNBu ,v_,p_,q |:=

FullSimplify [Lb(p, ¢|p[u, v, p, ¢|* + 2Mbl[p, ¢|Nb[p, glp[u, v, p, gla[u, v, p, ¢] + Nb[p, glq[u, v, p, ¢]*]
A ve B yilizeylerinin normallerinden;

cosju ,v_,p ,q_|:=FullSimplify[NA[u, v]. NBlp, ql];

sinfu_,v_,p_,q_|:=FullSimplify [1 — (cos[u, v, p, q])?];

kappalu ,v_,p_,q_|:==

FullSimplify|

m\/(KNA[u,v,p, q|* + KNB[u, v, p, q]* — 2KNA[u, v, p, ] KNB[u, v, p, q] cos[u, v, p, q])| ;
A ve B yilizeylerinin geodezik torsiyonlari, sirasiyla,

TGAu ,v_,p ,q_|:=

1

[u,v]—Falu,v]?

FullSimplify [ R
((Ea[u, v]Mal[u, v] — Fa[u, v|La[u, v])u[u, v, p, q]*+

(Ea[u, v]Na[u, v] — Galu, v]La[u, v])ulu, v, p, glv[u, v, p, q] +
(Fa[u, v]Na[u, v] — Galu, v]Malu, v]) v[u,v,p,q]?)];

TGB[u_,v_,p_,q_J|:=

FullSimplify { T

((Eb[p, ¢]Mbl[p, ¢ — Fb[p, q|Lbp, ¢])plu, v, p, ¢]*+

(Eb[p, ¢]Nbp, q| — Gb[p, ¢|Lb[p, g])p[u, v, p, glq[u, v, p, q] +

(Fblp, ¢]Nbp, g] — Gb[p, ¢]Mblp, q]) qlu,v,p,q]*)];

dir.

Afu_,v_,p_,q_]:==Y11[p,qlpl[u, v, p,q]* + 2Y12[p, ¢]p1[u, v, p,q] qllu,v,p, q] +
Y22[p, qlal[u, v, p, ¢*—X11[u, v]ul[u, v, p, q]*—2X12[u, v]ullu, v, p, q| v1[u,v, p,q]—

X22[u, v|v1[u, v, p, q*%
olup

; : Det[{X1[u,v],Y2[p,q],NB|p, )
allfu_,v_,p_,q_J:=FullSimplify [ \%}b; q]éb[pbq)](ﬂFb[p[pq]qQ]H] :

al2[u_,v_,p ,q_[|:=FullSimplify {Dit/[g;ﬁu; (];’l:{[i[zrl_]g)]?p[pé]qjﬂ} ;
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al3[u_,v_,p ,q_|:=FullSimplify -Det[{YQ[p’q]’A[u’v’p’q}’NB[p’q]}]} ;

\/Eb[p,q)Gb[p,q]—Fb[p,q]2

[ Det]{Y1[p.g] X1[u] NBlp.gl}] | |
I \/Eb[p.q|Gb[p,g|—-Fbp,g2 |’

Det[{Y1[p,q],X2[u,v]NB[p,g]}] | .
I V/Eb[p,qlGblp,g—Fblp,g2 |’

Det[{A[u,v,p,q],Y1[p,gl NBlp,gl}] | .
\/Eb[p,q]Gb[p,q]—Fb[p,q]z ’

a2lfu_,v_,p_,q_J|:=FullSimplify

a22[u_,v_,p ,q_|:=FullSimplify

a23[u_,v_,p ,q_|:=FullSimplify

dir. Buradan,

p2u_,v_,p_,q_J:=

FullSimplify|all|u, v, p, ¢Ju2[u, v, p, q| + al2[u, v, p, q|v2[u, v, p, q] + al3[u, v, p, q||;
Q2u_,v_,p_,q_J:=

FullSimplify[a21[u, v, p, ¢Ju2[u, v, p, q| + a22[u, v, p, q|v2[u, v, p, q] + a23[u, v, p, q];
dir.
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