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SIMGE VE KISALTMA LISTESI

Simgeler
Z

N

Mat,(R)

AR

Aciklama

: Tam sayilar kiimesi

: Dogal sayilar kiimesi

: Birimli halka

: R nin birim endomorfizmasi

: R tizerindeki polinom halkasi

: R tizerindeki gii¢ serisi halkasi

: R tizerindeki Laurent polinom halkasi

: R nin agikar geniglemesi

: R nin es kare elemanlar1 kiimesi

: R tizerindeki n x n tipindeki matris halkasi

: R halkasinin merkezi terslenebilir elemanlardan olusan kiimesi
: R nin Dorroh genislemesi

: R nin istel sifirh elemanlarinin kiimesi

: R iizerindeki n x n tipindeki iist iicgensel matris halkasi

: R nin biitlin sag yar1 merkez es kare elemanlarinin kiimesi
: R nin biitlin sol yar1 merkez es kare elemanlarinin kiimesi

: R nin merkez eg kare elemanlarinin kiimesi
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OZET

YUKSEK LISANS TEZI

YANSIMALI HALKALAR VE UZANTILARI

Havva CIRMAN

Kirsehir Ahi Evran Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisii

MATEMATIK Anabilim Dah

Damsman: DOC. DR. HANDAN KOSE

Tez temel kavramlar ve iki ana basliktan olugmaktadir. Bunlardan ilki “ Yansimali Halkalar ve

2 2

Uzantilar ve ikincisi “ Es Kare Elemanlar Uzerinde Yansima Ozelligi seklinde
isimlendirilmistir. Ikinci boliimde yansimali halka kavrami tamtilmistir ve bu halkalarin genel
ozelliklerine deginilmistir. Yansimali halkalarin halka siniflandirmasindaki yeri belirlenmis ve
hangi kosullar altinda tam yansimali oldugu arastirilmistir. Ayrica bu boliimde zayif yansimali
halka kavrami tanitilmistir. Hem yansimali hem de zayif yansimali halkalarin genislemeleri:
Dorroh, Nagata, asikar vb. deginilmistir. Uciincii boliimde es kare elemanlar iizerinde yansima
ozelligi ele alimmistir ve kisaca RIP ile gosterilen halkalar tamtilmistir. Ustelik RIP 6zelligine

sahip halkalarin denklikleri verilmistir.
Temmuz 2019, 43 Sayfa.

Anahtar Kelimeler: Yansimali idealler, Yansimali halkalar, Tam yansimali halkalar, Zayif

yansimalt halkalar, Es kare yansima 6zelligi (RIP).
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ABSTRACT

MSc THESIS

REFLEXIVE RINGS AND THEIR EXTENSIONS

Havva CIRMAN

Kirsehir Ahi Evran University
Science and Engineering Institute

MATHS Department

Supervisor: ASSOC. PROF. DR. HANDAN KOSE

This thesis consists of abstract, basic concepts, introduction and two main chapters. The first
main section is “ Reflexive rings and their extensions ”, the second main section is ““ Reflexive
property on idempotents ”. In the first chapter, some definitions and theorems for reflexive
rings are included. Moreover, it is characterized weakly reflexive rings which is a weak form
of reflexive rings and investigated its properties. In the third chapter, reflexive- idempotent-

property (simply, RIP) is introduced as generalization.
July 2019, 43 Pages.

Keywords: Reflexive ideals, Reflexive ring, Completely reflexive ring, Weakly reflexive ring,

Reflexive-idempotents-property (RIP).

1X



1. GIRIS

Tez boyunca biitiin halkalar birimli alinacaktir. Sifirdan bagka iistel sifir eleman: olmayan
halkaya indirgenmis denir. Indirgenmis halka kavraminin daha zayiflatilmis hali; simetrik halka
kavrami Lambek [24] tarafindan tanimlandi. Buna gore a, b, ¢ € R i¢in abc = 0 olmasi acb = 0
olmasini gerektiriyorsa halkaya simetrik denir. Bu tamim abc = 0 iken bac = 0 gerektirmesine
de denktir. Ayrica eger R indirgenmis bir halka ise a,b € R icin ab = 0 iken ba = 0 kosulunun
saglandigim gormek miimkiindiir. Cohn [10] bu kosulu saglayan halkalar terslenebilir olarak
adlandirdi. Anderson ve Camillo [4] bu halkalart sifir carpanlarin degismesi ile tanimladi ve
terslenebilir kavrami i¢in ZC, teriminden yararlandilar. Cohn [10] ¢calismasindan 6nce Mason
[28] ve Habeb [12] terslenebilir halka kavramini sirasiyla tamamen yansumali ve sifir degismeli
olarak calistilar. Ayrica Tuganbaev [34] terslenebilir halkalari sifirda degismeli ismiyle inceledi.

Degismeli halkalarin ve indirgenmis halkalarin terslenebilir oldugu aciktir.

Bir halkanin terslenebilir olma 6zelligi asagidaki gibi genellestirilir. [1] de R halkas1i¢in a,b €
nil(R) olmak tizere ab = 0 iken ba = 0 oluyorsa R halkasina iistel sifir elemanlarin sifirda
degismeli olmast denir . Kisaltma agisindan “ iistel sifir elemanlarin sifirda degismeli olmasi ™
yerine CNZ terimi kullanilir. I; R nin bir sag ideali olmak iizere a,b € R i¢in eger aRb C [
iken bRa C I saglaniyorsa [ ya yansimali denir. Eger O (sifir) R nin yansimali ideali ise R
ye yansimalt halka denir [28]. Kwak ve Lee [22] deki ¢alismasinda terslenebilir halkalarin
yansimali oldugunu soyledi. Zhao vd. [37] de zayif yansimali halka kavramim tanitti. Eger
aRb = 0 olacak sekildeki her a,b € R igin bRa C nil(R) oluyorsa halkaya zayyf yansimal
denir. [19] da nil yansimalr halka kavram verildi. Eger aRb C nil(R) olacak sekildeki her
a,b € Ri¢in bRa C nil(R) saglaniyorsa R ye nil-yansumali halka denir.

[21] de R halkasiin yansimali-es kare elemanlar-ozelligi (kisaca RIP)’ne sahip olmasi tanitildi.
Buna gore eger eRf = 0 olacak sekildeki her e, f es kare eleman1 icin f Re = 0 oluyorsa R ye
RIP ozelligine sahiptir denir. I asal ideali icin eger aRe C I olacak sekildeki her a,e? = ¢ € R
icin eRa C [ saglamyorsa I ya es kare yansimali ideali denir [16]. Eger O (sifir) es kare

yansimali ideal ise R ye es kare yansimali halka denir.



Kim ve Baik [17] de sol ve sag es kare yansimali halkalar: tamimladi. [; R halkasinin iki yanh
ideali olmak iizere eger aRe C I olacak sekildeki her a, e = e € Rigin eRa C I oluyorsa [ ya
R nin sag es kare yansimali ideali denir. R halkasi icin eZer O (sifir) sag es kare yansimali ideal
ise R ye sag es kare yansimali halka denir. Sol es kare yansimali idealler ve halkalar benzer
sekilde tamimlanabilir. Ustelik R halkas1 hem sol hem de sa§ es kare yansimali ise R ye es kare
yansimalt halka denir. Kheradmand vd. [15], yansimali halkalar1 RNP halkalarina genislettiler.
Eger aRb = 0 olacak sekildeki her a,b € nil(R) i¢in bRa = 0 oluyorsa R ye yansimali-iistel
stfirli-ozelligi (kisaca RNP) ne sahiptir denir. Bu tez de yansimali halkalarin bazi sonuglar1 ve

uzantilari incelendi.
Tezin ikinci boliimii tezde kullanilan temel kavramlar ve bazi 6zel halka siniflarina ayrildi.

Uciincii boliimde, [37] esas alinarak yansimali halkalarin temel 6zellikleri ve diger bazi halkalar
ile iligkileri incelendi. R nin tam yansimali halka olmasi i¢in gerek ve yeter sart R nin yari
degismeli yansimali halka olmasidir. Ustelik bazi polinom halkalarinin ne zaman yansimali
oldugu arastirildi ve R[x] yansimalidir ancak ve ancak R[z;z~!] yansimalidir. Ayrica quasi-
Armendariz halka sarti altinda R yansimalidir ancak ve ancak R[x| yansimalidir ancak ve
ancak R[r;z~!] yansimahdir denkligi elde edildi. Boliimiin sonunda zayif yansimali halka
kavrami tamtildi ve ozellikleri arastirildi. Zayif yansimali halkalarin yar1 degismeli halkalari
gerektirmedigine yonelik ornekler verildi. Ustelik eger R yar1 degismeli ise R[z] in zayif
yansimali oldugu ve eger R zayif yansimali halka ise T,,(R) n x n tipinde iist iiggensel matris

halkasinin zayif yansimali oldugu gosterildi.

Tezin dordiincii boliimiinde, kaynaklar kisminda belirtilen [21] nolu yayin referans alindi. Bu
boliimde RIP ile gosterilen yansimali-es kare elemanlar-6zelligine sahip halkalar incelendi. Bu
halkalar tek yanli es kare yansimali halkalarin bir genellestirmesi olarak ortaya c¢ikar. R nin RIP
halka olmast i¢in gerek ve yeter sart R[z| in RIP halka olmasidir gerek ve yeter sart R[[z]] in
RIP halka olmasidir. Ayrica R, RIP halkadir ancak ve ancak D,,(R), RIP halkadir.



2. TEMEL KAVRAMLAR

Bu boliimde tez boyunca gerekli olan temel kavramlar tanitilacaktir.

2.1. Halkalar

Tanmm 2.1. [23] R bos olmayan bir kiime ve R iizerinde (+) toplama ve (.) carpma ile gosterilen

iki ikili islem tantmlanmis olsun. Eger;

1. (R,+) bir degismeli grup,
2. Her a,b,c € Rigin (ab)c = a(be),

3. Hera,b,c € Rigin a(b+ ¢) = ab + ac ve (a + b)c = ac + be (soldan ve sagdan dagilma

ozellikleri)

aksiyomlari saglaniyorsa R ye (+) ve (.) ikili iglemleri ile birlikte bir halka denir.

Ornek 2.2. [23] Z, = {0,1,2,...,n — 1} kiimesi goz oniine alinsin. Her @,b € Z, icin

@+ b=a+bveab = abislemleri ile birlikte Z,, birimli ve degismeli bir halkadir.

Tanim 2.3. [4] R bir halka ve 0 # a € R olsun. Eger ab = 0 (ba = 0) olacak sekilde bir
0 # b € R varsa, bu durumda a ya sol (sag) sifir bolen denir. Hem sag hem sol sifir bolen

elemana halkanin sifir boleni denir. Sifir boleni olmayan halkaya tamlik bolgesi denir.

Ornek 2.4. [23] Z tam sayilar halkasi bilinen toplama ve ¢arpma islemleri ile birlikte bir tamlik

bolgesidir.

Tamm 2.5. [5] R bir halka olsun. x € R icin eger z¥ = 0 ise ¥~ # 0 olacak sekilde bir

k € N varsa x e iistel sifirli eleman denir.

Ornek 2.6. [23] Zsg halkast goz oniine alinsin. Bu halkada iistel sifirli elemanlarin kiimesi

nil(Zs) = {0,2,4,6).



Tamm 2.7. [18] R bir halka olsun. ¢ € R olmak iizere eger ¢*> = ¢ oluyorsa ¢ ye es kare
eleman denir. R deki biitiin es kare elemanlarin kiimesi /d(R) ile gosterilir. Birimli bir halkada

halkanin sifir elemani (Oz) ve birim eleman1 (1) es kare elemanlardir.
Ornek 2.8. [23] Boolean halkasinda Id(R) = R.

Tamm 2.9. [35] R bir halka olsun. C(R) = {a € R | z € R, za = ax} kimesine R nin
merkezi denir. Ozel olarak C'(R) = R ise halka degismelidir.

Onerme 2.10. [22] R bir halka olsun. Bu durumda e € Id(R) N C(R) olmasi igin gerek ve
yeter kosul 1 — e € Id(R) N C(R) olmasidur.

Ispat Kabul edelim ki e € Id(R) N C(R) olsun. O halde ¢ = ¢ ve her r € R igin er = re olur.
(1—e))=(1—-¢e)(l—€e)=1—e—e+e?=1—ever € Rolmak iizere (1 —e)r =r —er =
r—re=r(l—e),yani 1 —e € C(R). Buna gére 1 — e € Id(R) N C(R) elde edilir. Benzer
sekilde 1 — e € Id(R) N C(R) ise e € Id(R) N C(R) oldugu gosterilebilir. m

Tanim 2.11. [16] R bir halka ve u € R olsun. Eger r € Rigin ur = 0 (ru = 0) iken 7 = 0 ise

u ya sag (sol) diizenli denir. Hem sag hem sol diizenli elemana diizenli (regiiler) denir.

Tamim 2.12. [23] R bir halka, [; R nin ideali olsun. R/] = {x + I | x € R} ile tanmimlansin.
Herz+ I,y+ I € R/Iigin (z+ )& (y+I)=xz+y+Ive(z+ 1) (y+I)=ay+1
islemleriyle bir halkadir. Bu halkaya béliim halkasi denir.

Tanim 2.13. [14] R bir halka olsun. a € R olmak iizere eger aRa = 0 iken a = 0 oluyorsa R

ye yart asal halka denir. Ornegin; her tamlik bolgesi yar1 asal halkadir.

Tanim 2.14. [23] R bir halka olsun. .S C R olmak iizere eger x,y € S icin xy € S oluyorsa S

ye carpimsal kapali alt kiime denir.

Tanmim 2.15. [23] R bir halka olsun. R halkasinin ¢arpma islemine gore birimi 1 olmak iizere

egerz,27 ! € Rigin x.2~! = 1ise 27! e, R halkasinin ¢arpimsal tersi denir.

Tamm 2.16. [23] R bir halka olsun. Eger R halkasinin sifir olmayan her elemaninin R de

carpimsal tersi varsa R ye bolme halkasi denir. Degismeli olan bolme halkalar1 cisimdir.
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2.2. Polinom Halkalari, Matris Halkalar1

Tamim 2.17. [3] R bir halka ve x bir bilinmeyen olmak iizere;
ap + a1z + asx® + ... 4 apa”
seklindeki ifadeye R katsayili polinom denir. R katsayil biitiin polinomlarin kiimesi
Rlz] = {ao+ a1z + asa® + ... + a,2" | n € N,q; € R}

ile gosterilir.

n

f(z) = a;x’, g(x) = Z bjxj € R[z]

1=0

olmak {iizere, bu iki polinomun toplami ve ¢carpimi

k

(@) +g(z) =) (ai+b)a’

=0

Ve

m+n

f@)ga) = Y e’

=0

seklinde tanimlanir. Burada k = mak{m,n} ve

t
Cy = Z ajbt_j = aobt + albt_l + ...+ (lt_zbg + at_lbl + atbo
j=0

seklindedir. Bu islemlerle R|x] kiimesi bir halkadir. Bu halkaya R iizerindeki polinom halkast

denir.



Tanim 2.18. [23] R bir halka olmak iizere R[[z]] = {Z a;x' | a; € R} seklinde tanimlansin.
=0

f(z) = Zaixi, g(x) = szxl € R[[z]] i¢in

=0
f(2) + g(2) = 3 (a; + b
1=0
F@)gla) =3 e, =S b
1=0 1=0

islemleriyle bir halkadir. Bu halkaya gii¢ serisi denir.

Tamim 2.19. [36] R bir halka olsun.

Rlz;z71) = {Z a;x’' | a; € R}
ik

(k ve n negatif tamsayi olabilir) kiimesi polinomlardaki bilinen toplama ve carpma islemlerine

gore bir halkadir. Bu halkaya Laurent polinom halkasi denir.

Tamm 2.20. [33] R bir halka olsun. Mat,(R) = {(a;;) | a;; € R,1 <1i,5 <n} kiimesi
bilesenleri R halkasindan alinan n X n tipindeki matrislerin kiimesini gostersin. Matrislerin
bilinen toplama ve ¢arpma islemi altinda Mat, (R) bir halkadir. Bu halkaya derecesi n olan

matris halkast denir.

Tamim 2.21. [21] R bir halka olsun. n x n tipinde asal kdsegeni altinda kalan tiim elemanlari

sifir olacak sekilde 77, (R) = {(ai;) | a;; = 0,7 > j} kiimesi M at,,(R) halkasinin alt halkasidir.



Tanim 2.22. [21] R bir halka ve n > 2 olmak iizere;
Dy(R) = {(ai;) € To(R) | aii=a € R}

veE

Va(R) = {Zzaje(i—j+l)i | a; € R}

i=j j=1
kiimeleri 7’,(R) nin alt halkalaridir. Burada eger i — j + 1 = i ise e(;_;4+1), = 1 diger yerlerde

0 olan n x n tipindeki matrisi gosterir.
2.3. Baz Ozel Halka Simiflar

Simdi tez boyunca kullanilan bazi 6zel halka siniflar1 tanitilacaktir.

Tanim 2.23. [25] R bir halka olsun. Eger R nin sifirdan bagka iistel sifirli elemam yoksa
halkaya indirgenmis denir. Yani; nil(R) = {Og}.

Ornek 2.24. [25] Z tam sayilar halkas: indirgenmis halkadur.

Uyan 2.25. [21] R indirgenmis olmasi i¢in gerek ve yeter sart a € Riginegera®? = Oisea = 0

olmasidir.

Tanmim 2.26. [24] R bir halka olsun. I; R nin sag (sol) ideali olsun. Eger a,b,c € R icin
abc € I olmasi acb € I olmasini gerektiriyorsa [ ya sag (sol) simetriktir denir. Eger 6zel
olarak O (sifir) ideali simetrik yani; a,b,c € R i¢in abc = 0 iken acb = 0 oluyorsa R ye

simetriktir denir.
Ornek 2.27. [37] Her indirgenmis halka simetriktir.

Tanim 2.28. [10] R bir halka olsun. ab = 0 olacak sekildeki her a,b € R i¢in ba = 0 oluyorsa

R ye terslenebilir denir. terslenebilir halkalar tam yansimali halka olarak da adlandirilir.



Ornek 2.29. [37] indirgenmis halkalar terslenebilirdir. Gergekten; a,b € R olmak iizere ab =
0 olsun. (ba)? = b(ab)a = 0 olup R indirgenmis oldugundan ba = 0 elde edilir. Yani; R

terslenebilir halkadir.

Tanmim 2.30. [8] R bir halka olsun. ab = 0 olacak sekildeki her a,b € R i¢in aRb = 0 oluyorsa
R ye yar1 degismeli halka denir.

Ornek 2.31. [18] Terslenebilir halkalar yar1 degismelidir. Gergekten; a,b € R olmak iizere
ab = 0 olsun. R terslenebilir oldugundan ba = 0 elde edilir. Her » € R i¢in b(ar) = 0 olur. R

terslenebilir oldugundan arb = 0 bulunur. Yani; aRb = 0 olup R yar1 degismelidir.

Tanim 2.32. [28] R bir halka olsun. aRb = 0 olacak sekilde her a,b € R i¢in bRa = 0

oluyorsa R ye yansimali halka denir.

Ornek 2.33. [37] Her terslenebilir halka yansimalidir. Gergekten; a, b € R olmak iizere aRb =
0 olsun. Ozel olarak R birimli oldugundan ab = 0 seklindedir. Buradan her » € R i¢in
a(br) = 0 olur. R terslenebilir oldugundan bra = 0 bulunur. Yani; bRa = 0. Sonug olarak R

yansimali halkadir.

Tanim 2.34. [27] R bir halka ve M bir bi-modiil olsun. (r1,my), (19, ms) € T(R, M) olmak
lizere

(r1,ma) + (r2,ma) = (r1 + ro,my + mo)
ve
(r1,mq)(re, me) = (1172, rima + myrs)

islemleri ile bir halkadir. Bu halkaya R nin M boyunca asikar genislemesi denir. Ayrica

rm
T(R, M) halkast | 7 € R,m € M ) matris halkasina izomorftur.
0r

Tamm 2.35. [6] R bir halka olsun f(x) = Y aa’,g(x) = > bjz/ € R[z] olmak iizere
i=1 j=1

f(z)g(z) = 0 olmast her (¢ = 1,2,...,n), (j = 1,2,...,m) i¢in a;b; = 0 olmasini

gerektiriyorsa R ye Armendariz halka denir.



Ornek 2.36. [32] Her indirgenmis halka Armendarizdir.

Tanim 2.37. [13] R bir halka olsun. f(z), g(x) € R|x] olmak iizere f(z Z a;x’, g(z

=1

ija:j olsun. Eger f(z)R[z]g(z) = O iken her (i = 1,2,...,n), (j = 1,2,...,m) igin

7j=1
a;Rb; = 0 olmasim gerektiriyorsa I? halkasina quasi-Armendariz denir.

Ornek 2.38. [13] Yari asal halkalar quasi-Armendarizdir.

Tanim 2.39. [11] R bir halka olsun. R x Z iizerinde iki ikili iglem asagidaki gibi tanimlansin.
(r,n),(s,m) € R x Z olmak uizere (r,s) + (s,m) = (r + s,n + m) ve (r,n).(s,m) =
(rs + ns + mr,nm) iglemleri ile bir halkadir. Bu halkaya R nin Dorroh geniglemesi denir ve

D(R,Z) ile gosterilir.

Tanmim 2.40. [31] R bir halka ve M bi-modiil olsun. R & M, R ve M nin dik toplamim

gostersin. Bilesensel toplama ve
(r1,m1).(r2,ma) = (rira, a(ri)ms + rams)

islemleri tanimlansin. Burada 1,7, € R ve my, my € M. Bu islemlerle R & M bir halkadir.
Bu halkaya R nin M ve « boyunca Nagata (asikar kati) genislemesi denir ve N (R, M; «) ile
gosterilir. Bu yapi ilk defa Nagata tarafindan 1962 de verildi.

Tamim 2.41. [26] R bir halka olsun. f(z Zalx g(x Z bz’ € R[z]igin f(x)g(x) =

7j=1
0 olmast her bir (i =1,2,...,n), (j =1,2,...,m)i¢in a;b; € nil(R) olmasim gerektiriyorsa

R ye zayif Armendariz halka denir.
Ornek 2.42. [26] Yar1 degismeli halkalar zayif Armendarizdir.

Tanim 2.43. [20] R bir halka olsun. X; R nin bos olmayan bir alt kiimesi olmak iizere
rr(X) = {r € R| Xr = 0} tammlansin. Bu kiimeye X in R deki sag sifirlayan: denir.
Benzer sekilde [g(X) = {s € R | sX = 0} kiimesine X in R deki sol sifirlayan: denir.



Tamm 2.44. [29] R bir halka a € R olsun. Eger a o a’ = a + a' — aa’ olacak sekilde bir
a € R varsa a ya rq.r eleman (sag yari diizenli) denir. R nin r.q.r elemanlarinm kiimesi

J(R) ={a € R | aR} seklindedir.

Tanim 2.45. [2] R bir halka olsun. Eger her e € Id(R) i¢in e € C'(R) oluyorsa R ye Abelian
halka denir. Ornegin; yar1 degismeli halkalar Abeliandur.

Tamim 2.46. [21] R bir halka olsun. R nin bir P asal ideali i¢cin O(P) = {a € R | b €
R/P, aRb = 0} seklindedir. Eger R nin P asal ideali icin O(P) = 0 ise R halkasina burulmasiz

denir.
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3. YANSIMALI HALKALAR VE UZANTILARI

Bu boliimde yansimali halkalar tanitilacak, 6zellikleri incelenecektir. Yansimali halkalarin
halka siniflandirmasindaki yeri belirlenecektir. Ayrica yansimali halkalarin bazi geniglemelerine

deginilecektir. Zayif yansimali halka kavrami tanitilacak ve 6zellikleri arastirilacaktir.

3.1. Yansimah Halkalar ve Temel Ozellikleri

Tamm 3.1. [28] R bir halka olsun. aRb = 0 olacak sekilde her a,b € R i¢in bRa = 0 oluyorsa

R ye yansimali halka denir.

Ornek 3.2. [37] Her terslenebilir halka yansimalidir. Gergekten; a,b € R olmak iizere aRb =
0 olsun. Ozel olarak R birimli oldugundan ab = 0 seklindedir. Buradan her » € R icin
a(br) = 0 olur. R terslenebilir oldugundan bra = 0 bulunur. Yani; bRa = 0. Sonug olarak R

yansimali halkadir.

Tamim 3.3. [10] R bir halka olsun. ab = 0 olacak sekildeki her a,b € R i¢in ba = 0 oluyorsa

R ye terslenebilir denir. terslenebilir halkalar tam yansimali halka olarak da adlandirilir.

Ornek 3.4. [37] indirgenmis halkalar terslenebilirdir. Gergekten; a,b € R olmak iizere ab = 0
olsun. (ba)*> = b(ab)a = 0 olup R indirgenmis oldugundan ba = 0 elde edilir. Yani; R

terslenebilir halkadir.

Lemma 3.5. [26] R bir halka olsun. R nin terslenebilir halka olmasi icin gerek ve yeter kosul

R nin yar1 de8ismeli ve yansimali halka olmasidir.

Ispat Kabul edelim ki R terslenebilir halka olsun. a,b € R igin ab = 0 olsun. R terslenebilir
oldugundan ba = 0 elde edilir. Herhangi bir » € R i¢in bar = 0 ve buradan arb = 0 bulunur.
Yani aRb = 0 olur ki R yar1 degismelidir. Simdi kabul edelim ki a Rb = 0 olsun. Bu durumda
her 7 € R igin arb = 0 olur. Ozel olarak ab = 0 ve her r € R i¢in a(br) = 0 seklindedir.
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R terslenebilir oldugundan bra = 0, yani R yansimali halkadir. Tersine kabul edelim ki R yar1
degismeli ve yansimali halka olsun. Buradan a,b € R olmak iizere ab = 0 seklinde bulunur.
R yar1 degismeli oldugundan a R0 = 0 ve R yansimali oldugundan bRa = 0 elde edilir. Yani
her » € R icin bra = 0 olur. Ozel olarak r = 1 alindifinda ba = 0 bulunur ki bu R nin

terslenebilir halka oldugunu gosterir. m

Asagidaki 6rnek yar1 degismeli olan fakat yansimali olmayan bir halka 6rne8ini gostermektedir.

abc
Ornek 3.6. [37] R indirgenmis bir halka olsun. Buna gore S = 0Oad | a,b,c,d € R
00a
000 010
halkas1 Kim ve Lee (2003) Onerme 1.2 den yar1 degismelidir. Fakat | 0 01 |,| 000 | € S
000 000

000 abc 010
icin | 001 0ad 000 = 0 olmasina ragmen herhangi bir 0 # a € R i¢in

000 00a 000

010 abc 000
000 Oad 001 | # 0oldugundan S halkas: yansimali degildir.

000 00a 000

a0b
Onerme 3.7. [37] R indirgenmis bir halka olsun. Buna gore S = 0ac | a,b,c€ R
00a
yansimali halkadir.
a; 0 b as 0 by
Ispat | 0 a; ¢, |,| 0 ay ¢y | €S olmak iizere S deki elemanlarin gosterimi ve S de
0 0 aq 0 0 as

tanimlanan toplama ve ¢arpma islemleri i¢in asagidaki notasyondan yararlanilacaktir.
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(CLl) bla Cl) _I_ (a27 bQ; 02) = (al + as, bl + b27 C1 _I_ 62)
(a1, b1, c1)(ag, ba, c2) = (ayag, a1by + bras, ajca + craz)

seklinde tamimlansin. Her (a,b,¢) € S igin (a1, by, c1)(a, b, ¢)(az, by, c2) = 0 oldugunu kabul

edelim. Buradan asagidaki denklemler elde edilir.

ajaas =0 (3.1
alabg + (alb + bla)a2 =0 (32)
ajacy + (a1c+ c1a)az = 0 (3.3)

Buna gore Lemma 3.5. ve her indirgenmis halkanin terslenebilir olmasi gercegi kullanilacaktir.
(3.1) den ajaas = 0 ise R terslenebilir oldugundan asaa; = 0 olarak bulunur. (3.2) denklemi
sagdan ay ile carpilirsa, indirgenmis halkalar yar1 degismeli ve a;aas = 0 oldugundan ayabsas =
0 elde edilir. Yani 0 = ajabyas + (a1b + bja)asas = (a1b + bia)asay seklindedir. Bu ise
(a1b + bia)as(ab + bia)as = [(arb + bia)as]? = 0 oldugunu goésterir. Dolayisiyla

(a1b + bra)az =0 (3.4)

denklemi elde edilir. (3.4) denklemi soldan a, ile ¢arpilirsa a;a,bas + a1biaas = 0 = ajabas

bulunur. Yani a;bas = 0 seklindedir. Buradan

ajaby + biaas = 0 3.5

denklemi elde edilir. (3.5) denklemi sagdan as ile carpilirsa 0 = ajabsas + biaasas = biaasas
olur. Yani byaas = 0 bulunur. Bu ise a;abs = 0 oldugunu gosterir. R yansimali oldugundan
asba; = 0,a0ab; = 0,bsaa; = 0 elde edilir. Benzer sekilde (3.3) denkleminden aacy, =
0,a1cay = 0,ciaas = 0 oldugu goriiliir. R terslenebilir oldugundan cyaa; = 0,asca; =
0, asac; = 0 elde edilir ki bu (as, b, c2)(a, b, ¢)(ay, by, c1) = 0 oldugunu gosterir. Dolayisiyla
S yansimali halkadir.
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Sonug 3.8. [26] Eger R indirgenmis halka ise T'( R, R) bir yansimali halkadir.

Ispat Onerme 3.7. den istenilen sonug elde edilir. m

Tanmim 3.9. [7] R bir halka olsun. «, R nin endomorfizmasi olsun. a,b € R olmak iizere
ab = 0 iken ba(a) = 0 oluyorsa «v ya sag terslenebilir ve eger a,b € R i¢in ab = 0 iken
a(b)a = 0 oluyorsa « ya sol terslenebilir denir. Bir R halkasi sag (sol) terslenebilir bir «
endomorfizmasina sahip ise I? ye sag (sol) a-terslenebilir halka denir. Eger R hem sag hem sol

a-terslenebilir halka ise R ye a-terslenebilir halka denir.

Asagidaki ornek sag a- terslenebilir halkalarin yansimali halka olmadigini1 gosterir.

e ab
Ornek 3.10. [7] Z, tam sayilar halkasi olsun. R = | a,b,c € Z ; halka ve
0c
ab
a:R— R, « = seklinde tanimlanan endomorfizma gz oniine alinsin.
0c 00
a b as b a b as b
P , 2 € R icin kabul edelim ki; b R 0 olsun. Buna gore
0 ¢ 0 c 0 0 c

a1a9 = 0 (36)
a1b2 + b102 =0 (37)
C1Cy = 0 (38)

Buradan (3.6) esitliginden asa; = O bulunur. Bu ise as = 0 ya da a; = 0 oldugunu gosterir.

Her iki durum icin de

a9 bg aq bl a9 b2 aq 0 Ao 0
(6% - = fry O
0 co 0 c 0 co 00 0 0

elde edilir.
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01 10

Bu sebeple R sag a- terslenebilirdir. Eger 0 # a € Z ise , € R olmak iizere
00 00
01 ac 10 10 ac 01 0a
= 0 olmasina ragmen = # 0
00 0b 00 00 0b 00 00

oldugu goriiliir. Yani 12 yansimali degildir.

“ R halka ve I; R nin sifir olmayan yansimali 6z ideali olmak iizere eger R/I yansimali ise

R yansimalidir. ” Asagidaki ornek yukaridaki olasilig1 yok eder.

.. S S
Ornek 3.11. [37] S bir bolme halkasi olsun. R = halkas1 gbz Oniine alinsin. R nin
0S

. . S S 0S . .
sifir olmayan 6z idealleri [; = Ay = A3 = seklindedir. Buna gore

00 0S5 00
I, ve I (halka olarak diistiniildiigiinde) yansimalidir. Ayrica R/}, = S, R/I3 = S & S
oldugundan R/I; ve R/I3 yansimal halkalardir. Ancak /5 ve R yansimal degildir. Gergekten;

01 01 .
) € I icin
01 00

01 01 01
01 01 00

olmasina ragmen
01 01 01

00 01 01

£0

oldugundan /5 yansimali halka degildir.
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00 11 .
, € Ricin
01 00

00 11 11

olmasina ragmen
11 11 00

00 01 01

# 0
oldugundan R yansimali halka degildir.

Onerme 3.12. [37] R bir halka ve I; R nin 6z ideali olsun. Eger R/I yansimali ve I indirgenmis

ise R yansimali halkadir.

Ispat Kabul edelim ki; I indirgenmis ve R /I yansimali halkalar olsun. 1,7, € R olmak iizere
her r € R icin 71775 = 0 olsun. Bu durumda 7,77, = 0 ve buradan R /I yansimali oldugundan
Tor7y = 0 bulunur. Bu ise rorr; € I oldugunu gosterir. Buradan (rorry)(rrorry) = 0
elde edilir. I terslenebilir oldugundan (rryrry)(rerry) = 0 bulunur. Bu denklem sagdan ro
ile carpilirsa r(rorry)(rorry)re = 0 olur. [ indirgenmis ve indirgenmis halkalar terslenebilir
oldugundan

(rorry)(rorri)rer = 0 elde edilir. Bu denklem sagdan ry ile carpilirsa (rorry) (rorry )rarry = 0
olur ki bu 7r9rry € I demektir. [ indirgenmis oldugundan ro7rr; = 0 bulunur. Boylece R

yansimalidir. m

Uyari 3.13. Onerme 3.12. de I idealinin * indirgenmis ~ yerine “ yansimali > olmas1 durumu

diisiiniilemez.

Asagidaki ornek bu durumu agiklar.
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abe

Ornek 3.14. [37] R bir indirgenmis halka olsun. S = Oad | a,b,c,d € R 3,
00a
0bc
I = 00d | | ab,c,d € R } olsun. Buna gére S/I = R oldugundan S/ indirgenmistir.
000

Ayrica [ yansimalidir. Fakat indirgenmis degildir.

Buradan asagidaki onerme elde edilir.

Onerme 3.15. [37] R indirgenmis bir halka ve I ideali R de bir sifirlayan olsun. Bu durumda
R/I yansimali halkadir.

ispat Kim ve Lee (2003) Onerme 1.14.(1) den ve her terslenebilir halka yansimali oldugundan

istenilen sonug elde edilir. m

Onerme 3.16. [37] R bir halka olsun. Eger R terslenebilir halka ise I = {a € R | a" = 0}

kiimesi R halkasinin yar1 degismeli idealidir.

ispat Kabul edelim ki; R terslenebilir halka olsun. Bu durumda a,b € [ i¢in a” = 0, b™ = 0
olacak sekilde n,m € Z* vardir. Bir s € Nigin & = min{m,n} + s olsun. R terslenebilir
oldugundan (ab)* = 0 bulunur. Béylece (a — b)* = 0 elde edilir. Buradan r € R igin (ar)" € I
ve (ra)" € I olur. Dolayisiyla I, R halkasinin idealidir. Ustelik eger ab € I ise n € Z% igin
(ab)™ = 0 seklindedir. Dolayisiyla R terslenebilir oldugundan r € R igin (arb)” = 0 elde

edilir. Bu ise I idealinin yar1 degismeli oldugunu gosterir. m
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3.2. Yansimmah Halkalarin Genislemeleri

Bu boliimde, yansimali halkalarin bazi polinom geniglemeleri incelenmistir. R halka ve A; R

nin merkezi diizenli elemanlardan olusan carpimsal kapali bir alt kiime olmak iizere
AT'R={u"a | ue Aja € R}

ile tanimlansin. Bu durumda A~! R bir halkadir.
Onerme 3.17. [37] R bir halka olsun. Bu durumda R[z] polinom halkasinin yansimali olmas1

i¢in gerek ve yeter sart A~! R[x]| halkasimin yansimali olmasidir.

Ispat Kabul edelim ki; A~'R[z] yansimali olsun. Ozel olarak A = {1z} alindiginda R|[z]

yansimalt halka olur. Simdi kabul edelim ki; R[z| yansimali halka olsun.

fl)=> ulaa’, g(x)=> v;'ba’ € A7'Rla]
1=0

J=0

t
ve her h(z) = Z v, tep® € AT'R[z] igin f(z)h(x)g(z) = 0 olsun. Bu durumda
k=0

H(z) = (WVi-1---0)h
G(z) = (VpUp-1...v0)g(x)

elde edilir. Buradan F'(z) H(x)G(x) = 0 olur. R[x] yansimali oldugundan G(x)H (z)F(z) =0
ve A, R deki merkezi diizenli elemanlardan olusan ¢arpimsal kapali alt kiimesi ve her 4, j i¢in

u;,v; € A oldugundan g(z)h(z) f(z) = 0 bulunur. Béylece A~! R[x] yansimali halkadir. m

Sonug 3.18. [37] R bir halka olsun. R[z| polinom halkasinin yansimali olmast i¢in gerek ve

yeter sart R[z; 21| Laurent polinom halkasinin yansimali olmasidir.

Ispat Onerme 3.17. den istenilen sonug elde edilir. m
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Armendariz olma sart1 altinda agagidaki ifadeler denktir:

1. R terslenebilir halkadir.
2. R|x] terslenebilir halkadir.

3. R[z,z7!] terslenebilir halkadir.

Kim ve Lee (2003) Onerme 2.4 te R halkasinin Armendariz olma sart1 altinda yukaridaki iic
ifadenin denk oldugunu gosterdi [18] .

Onerme 3.19. [37] R bir quasi-Armendariz halka olsun. Bu durumda asagidaki ifadeler denktir:

1. R bir yansimal1 halkadir.
2. R]x] bir yansimali halkadir.

3. R[z;z~!] bir yansimal halkadir.

Ispat (1) = (2) Kabul edelim ki; R yansimal halka olsun. f(z)R[z]g(x) = 0 olacak
t

sekilde f(z) = Zaimi,g(x) = ij:vj € R[z] ve her h(x) = chxk € R[z] olsun. R
=0 j=0 k=0
quasi-Armendariz halka oldugundan her , j igin a;c;b; = 0 olur. R yansimali halka oldugundan

her 4, j i¢in bjcka; = 0 bulunur. Boylece g(z)h(z)f(x) = 0 elde edilir. Dolayisiyla R|x]
yansimali halkadir.
(2) = (1) Tersine kabul edelim ki; R[z| yansimali halka olsun. a,b € R olmak iizere
aRb = 0 olsun. f(z) = a,g(x) = b € R|x] i¢in f(x)R[z]g(x) = 0 nulunur. Kabulden
g(x)R[z]f(x) = 0 olur. Buradan g(z)Rf(z) = 0, yani bRa = 0 elde edilir. Dolayisiyla R
yansimali halkadir.

(2) < (3) Sonug 3.18. den istenilen elde edilir. m
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Onerme 3.20. [37] R bir halka olsun. Bu durumda asagidaki ifadaler saglanr.

1. R bir degismeli tamlik bolgesi ve «, R halkasinin birebir endomorfizmasi olsun. Bu

durumda R halkasinin R ve o boyunca Nagata genislemesi yansimalidir.

2. R, degismeli S halkas iizerinde bir cebir ve D, R nin S boyunca Dorroh genislemesi

olsun. Eger R yansimali halka ve S tamlik bolgesi ise bu durumda D yansimalidir.
ispat

1. Kim ve Lee (2003) Onerme 1.14.(3) ve terslenebilir halkalar yansimali oldugundan istenen

sonug elde edilir.

2. Kabul edelim ki; R yansimali halka ve S tamlik bolgesi olsun. (71, s1), (2, 82) € D
olmak iizere her (r,s) € D i¢in (11, s1)(r, s)(r2, $2) = 0 olsun.
Buradan (71779 + $1779 + ST179 + S18T9 + SoT1T + S1SoT + $Sar1, 51552) = 0 elde edilir.
Yani;

T1TT9 + S17TT9 + STire + S1Sr9 + SorT + S1Sor + SS9y = 0
ve
51859 =0

seklindedir. S bir tamlik bolgesi oldugundan s; = 0 veya s = 0 veya sy = 0.

1. durum: s; = 0 olsun. Bu durumda r7ry 4+ sriry + Sori7 + ssor; = 0 ve buradan
0 = r1(r + s)(r9 + s2) seklindedir. R yansimali oldugundan 0 = (79 + s2)(r + s)r; =
Torry +198T1 + Sor71 + Sesr1 bulunur. Dolayistyla (72, s2) (7, $) (11, $1) = (rorry 4+ sorr+
SroT1 + S98T1 + S172r + S1891 + 1879, S2551) = 0 elde edilir.

2. durum: s, = 0 olsun. Bu durumda rorry + s1779 + sri79 + Sri79 + S15T9 = (17 +
s1)(r + s)ry = 0 seklinde bulunur. R yansimali oldugundan ro(r + s)(ry 4 $1) = rerr; +
TorsS1 + ro8Ty + 19881 = T9TT + SorTy + SraTy -+ S98T1 + S1797 + S1S97 + S1819 = 0 olur.

Dolayistyla her bir durum igin (72, s2)(r, s)(r1, s1) = 0 elde edilir. Bu ise ispati tamamlar.
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Uyan 3.21. [37] Onerme 3.20.(1) de R halkas1 * degismeli indirgenmis ~ halka alindiginda
sonug Onerme 3.22. de gecerli degildir.

Ornek 3.22. [37] D karakteristigi sifir olan bir tamlik bolgesi olsun. Bilesensel toplama ve
carpma islemleri ile birlikte ® = D & D halkasini diisiinelim. Bu durumda R de8ismeli ve
indirgenmis bir halkadir. Ancak R bir tamlik bolgesi degildir. o : R — R, a((s,t)) = (¢, )
otomorfizmasi goz oniine alinsin. r; = ((0,1),(1,0)),7 = ((1,0),(0,1) € R olsun. Bu
durumda r = ((0,1),(0,1)) € R i¢in rirre = ((0,1),(1,0))((0, 1), (0,1))((1,0),(0,1)) =0
olmasina ragmen rorr; = ((1,0), (0,1))((0, 1), (0,1))((0,1),(1,0)) = ((0,0),(0,2)) # 0 elde

edilir. Buna gore R halkasinin 12 ve o boyunca Nagata genislemesi yansimali degildir.

Asagidaki 6rnek o endomorfizmasinin birebir olmadigi zaman Onerme 3.20.(1) in gegerli

olmadigini1 gostermektedir.

Ornek 3.23. [37] D bir degismeli tamlik bolgesi ve R = Dlx] , D iizerinde polinom halkas1
olsun. « : D[z] — D[z], a(f(z)) = f(0) seklinde tanimlansin. N (R, R;«), R nin Nagata
geniglemesi ve (1,2?),(0,1) € N(R, R;a) olsun. Bu durumda (z,1) € N(R, R;«) igin
(1,2?)(x,1)(0,1) = 0 olmasina ragmen (0,1)(z,1)(1,2?) = (0,z) # 0 elde edilir. Bu ise

N(R, R; o) nin yansimali olmadigin1 gosterir.

3.3. Zayif Yansimah Halkalar

Bu alt baglhikta yansimali halkalarin zayif bir formu incelenecektir ve bu form zayif yansimali
halkalar olarak adlandirilir. Yansimali halkalar O (sifir) eleman1 yerine iistel sifirli elemanin

alinmasi olarak tanimlanir.

Tanim 3.24. [37] R bir halka olsun. a,b € R ve herr € Rig¢in eger arb = 0iken bra € nil(R)

oluyorsa R ye zayif yansimali halka denir.

Ornek 3.25. [37] Yansimali halkalar zayif yansimalidir.
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Onerme 3.26. [37] Eger R zayif yansimali halka ise bu durumda n > 2 i¢in 7,,(R) zayif

yansimali halkadir.

Ispat Kabul edelim ki; R zayif yansimal halka olsun. A = (ay;),C = (ci;) € T,(R) ve her
B = (b;;) € T,,(R) i¢cin ABC = 0 olsun. Burada 1 < i < j < n seklindedir. Buna gore her
1 <@ < nigin a;b;c; = 0 olur. R zayif yansimali oldugundan ¢;;b;;a;; € nil(R) bulunur.
Bu durumda her ¢ = 1,2,... n igin (¢;b;a;)™ = 0 olacak sekilde m; € N vardir. Buradan
m = maks{my, ma, ..., m,} olacak sekilde ((CBA)™)" = 0 elde edilir. Yani CBA € nil(R)
seklindedir. O halde T,,(R) halkasi zayif yansimalidir. m

Uyar 3.27. [37] Zayif yansimali halkalarin alt halkalar1 da zayif yansimalidir. Ornek 3.6.
da gosterilen S halkast Onerme 3.26. dan dolay1 zayif yansimali olmasina ragmen yansimali
degildir.

Onerme 3.28. [37] R bir halka olsun. R[z] polinom halkasinin zayif yansimali olmast igin

gerek ve yeter sart R[z; 2~ '] Laurent polinom halkasinin zayif yansimali olmasidir.

Ispat Kabul edelim ki; R[x; 2] Laurent polinom halkasi zayif yansimali olsun. R[z] polinom
halkast R[z; 2] Laurent polinom halkasinin alt halkasi oldugundan Uyar1 3.27. den R[z| zayif
yansimali halkadir. Simdi kabul edelim ki; R[z] zayif yansimali olsun. f(z),g(z) € R[z;z 7]
olmak iizere her h(z) € R[z; x| i¢in f(x)h(z)g(x) = 0 olsun. Bu durumda

olacak sekilde s € N vardir. Buradan f(z)h;g1(z) = 0 bulunur. R[z] zayif yansimali halka
oldugundan (g (z)hq f1(x))™ = 0 olacak sekilde n € N vardir. Boylece

(9(x)h(z) f(x))" = (@) (g1 (x)h1(x) fr(x))" = 0

elde edilir. Buise g(z)h(x)f(x) € nil(R[z;z~']) oldugunu gosterir. O halde R[z;z~!] Laurent

polinom halkasi zayif yansimalidir. m
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Kim ve Lee (2003) Lemma 1.4 ten her terslenebilir halka yar1 degismelidir. Zayif yansimali

halkalar yar1 degismeli degildir.

.. FF
Ornek 3.29. [37] F bir bolme halkas1 olsun. R = 2 x 2 tipindeki iist iicgensel matris

0 F
: S 10 00
halkasini1 gostersin. R yar1 degismeli degildir. Gergekten: , € R olmak iizere
00 01
11 o 10 00 10 11 00
her € Ricin = (0 olmasina ragmen # 0
01 00 01 00 01 01

elde edilir. Boylece R yar1 degismeli degildir. Fakat Onerme 3.26. dan zay1f yansimali halkadir.

Zayif yansimali olan fakat terslenebilir olmayan bir halka vardir.

.. ab
Ornek 3.30. [37] R indirgenmis bir halka ve S = | a,b,c € R, olsun.
0c
aq b1 as b3 a2 b? ..
A= ve C' = € S olmak tizere her B = € Sicin ABC =0
0 ¢ 0 c3 0 ¢y

olsun. Bu durumda a;asas = 0 ve cicacs = 0 bulunur. Her indirgenmis halka zayif yansimali
oldugundan (azaza;) € nil(R) ve (czcecq) € nil(R) elde edilir. Buna gore (agaga;)™ =

(c3cae1)™ = 0 olacak sekilde ny,m, € N vardir. Buradan (CBA)maks{inin2i+3 — () olur.

01 10 . 01 10 10 01
Dolayisiyla , € S igin = 0, fakat # 0
00 00 00 00 00 00

oldugundan S terslenebilir degildir.

Motais De Narbonne (1981) Ornek 2. den R halkasimin yar1 degismeli olmast R[z] polinom

halkasinin yar1 degismeli olmasini gerektirmez. Dolayisiyla R[x] terslenebilir degildir.
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Onerme 3.31. [26] R yar1 degismeli bir halka olsun. Bu durumda R|[z] zayif yansimalidur.

Ispat
f(z) = Zaixi , g(x) = chxj € R[z]
i=0 Jj=0

olmak tizere

h(z) =) bea* € Rla]

icin f(x)h(x)g(x) = 0 olsun. Yari degismeli halkalar zayif Armendariz oldugundan her bir
i,j igin (a;brcj)™ = 0 olacak sekilde n;; € N vardir. Yani (a;bic;)(a;bic;) . .. (a;ibre;) = 0
seklindedir. R yar1 degismeli oldugundan ve by, ile carpildiginda a;by(c;bia;)bic; . . . abrc; =
0 bulunur. Yine by, ile ¢arpildiginda a;bi(c;bra;)bi(cjbra;) ... a;brc; = 0 olur. Dolayisiyla
(c;bra;) € nil(R) elde edilir. Burada

g(2)h(z) f(z) = (é cjxj) (go bkg;’f> (é W) _ mgf’ <i+§:t cjbkai)

seklindedir. Liu ve Zhao (2006) Lemma 3.1 den her bir ¢ icin

Z cibra; € nil(R).

itjtk=t

Yani g(z)h(x) f(x) € nil(R[x]) bulunur. Boylece R|x| zayif yansimali halkadir. m
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4. ES KARE ELEMANLAR UZERINDE YANSIMA OZELLIiGi

Bu boliimde es kare elemanlar iizerinde halkalarin yansima 6zelligi calisilacaktir.

4.1. RIP Halkalar ve Ozellikleri

Tanmim 4.1. [17] R bir halka olsun. [; R nin tek yanl ideali olmak iizere eSer a € R ve
e € Id(R) i¢in aRe C I iken eRa C I oluyorsa [ ya sag es kare yansumali ideal denir. Eger 0
(sifir) bir sag yansimali ideal ise R halkasina sag es kare yansimalr denir. Sol eg kare yansimali

idealler ve halkalar benzer sekilde tanimlanir.
Ornek 4.2. [17] Yansimali halkalar tek yanl es kare yansimalidir.

Tanim 4.3. [21] R bir halka olsun. Eger e, f € Id(R) icin eRf = 0 iken f Re = 0 oluyorsa R

halkasi es kare elemanlar iizerinde yansima ozelligine (kisaca RIP) sahiptir denir.

Ornek 4.4. [21] Her tek yanh es kare yansimali halka RIP 6zelligine sahiptir. Abelian halkalar
RIP 6zelligine sahiptir.

Asagidaki ornek tek yanli e kare yansimali olmayan RIP halkalarin oldugunu gosterir.

Ornek 4.5. [21] F, karekteristigi sifir olan bir cisim ve F iizerinde degismeyen a,b,c

bilinmeyeni i¢in A = F' < a, b, ¢ > olsun.

1. Kwak and Lee (2012) Ornek 3.3 de I; aAb, a> — a tarafindan iiretilen A nin ideali ve
R = A/I olsun. Bu durumda R sa§ es kare yansimali halka fakat sol es kare yansimali

degildir. R? sag es kare yansimali1 oldugundan RIP halkadir.

2. Kwak and Lee (2012) Ornek 3.3 de I; aAb, a*> — a tarafindan iiretilen A nin ideali ve
R = A/I olsun. Bu durumda R sol eg kare yansimali halka fakat sag es kare yansimali

degildir. R sol es kare yansimali oldugundan RIP halkadir.
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Ornek 4.6. [21] F bir cisim olmak iizere R = halkast goz Oniine alinsin. R bir
0 F

RIP halka degildir. Gergekten; Fiq, Esy € Id(R) igin EopeRE;; = 0 olmasina ragmen

11 o 10 11 00 )
A= € Ricin £\ RFEs5 = # (0 oldugundan R bir RIP halka

01 00 01 01
degildir.
F bir cisim olmak iizere yansimali bir halkadir. Kwak ve Lee (2012) Teorem 2.6.(2) de M aty(F)
nin yansimal bir halka oldugu gosterildi. Dolayisiyla M aty(F') bir RIP halkadir. Buna ragmen

. FF
Ornek 4.6. da R = st icgensel matris halkasinin RIP olmadig1 gosterildi. O halde

0F

halkalarin RIP olma 6zelligi alt halkalarda korunmaz.

Onerme 4.7. [21] R bir halka olsun. Buna gore asagidaki ifadeler denktir.

1. R, RIP halkadir.

2. e € Id(R) igin rr(eR) N Id(R) = lp(Re) N Id(R).

3. ERF = 0 olacak sekilde ) # E C Id(R) ve ) # F C Id(R) i¢in FRE = 0 olur.
4. I ve J; Id(R) nin sag idealleri olmak iizere eger I.J = 0 ise JI = 0.

5. I ve J; Id(R) nin idealleri olmak tizere eger /.JJ = O ise JI = 0.

Ispat (1) = (2) Kabul edelim ki; R bir RIP halka olsun. = € rz(eR) N Id(R) olsun. Buradan
r € r.(eR) ve x € Id(R) olup eRz = 0 ve x*> = x seklindedir. R bir RIP halka oldugundan
zRe = 0 olur. O halde z € [g(Re) N Id(R) seklindedir. Boylece, rg(eR) N Id(R) C
[r(Re) N Id(R) elde edilir. Benzer sekilde [g(Re) N Id(R) C rr(eR) N Id(R) oldugu kolayca
goriiliir. Dolayisiyla rr(eR) N Id(R) = lg(Re) N Id(R) elde edilir.
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(2) = (1) Kabul edelim ki; e € Id(R) igin rg(eR) N Id(R) = Ilg(Re) N Id(R) olsun.
e =e € R, f*=f € Rigin eRf = 0 seklindedir. Bu durumda f € rg(eR) N Id(R)
olur. Kabulden f € [gr(Re) N Id(R) bulunur. Yani fRe = 0 seklindedir. Bu ise R nin RIP
halka oldugunu gosterir.

(1) = (3) Kabul edelim ki; R, RIP halka olsun. £, F' C Id(R) olmak iizere ERF = 0 olsun.
Budurumdae € E, f € Ficin eRf = 0 bulunur. R, RIP halka oldugundan f Re = 0 olur.

FRE = {Zflnez ’ fz GF,eiEE,meR}

oldugundan F'RE = 0 elde edilir.

(3) = (4) Kabul edelim ki; ERF = 0 olacak sekilde £, F' C Id(R) i¢cin FRE = 0 olsun.
Burada I = ER ve J = FR seklindedir. Bu durumda ERF C [IJ = 0 olarak bulunur.
Kabulden FRE = 0 olup JI = 0 elde edilir.

(4) = (5) E, F C Id(R) olmak iizere ] = RER ve J = RF R olsun. Kabul edelim ki; /.J = 0
olsun. Bu durumda FRFR C IJ = 0 oldugundan ERF'R = O olur. (4) ten FRER = 0 ve
buradan RFFRE R = 0 bulunur. Boylece J/ = 0 elde edilir.

(5) = (1) Kabul edelim ki; e, f € Id(R) olmak iizere eRf = 0 olsun. I = ReR, J = RfR
idealleri icin ReRRfR = 0 olup (5) ten (RfR)(ReR) = 0 seklinde bulunur. Ozel olarak
fRe = 0 elde edilir. Dolayisiyla R bir RIP halkadir. m

Onerme 4.8. [21] R bir halka olsun. Bu durumda asagidaki ifadeler saglanur.

1. Eger R bir RIP halka ise e € Id(R) i¢in eRe bir RIP halkadur.

2. I, R nin bir ideali olmak iizere R/I bir RIP halka olsun. Eger I indirgenmis halka ise R
bir RIP halkadir.

3. e € Id(R) N C(R) olmak iizere eR ve (1 — e) R halkalarinin RIP olmasi i¢in gerek ve
yeter kosul R halkasinin RIP olmasidir.
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ispat

1.

Kabul edelim ki; R bir RIP halka olsun. f, f* € Id(eRe) olmak iizere f(eRe)f = 0
olsun. Buradan f = exe, f = eye olacak sekilde z,y € R vardir. fe = (exe)e =
exe? = eve = f ve ef = e(ere) = e*re = eve = f seklindedir. Yani, fe = f = ef
bulunur. Benzer sekilde f'e = f = ef elde edilir. f(eRe)f = 0ise (fe)R(ef) =0
ve buradan fRf = 0 olur. R bir RIP halka oldugundan f'Rf = 0 bulunur. Bu ise
0= fRf = (fe)R(ef) = f'(eRe)f olmasim gerektirir. Boylece eRe halkasi RIP

ozelligine sahiptir.

Kabul edelim ki; R/I, RIP halka ve [ ideali indirgenmis olsun. e, f € Id(R) i¢in
eRf = 0 olsun. Buna gore eRf = 0 elde edili. R = R/I, RIP oldugundan fRée = 0
bulunur. Burada ¢, f € Id(R) seklindedir. Buna gore fRe C I bulunur. Diger taraftan
(fRef)* = (fReR)(fReR) = fR(eRf)ReR = 0 olup I indirgenmis oldugundan
fRe = 0 elde edilir. Bu ise R halkasinin RIP 6zelligine sahip oldugunu gosterir.

. Kabul edelim ki; e € Id(R) N C(R) i¢in eR ve (1 — e)R halkalart RIP olsun.

f.f € Id(R) i¢in fRf = 0 olsun. Bu durumda esitligin her iki tarafi soldan e ile
ve 1 — eile carpildiginda efRf = 0 ve (1 — e)fRf = Oolur. e € Id(R) N C(R)
oldugundan feRf = 0ve f(1 —e)Rf = 0 bulunur. eR ve (1 — ¢)R halkalar1 RIP
oldugundan f'eRf = 0ve f'(1 — e)Rf = 0 elde edilir. Buradan e € C(R) oldugundan
ef Rf =0ve (1 —e)f Rf = 0 bulunur. Béylece ef Rf + (1 —e)f' Rf = fRf =0
olur ki bu ise R halkasinin RIP 6zelligine sahip oldugunu gosterir. Tersine kabul edelim
ki; R halkasi RIP ozelligine sahip olsun. (1) den her e € [d(R) i¢in eRe halkasi RIP
ozelligine sahip oldugundan eRe = eR ve (1 — e)R(1 — e¢) = (1 — e) R halkalar1 RIP

ozelligine sahiptir.

Uyan 4.9. Onerme 4.8.(2) de ki * I indirgenmis bir halka * olma sart1 kaldirilamaz.
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Ornek 4.10. [21] F bir cisim olsun. R = halkas1 gbz Oniine alinsin. Ornek 4.6. dan

0F
o 01 11 11 o
R halkas1 RIP degildir. Gercekten; , € Rve € Rigin
01 00 01

01 11 11
01 01 00

olmasina ragmen
11 11 01

#0
00 01 01
) ) ) FF 0F 0F
bulunur. R nin sifir olmayan 6z idealleri /; = , I = ve I3 =
00 0F 00

seklindedir. Bu idealler halka olarak diisiiniildiigiinde indirgenmis degillerdir. Buna ragmen

a(
R/I, =2 Fve R/I, =2 F ve R/I3 = { + 13 | a,c€ F} indirgenmis halkalardir.
0c
Indirgenmis halkalar RIP oldugundan her bir i = 1,2,3 icin R/I; halkalar1 RIP 6zelligine
sahiptir.

Onerme 4.11. [21] R, () € A) halkalar olsun. Buna gore asagidaki ifadeler denktir:

1. Ry (A € A) bir RIP halkadr.
2. Ry (A € A) nin dik carpim halkas1 I1;c, R, RIP halkadir.
3. Ry (A € A) nin dik toplam halkas1 ;< R, RIP halkadir.
ispat (1) = (2) Kabul edelim ki; her bir A € A icin R, bir RIP halka olsun. R, RIP halkalarin

bir sonlu dik ¢arpimi olsun. (ey), (f\) € Id(R) igin (ey)R(f\) = 0 oldugunu varsayalim. Bu
durumda her A € A igin ey Ry f\ = 0 olup ey, f) € Id(R) bulunur.
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R, RIP halka oldugundan her A\ € A i¢in fyRye, = 0 seklindedir. Boylece (f\)R(ey) = 0
elde edilir. Dolayisiyla 12 bir RIP halkadir.

(2) = (1) Kabul edelim ki; Ry (A € A) nin dik ¢arpim1 RIP halka olsun. v # A ig¢in ey, = 1 ve
e, = 0 olacak sekilde e = (e,) € Id(R) olsun. Buradan eRe = R, bulunur. Onerme 4.8.(1)
den eRRe bir RIP halkadir. Dolayisiyla 2y bir RIP halkadir.

(1) = (3) Kabul edelim ki; Ry (A € A) RIP olsun. R, Ry (A € A ) nin dik toplam1 olsun.
(ex), (fr) € Id(R) igin (ex)R(fx) = 0 olsun. Her A € A olmak iizere e, fy € Id(R)) i¢in
exRyfy = 0 bulunur. Ry, RIP oldugundan f\Rye, = 0. Boylece (e))R(f\) = 0 olup R bir
RIP halkadir.

(3) = (1) Kabul edelim ki; R, Ry nin dik toplam1 ve R, RIP halka olsun. v # A igin ey = 1 ve
e, = 0 olacak sekilde e = (e)\) € Id(R) olsun. Bu durumda e Re = R, bulunur. f(eRe)f =0
olacak sekilde f, f' € Id(eRe) olsun. Buradan f(eRe)f’ = (fe)R(ef’) = 0 olur. Burada
e = (ey) = 1 oldugundan fe = f = ef ve ef’ = f' = f’e seklindedir. Boylece fRf' = 0
bulunur. R, RIP oldugundan f'Rf = 0 elde edilir. Buradan (f’'e)R(ef) = f'(eRe)f = 0 olup
e Re bir RIP halkadir. Dolayisiyla e Re = R, oldugundan R, bir RIP halkadir. m

Uyar 4.12. RIP halkalar homomorfik goriintiileri altinda kapalidir.

Ornek 4.13. [21] K bircisimve R = K < a,b > olsun. Bu durumda R indirgenmistir ve
dolayisiyla yansimalidir. O halde R bir RIP halkadir. I; aRb, a* — a ve b* — b tarafindan iiretilen
R nin ideali olsun. Bu durumda a,b € Id(R/I) i¢in aRb C I olmasina ragmen ba € bRa ¢ I
oldugundan R/I halkasi RIP 6zelligine sahip degildir.

Ornek 4.14. [21]1 R herhangi bir halka ve n > 2 olsun. Bu durumda R iizerindeki n X n tipinde
uist tiggensel matris halkasi 7,,(R), bir RIP halka degildir. Gergekten; E;, E,,,, € 1d(T,(R))
icin E,,,,T,,(R)E1; = 0 olmasina ragmen Ey,7,,(R)E,, = E11(RE, + REy,+- -+ RE,,) =
REy, # 0 elde edilir. Simdi R sifirdan farkli birimli olmayan bir halka olsun. ef = e
olacak sekilde sifir olmayan e, f € Id(R) oldugunu varsayalim. Bu durumda n x n tipindeki
T,(R) (n > 2) st ticgensel matris halkast RIP halka degildir. 4,5 = 1,...,ni¢in A;; = eE};
ve B;; = fE;; olsun. Buna gore A;;, B;; € 1d(T,(R)) ve B,,,T,(R)A;; = 0 bulunur. Fakat
AT, (R)Bpun, A11(Bin+ Ban + -+ -+ Bpy) = A11 By, = Ay, = ef By, = eEyy, # 0 elde edilir.
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Tamim 4.15. [9] R bir halka ve e € Id(R) olsun. Eger her r € R igin re = ere oluyorsa
e ye sol yari degismeli es kare eleman denir ve biitiin sol yar1 degismeli es kare elemanlarin
kiimesi S;( R) ile gosterilir. Benzer sekilde eger her r € R i¢in er = ere oluyorsa e ye sag yari
degismeli es kare eleman denir ve R nin biitiin sag yar1 degismeli es kare elemanlarin kiimesi
S, (R) ile gosterilir. R merkezde yer alan eg kare elemanlarin kiimesi i¢in B(R) notasyonundan

yararlanilir.

Onerme 4.16. [21] R bir halka olsun. Bu durumda asagidaki ifadeler saglanir.

1. R bir RIP halka olsun. R nin her tek yanli yar1 degismeli es kare eleman1 merkezdedir.

2. R bir RIP halka olsun. Eger R burulmasiz ise B(R) = {0, 1}.

ispat

1. e € S(R) olmast icin gerek ve yeter sart (1 — e¢)Re = 0 olmasidir. R, RIP halka
oldugundan eR(1 — e) = 0 olur. Dolayisiyla e € S,.(R) elde edilir.

2. Kabul edelim ki; R nin P asal idealleri i¢in O(P) = 0 olsun. e € B(R) = S;(R) olsun.
Bu durumda (1 — e)Re = 0 olup R, RIP oldugundan eR(1 — e¢) = 0 elde edilir. Eger
e # Pisel —e € O(P) = {0}, yani ¢ = 1 bulunur. Egere € Pise 1 —e # P olur.
Dolayisiyla e € O(P) = {0}, yani e = 0 elde edilir.

Tamim 4.17. [9] R bir halka olsun. Eger R halkasinin bir sag (sol) idealinin sag (sol) sifirlayanm
bir es kare elemani tarafindan iiretiliyor ise IR halkasina sag (sol) devirli yart Baer (kisaca

p-q-Baer) denir. Eger R hem sag hem sol p.q-Baer ise R ye p.q-Baer halka denir.
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Onerme 4.18. [21] R bir sag p.q-Baer halka olsun. Bu durumda asagidaki ifadeler denktir:

1. R yan asal halkadir.

2. R yansimali halkadir.

3. R sag es kare yansimal1 halkadir.
4. R sol es kare yansimali halkadir.
5. R bir RIP halkadr.

6. S)(R) = B(R) = S5,(R) dir.

ispat Kwak ve Lee (2012) Onerme 3.15 ve tanimdan istenilen sonug elde edilir. m
Sonug 4.19. [21] R bir RIP halka olsun. Bu durumda R sag p.q-Baer olmasi i¢in gerek ve yeter

sart R nin p.q-Baer halka olmasidir.

Ispat R her sag p.q-Baer ve RIP halkas1 Onerme 4.18. den tek yanl es kare yansimalidir.
Boylece Kwak ve Lee (2012) Onerme 3.16 dan R bir p.q-Baer halkadir. m

4.2. RIP Halkalarim Uzantilar:

Bu boliimde cesitli halka uzantilarinin es kare yansimali ozelligini gozlemleriz. Ilk olarak

polinom halkalar1 ve gii¢ serisi halkalar1 goz 6niine alinacaktir.

Teorem 4.20. [21] R bir halka olsun. Bu durumda agagidaki ifadeler saglanir.

1. R bir RIP olmast igin gerek ve yeter sart R[] polinom halkasinin RIP olmasidir.
2. R nin RIP halka olmasi i¢in gerek ve yeter sart R[[x]] in RIP halka olmasidur.

3. R bir sag (sol) es kare yansimali halka olmasi i¢in gerek ve yeter sart R|x] in bir sag (sol)

es kare yansimali halka olmasidir.
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4.

Ispat

1.

2.

R bir sag (sol) es kare yansimal halka olmasi igin gerek ve yeter sart R|[[x]] in bir sag

(sol) es kare yansimal1 halka olmasidir.

R halkasinin RIP oldugunu varsayalim. Buradan f(z)R[z]g(z) = 0 olmas i¢in gerek
ve yeter kosul f(z), g(z) € R[z] i¢in f(z)Rg(z) = 0 olmasidir. e(z)Rf(x) = 0 olacak
sekilde

e(r) = Z e’ f(z) = Z fix’ € Id(R]x])

olsun. e*(z) = e(r) denel = egve h =1,2,...,migin,
€n = Z €u€y
u+tv=h
seklindedir. (eg,...,en_1), €o, ..., e, tarafindan iretilen R nin ideallerini gostersin.
Buna gore tiim A lericin ey, € (eq, ..., e,_1) olur. Boylece (ey) = RegR olmak iizere tiim

h=0,1,...,micin e, € (ey) ve benzer sekilde k = 0,1,... ,nigin f; € (fy) bulunur.
Eger eg = 0 ise her e, € (eg) oldugundan e(z) = 0 seklindedir. ey # 0 oldugunu
varsayalim. e(xz)Rf(z) = 0 dan egRfy = 0 bulunur. R, RIP halka ve ey, fo € Id(R)
oldugundan fyRey = 0 elde edilir. Bu (RfyR)R(RegR) = 0 oldugunu gosterir. Fakat
tiim ¢, j ler igin ¢; € RegR ve f; € RfoR olur. Buradan f(x)R|[z]e(z) = 0 oldugundan
tim i, ler igin f;Re; = 0 elde edilir. Dolayisiyla R[z]| halkasi RIP olarak bulunur.
Tersine R[z| halkasinin RIP oldugunu varsayalim. e, f € Id(R) igin eRf = 0 olsun. Bu
durumda eR[z]f = 0 ve buradan fR[x]e = 0 olup fRe = 0 elde edilir. Boylece R bir
RIP halkadir.

(1) in ispatina benzer sekilde elde edilir.
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3. Sol es kare yansimali halka i¢in ispati (1) in ispatina benzerdir. R nin sag es kare

yansimali halka oldugunu varsayalim. f(z)Re(x) = 0 olacak sekilde
@)=Yt eHw) = e(z) = 3 eja7 € Rla]
=0 j=0

olsun. Tim h = 0,1,...,nicin e, € (ey) ve ey # 0 oldugunu varsayalim. Buna gore
f(z)Re(x) = 0 oldugundan agRey = 0 ve buradan agRey R elde edilir.
Boylece tiim A ler igin e), € (eg) oldugundan h = 0, 1,. .., ni¢in agRe, = 0 (denk olarak

apRe(x) = 0) bulunur. Yani,

( Za;m’) Re(x) =0

seklindedir. Buradan a; Rey = 0 elde edilir. Ayrica benzer sekilde a; Re(z) = 0 bulunur.
Bu sekilde ilerleyerek tim ¢ = 0,1, ..., m i¢in a;Re(x) = 0 elde edilir. Buna gore tiim
t=0,1,...,mvej=0,1,...,ni¢in a;Re; = 0 seklinde bulunur. ¢ = 0,1, ..., m i¢in
a;Rey = 0 olup R sag es kare yansimali ve ¢y € Id(R) oldugundani = 0,1,...,m igin
eoRa; = 0 (denk olarak egRf(z) = 0) olur. Yani ReqRf(x) = 0 seklindedir. Fakat tiim
j=0,1,...,ni¢in e; € ReyR bulunur. Buna gore e(x)R[z]|f(z) = 0 olmak iizere 7, j
i¢in e; Ra; = 0 elde edilir. Dolayisiyla R[z] sag es kare yansimalidir. Tersi (1) in ispatina

benzerdir.

4. (3) iin ispatina benzer sekilde elde edilir.

Teorem 4.21. [21] R, degismeli bir .S halkasi {izerinde bir cebir olsun. Bu durumda R halkasi
RIP olmasi i¢in gerek ve yeter sart R nin S boyunca Dorroh genislemesi olan D bir RIP

olmasidir.

Ispat Kabul edelim ki R halkas1 RIP olsun. s € S birimli ve s1 € R seklindedir. s = s1 olmak
tizere R={r+s | (r,s) € D} seklindedir.
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(e1,81), (€2, 82) € Id(D)igin (ey, 51)D(eq, s2) = 0 olsun. (e;, s;)*> = (e2+2s;¢;, s7) oldugundan
(€; + si1)* = €2 + 2s;e; + 521 = e; + s;1 R nin bir eg kare elemamdir. (e, s1)(r,0)(ez, $2) =
(e1rey + syres + saeqr + s1591,0) = (0,0), (e + s1l)r(ex + s21) = eyres + syreg +
soeqr + $1891 oldugundan (e; + s11)R(eg 4+ s21) = 0 elde edilir. R halkasi RIP oldugundan
(e2 + s21)R(eq + s11) = 0 olur. Dolayisiyla tim € R igin esrey + Soreq + syeor + 1591 = 0
olarak bulunur. (7, s) € D olsun. Bu durumda (es, s2)(7, s)(e1, 1) = (ea(r + sl)ey + so(r +
sl)e; + s1ea(r + s1) + s1897, 52851) = (—s15251,51882) = (0,0) seklindedir. Ciinkii son
esitlik (eq, s1)D(ea, s2) = 0 olmak iizere tim s € S i¢in 51889 = 0 oldugunu gostermektedir.
Dolayisiyla D, RIP halkadir.

Tersine D, RIP oldugunu varsayalim. e, f € Id(R)i¢in eRf = 0 olsun. Buradan her (r, s) € D
icin (e,0)(r,s)(f,0) = (e(r 4+ s1)f,0) = (0,0) olur. D, RIP oldugundan (f,0)D(e,0) = 0
bulunur. » € Rigin (f,0)(r,0)(e,0) = (fre,0) = (0,0) elde edilir. Bu durumda fRe = 0 ve
boylece R bir RIP halkadir. m

Teorem 4.22. [21] R bir halka ve n > 2 olsun. Bu durumda asagidaki ifadeler saglanir.

1. R nin RIP halka olmasi i¢in gerek ve yeter sart D,,(R) nin RIP halka olmasidur.
2. R nin RIP halka olmasi i¢in gerek ve yeter sart V,,(R) nin RIP halka olmasidir.

3. R nin sag (sol) es kare yansimali halka olmast i¢in gerek ve yeter sart D,,( R) nin sag (sol)

es kare yansimali halka olmasidir.

4. R nin sag (sol) es kare yansimali halka olmasi i¢in gerek ve yeter sart V,,(R) nin sag (sol)

es kare yansimali halka olmasidir.
ispat
1. Kabul edelim ki R halkasi RIP olsun. Eger E? = E = (e;; D,,(R) olacak sekilde

) €
i=1,...,nicine; = eise e;; € ReR seklindedir. E = (e;5), F = (fi) € Id(D,,(R))
icin EDn(R)F = 0 oldugunu varsayalim. D = (d,,,) € D,,(R) olsun.
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Tim i,u,k = 1,...,nigin e;; = e,dyy = d, frx = f olmak iizere e, f € Id(R) ve
d € Ri¢in edf = 0 olur. Yani eRf = 0 seklindedir. R, RIP halka ve e, f € [d(R)
oldugundan fRe = 0 bulunur. Buradan (RfR)R(ReR) = 0 olur. Fakat tim i, j, k, !
icin fi; € RfR ve e;; € ReR seklindedir. Bu F'D,,(R)E = 0 olmak iizere 4, j, k, | i¢in
fruRe;; = 0 oldugunu gosterir. Buna gore D,,(R), RIP halkadir. Tersine D,,(R) bir RIP
halka oldugunu varsayalim. e, f € Id(R) i¢in e Rf = 0 olsun.

E= eZ::E F= fieii € Id(Dn(R))

icin ED,,(R)F = 0 seklindedir. Varsayimdan F'D,,(R)E = 0 olur. Buradan fRe = 0
olup R bir RIP halkadir.

2. (1) in ispatina benzer sekilde elde edilir.

3. Kabul edelim ki R sag es kare yansimali halka olsun. A, ), E* = E = (ey) € Dy(R)
icin AD,(R)E = 0 olsun. D = (dy) € D,(R) i¢cin ADE = 0 olsun. Tim i,u,k =
1,...,nicin a; = a,dy, = d,eprx = € = €2 seklindedir. Tiim d € R i¢in ade = 0
olur. Buna gore aReR = 0 ve ey, € ReR oldugundan d € R i¢in adey; ve ayrica j — ¢
tizerinde a;;de = 0 bulunur. R sag es kare yansimali ve e € Id(R) oldugundan tiim
i,7 leri¢in eRa;; = 0, yani, ReRa;; = 0 olur. Fakat herhangi £, j i¢in e;; € ReR olup
tim ¢, j, k, [ igin ey Ra;; elde edilirt. Bu ise ED, (R)A = 0 oldugunu gostermektedir.
Buradan D,,(R), n > 2 i¢in bir sag es kare yansimal halkadir. Tersi (1) in ispatina

benzer sekilde elde edilir.

4. (1) in ispatina benzer sekilde elde edilir.

Sonug 4.23. [21] R bir halka olsun. Bu durumda asagidaki ifadeler saglanir.

1. Bir R halkas1 RIP (sag (sol) es kare yansimali) halka olmasi i¢in gerek ve yeter sart
T(R, R) asikar genislemenin RIP (sag (sol) es kare yansimal1 ) halka olmasidir.
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2. Bir R halkasinin RIP (sag (sol) es kare yansimali ) olmast igin gerek ve yeter sart n € Z*
ve (z"), 2" tarafindan tiretilen R[x] in ideali olmak tizere R|x]/(z") RIP (sag (sol) es kare

yansimali) halka olmasidir.

Ispat V,,(R) = R[z]/(2") ve Teorem 4.22. den istenilen sonug elde edilir. m

Onerme 4.24. [21] R halkasinin merkezi diizenli elemanlardan olusan bir A kiimesi ¢arpma

islemine kapali olsun.

1. M~'R, RIP halka ise R, RIP halkadir.

2. MR nin her es kare elemani, u € M ve e € Id(R) olmak iizere u™'e formatinda olsun.

Buna gore R halkasi RIP ise M 'R bir RIP halkadur.

ispat

1. MR bir RIP oldugunu varsayalim. e, f € Id(R) igin eRf = 0 olsun. Herhangi
re Rwe Migin0=wlerf =ce(wr)f. e(M™'R)f = 0 olup M 'R halkas1 RIP
oldugundan f(M~'R)e = 0 bulunur. Boylece fRe = 0 elde edilir. Bu ise R halkasinin

RIP oldugunu gosterir.

2. R halkasimin RIP oldugunu varsayalim. o = u~le, = v=1f € [d(M~'R) vee, f €
Id(R) igin o(M~*R)S3 = 0 olsun. M, R nin merkezi diizenli elemanlardan olusan bir
kiimesi oldugundan w™'r € M~ 'R i¢in 0 = (uvte)(w™r)(v1f) = (uwv)~(erf)
olarak bulunur. Buise eRf = 0 oldugunu gosterir. R halkasi RIP oldugundan fRe = 0
olur. Béylece r € R i¢in (vwv)~'(fre) = 0 bulunur. Bu S(M'R)a = 0 oldugunu
gosterir. O halde M ! R, RIP halkadur.
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Sonug 4.25. [21] R bir halka olsun. Kabul edelim ki; R[x; z~!'] de her es kare eleman f(z) €

Id(R[z]) ve m € Z olmak iizere f(x)x™ formatindadir. Bu durumda agagidaki kosullar denktir:

1. R bir RIP halkadir.
2. R]x] bir RIP halkadir.

3. R[z;x~!] bir RIP halkadr.

Ispat (1) < (2) Teorem 4.20.(1) den istenilen sonug elde edilir.
(2) < (3) Onerme 4.24. den M = {1,z,2?%,...} seklinde alinmasi1 durumunda istenilen sonug

elde edilir. m
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